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e Es sind keine anderen Hilfsmittel als ein Stift zugelassen, insbesondere keine Unterlagen und keine elektro-

nischen Geréte. Bitte schalten Sie Ihr Mobiltelefon aus.

e Die Antworten zu Aufgabe 1 sind auf dem Aufgabenblatt einzutragen. Notieren Sie die Antworten fiir die
weiteren Aufgaben auf dem zur Verfiigung gestellten weissen Papier. Beginnen Sie fiir jede Aufgabe ein
neues Blatt und legen Sie bei der Abgabe die Blitter in der Reihenfolge der Aufgaben zusammen, mit dem
Aufgabenblatt als Deckblatt. Die abgegebenen Bldtter werden oben links zusammengetackert. Halten Sie

deshalb beim Schreiben geniigend Abstand zu dieser Ecke.

e Die Bearbeitungszeit betréagt 90 Minuten. Sie kénnen die Teilnahme an der Klausur jederzeit ohne Abgabe

einer Losung beenden. Ein solcher Abbruch wird nicht als Fehlversuch gewertet.

Aufgabe 1. Wahr oder falsch?

In Z7 gilt = =3
In Zs gilt L =3
Definitionen der Form f: A — B/~, f(a) = [g(a)]~ sind immer représentantenunabhéngig.

= o=

Vier Vektoren im R* kénnen linear unabhingig sein

Drei Vektoren im R* kénnen linear abhingig sein

Sind v1, ..., v, linear abhéngig, so ist jedes v; eine Linearkombination der anderen Vektoren.

Jeder Vektorraum bildet zusammen mit Vektoraddition und Skalarmultiplikation einen Ring.

Die injektiven Homomorphismen bilden einen Unterraum von Hom(V, W).
Es gibt eine lineare Abbildung h: Q[X] — Q[X] mit h(X?) = X9 — 2X%*5 fiir alle i € N.

Fiir jede invertierbare Matrix A € K™"*" gilt det(A™1) = det(A4)~*.
{M € GL(n,K) : det(M) = 1} ist eine Untergruppe von GL(n, K).
Fiir alle A, B € K"*™ gilt Rang(A + B) = Rang(A) + Rang(B).

Lésung. wahr-wahr-wahr, wahr-wahr-falsch, falsch-falsch-wahr, wahr-wahr-falsch
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Aufgabe 2. Sei (G,0) eine Gruppe mit Neutralelement eg und sei (H, ) eine Gruppe mit Neutral-
element e. Weiter sei h: G — H ein Gruppenhomomorphismus (d.h. es gelte h(a o b) = h(a) * h(b) fiir
alle a,b € G). Zeigen Sie:

a) Fiir die Untergruppe U = ker h von G gilt: U = {gouog™':u € U} fiir alle g € G.
b) h ist genau dann injektiv, wenn ker h = {eg} gilt.
Lésunyg.

a) Sei g € G beliebig und schreibe U’ = {gouog™t :u e U}.
»C“ Seia € U, etwaa = goaog ! fir ein a € U. Dann gilt h(a’) = h(goaog ) =
h(g) * h(a) * h(g~1) = h(g) * ey * h(g)~! = ey. Daraus folgt a’ € U = ker h.
»,2“ Seia e U.Dann gilt h(a) = ey. Dann h(g) "t *h(a) *xh(g) = h(g) "t * ey xh(g) = eg. Dann
h(g7'xaxg) =epy, also g7l oaoge U,alsoa=go (g toaog)ogt eU".

b) ,=“ Da h ein Homomorphismus ist, gilt h(eg) = eny. Somit gilt e¢ € ker h. Da h auBerdem

injektiv ist, kann der Kern keine weiteren Elemente enthalten, denn aus h(g) = h(eg) = eq folgt
g = eg fiir jedes g € ker h.

,<“ Seien a,b € G mit h(a) = h(b). Dann gilt h(a) * h(b)~! = ex, also h(aob™t) = ey, also
aob ! €kerh, also aob™! = eg, also a = b. Damit ist gezeigt, dass h injektiv ist.

Aufgabe 3. Sei

1 2 0 -1
o2 1 -2 i
A=11 20 1 |97
0 0 1 -1
a) Berechnen Sie eine Basis von ker A.
b) Geben Sie die Basis eines Komplementirraums von ker A an, und begriinden Sie die Richtigkeit
Threr Wahl.
c) Seix = (w1,72,23,74) € Q* beliebig und sei A’ die Matrix, die aus A entsteht, indem man eine
beliebige Zeile oder eine beliebige Spalte durch z ersetzt. Zeigen Sie: det A’ = 0.
Lésunyg.
a)
1 2 0 -1 -1 1 2 0 -1 1 2 0 -1
121—23+ 00 1 -1 -1 00 1 -1
4 4
-1 -2 0 1 + 00001 000 O
0 0 1 -1 0 01 -1 + 000 O
2 —1
1 0
Daraus folgt ker A = ( o121 )
0 —1
b)
2 -1 0 0 12 | 2 1 -1/2 0 0 1 -1/2 0 0
(—1 0 -1 —1) Ak H(o ~1/2 -1 —1> |- (~2) <_>(0 12 2)
0 0
0 0 . _— .
Daraus folgt, dass U = ( o ) eine mogliche Wahl ist.
0 1

Nach Teil a) gilt Rang(A) = 2. Nach Satz der Vorlesung folgt, dass je drei Zeilen und je drei
Spalten von A linear abhéngig sind. Ersetzt man also eine beliebige Zeile oder Spalte durch einen
beliebigen Vektor, so sind die drei unverinderten Zeilen oder Spalten linear abhéngig. Da jede
Obermenge einer linear abhéngigen Menge linear abhéngig ist, miissen die Zeilen und Spalten von
A’ linear abhingig sein. Daraus folgt die Behauptung.



Aufgabe 4. Seien U, V, W drei K-Vektorrdume. Zeigen Sie:

a) Fir jedes g € Hom(U,V) und jedes h € Hom(W, V) ist f: U x W — V, f(u,w) = g(u) + h(w)
eine lineare Abbildung, d.h. es gilt f € Hom(U x W, V).

b) Umgekehrt: Fiir jedes f € Hom(U x W, V) gibt es ein g € Hom(U, V') und ein A € Hom(W, V) so
dass f(u,w) = g(u) + h(w) fiir alle v € U und alle w € W.
Lésunyg.

a) Seien ay,as € K und (ug,wy), (uz, ws) € U x W. Dann gilt

flon(ur,wr) + aa(uz, w2)) = flarur + asus, cyw; + asws)
= g(ar1ug + asus) + h(aywy + asws)
= arg(u1) + azg(uz) + arh(wy) + azh(wz)

= ay f(ur, wr) + oo f(uz, ws),

wie behauptet.

b) Wiéhle g: U — V,g(u) = f(u,0) und h: W — V,h(w) = f(0,w). Dann gilt g(u) + h(w) =
f(u,0) + f(0,w) = f((u,0) + (0,w)) = f(u,w), wie gefordert, und es handelt sich um lineare
Abbildungen, denn z.B. fiir a1, a0 € K und uy,us € U gilt

glarur + avug) = farur + agug, 0) = ai f(ur,0) + aa f(u2,0) = ar1g(ur) + asg(ug),

und analog fiir h.



