Lineare Algebra und Analytische Geometrie I - Winter 2016/17 08.02.2017
Erste Klausur

Name (deutlich lesbar!): ... ...

Matrikelnummer (deutlich lesbar!):

e Es sind keine anderen Hilfsmittel als ein Stift zugelassen, insbesondere keine Unterlagen und keine
elektronischen Geréte. Bitte schalten Sie Ihr Mobiltelefon aus.

e Die Antworten zu Aufgabe 1 sind auf dem Aufgabenblatt einzutragen. Notieren Sie die Antworten
fiir die weiteren Aufgaben auf dem zur Verfiigung gestellten weissen Papier. Beginnen Sie fiir jede
Aufgabe ein neues Blatt und legen Sie bei der Abgabe die Blatter in der Reihenfolge der Aufga-
ben zusammen, mit dem Aufgabenblatt als Deckblatt. Die abgegebenen Bléitter werden oben links
zusammengetackert. Halten Sie deshalb beim Schreiben geniigend Abstand zu dieser Ecke.

e Die Bearbeitungszeit betragt 90 Minuten. Sie konnen die Teilnahme an der Klausur jederzeit ohne
Abgabe einer Losung beenden. Ein solcher Abbruch wird nicht als Fehlversuch gewertet.

Aufgabe 1. Wahr oder falsch?
wahr falsch

Fiir zwei bijektive Funktionen f: A — B, g: B — C gilt (go f)"' = f~tog™! O O
Ist f: A — B injektiv und ¢g: B — C surjektiv, so ist g o f bijektiv

Sind A, B Untergruppen von G mit A C B, so ist A auch eine Untergruppe von B
Ist ~ eine Aq.-Rel. auf A, so gilt [z]~ N [y]~ = 0 oder [z]. = [y]~ fiir alle z,y € A

Ein endlich-dim. Vektorraum kann unendlich viele verschiedene Unterrdume haben
Die Vektoren u,u + v,v + w, w sind linear abhéngig

Ist dim(V) = oo und U ein Unterraum von V, so gilt dim(V/U) = oo

Fiir jeden Unterraum U von V gibt es einen Unterraum W von V mit V=U e W
dim(V x W) = dim(V) - dim(W)

Ein inhomogenes Gleichungssystem Ax = b {iber Q kann mehrere Losungen haben

det: K"*"™ — K ist eine lineare Abbildung

Fiir jede Matrix A € K™®*" gilt det(A) = det(AT)

oo oooggogoogo od
o000 ooo0oooogod

Losung. wahr-falsch-wahr, wahr-wahr-wahr, falsch-wahr-falsch, wahr-falsch-wahr



Aufgabe 2. Sei (G,0) eine Gruppe und e das Neutralelement von G. Zeigen Sie:
a) Wenn fiir alle a,b € G gilt aoboa™t ob™! = ¢, dann ist G abelsch.
b) Z={aeG|VbeG:aoboalob !t =¢e} C G ist eine Untergruppe von G.
c) Ist H C G eine Untergruppe von G, so wird durch a ~ b <= aob™! € H eine Aquiva-
lenzrelation auf G definiert.
Lésung.

a) Zu zeigen: fiir alle a,b € G gilt aob = boa. Seien a,b € G beliebig. Nach Voraussetzung
gilt aoboa=!ob~! = e. Multiplikation mit b o a von rechts liefert

aobo(atobtoboa)=¢oboa,

—e =boa

=aob

wie gewiinscht.
b) Zu zeigen: Z ist nicht leer und fiir je zwei Elemente a,b € Z gilt aob€ Z und a=! € Z.

1. Z ist nicht leer, denn zumindest fiir das Neutralelement e gilt eo b = bo e = b fiir alle
b€ G, daher e € Z.

2.8ind a,be Z,sogilt VeeG:aoc=coaAboc=cob. Fiir beliebiges ¢ € G gilt dann
auch
(aob)oc=ao(boc)=ao(cob)=(aoc)ob=(coa)ob=co(aohb),
wie gewiinscht.
3.Ist a€ Z, sogilt VbeG:aob=boa. Fiir beliebiges b € G gilt dann auch a=t o b =
(b~toa)"t =(aob )"l =boa~?, wie gewiinscht.
c) Reflexivitiit: aoa ! =e € H.
Symmetrie: a ~b=aob ' € H= (aob )"t =boa"'e H=b~a.
Transitivitit: a ~ b,b ~c=aob ™t boc™' € H=aob loboc ! =aoc '€ H=an~c.

Aufgabe 3. Seien V = Q% W = Q* und h: V — W definiert durch h(x) = Az, mit

1 -1 -1 6 -1
2 -2 2 4 2
A= 1 1 2 =2 0
0 0 1 -2 1

a) Berechnen Sie eine Basis von ker h.

b) Die Funktion A ist nicht injektiv. Konstruieren Sie einen dreidimensionalen Unterraum U
von V, so dass die Einschrinkung h|y: U — W, h|y(z) := h(z) injektiv ist.

¢) Warum kann es einen vierdimensionalen Unterraum U von V mit der in (b) geforderten
Eigenschaft nicht geben?

d) Warum ist es nicht moglich, den Unterraum U in (b) so zu wihlen, dass auerdem die
Funktion f: V/U — W, f([z]~) = h(z) wohldefiniert ist?

Lésung.



b)
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Daraus folgt kerh = (| =2 |, ] 1 |).
-1 0
0 -1

Wihle einen Komplementérraum von ker h, zum Beispiel U = ( ). Dann

OO O O
OO OO
SO = OO

gilt U Nker h = {0}, und daher ker h|y = {0}.

Ist U ein Unterraum von V mit dim U = 4, so gilt

dim(U Nker h) = dim(U) + dimker h — dim(U + kerh) > 44+2—-5=1
—_———
cv
| —
<5

Dann gibt es also ein v € U Nker h mit u # 0. Wegen h|y(u) = h|y(0) = 0 kann h|y also
nicht injektiv sein.
Damit f wohldefiniert ist, miisste U C kerh gelten. Die Eigenschaft aus (b) erfordert
Unker h = {0}. Beides gleichzeitig erfiillt nur der Raum U = {0}, der nicht dreidimensional
ist.

Aufgabe 4. Seien V, W zwei K-Vektorraume. Wir betrachten die Transpositionsabbildung

T: Hom(V,W) — Hom(W*,V*), hws h'

mit AT (y*)(x) = y*(h(z)). In der Vorlesung wurde gezeigt, dass T linear ist. Zeigen Sie nun:

a)
b)

T ist injektiv.

Wenn V und W beide endlich-dimensional sind, dann ist T auch surjektiv.



Lésung.

a)

Sei h € Hom(V, W) so, dass h' = 0 ist. Zu zeigen: h = 0. Angenommen nicht. Dann gibt
es ein z € V mit h(x) # 0. Dann gibt es eine Basis von W, die h(x) enthilt. Daraus lisst
sich ein y* € W* mit y*(h(z)) = 1 konstruieren. Fiir ein solches y* und das = von zuvor
gilt dann A" (y*)(z) =1 # 0, also A" # 0. Widerspruch.

In diesem Fall gilt V' = V* und W = W*, daher Hom(V, W) = Hom(W*,V*). Weiters
ist dim Hom(V, W) = dim(V') dim(W) endlich. Damit ist h eine Abbildung zwischen zwei
endlich-dimensionalen Vektorrdumen der gleichen Dimension. Nach einem Satz der Vorle-
sung sind in diesem Fall Injektivitdt und Surjektivitdt dquivalent. Die Behauptung folgt
also aus Teil a).



