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Aufgabe 1 Es sei V = Q[X]<2 der Vektorraum aller Polynome vom Grad héchstens zwei.
a) Zeigen Sie: B = (1+ X + X2, 142X +4X?,1+3X +9X?) ist eine geordnete Basis von V.

b) Geben Sie die Basis-Wechselmatrix Tr_, 5 € Q3”3 an, die Koordinaten beziiglich der Stan-
dardbasis E = (1, X, X?) in Koordinaten beziiglich der Basis B aus Teil a) umwandelt.

¢) Wie lautet die geordnete Basis C' von V| fiir die
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gilt? Die Basiselemente von C' sind beziiglich der Standardbasis darzustellen.

Aufgabe 2 Sei A € K™*™ fix und betrachten Sie die Abbildung h: K"*" — K"*" h(M) = AM.
a) Zeigen Sie, dass h eine lineare Abbildung ist.
b) Zeigen oder widerlegen Sie: die Determinante von h im Sinn von Def. 37 ist genau det(A).

¢) Wie héngen dimker & und dimim 4 mit Rang(A) zusammen?

Aufgabe 3 Die Teile b) und d) dieser Aufgabe sind schriftlich auszuarbeiten und
abzugeben. Seien U, V, W drei K-Vektorrdume. Zeigen Sie:

a) Hom(U,V x W) = Hom(U, V) x Hom(U, W).
b) Hom(U,Hom(V,W)) = Hom(V, Hom(U, W)).
c) Hom(K2, V)=V xV.

d) Ist U ein Unterraum von V, so ist Hom (U, W) isomorph zu einem Unterraum von Hom(V, W).
Aufgabe 4 Es sei h: K[X] — K[X], h(p) = X?p. Finden Sie eine Basis von coker h C K[X]*.

Aufgabe 5 In Satz 61 wurde gezeigt, wie man aus einer Basis eines endlich-dimensionalen Vek-
torraums V eine Basis fiir dessen Dualraum V* konstruieren kann. Nehmen wir nun umgekehrt
an, dass V irgendein Vektorraum ist, und dass wir eine geordnete Basis B* := (b7,...,b}) fiir
dessen Dualraum V* kennen. Wir wollen eine geordnete Basis B von V konstruieren, so dass B*
die zu B duale Basis ist.

a) Zeigen Sie: V muss endlich-dimensional sein, und zwar muss dim(V') = n gelten.

b) Zeigen Sie: Ist A = {ai,...,a,} eine beliebige Basis von V| so ist die Matrix M =
((mi )i j=1 € K™ mit m; ; = bf(a;) invertierbar.

¢) Seien A und M wie oben, und sei j € {1,...,n}. Sei m = (mq,...,m,) die j-te Spalte von
M~1 und bj = miar + - - + mpa,. Zeigen Sie: fiir alle ¢ = 1,...,n gilt dann b} (b;) =6 ;.

d) Zeigen Sie, dass die Vektoren by, ..., b, aus Teil ¢) eine Basis von V bilden.

e) Damit ist die Existenz einer Basis B mit der gewiinschten Eigenschaft gezeigt. Ist diese
Basis eindeutig durch B* bestimmt? (Beweis oder Gegenbeispiel)



