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Aufgabe 1 (Basis) Seien U und V folgende Unterräume des R4.

U = span((−1,−1, 2,−7), (2, 2,−4, 14), (1, 0,−2, 3), (0, 1, 0, 4)),
V = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 | 3x1 − 5x2 + 2x4 = −x1 − 3x2 + 4x3 = 0}.

a) Bestimmen Sie jeweils eine Basis der Räume U , V , U ∩ V , U + V .

b) Bestimmen Sie eine Basis von U + V , die als Teilmengen sowohl eine Basis von
U ∩ V , als auch von U und von V enthält.

Aufgabe 2 (Basisauswahl) Sei k ∈ N, und seien b1, . . . bk paarweise verschiedene Vekto-
ren, die alle ungleich dem Nullvektor sind, sodass {b1, . . . , bk} ein Erzeugendensystem des
Vektorraums V ist. Zeigen Sie, dass es m ∈ N und paarweise verschiedene i1, i2, . . . , im ∈
{1, . . . , k} gibt, sodass {bi1 , . . . , bim} eine Basis von V ist. Ist m eindeutig bestimmt?

Aufgabe 3 (Basisaustausch) Sei B = {b1, . . . , bk} eine Basis von V und sei a ∈ V mit
a 6= 0. Zeigen Sie, dass es j ∈ {1, . . . , k} gibt, sodass (B \ {bj})∪ {a} eine Basis von V ist.

Aufgabe 4 (Faktorräume) Sei U der Unterraum des Raums V = R3, der von (1, 0, 2) und
(0, 1,−3) erzeugt wird.

a) Geben Sie ein Repräsentantensystem R für den Faktorraum V/U an; finden Sie also
R, sodass es für jedes v ∈ V genau ein r ∈ R mit r ∈ [v]∼U

gibt.

b) Können Sie R in (a) so wählen, dass R ein Unterraum von R3 ist?

c) Welche der beiden Abbildungen f und g von V/U nach R ist wohldefiniert?

f([(x, y, z)]∼U
) = x+ y − z,

g([(x, y, z)]∼U
) = 4x− 6y − 2z für x, y, z ∈ R.

Aufgabe 5 Zeigen Sie folgenden Satz:

Sei k ∈ N, und seien U1, . . . , Uk Unterräume des R-Vektorraums V , die alle
ungleich V sind. Dann gilt auch U1 ∪ U2 ∪ . . . ∪ Uk 6= V .

Hinweis: Die folgenden Hinweise enthalten zielführende Information, die Sie allerdings noch
logisch richtig zusammenbauen müssen.

Gehen Sie mit Induktion nach k vor. Nehmen Sie x ∈ Uk \ (U1∪ . . .∪Uk−1) und
y ∈ V \Uk (warum und wie geht das?). Wählen Sie λ ∈ R \ {0} und überlegen
Sie, ob λx + y in Uk liegen kann. Finden Sie λ1, λ2 ∈ R, sodass λ1x + y und
λ2x+ y im gleichen Uj liegen. Was heißt das für (λ1 − λ2)x?


