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B Funktionen

<
Was ist das? \

e Informal: eine Zuordnung der Elemente
einer Menge A auf Elemente einer Menge B A———B

e Formal: fCAXxBmitVxe A JyeB:(x,y)ef
Wofiir braucht man das?
e Funktionen dricken z.B. aus, wie man das, was man hat,
uberfiihrt in das, was man will.
e Manche diskrete Strukturen lassen sich mit Hilfe von
Funktionen beschreiben.
e Viele physikalische Zusammenhange werden durch Funktionen
ausgedruickt.
Was muss man dartiber wissen?
e Wie man Funktionen formal sauber definiert
e Wie man Funktionen auf Injektivitat, Surjektivitat, Bijektivitat
untersucht.
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B Ordnungsrelationen

Was ist das?

e Informal: eine Verallgemeinerung von <

e Formal: eine anti-symmetrische, reflexive, transitive Relation.
Woftur braucht man das?

e z.B. um Abhangigkeiten zwischen Softwarepaketen zu
modellieren (wenn diese nicht zyklisch sein diirfen).

Was muss man dariiber wissen?
e Unterschied zwischen partieller Ordnung und totaler Ordnung.

e Beispiele: < fiir Zahlen, C fiir Mengen, <oy fiir Worter
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B Agquivalenzrelationen

Was ist das?
e Informal: eine Verallgemeinerung von =
e Formal: eine symmetrische, reflexive, transitive Relation.

Woftur braucht man das?
e Damit kann man von gegebenen mathematischen Objekten
die uninteressanten Eigenschaften ausblenden.

Was muss man dariiber wissen?
e Wie man zeigt, dass eine gegebene Relation eine
Aquivalenzrelation ist
e Wie man eine Funktionsdefinition f: A/~ — B auf
Reprasentantenunabhangigkeit tberpriift.
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Was ist das? 0 9

e Informal: ein Netzwerk von Knoten und Verbindungen.
e Formal: G = (V,E) mit Vendlichund ECV x V.,
Wofiur braucht man das?

e Graphen sind die wichtigste Datenstruktur in der Informatik.
Damit kann man alle moglichen Dinge modellieren.

B Graphen

Was muss man darliber wissen?
e Wie man Graphen im Computer codieren kann
e Wie man zwei gegebene Graphen auf Isomorphie lberpriift
e Wie man in einem Graphen einen Pfad zwischen zwei
gegebenen Knoten findet
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B Gruppen

Was ist das?
e Informal: eine Abstraktion des Zahlenraums (Z, +)

e Formal: eine Menge G mit einer Verkiipfung o: G x G — G,
die die Gruppenaxiome erfillt.

Wofiir braucht man das?
e Vor allem zur Beschreibung von Symmetrien (s.u.)
e Fiir modulares Rechnen (s.u.)
Was muss man darliber wissen?
e Die Gruppenaxiome und wann zwei Gruppen isomorph sind
e Einige Beispiele von Gruppen
e Was Untergruppen sind und wie man sie erzeugt
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Beispiel: Die Symmetrische Gruppe

Die Menge S,, aller bijektiven Funktionen
m: {1,...,n} = {1,...,n} bildet mit der Verkettung o als
Verknupfung eine (|m Fall n > 3 nicht-kommutative) Gruppe.

Jedes 7t € S, lasst sich in @) e e
eindeutiger Weise in paarweise

disjunkte Zyklen zerlegen

Beispiel: S3 ={id, (12), (123), (132)}
Beispiel: Die von 7t = (1 23) und o= (1 24) erzeugte

Untergruppe von Sy ist

o) = {id, m, o, ¥, mo, om,
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Beispiel: Die Symmetrische Gruppe

Die Menge S,, aller bijektiven Funktionen
m: {1,...,n} = {1,...,n} bildet mit der Verkettung o als
Verknupfung eine (|m Fall n > 3 nicht-kommutative) Gruppe.

Jedes 7t € S, lasst sich in @) e e
eindeutiger Weise in paarweise

disjunkte Zyklen zerlegen

Beispiel: S3 ={id, (12), (123), (132)}
Beispiel: Die von 7t = (1 23) und o= (1 24) erzeugte

Untergruppe von Sy ist

(m,0) = {id, (123), (124), (132), (13)(24), (14)(23),
(142), (14), (13), (24), (23), (12)}.



Beispiel: Die Symmetrische Gruppe

Die Menge S,, aller bijektiven Funktionen
m: {1,...,n} = {1,...,n} bildet mit der Verkettung o als
Verknupfung eine (|m Fall n > 3 nicht-kommutative) Gruppe.

Jedes 7t € S, lasst sich in @) e e
eindeutiger Weise in paarweise
disjunkte Zyklen zerlegen
Beispiel: S3 ={id, (12), (123), (132)}
Beispiel: Die von 7t = (1 23) und o= (1 24) erzeugte
Untergruppe von Sy ist

(my0) = {id, (123), (124), (132), (13)(24), (14)(23),

(142), (14), (13), (24), (23), (12)}.

Fir alle n € N gilt |Sy| =n!.
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Was ist das?
e Informal: Die Elemente einer Gruppe G werden als Funktionen
X — X einer Menge in sich selbst interpretiert.
e Formal: x: G x X — X mit exx = x und (goh)#x = gx(hxx)
fiir alle x € X, g,h € G und das Neutralelement e von G.
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B Gruppenoperationen

Was ist das?
e Informal: Die Elemente einer Gruppe G werden als Funktionen
X — X einer Menge in sich selbst interpretiert.
e Formal: x: G x X — X mit exx = x und (goh)#x = gx(hxx)
fiir alle x € X, g,h € G und das Neutralelement e von G.
Wofir braucht man das?
e Mit Gruppenoperationen beschreibt man Symmetrien in der
Menge X.
Was muss man darliber wissen?
e Was die Bahn und der Stabilisator eines Elements x € X sind

e Dass eine Gruppenoperation eine Aquivalenzrelation auf X
erklart, deren Aquivalenzklassen die Bahnen sind.
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e Ist M irgendeine Menge, so operiert S4 auf X = M* via
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e Ist M irgendeine Menge, so operiert S4 auf X = M* via

0% (X1, X2y X3, X4) = (Xp(1)y Xn(2)s X(3)> Xre(4) ) -

e Beispiel: (132) * (m,®,4,7) = (A,m,0,7)
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Permutationen, die es auf sich selbst abbilden. Beispiel:
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B Beispiel 1: Tupel modulo Reihenfolge

Ist M irgendeine Menge, so operiert S4 auf X = M* via

0% (X1, X2y X3, X4) = (Xp(1)y Xn(2)s X(3)> Xre(4) ) -

Beispiel: (132) x (m,®,4,7) = (A,m,0,7)

Der Stabilisator eines Tupels ist die Untergruppe aller
Permutationen, die es auf sich selbst abbilden. Beispiel:

Stab((.).) ) )) :{ld) (1 2)) (34)) (1 2)(34)}

Die Bahn eines Tupels ist die Menge aller Tupel, die sich
durch Umordnen der Komponenten erzeugen lassen. Beispiel:
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Beispiel 1: Tupel modulo Reihenfolge
Ist M irgendeine Menge, so operiert S4 auf X = M* via

0% (X1, X2y X3, X4) = (Xp(1)y Xn(2)s X(3)> Xre(4) ) -

Beispiel: (132) % (m,®,4,7) = (A,m,0,7)
Der Stabilisator eines Tupels ist die Untergruppe aller
Permutationen, die es auf sich selbst abbilden. Beispiel:

Stab((.).) ) )) :{ld) (1 2)) (34)) (1 2)(34)}

Die Bahn eines Tupels ist die Menge aller Tupel, die sich
durch Umordnen der Komponenten erzeugen lassen. Beispiel:

Jedes Tupel gehort zu genau einer Bahn.
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B Beispiel 2: Die Automorphiegruppe eines Graphen

e S, operiert auch auf der Menge aller Graphen G = (V, E) mit

V ={1,...,n}. Beispiel:
ony

s Frord - Frord
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B Beispiel 2: Die Automorphiegruppe eines Graphen

e S, operiert auch auf der Menge aller Graphen G = (V, E) mit
V ={1,...,n}. Beispiel:

N

e Der Stabilisator eines Graphen ist seine Automorphiegruppe:

Aut(%j@j%) = Stab(%j@j% ), (24)(35)).
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B Beispiel 2: Die Automorphiegruppe eines Graphen

e S, operiert auch auf der Menge aller Graphen G = (V, E) mit
V ={1,...,n}. Beispiel:

(134) = @Z@i% = éﬁ%

e Der Stabilisator eines Graphen ist seine Automorphiegruppe:
Aut(%j@j@) = Stab(%j@j@) =((23), (45), (24)(35)).

e Die Bahn eines Graphen entspricht einem Graphen, bei dem
man die Knotenbezeichnungen ignoriert:

oo D0 - B0 P = o]
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B Modulares Rechnen

Was ist das?

e Informal: Man rechnet in Z und nimmt immer, wenn die
Zahlen zu lang werden, modulo m.

e Formal: Zy =7/=m, wobei x =y &< m|x—y.
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Was ist das?

e Informal: Man rechnet in Z und nimmt immer, wenn die
Zahlen zu lang werden, modulo m.

e Formal: Zy =7/=m, wobei x =y &< m|x—y.

Wofir braucht man das?
e Man kann damit Pseudozufallszahlengeneratoren konstruieren.
e Viele Krypto-Verfahren basieren auf Rechnungen in Z,.

e Statt in Z ist es manchmal effizienter in Z,, zu rechnen.

12



B Modulares Rechnen

Was ist das?

e Informal: Man rechnet in Z und nimmt immer, wenn die
Zahlen zu lang werden, modulo m.

e Formal: Zy =7/=m, wobei x =y &< m|x—y.
Wofiir braucht man das?
e Man kann damit Pseudozufallszahlengeneratoren konstruieren.
e Viele Krypto-Verfahren basieren auf Rechnungen in Z,.
e Statt in Z ist es manchmal effizienter in Z,, zu rechnen.
Was muss man dariiber wissen?

e Den (erweiterten) euklidischen Algorithmus und den
chinesischen Restsatz.

e Dass Zp \ {0} mit - genau dann eine Gruppe ist, wenn p eine
Primzahl ist, und wie man modulare Inverse ausrechnet.
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B Zihlfunktionen

Was ist das?

e Den Elementen x einer Menge X wird eine GroBe w(x) € N
zugeordnet, und zwar so, dass es fiir jedes n € N nur endlich
viele x € X mit w(x) = n gibt. Dannist a: N — N,
am) := {x € X: w(x) =n}| die Zahlfunktion fiir X.
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e Den Elementen x einer Menge X wird eine GroBe w(x) € N

zugeordnet, und zwar so, dass es fiir jedes n € N nur endlich
viele x € X mit w(x) = n gibt. Dannist a: N — N,
am) := {x € X: w(x) =n}| die Zahlfunktion fiir X.

Wofur braucht man das?
e Um abzuschatzen, wie lange eine Rechnung dauert, muss man
oft verstehen, wie viele Objekte eines bestimmten Typ es gibt.
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B Zihlfunktionen

Was ist das?

e Den Elementen x einer Menge X wird eine GroBe w(x) € N
zugeordnet, und zwar so, dass es fiir jedes n € N nur endlich
viele x € X mit w(x) = n gibt. Dannist a: N — N,
am) := {x € X: w(x) =n}| die Zahlfunktion fiir X.

Wofiir braucht man das?

e Um abzuschatzen, wie lange eine Rechnung dauert, muss man
oft verstehen, wie viele Objekte eines bestimmten Typ es gibt.

Was muss man dariiber wissen?
e Was Partitionen von Mengen bzw. von Zahlen sind
e Das Prinzip des kombinatorischen Beweises

e Die kombinatorische Bedeutung von (E) und der
Catalanzahlen C,
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B Rekurrenzen

Was ist das?

e Gleichungen, durch die man Probleme auf ein oder mehrere
kleinere Probleme gleichen Typs zuriickfiihren kann.
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e Um Zahlfunktionen effizient berechnen zu konnen.

e Zur Komplexitatsanalyse von Algorithmen.
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B Rekurrenzen

Was ist das?

e Gleichungen, durch die man Probleme auf ein oder mehrere
kleinere Probleme gleichen Typs zuriickfiihren kann.

Wofiir braucht man das?
e Um Zahlfunktionen effizient berechnen zu konnen.
e Zur Komplexitatsanalyse von Algorithmen.
Was muss man darliber wissen?
e Welche verschiedenen Typen von Rekurrenzen es gibt
e Das Prinzip des Induktionsbeweises
e Die Pascal-Rekurrenz fiir (‘]1) und ihre wichtigsten Folgerungen

e Die O-Notation und das Master-Theorem zur Losung von
Divide-and-Conquer-Rekurrenzen
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