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1 Mengen und Formeln

Eine Menge (engl. set) ist ein abstraktes Objekt, das andere abstrakte Objekte beinhaltet, die soge-
nannten Elemente (engl. element) der Menge.

Beispiel.
1. N ist die Menge aller natiirlicher Zahlen 0,1,2,....
2. Z ist die Menge aller ganzer Zahlen.
3. Q ist die Menge aller rationaler Zahlen.

4. R ist die Menge aller reeller Zahlen.

5. {0,0,A,m} ist die Menge, die die vier Objekte 00,0, A und ® beinhaltet.

Die Notation 1 € N bedeutet, dass das Objekt 1 ein Element der Menge N ist. Die Notation % g N
bedeutet, dass das Objekt % kein Element der Menge N ist. Die Notation N C Q bedeutet, dass N eine
Teilmenge (engl. subset) von Q ist, d.h. jedes Element von N ist auch ein Element von Q (aber nicht
unbedingt umgekehrt).

Wenn M eine Menge ist, dann bezeichnet P(M) die Potenzmenge (engl. power set) von M. Das ist
die Menge aller Teilmengen von M. Es gilt also

ACM < AecP(M)
fiir alle Mengen A und M.
Beispiel. Fir M = {1,2,3} gilt

P(M) = {®7 {1}, {2}7 {3}7 {17 2}7 {17 3}7 {27 3}7 {17 2, 3}}
Dabei bezeichnet das Symbol () die leere Menge (0 = {}).

Man beachte, dass die Elemente einer Menge ihrerseits selbst Mengen sein kénnen. Davon darf man
sich nicht verwirren lassen. Es gilt zum Beispiel 1 € {1} und {1} € {{1}}, aber 1 ¢ {{1}} und
{1} ¢ {1}. Insbesondere gilt 1 # {1}: das Objekt 1 ist etwas anderes als die Menge, deren einziges
Element dieses Objekt ist. Beachten Sie auch, dass eine Menge niemals ein Element von sich selbst
sein kann.

Wenn M eine Menge ist, dann muss fiir jedes Objekt x entweder x € M oder x ¢ M gelten. Weitere In-
formationen codiert die Menge nicht. Insbesondere nicht, ,,wie oft“ ein Element in der Menge enthalten
ist (z.B. gilt {1,2,3} = {1,2,2,2,2,3,3}) oder ,,in welcher Reihenfolge“ (z.B. gilt {1,2,3} = {3,1,2}).
Zwei Mengen A, B sind gleich, wenn fiir jedes Objekt x gilt x € A <— z € B.

Man kann sich eine Menge vorstellen als Codierung einer Eigenschaft, die ein Objekt haben kann.
Element der Menge zu sein bedeutet die betreffende Eigenschaft zu besitzen; nicht Element der Menge
zu sein bedeutet sie nicht zu besitzen. Zum Beispiel ist N die Menge aller Objekte, die die Eigenschaft
haben, eine natiirliche Zahl zu sein. Umgekehrt: ist A irgendeine Menge, dann haben ihre Elemente die
Eigenschaft, Elemente von A zu sein. Das ist zumindest insofern eine Eigenschaft, als es die Elemente
von A von allen anderen Objekten unterscheidet.

Eigenschaften von Objekten einer gegebenen Menge A entsprechen Teilmengen dieser Menge. Solche
Teilmengen lassen sich auch durch eine Funktion p: A — {True, False} beschreiben, die fiir jedes
Element z € A angibt, ob es die Eigenschaft hat (p(z) = True) oder nicht (p(z) = False). Man
verwendet die Notation {x € A : p(z) } oder {x € A | p(x) } fiir die Menge aller x aus A, fiir die p(z)
wahr ist. Das ist eine Teilmenge von A.



Beispiel.
1. {z € Z : die letzte Ziffer von = ist 3} = {...,—-23,-13,-3,3,13,23,...}
2. {p € N:pist eine Primzahl } = {2,3,5,7,11,13,17,...}
3. {z € R:z >0} ist die Menge aller positiven reellen Zahlen.
4. {u e {O,m0O,A} : u ist schwarz } = {m}

5. {s € K : s hat bestanden }, wobei K die Menge der Teilnehmer der Vorlesungsklausur
ist.

Es gibt noch eine weitere Notation, mit der man Mengen beschreiben kann. Dazu geht man von zwei
bekannten Mengen A, B aus und betrachtet eine Funktion f: A — B (siehe Abschnitt 3 fiir eine
genaue Erkldrung des Begriffs Funktion). Dann schreibt man { f(z) : « € A} oder { f(z) |z € A}
fiir die Menge aller y € B, so dass es ein 2 € A gibt mit y = f(). Zum Beispiel ist {22 : v € Z} die
Menge aller Quadratzahlen.
Man kann diese Notation auch mit der vorherigen kombinieren: { f(x) : x € A, p(x) } bezeichnet die
Menge aller y € B, so dass es ein € A mit der Eigenschaft p(xz) = True gibt, fiir das y = f(x) gilt.
Zum Beispiel ist { 2% : x € N, n prim } = {4,9,25,49,121,169,...}.
Sind A, B Mengen, so sind die Vereinigung AU B, der Schnitt AN B und die Differenz A\ B definiert
durch

Va: (xEAOB = a:eA/\xGB)

Vo:(r€ AUB < z€ AVz € B)

Vo:(z€ A\B < z€ ANz ¢ B)

o @G «

Die Notation V z : ... bedeutet ,fiir alle Objekte x gilt/gelte ... “. Mit der Notation 3  : ... meint
man ,es gibt ein Objekt x, fiir das gilt/gelte ... “. Die Symbole V und 3 bezeichnet man als Quantoren
(engl. quantifier).

Beispiel. V z : (x €EQ=3y:(yeQArx-y= 1)) bedeutet:

wfur alle Objekte = gilt, wenn sie zu Q gehéren, dass es ein (zu x passendes) Objekt y gibt,
dass zu Q gehort, und fiir das gilt z -y = 1.

So etwas nennt man eine Formel (engl. formula). Eine Formel kann wahr oder falsch sein. Dagegen ist
z.B. 12 — 72 + 2 keine Formel sondern ein Ausdruck (engl. ezpression). Die Formel im obigen Beispiel
ist falsch. Eine Formel ist genau dann falsch, wenn ihre Negation (ihr ,,Gegenteil®) wahr ist.

Beachten Sie, dass sich logische Zeichen beim Negieren von Formeln &ndern kénnen. Insbesondere gilt
o 2(Va:p(x) < Ja:p)
o (A= B) < (AAN-B)
e 2(AANB) < (-A)V (—B), usw.



Beispiel. Die Negation der Formel aus dem vorherigen Beispiel lautet

Jx:(z€QAVyYy: (y€QVar-y#1)).

(,Es gibt ein Objekt z, das zu Q gehort, so dass fiir alle Objekte y gilt: y gehort nicht zu Q
oder z -y = 1%)

Um eine Formel des Typs 3 z : p(x) zu beweisen, geniigt es, ein konkretes Objekt 2 anzugeben, und
dann zu beweisen, dass p(x) fiir diese Wahl von x wahr ist. Im obigen Beispiel kénnen wir z = 0
wihlen, denn fiir diese Wahl von z gilt sicher

0€QAVy: (ygQVO-y#1),

weil ja 0-y = 0 # 1 flr alle y € Q gilt. Damit ist gezeigt, dass die Negation der urspriinglichen Formel
wahr ist. Also war die urspriingliche Formel falsch.

Die modifizierte Formel

Ve:(zeQ\{0}=3Fy:(yeQArz-y=1))

ist dagegen wahr. Hier haben wir eine Formel des Typs V z : p(x) zu beweisen. Dazu betrachtet man
ein beliebig aber fest gewahltes Objekt x. Anders als vorher treffen wir keine konkrete Wahl sondern
machen im Gegenteil keine weiteren Annahmen iiber z. Wir zeigen

zeQ\{0}=>Fy: (yeQArz-y=1).

Es gibt zwei Fille zu unterscheiden: x € Q \ {0} und = ¢ Q\ {0}. Im Fall ¢ Q \ {0} ist nichts zu
zeigen. (Warum nicht?) Betrachten wir also den Fall z € Q\ {0}. In diesem Fall ist zu zeigen

Jy:(yeQrz-y=1),

wobei z das beliebig aber fest gewihlte 2 aus Q \ {0} ist. Betrachte die konkrete Wahl y = % Wegen
€ Q\ {0} ist y ein Element von Q und es gilt 7 -y = x- 1 = 1, wie gefordert. Damit ist der Beweis

fertig. ’

Also noch einmal zusammengefasst:

e Wenn man V z : p(x) beweisen soll, schreibt man ,,Wihle ein beliebiges Objekt z“. Man wihlt
dieses Objekt aber nicht als Autor des Beweises, sondern iiberldsst die Wahl quasi dem Leser.
Dann beweist man p(z) fiir das ,beliebige“ Objekt x, iiber das man keine weiteren Annahmen
getroffen hat. Nur wenn das gelingt, hat man gezeigt, dass p(z) wirklich fiir alle Objekte x gilt.

e Wenn man 3 z : p(z) beweisen soll, darf man als Autor des Beweises ein geeignetes Objekt x
auswihlen und schreibt , Betrachte das Objekt = ... “. Dann beweist man p(x) fiir diese kon-
krete Wahl. Wenn das gelingt, hat man gezeigt, dass es ein Objekt gibt, fiir das p(x) gilt, ndmlich
das, das man angegeben hat. Die Wahl des Objekts kann durchaus von anderen ,beliebigen*
Objekten abhingig gemacht werden, so wie die Wahl von y in Abhéngigkeit von x im obigen
Beispiel.

Komplementér dazu gibt es die Situation, dass man bekannte Fakten in einem Beweis ausnutzen will.

e Wenn wir schon wissen, dass V « : p(z) gilt, dann kénnen wir fiir jedes beliebige Objekt y, von
dem im Beweis die Rede ist, ohne weiteres annehmen, dass p(y) gilt.

e Wenn wir schon wissen, dass 3 z : p(x) gilt, dann kénnen wir uns in einem Beweis ein solches
Objekt verschaffen, indem wir sagen ,,Sei « ein Element mit der Eigenschaft p(z)“.
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Mehr iiber die Behandlung von Quantoren im besonderen und logischer Formeln im allgemeinen er-
fahren Sie in anderen Lehrveranstaltungen.

Da man es fast immer mit Objekten zu tun hat, die zu irgendeiner Menge gehoren, ist es zweckméfig,
folgende Kurzschreibweisen einzufiithren:

eVaeM:...furVa:(x€M=...) (,fir alle Elemente x von M gilt ...*%)
e JxeM:...furJa:(x€ MA...) (yes gibt ein Element x von M, so dass ...*)

Neben den allgemeinen logischen Schlussregeln, die wir oben kurz skizziert haben, gibt es auch noch
einige Beweistechniken, die sich nur auf bestimmte Typen von Objekten anwenden lassen. Das wich-
tigste Beispiel ist das Prinzip der vollstindigen Induktion. Dieses Prinzip bietet sich immer dann an,
wenn man es mit einer Aussage iiber die natiirlichen Zahlen zu tun hat:

VneN:p(n).
Die Idee ist, dass man zuniichst p(0) beweist (was meistens sehr einfach ist), und dann die Formel
VneN:pn)=pn+1).

Wenn diese ndmlich wahr ist, dann folgt aus p(0), dass auch p(1) gilt, und daraus folgt, dass auch p(2)
gilt, und daraus folgt, dass auch p(3) gilt, und so weiter. Es gilt dann also p(n) fiir alle n € N, wie
behauptet.

Beispiel. Wir beweisen die Summationsformel V n € N: 37 k% = In(n+1)(2n +1).

Induktionsanfang: Fiir n = 0 ist die Formel wahr, denn es gilt 22:0 k> = 02 = 0 und
o(0+1)2-0+1)=0.

Induktionsschluss n — n + 1: Sei n € N beliebig, und nehmen wir an, dass die Formel fiir
dieses n gilt. Wir zeigen, dass sie dann auch fiir n + 1 anstelle von n gilt. Dazu rechnen wir:

n+1 n
Z k? = Z E* 4 (n+1)> (Abspalten des letzten Terms)
k=0 k=0
1
= En(n +1)2n+1)+ (n+1)? (Verwendung der Voraussetzung)
1
= g(n +D((n+1)+1)(2n+1)+1) (Nachrechnen).

Damit ist der Beweis fertig.

2 Zeichenketten

Sei 2 eine beliebige endliche Menge. Wir fassen die Elemente von 2 als Buchstaben auf und wollen
aus diesen Buchstaben Worter bilden. Ein Wort ist dabei einfach eine Aneinanderreihung von endlich
vielen Buchstaben. Es kommt nicht darauf an, ob es einen Sinn hat.

Beispiel. 2 = {a,b, c}. Dann sind zum Beispiel aabcbacc und accbaccba zwei Worter.
Beachte: Die Reihenfolge der Buchstaben ist relevant: ab und ba sind zwei verschiedene
Worter.

Formal sind Worter nichts anderes als Tupel von Buchstaben. Was ist ein Tupel? Zunéchst: Sind A, B
zwei Mengen, so bezeichnet A x B die Menge aller Paare (a,b) mit a € A und b € B.



Beispiel. {1,2} x {3,4} = {(1,3), (1,4), (2,3), (2,4)}.

Der Begriff des Tupels ist eine Verallgemeinerung: sind Aq,..., A, Mengen, so ist A; x --- x A,, die
Menge aller Tupel (ai,...,a,) mit ay € Ay,...,a, € A,. Man schreibt A™ statt A x A x --- x A. Im
Fall n =1 ist A' = A und im Fall n = 0 ist A° = {()} die Menge, die nur das leere Tupel enthiilt.

Wenn wir diese Begriffe als bekannt voraussetzen, kénnen wir Worter wie folgt formal definieren.

Definition 1. Sei 2 eine endliche Menge. Dann heifit
O =QuQluQ*u- .-

die Menge aller Warter oder Zeichenketten (engl. string) iiber dem Alphabet . Es soll also
gelten w € 0¥ <—= dneN:we Q"

Statt (a1, ag,...,a,) schreibt man in diesem Zusammenhang einfach ajas - - - a,.
Das Wort € = () € Q0 C Q* heifit das leere Wort.

Die Linge eines Wortes w € * ist definiert als das (eindeutig bestimmte) n € N mit w € Q",
und wird mit |w| := n bezeichnet.

Beispiel. 2 = {a,b,c}, |abcba| =5, |¢| = 0.

Definition 2. Seien w = ajas...an, x = biby...b, zwei Worter {iber einem Alphabet €.
Dann heifit w o x := ajaz...apbibe ... b, € QF die Konkatenation (engl. concatenation) von
w und x.

Folgende Beobachtungen iiber die Konkatenation lassen sich leicht nachvollziehen:

1. Alle Worter lassen sich durch Konkatenation aus Elementen des Alphabets bilden, z.B. gilt
abcca=aobococoa.

2. Vw,x €t |wo x| = |w|+ [x]|
(Die Schreibweise V x,y € M bedeutet V € M V y € M; die entsprechende Abkiirzung fiir 3
ist auch erlaubt.)

3. Im allgemeinen gilt wo x # xyow
4. VweQ twoe=cow=uw
5. Vw,x,0 €Q*: (wox)oo=wo(xoo)
Die letzten beiden Formeln haben verbliiffende Ahnlichkeit mit bekannten Rechengesetzen fiir Zahlen:
Va€Z:a+0=0+a=a und VabceZ:(a+b)+c=a+(b+c).
Das wirft interessante Fragen auf:

e Kann man mit Wortern rechnen wie mit Zahlen?
e Wenn man Funktionen auf Wortern definiert, wie verhalten sich diese zur Konkatenation?
e Wie kann man Gleichungen fiir Worter 16sen?

e Was, wenn man bestimmte Worter als ,,im wesentlichen gleich* auffassen will (z.B. gleich bis
auf Gro-Kleinschreibung)?

Um solche Fragen zu kldren, werden wir uns in den folgenden beiden Abschnitten Funktionen und
Relationen genauer ansehen. Einige weitere interessante Fragen sind zum Beispiel:

8



e wie viele Worter der Lange n gibt es, die ein bestimmtes vorgegebenes Wort nicht als Teilwort
enthalten?

e wie findet man heraus, ob ein Wort in einem anderen enthalten ist?

Wir werden auf solche und #hnliche Fragen im Verlauf der Vorlesung zuriickkommen. Worter und
Mengen von Wortern sind dabei immer nur als Beispiel fiir einen (relativ einfachen) Typ diskreter
Strukturen anzusehen. Ahnliche Fragen lassen sich auch fiir kompliziertere Strukturen stellen, denen
wir spéter begegnen werden.

3 Funktionen

Definition 3. Seien A, B zwei Mengen. Eine Teilmenge f C A x B heifit Funktion (engl.
function) von A nach B, falls gilt:

1.Vae A3be B:(a,b) e f
2. VCLGAVbl,bQEB:(a,bl)Ef/\(a,bQ)Efjblzbg.

Wenn f eine Funktion ist, schreibt man f: A — B statt f C A x B und f(a) = b statt
(a,b) € f.
Man nennt A den Definitionsbereich und B den Bildbereich von f.

Beispiel.

1. Seien A ={1,2,3} und B = {a, b, c}. Eine Teilmenge von A x B lisst sich in Tabellen-
form notieren, indem man die Zellen (x,y) € A x B markiert, die zur Teilmenge gehtren
sollen. Welche der folgenden Teilmengen von A x B sind Funktionen von A nach B?

C o c c c o
o b| @O b o o
a| @ a|@ a|@ a|@ |@
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

Die ersten beiden sind Funktionen, die anderen nicht. Die dritte verletzt die erste Be-
dingung der Definition und die vierte die zweite Bedingung der Definition. Nur wenn
beide Bedingungen erfiillt sind, handelt es sich um eine Funktion.

2. Sei A irgendeine Menge. Dann ist idg: A — A, ids(z) = « eine Funktion, die sogenannte
Identitdtsfunktion.



A

2A

— -1 1 2
—1-
—92

Fiir < —1 und = > 1 verletzt sie die erste Bedingung der Definition, und fiir —1 <
x < 1 verletzt sie die zweite.

4. f: Q* = N, f(w) = |w]| ist eine Funktion.

5. Manche Funktionen lassen sich am leichtesten durch eine Fallunterscheidung beschrei-
ben, z.B. die Funktion

1 falls z eine Primzahl ist
frZ-Z, fl2)= { 0 falls nicht

Um eine zulédssige Funktionsdefinition zu bekommen, muss die Fallunterscheidung ge-
eignet gewéhlt sein. Damit die erste Bedingung erfiillt ist, muss jedes x von mindestens
einem Fall abgedeckt sein. Die zweite Bedingung der Definition ist dann erfiillt, wenn
jedes x von hochstens einem Fall abgedeckt ist.
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6. Bei f: R = R, f(z) = % handelt es sich nicht um eine Funktion, weil f(0) nicht definiert
ist. Auch
f: Q" = Q, f(w) := erster Buchstabe von w

ist keine giiltige Definition, weil in diesem Fall f(€) nicht definiert ist.

Man sollte in solchen Féllen erst gar nicht die Funktionsnotation f: A — B verwenden,
sondern entweder allgemein von einer Teilmenge f von Ax B sprechen oder die Definition
so korrigieren, dass es sich wirklich um eine Funktion handelt. Zum Beispiel sind
1
frRAA{O} =R, f(z) =

x
>
O UL flw) = { erster Buchstabe von w falls |w| > 1

€ falls |w| =0
giiltige Funktionsdefinitionen.

. Seien Q, Q) zwei Alphabete und sei f: Q — Q eine Funktion.
Dann ist auch F: Q* — Q* mit F(ajas...ay,) = f(a1)f(as)... f(a,) eine Funktion.

Diese Funktion ist mit der Komposition vertriglich in dem Sinn, dass gilt
Vw,x e :Flwoy)=F(w)oF(x).
Eine Funktion mit dieser Eigenschaft heifit Worthomomorphismus.

. Betrachte folgenden Algorithmus:

INPUT: eine Zahl z € Z
OUTPUT: eine Zahl y € Z

1 setze z =1
falls x < 0 ist,
setze 2 = —1 und z = —=zx.

setze y = 0

falls « ungerade ist:
setzey=y+1lundrx=z—-1

2

3

4

5  solange z # 0 ist:
6

7

8 setze © = x/2.
9

gib z - y als Ergebnis zuriick.

Dieser Algorithmus definiert eine Funktion f: Z — Z. Um das einzusehen, muss man
sich iiberlegen, dass der Algorithmus (a) fiir jede mogliche Eingabe eine Ausgabe liefert
(und nicht etwa einen Fehler produziert oder in einer Endlosschleife landet), und (b)
dass die Ausgabe nur von der Eingabe abhéingt (und nicht etwa auch von einem Zu-
fallsgenerator oder der Uhrzeit oder sonstigen externen Grofien, die bei verschiedenen
Aufrufen verschiedene Werte annehmen konnen).

Intuitiv kann man sich eine Funktion grundsétzlich vorstellen als etwas, das einen Input
nimmt und dazu einen passenden Output produziert. Aber Vorsicht: nicht jede (mathe-
matische) Funktion lisst sich durch einen Algorithmus berechnen. Es gibt sogenannte
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10.

y,unberechenbare® Funktionen, fiir die man beweisen kann, dass es keinen Algorithmus
gibt, der diese Funktionen berechnet. Wie solche Funktionen aussehen, erfahren Sie in
Vorlesungen iiber theoretische Informatik.

Fiir den (mathematischen) Begriff einer Funktion ist nicht wesentlich, dass man zu jedem
x aus dem Definitionsbereich den zugehorigen Funktionswert f(x) explizit bestimmen
kann. Es geniigt, dass die Funktionswerte durch die Definition eindeutig festgelegt sind.
Zum Beispiel ist

1 falls am 1.8. des Jahres 50 n.Chr. ein romischer Soldat
innerhalb der heutigen Stadtgrenzen von Linz ein Glas
Milch verschiittet hat.

0 falls nicht

fTR=R, f(r)=

eine giiltige Funktionsdefinition. Es handelt sich ndmlich definitiv um eine der folgenden
beiden Funktionen:

g R=>Rg(z)=1 _ | | oder h:R— R h(z) =0

Dass es sich nicht ohne weiteres herausfinden lédsst, um welche der beiden, mag ein
praktisches Problem sein, ein theoretisches ist es nicht.

Funktionen, die von mehreren Variablen abhéingen, sind formal dasselbe wie Funktionen,
deren Definitionsbereich Tupel sind. Ein Beispiel ist die Funktion

fiR? =R, flz,y) =2+,

die jedem Paar (z,y) zweier reeller Zahlen eine reelle Zahl f(x,y) zuordnet. Eine solche
Funktion kann man sich als Gebirgslandschaft vorstellen:

Umgekehrt kann auch ein Funktionswert ein Tupel sein. Zum Beispiel ldsst sich mit
einer Funktion f: [0,1] — R3 die Flugbahn eines Teilches im dreidimensionalen Raum
beschreiben: zum Zeitpunkt ¢ = 0 befindet sich das Teilchen am Punkt f(0), zum
Zeitpunkt t = 1/2 am Punkt f(1/2), usw. Man kann mit solche Funktionen auch Kurven
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in der Ebene beschreiben. Zum Beispiel die Kreislinie mit der Funktion f: [0,1] — R2,
f(t) = (sin(27t), cos(2mt)). Bei dieser Funktion wird der Kreis beginnend beim Punkt
(0,1) im Uhrzeigersinn durchlaufen:

f(0)=(0,1)
N £(8)
T T TT t
05 7 )
f(3)=(0,-1)

Definition 4. Sei f: A — B eine Funktion.
1. f heifit injektiv (engl. injective), falls gilt:

Vai,az € A: f(a1) = faz2) = a1 = as.

2. f heifit surjektiv (engl. surjective), falls gilt:

VbeB3dacA: f(a)=0.
3. f heiit bijektiv (engl. bijective), falls f sowohl injektiv als auch surjektiv ist.

Injektiv bedeutet, dass jedes Element des Bildbereichs hdchstens einmal getroffen wird. Surjektiv
bedeutet, dass jedes Element des Bildbereichs mindestens einmal getroffen wird. Bijektiv bedeutet,
dass jedes Element des Bildbereichs genau einmal getroffen wird. Man vergleiche die beiden Formeln
in obiger Definition mit den beiden Formeln in Def. 3.

Beispiel.

1. A={1,2,3}, B={a,b,c,d}. Von den folgenden beiden Funktionen ist die linke injek-
tiv, die rechte nicht (weil der Wert ¢ mehr als einmal getroffen wird).

d d
cl @ cl 0O
b o b
a @ a @
1 2 3 1 2 3

Eine surjektive Funktion von A nach B kann es in diesem Fall offenbar nicht geben, weil
die Menge B mehr Elemente hat als A.

2. A=1{1,2,3,4}, B = {a,b, c}. Von den folgenden beiden Funktionen ist die linke sur-
jektiv, die rechte nicht (weil der Wert b nicht getroffen wird).
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a o0 20 00
123 4 1 2 3 4

Eine injektive Funktion von A nach B kann es in diesem Fall offenbar nicht geben, weil
die Menge A mehr Elemente hat als B.

3. Die Funktion f: R — R, f(x) = 22 ist weder injektiv
noch surjektiv. Sie ist nicht injektiv, weil z.B. der Wert 4
des Bildbereichs sowohl von 2 als auch von —2 getroffen
wird: f(—2) = f(2) = 4. Sie ist nicht surjektiv, weil z.B.
der Wert —1 des Bildbereichs iiberhaupt nicht getroffen
wird.

4. Die Funktion f: R — R, f(z) = 23 — 10z ist surjektiv,
aber nicht injektiv. Dass sie surjektiv ist, beweist man
mit Techniken, die man in der Analysis lernt. Dass sie
nicht injektiv ist, sieht man daran, dass z.B. der Wert 0
sowohl an der Stelle x = 0 als auch an den Stellen /10
und —/10 angenommen wird.

5. Die Funktion f: R — R, f(xz) = e” ist injektiv, aber
nicht surjektiv. Dass sie injektiv ist, zeigt man wieder
mit den Mitteln der Analysis. Dass sie nicht surjektiv
ist, sieht man daran, dass z.B. der Wert —1 nirgends
angenommen wird.

6. Die Funktion f: R — R, f(z) = $2 + 1 ist bijektiv.
Beweis: (1) sie ist injektiv, denn Wenn z,y € R so sind, /
dass f( ) = f(y) gilt, dann gilt 3x +1= %y—i— 1, also
Sx = Sy, also x = y, wie gefordert.

(2) sie ist surjektiv, denn wenn y € R beliebig ist, dann

gibt es ein passendes x € R, ndmlich x = 3y — 3, so dass
flz) =3By —3)+1=yist.

7. Die Funktion f: Z — Z, f(x) = 3z +2 ist injektiv, aber nicht surjektiv. Dass sie injektiv
ist, zeigt man dhnlich wie im vorherigen Beispiel. Dass sie nicht surjektiv ist, liegt daran,
dass z.B. der Wert 2 des Bildbereiches nicht getroffen wird.

Definition 5. Seien f: A - B, g: B — C zwei Funktionen. Dann heifit die Funktion
gof:A— C, (go f)(z) == g(f(x)) die Verkettung oder Hintereinanderausfihrung oder
Komposition (engl. composition) von f und g.
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Satz 1.

1. Die Verkettung injektiver Funktionen ist injektiv.
2. Die Verkettung surjektiver Funktionen ist surjektiv.

3. Die Verkettung bijektiver Funktionen ist bijektiv.

Beweis.

1. Seien f: A — B und g: B — C injektive Funktionen und h = go f.
Zu zeigen: h ist injektiv, also V x1, 29 € A : h(x1) = h(x2) = 21 = x2.

Seien also 1,22 € A mit h(xz1) = h(z2), d.h. g(f(x1)) = g(f(22)). Da g nach Annahme
injektiv ist, folgt zunéchst f(z1) = f(z2). Und daraus folgt, da nach Annahme auch f
injektiv ist, 1 = x9, was zu zeigen war.

2., 3. Ubung. ]

Satz 2. f: A — B ist genau dann bijektiv, wenn es eine Funktion ¢g: B — A gibt mit
gof=1idg und fog=idp.

Diese Funktion g ist dann eindeutig bestimmt und ihrerseits bijektiv.
Dieser Satz besagt, dass eine Funktion genau dann bijektiv ist, wenn man durch umkehren der Abbil-

dungsrichtung wieder eine Funktion bekommt. Man nennt die Funktion g deshalb auch die Umkehr-
funktion oder Inverse (engl. inverse) von f, Notation: f~!:=g.

A B A B
— | e o | {—e
— S o] §
77 77\
f: A — B ist bijektiv Umbkehrfunktion f~': B — A
A B A B
— | [ e = | o
| ——e | —eo
o« N, o< | N
77 77N
f+ A — B ist nicht injektiv Umkehrung ist keine Funktion!
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A B A B
— | | —e o —e
o S o \i
77\ 77\
f: A — B ist nicht surjektiv Umkehrung ist keine Funktion!

Beispiel.

1. Sei A =1{1,2,3,4,5}, B = {a,b,c,d, e}. Die unten links dargestellte Funktion f: A — B
ist bijektiv. Thre Umkehrfunktion f~': B — A (rechts dargestellt) ergibt sich durch
Spiegelung der Tabelle an der Diagonalen.

e o 5 o

d| @ 4@

c o 3 o

b (] 2 [ ]

a o 1 o
1 2345 abcde

Wenn A und B endliche Mengen sind, dann gibt es eine bijektive Funktion f: A — B
offenbar genau dann wenn A und B gleich viele Elemente enthalten.

2. Die Funktion f: R — R, f(x) = %x—f—l ist bijektiv. Die Umkehrfunktionist f~': R — R,
f7Ny) = 3y — 3. In der Tat gilt f~(f(z)) = 3(3z 4+ 1) — 3 = z fiir jedes z € R sowie
f(f~t(y) = %(31/ —3) 4+ 1 =y fiir jedes y € R.

3. Dr. T. hat den idealen Kompressionsalgorithmus gefunden: er fasst die zu komprimieren-
de (Bindr-)Datei als Wort iiber dem Alphabet 2 = {0, 1} auf und wendet die Funktion
f: Q" = QF f(w) =€ an. Das Ergebnis kénnte kiirzer nicht sein. Am Dekompressions-
algorithmus arbeitet er noch.

Er wird natiirlich keinen finden, weil sein f nicht bijektiv ist. Die Kompressionsfunktion
muss zumindest injektiv sein, damit eine Dekompression funktionieren kann, denn wenn
es zwei Worter w; # wy mit f(wy) = f(w2) gibt, dann kann der Dekompressionsalgo-
rithmus nicht wissen, ob er aus diesem Bild w; oder wy rekonstruieren soll.

Surjektivitdt ist dagegen verzichtbar, denn wenn f: Q* — Q* zwar injektiv aber nicht
surjektiv ist, dann kann man die modifizierte Funktion

=B ={fw:weQ}cCcQ

flw) = f(w)

betrachten. Diese ist bijektiv, hat also eine Umkehrfunktion f: B — Q*. Wir kénnen
damit ein gegebenes Wort y € Q* wie folgt dekomprimieren:
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falls x € B
Fehlermeldung ,,Dies ist keine komprimierte Datei®
sonst

gib f1 (x) zurtick.

W W N =

4 Relationen

Fiir ein einzelnes Objekt x kann man sich fragen, ob es eine bestimmte Eigenschaft hat oder nicht,
d.h. formal ob es zu einer bestimmten Menge gehort oder nicht (ndmlich zur Menge aller Elemente,
die die fragliche Eigenschaft haben). Bei zwei Objekten z,y kann man sich fragen, ob sie zueinander
in einer bestimmten Beziehung stehen. Ob das der Fall ist, wird im allgemeinen nicht allein von z und
nicht allein von y abhingen, sondern ist vielmehr eine Eigenschaft des Paars (z,y). Das motiviert die
folgende Definition:

Definition 6. Sei A eine Menge. Eine Teilmenge R C A x A heifit Relation (engl. relation)
auf A. Statt (z,y) € R schreibt man x Ry und statt (z,y) ¢ R schreibt man = i y.

Beispiel.
1. < ist eine Relation auf Z. Es gilt zum Beispiel —5 < 3 und 8 < 9, aber 3 £ 1.
2. Teilbarkeit (engl. divisibility): A=7, | = {(z,y) €Z* |3 2 € Z: 2z =y }. Es gilt zum
Beispiel 39,3110, 519, 51 10.
3. Ist A eine Menge, so ist die Teilmengenbeziehung C eine Relation auf der Potenzmenge
P(A).
4. Sei Q ein Alphabet. Ein Wort w € Q* heifit Teilwort (engl. subword) eines anderen
Worts x € 2%, falls es zwei weitere Worter o, p € Q* gibt mit y = 0 ow o p. Dann ist
R:={(w,x) € Q" : w ist ein Teilwort von x }
eine Relation auf Q*.
5. Sei Q ={a,A,b,B,...,z,Z}. Dann ist
Lex = { (w, x) € Q" : w kommt lexikographisch vor y }
eine Relation auf Q*. Es gilt zum Beispiel Aachen <joy Aal <jgoy - <jex ZWickau.
Eine weitere Relation ist
~ = {(w,x) € Q" : w und x unterscheiden sich nur
durch Grof3- und Kleinschreibung }.
Dabei gilt zum Beispiel wOrT ~ WoRt ¢ trow.
6. Sei V' die Menge aller Teilnehmer der Vorlesungsklausur und R die Menge aller (z,y) €
V x V, so dass « und y dieselbe Note bekommen. Dann ist R eine Relation auf V.
7. Eine Relation auf der Menge M aller Menschen ist
Q:={(z,y) € M?:xmagy}.
8. Auf der Menge F aller Formeln ist die Implikation = eine Relation.
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Definition 7. Sei A eine Menge und R C A x A eine Relation auf A. Man nennt R eine
(partielle) Ordnungsrelation oder Halbordnung (engl. order), falls gilt:

1. Vo € A:z Rx (Reflexivitét)

2. Vzx,ye A:x Ry ANy Rx = x =y (Antisymmetrie)

3. Va,y,z€ A:x RyANyRz= xRz (Transitivitit)

Man spricht von einer Totalordnung (engl. total order), wenn auflerdem gilt

4. Vz,ye A:xRyVyRx.

Beispiel.

1.

2.

< ist eine Totalordnung auf Z

<lex ist eine Totalordnung auf {a, A, ... z, Z}*.
Die ist-Teilwort-von-Relation ist eine Halbordnung, aber keine Totalordnung.
C ist eine Halbordnung auf P(A), aber im allgemeinen keine Totalordnung. Fiir A =

{1,2} gilt zum Beispiel {1} € P(A) und {2} € P(A), aber weder {1} C {2} noch
{2} C {1},

| ist eine Halbordnung auf Z, aber keine Totalordnung, denn es gilt zum Beispiel sowohl
315 als auch 51 3.

Auf M =7 x Z wird eine Ordnung < definiert durch
(al,ag) < (bl,bz) <= a1 < by Aag < bo,

wobei mit < auf der rechten Seite die iibliche Ordnung auf Z gemeint ist.

Es gilt dann zum Beispiel (3,5) < (7,8). Bei dieser Halbordnung handelt es sich nicht
um eine Totalordnung, weil zum Beispiel die Elemente (3, 7) und (5, 3) nicht miteinander
vergleichbar sind, d.h. es gilt weder (3,7) < (5,3) noch (5,3) < (3,7).

Definition 8. Sei A eine Menge und R C A X A eine Relation auf A. Man nennt R eine
Aquivalenzrelation (engl. equivalence relation), falls gilt:

1.

2.

3.

Vo e A:zRx (Reflexivitit)
Vx,y € A:x Ry = y Rz (Symmetrie)

Va,y,2€ A:x Ry ANy Rz = = Rz (Transitivitét)
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Beispiel.

1. Fiir jede Menge A ist die Gleichheitsrelation = eine Aquivalenzrelation, denn fiir alle
Objekte z,y, z gilt © = = (Reflexivitit), z = y <= y = = (Symmetrie) und = =
y ANy =z = x =z (Transitivitét).

Im allgemeinen darf man sich eine Aquivalenzrelation vorstellen als eine abgeschwéichte
Variante der Gleichheitsrelation, bei der bestimmte irrelevante Eigenschaften ignoriert
werden.

2. Sei A={0,m,m, 00,00 ® A A A A}. Man kann sich fiir diese Menge verschiedene
Aquivalenzrelationen vorstellen. Hier sind ein paar Moglichkeiten:

e x ~ y, falls x und y die gleiche Form haben — dann gilt z. B. O ~ ® und O + O.
e x ~ y, falls x und y die gleiche Farbe haben — dann gilt z. B. O~ O und O« &.
e 1z ~ y, falls z und y die gleiche Hohe haben — dann gilt z. B. O~ A und O ¢ A.

e 1 ~ y, falls x und y sich hochstens in der Farbe unterscheiden — dann gilt z. B.
O~mund 04 e@.

3. Sei @ = {a,A,b,B,...,z,Z}. Die Relation ~ auf Q*, bei der w ~ x gilt, wenn sich
die Worter nur durch Grofl- und Kleinschreibung voneinander unterscheiden, ist eine

Aquivalenzrelation.

4. Seim € Z und =,,:= { (x,9) € Z®> : m | x — y }. Dann ist =, eine Aquivalenzrelation
auf Z. Es gilt zum Beispiel:

0=33=36=3 9=3-3=3-6=315=3---
1=34=37=310=3 2=3-5=316=3---
2535538531153—153—453 1753

5. Ist A die Menge aller Schiiler einer Volksschule und
R={(z,y) € Ax A:z und y gehen in dieselbe Klasse},

dann ist R eine Aquivalenzrelation auf A. Klassenbildung ist symptomatisch fiir Aqui-
valenzrelationen.

Definition 9. Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf A und ist z € A, so heifit
[2]lv i ={yeA:z~y}

die Aquivalenzklasse von x (beziiglich ~). Man schreibt A/~ := {[z]. : z € A} fiir die Menge
aller Aquivalenzklassen von Elementen von A.
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Beispiel. Was sind bei den Aquivalenzrelationen aus dem vorherigen Beispiel die Aquiva-
lenzklassen?

1. Beziiglich = ist die Aquivalenzklasse eines Elementes z € A genau die Menge {z}, die
nur dieses Element enthélt.

2. Die genannten Aquivalenzrelationen auf A = {0, m,m,0,l,0,0,@,@®,A A, A, A} teilen A
in folgende Aquivalenzklassen auf:

e gleiche Form: {O,m,m,(], W}, {0,0,@ @}, {A A A A}

e gleiche Farbe: {0,00,0,A,A}, (M, 1. 0,@ A}, {B ® A}

e gleiche Hohe: {O,m,8,0,A,4,A}, {1 0,0, A}

e gleich bis auf Farbe: {T,m,m}, {{, W}, {O,@}, {® @}, {1 A A}, {A}

3. Die Aquivalenzrelation ~ auf Q* hat sehr viele Aquivalenzklassen. Ein Beispiel ist
[aBc].. = {abc, Abc, aBc, ABc, abC, AbC, aBC, ABC}.
Eine weitere Aquivalenzklasse ist
[aM]~ = {qm, qM, Qm, QM}.

Die Aquivalenzklassen lassen sich auffassen als ein verallgemeinerter Typ von Wértern,
bei dem zwischen Grof- und Kleinschreibung nicht unterschieden wird. Es gilt zum
Beispiel [aBc|.. = [AbC|. # [gM]~.. Die Relation ~ auf 2* entspricht der Relation = auf

O/~
4. Wir haben
0z, =1{...,-3,0,3,6,9,...}
Nz, =1{..,-2,1,4,7,10,...}
2z, =1{...,-1,2,5,8,11,... }
8= = [0]=
[4]=; = [l]=

und so weiter.

5. In diesem Fall sind die Aquivalenzklassen genau die Schulklassen.

Satz 3. Es seien A eine Menge, ~ eine Aquivalenzrelation auf A, und z,y € A. Dann gilt:

Lz~y < [r. =y~

2. by < [a]oN[y =0 AN
3. A:UCEA/NC : .. : .c : :
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Beweis.

1.

»=“  Annahme x ~ y, zu zeigen: [z]. = [y]~.
Aus Symmetriegriinden geniigt es, [z]~. C [y]~ zu zeigen.

Sei also z € [z]~. Dann gilt:

Def.
z € [z]~ = T~z
Sym.
2= z~w
Ann. + Trans.
zn~Yy
Sym
Yy~=z
Def.
= z € [Y]~.

,<=“  Annahme: [z]. = [y]~, zu zeigen: x ~ y.

Wegen Reflexivitit gilt jedenfalls z € [z]~. Wegen [z]~ = [y]~ also auch y € [z]~, und
damit nach Definition auch x ~ y.

. »=% Annahme: z £ y, zu zeigen: [z]. N [y]~ = 0.

Widerspruchsbeweis: wére [x]~ N [y]~ # 0, so gébe es ein z € [z]. N [y]~. Fiir dieses
z gilt dann z ~ z und z ~ y, also wegen Symmetrie und Transitivitit auch z ~ y, im
Widerspruch zur Annahme x ¢ y.

»<=“ Annahme: [z]. N[y~ =0, zu zeigen: = £ y.

Wiire x ~ y, dann wére [z]. = [y]~ nach Teil 1, also [z]~N[y]~ = [z]~ # 0, da zumindest
x € [z]~ (wegen Reflexivitit). Damit ist  ~ y ausgeschlossen und es bleibt nur x # y.

,C“ Sely € A. Zu zeigen: y € U, _cayn[2]~. Das folgt direkt aus y € [y]. € A/~.
2% Seiy € Uy ecay~ 2]~ Dann gibt es ein [z]. € A/~ mit y € [z].. Wegen [z]. C A

=

folgt y € A. [

Seien A, B Mengen und ~ eine Aquivalenzrelation auf A. Um eine Funktion h: A/~ — B zu de-
finieren, ist es verlockend, zunichst von einer Funktion h: A — B auszugehen und dann zu sagen
h([z]~) := h(z). Damit das funktioniert, muss man entweder prézisieren, auf welches Element x der
Aquivalenzklasse [z]. die Funktion h angewendet werden soll, oder man muss sich vergewissern, dass
die Wahl auf das Ergebnis keinen Einfluss hat. Im letzteren Fall sagt man, die Definition ist ,,représen-
tantenunabhéngig”, oder ,,die Funktion A ist wohldefiniert*.

Beispiel. Wir betrachten wieder das Alphabet Q = {a,A,...,z,Z} und die Aquivalenzrela-
tion ~, die Grof3-/Kleinschreibung ignoriert.

1. Bei

h: Q*/~\{[e]~} = 2, h([w]~) := erster Buchstabe von w

handelt es sich nicht um eine giiltige Definition, denn einerseits gilt i ([aB].) = a, und
andererseits gilt wegen aB ~ Ab auch [aB]. = [Ab]., und daher muss auch h([aB].) =
h([Ab]~) = A # a gelten. Das kann nicht sein.

Bei h: Q*/~ — N, h([w]~) := |w| handelt es sich um eine giiltige Definition, denn wann
immer w ~ x gilt, gilt auch |w| = |x|. Die Definition ist also représentantenunabhéngig.
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Satz 4. (Homomorphiesatz fiir Mengen) Sei f: A — B eine Funktion.

1.

Durch x ~y <= f(x) = f(y) wird eine Aquivalenzrelation auf A definiert.
Die Funktion g: A — A/~, g(z) = [z]~ ist surjektiv.

Es gibt eine injektive Funktion h: A/~ — B so dass f = hog.

Diese Funktion h ist eindeutig bestimmt.

f ist genau dann surjektiv, wenn h bijektiv ist.

Beweis.
1., 2. Ubung
3. Betrachte die Funktion g: A — A/~ mit g( [z]. fur alle z € A und definiere

5.

x) =
die Funktion h: A/~ — B durch h([z].) = f) (x). Diese Definition ist zuléssig, weil
[2]n =~ = 2~y = fl2) = f(y)
h ist injektiv, denn wenn [z]~,[y]~ € A/~ so sind, dass h([z]~) = h([y]~) gilt, dann
f(z) = f(y), und dann = ~ y, und dann [z]. = [y]~.

Es gilt f = ho g, denn fiir alle z € A gilt h(g(z)) = h([z]~) = f(z).

Wenn h: A/~ — B eine andere Funktion mit f = h o g ist, miisste es ein [z]. € A/~
geben mit h([z].) # h([z]~), obwohl doch h([z].) = h(g(z)) = f(z) = h(g(z)) =
h([z]~) gelten soll.

Ubung [
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Beispiel.

1. Seien A ={1,2,3,4,5,6}, B ={a,b,c} und sei f die folgende Funktion:

c ee

o
~ @
w|@
o |@

Dann ist
A/~ ={{1,3,6},{2},{4,5}}.
Die Funktionen g und h aus dem Satz sind gegeben durch
' 1 2 3 | 4 | 5 | 6
9% 13,6121 [{1,3,6F [ {45} [ {45} | {1.3.6]
L AL3,6} [ {2) ] {4.5)

a b c

2. Seien A = {O,m.B,0.0,0,0 @ A A A AN}, B = {schwarz, wei}, grau,rot}, und sei
f: A — B die Funktion, die jedem Element aus A dessen Farbe zuordnet:

%% 'schwarz
weif3
O
P N
Y g () grau
A A A rot
f
A B

Die Zerlegung von f in f = h o g sieht dann wie folgt aus:

—
§ schwarz
%* ron)

g

A Af~ B

o

>

5 Graphen
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Definition 10. Sei V eine endliche Menge und £ C V x V eine Relation auf V. Dann heifit
G = (V,E) ein Graph (engl. graph). Die Elemente von V heiflen Knoten (engl. verter) und
jene von F heiflen Kanten (engl. edge) von G.

Graphen kann man sich graphisch veranschaulichen, indem man fiir jeden Knoten einen Punkt in
der Ebene wéhlt und fiir jede Kante (u,v) einen Pfeil vom Punkt, der w darstellt, zum Punkt, der v
darstellt, zeichnet. Natiirlich ist eine solche Darstellung nicht eindeutig.

Wenn ein Graph G = (V, E) so ist, dass fiir jedes (u,v) € E auch (v,u) € E ist, dann zeichnet man
statt zweier Pfeile von v nach v und von v nach u einfach nur eine Verbindung ohne Pfeilspitzen. Man
spricht in diesem Fall von einem ungerichteten (engl. undirected) Graph.

Beispiel.
1. Zwei mogliche graphische Darstellungen des Graphen

G =({1,2,3,4},{(1,2),(3,1), (3,2), (4,3), (4,4)})

sind
und
) ©

2. Der Graph G = ({1,2,3,4},{(1,2),(2,1),(1,3),(3,1),(1,4),(4,1)}) ist ungerichtet und
kann z.B. wie folgt visualisiert werden:

Abgesehen von dem Detail, dass wir V' als endliche Menge voraussetzen, bezeichnet der Begriff Graph
im wesentlichen dasselbe wie der Begriff Relation. Der neue Begriff ist also streng genommen {iber-
fliissig. Wir verwenden ihn hier trotzdem, um dem allgemeinen Sprachgebrauch Rechnung zu tragen.
Man spricht typischerweise von einer Relation, wenn man Zusammenhénge zwischen bestimmten ma-
thematischen Objekten (z.B. Rechengesetze fiir Zahlen) beschreiben will. Dagegen verwendet man den
Begriff Graph, wenn nicht die mathematische Natur der Knoten im Vordergrund steht, sondern die
wechselseitigen Beziehungen, die durch den Graph ausgedriickt werden.

Graphen spielen in der Informatik eine bedeutende Rolle, weil man mit ihnen Strukturen und Zusam-
menhinge modelieren kann.

Beispiel.

1. Manche Graphen (oder Graphenfamilien) haben spezielle Namen. Dazu gehoren:

*o — 06— 06— 0 *o — 00— 06— @

Kette (engl. chain) Zyklus (engl. cycle)
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N
SR
|

|
|

J
J

—

| |

DAL

Gitter (engl. grid) )
\ I/

° ° C e * D
leerer Graph vollstandiger Graph

1D 2D 3D 4D
Hyperkubus (engl. hyper cube)

2. Die folgenden drei Abbildungen stellen alle den gleichen Graphen dar (den sogenannten
Petersen-Graph):

Wie man sieht, kann die Struktur eines Graphen mehr oder weniger deutlich mit dem
Auge zu erkennen sein, je nach dem, wo man bei der Visualisierung seine Knoten posi-
tioniert.

3. Eine besondere Familie von Graphen bilden die Biume (engl. tree). Ein Graph ist ein
Baum, wenn er sich durch wiederholte Anwendung der folgenden beiden Konstruktions-
regeln bilden lasst:
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e Jeder Graph mit nur einem Knoten und keinen Kanten ist ein Baum. Der Knoten
ist zugleich die Wurzel (engl. root) des Baums.

e Wenn T = (V4, Ev), ..., T;, = (Vp, Ey) Béume sind mit V;N'V; = 0 fiir ¢ # j, wenn
ty € Vi,...,t, € V, die jeweiligen Wurzeln dieser Baume sind, und wenn v ein
Objekt mit v € V3 U --- UV, ist, dann ist auch der Graph

T=({v}uViu UV, {(v,t1),...,(v,tn)}UELU---UE, )

N~

Knoten Kanten

ein Baum. Seine Wurzel ist v.

Der folgende Baum hat die Wurzel 7, sowie vier Unterbiume (engl. subtree). Die Wurzeln
dieser Unterbdume sind a, b, c, d. Der Unterbraum mit der Wurzel d hat seinerseits
wieder drei Unterbdume, deren Wurzeln sind X, T, V. Die Knoten v, fiir die es eine Kante
(u,v) im Baum gibt, nennt man die Kinder (engl. child) von u. Die Kinder von d sind
X, T, V. Die Knoten, die keine Kinder haben, nennt man Bldtter (engl. leaf). Im Beispiel
sind dies a, 3, 6,9, q, ¢, 0,1, y, T, u, v, w. Die Knoten, die keine Blétter sind, nennt
man die inneren Knoten des Baums.

Dateisysteme werden typischerweise als Bdume organisiert. Darin sind Verzeichnisse
und Dateien die Knoten, und « ist ein Kind von b wenn «a in b liegt. Verzeichnisse die
inneren Knoten und Dateien sind die Blétter des Baums.

Auch in graphischen Benutzeroberflichen findet man Baumstrukturen, z.B. Meniis mit
verschachtelten Untermeniis.

. Ein Theaterstiick hat verschiedene Szenen und verschiedene Figuren. Man kann den
Graph betrachten, dessen Knoten die Szenen und Figuren des Stiicks sind, und bei dem
eine Kante von Figur a zu Szene b geht, wenn a in b auftritt.

Einen solchen Graphen nennt man bipartit (engl. bipartite). Die charakteristische Ei-
genschaft eines bipartiten Graphen G = (V, E) ist, dass sich die Knotenmenge so in
V = V3 U Ve mit V4 NVa = () zerlegen lisst, dass jede Kante (u,v) € E einen Knoten
einer der beiden Teilmengen mit einem Knoten aus der anderen verbindet. Es muss also

En(Vi x V1) =EnN(Va x V) =0 gelten.

oNo¥oyo
ORGRSAOAC
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10.

11.

12.

13.

14.

. Die Menge aller deutschen Worter mit fiinf Buchstaben wird zu einem Graphen, wenn

man definiert, dass zwischen zwei Wortern ¢ und b genau dann eine Kante ist, wenn
a und b sich in genau einem Buchstaben unterscheiden. Es ist zweckméfig, nicht zwi-
schen Grof- und Kleinschreibung zu unterscheiden. Hier ist ein kleiner Ausschnitt dieses
Graphen (die Strahlen sollen andeuten, dass die dargestellten Knoten noch mit vielen
weiteren nicht dargestellten Knoten verbunden sind):

| | | | | | |
e —:(siThtI—:(siThHiThHlaThHaaThHThHiTh@i— e

Die Menge der 6sterreichischen Bundeslédnder kann man als Graph auffassen. Eine Kante
von a nach b kénnte angeben, dass a und b eine gemeinsame Grenze haben.

Die Struktur chemischer Molekiile kann man durch einen Graphen beschreiben. Dabei
entsprechen die Knoten den Atomen und die Bindungen den Kanten.

Das WWW ist ein Graph, bei dem Webseiten die Knoten sind, und eine Kante von a
nach b existiert, wenn die Seite a einen Link auf die Seite b enthélt.

Die Menge der Klausurteilnehmer kann man als Graph auffassen. Eine Kante von a
nach b kénnte angeben, dass a von b abgeschrieben hat.

Die Menge aller Menschen kann man auf vielerlei Weise als Graph auffassen. Eine Kante
von a nach b kénnte z. B. bedeuten, dass a und b sich einmal die Hand gegeben haben
(“handshake graph”).

Die Menge der Lehrveranstaltungen, die an einer Universitéit angeboten werden, kann
man als Graph auffassen. Eine Kante von a nach b kénnte angeben, dass der erfolgreiche
Abschluss von a eine Voraussetzung fiir den Besuch von b ist.

Ein Kommunikationsnetzwerk ist ein Graph. Dabei sind die beteiligten Geriite (Mo-
biltelefone, Handymasten, Satelliten, etc.) die Knoten, und es gibt eine Kante von a
nach b, wenn a eine direkte Verbindung zu b hat.

Das menschliche Skellet lidsst sich durch einen Graph beschreiben, bei dem die Gelenke
die Knoten darstellen und zwischen zwei Knoten eine Kante besteht, wenn die entspre-
chenden Gelenke durch einen Knochen verbunden sind.

Das Schachspiel ist ein Graph, bei dem die Knoten die moglichen Belegungen des Schach-
bretts mit Figuren sind, und eine Kante von a nach b existiert, wenn ein zuléssiger
Schachzug die Stellung a in die Stellung b iiberfiihrt.
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15. Ein Softwaresystem kann man als Graph auffassen. Dabei sind die Funktionen die Kno-
ten und es besteht eine Kante von a nach b, wenn die Definition von a einen Aufruf der
Funktion b enthélt.

16. Ein Schaltkreis ist in natiirlicher Weise ein Graph. Dabei sind die Bauelemente die
Knoten und es gibt eine Kante von a nach b, wenn die Bauteile durch eine Leitung
verbunden sind.

17. Das Straflennetz ist ein Graph. Hierbei sind die Knoten alle Kreuzungen und Einmiin-
dungen, und es besteht eine Kante von a nach b, wenn man von a nach b fahren kann,
ohne dabei an einer weiterer Kreuzung oder Einmiindung vorbeizukommen.

18. Ein Roboter soll ich auf einem freien Feld von einen Punkt zu einem anderen bewegen
und dabei Hindernissen, die sich auf dem Feld befinden, ausweichen. Um ein solches Feld
mit Hindernissen zu modellieren, kann man das Feld durch ein feines Gitter modellieren
(,, diskretisieren®), und die Gitterpunkte, an denen sich Hindernisse befinden, aus dem
Gitter loschen. Die iibrigen Gitterpunkte bilden die Knoten, und je zwei benachbarte
Knoten sind durch eine Kante verbunden. Der Roboter kann sich dann entlang der
Kanten des Graphen bewegen.

19. Auch Verhalten kann sich unter Umstdnden durch Graphen beschreiben lassen. Die
Knoten bezeichnen dann Zustdnde (engl. state), und es gibt eine Kante von a nach b,
wenn das System vom Zustand a in den Zustand b welchseln kann. Zum Beispiel zur
Beschreibung eines Aufzugs geniigt ein solcher Graph:

Erdgeschoss
Tiren gedffnet

fdhrt in den
1. Stock

. Stock
Turen geschlossen

Erdgeschoss f&hrt ins
Tiiren geschlossen Erdgeschoss
a
. Stock . Stock
Turen gedffnet Turen geschlossen
-
| — 1
.

fahrt in den ]

Stock
Turen gedffnet 1. Stock

Je nach Anwendung kann es sinnvoll sein, Graphen mit weiteren Informationen anzureichern. Das ist
auf mehrere Weise moglich. Wir beschriinken uns hier auf zwei Beispiele.

1. Orientierter Graphen. Ist G = (V, E) ein Graph, so kann man fiir jeden Knoten v € V' die Menge
{u €V :(v,u) € E} aller Knoten betrachten, zu denen von v aus eine Kante fiihrt. Auf dieser
Menge kann man eine Ordnung definieren, so dass es Sinn macht, z.B. vom ,dritten“ dieser
Knoten zu sprechen. Die folgenden beiden Baume sind z.B. identisch als gewthnliche Graphen,
aber verschieden als orientierte Graphen:
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Besonders bei Baumen ist es oft sinnvoll, den Kindern eines Knotens eine Reihenfolge zuzuwei-
sen. Die Reihenfolge der Kinder ist zum Beispiel relevant, wenn man die syntaktische Struktur
eines mathematischen Ausdrucks mit einem Baumen darstellen will. Dass zum Beispiel der fol-
gende Baum den Ausdruck 2" 41 darstellen soll, weiss man nur dann, wenn man bei den Kindern
des Kontens ~ weiss, welcher das erste und welcher das zweite ist.

Jeder mathematische Ausdruck lisst sich auf diese Weise als Baum darstellen. Man spricht vom
Syntazbaum (engl. syntax tree) des Ausdrucks.

Eine &hnliche Variante sind Bindrbiume (engl. binary tree). Das sind Béume, bei denen jeder
Knoten hochstens zwei Kinder hat, und zwar hochstens einen ,linken* und hoéchstens einen
,rechten“. Die folgenden Bindrbdume werden also als verschieden aufgefasst:

Bindrbdume werden vor allem dazu verwendet, Daten so zu organisieren, dass man effizient
darin suchen kann.

. Gewichtete und Gelabelte Graphen. Bei einem gewichteten Graphen gibt es zusétzlich zu V' und
E eine Funktion w: F — X, die jeder Kante e € E eine Zusatzinformation w(e) € X zuordnet.
In einem Graphen, der ein Straflennetz codiert (mit Kreuzungen und Einmiindungen als Knoten,
s.0.), kénnte eine solche Zusatzinformation zum Beispiel angeben, wie weit die Endpunkte u, v
einer Kante (u,v) € E voneinander entfernt sind, oder wie lange man durchschnittlich braucht,
um diese Entfernung mit dem Auto zuriickzulegen.

Im Fall X = N kann man das Gewicht w(e) einer Kante e = (u,v) € E auch so interpretieren,
dass zwischen w und v nicht nur eine, sonder w(e) viele Kanten existieren sollen. Man spricht
dann auch von einem Multigraph. Die Menge X der Gewichte muss aber nicht unbedingt eine
Menge von Zahlen sein. Zum Beispiel verwendet man Teilmengen eines Alphabets 2 als Gewich-
te (also X = P(2)) bei Graphen, mit denen man definiert, welche Wérter fiir einen bestimmten
Zweck zuldssig sein sollen. Der folgende Graph definiert zum Beispiel, welche Worter iiber dem
Alphabet {0,...,9,+, -, e, .} zuléissige Gleitkommazahlen sind. Der Graph ist wie folgt zu lesen:
Beginnend im Knoten 1 (dem Startzustand (engl. initial state)) liest man das zu priifende Wort
Buchstabe fiir Buchstabe und folgt dabei in jedem Schritt einer Kante, die mit einer Buchsta-
benmenge gewichtet ist, die den aktuellen Buchstaben enthélt. Das Wort ist zuléssig, wenn es
moglich ist, auf diese Weise am Ende des Wortes in einem doppelt umrandeten Knoten (einem
Endzustand (engl. final state)) anzukommen. Zum Beispiel ist 3.5703e-20 ein giiltiges Wort
(man besucht dabei nacheinander die Zusténde 1,3,4,5,5,5,5,6,7,8,8). Dagegen ist 3.-e5.+
kein giiltiges Wort.
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Die oben beschriebene Anwendung eines Graphen zur Unterscheidung von giiltigen und ungiilti-
gen Wortern bezeichnet man als endlichen Automat (engl. finite automaton), ein Begriff aus der
Theorie der formalen Sprachen, iiber die Sie mehr in Vorlesungen iiber theoretische Informatik
oder Compilerbau erfahren.

Von einem gelabelten Graph spricht man, wenn es zusétzlich zur Knotenmenge V' und zur Kan-
tenmenge E eine Funktion ¢: V' — Y gibt, die jedem Knoten v ein Label ¢(v) € Y zuordnet.
Natiirlich kann ein Graph sowohl gewichtet als auch gelabelt sein. Ein Beispiel ist der endli-
che Automat von vorher, wenn man mit den Labels markiert, welche Zustéinde Endzustdnde
sein sollen (im obigen Fall: ¢: {1,...,8} — {final, non-final}, ¢(v) = final fiir v € {3,5,8} und
q(v) = non-final fiir v € {1,2,4,6,7}).

Labels braucht man vor allem dann, wenn man verschiedene Knoten gleich bezeichnen will. Ein
Beispiel ist die Beschreibung von Molekiilen durch Graphen. Um zum Beispiel die Schwefelséure
(unten links) darzustellen, kann man nicht einfach die Knotenmenge {S, 0,0, 0, O, H, H} neh-
men, weil diese Menge identisch ist mit der Menge {S,O,H}, und drei Knoten geniigen uns
nicht. Stattdessen nimmt man als Knotenmenge V' = {1,2,3,4,5,6,7} und weist diesen Kno-
ten die entsprechenden chemischen Elemente als Labels zu: ¢: V. — {S,0,H}, ¢(1) = S,
q(2) = q(3) = q(4) = q(5) = O, ¢q(6) = ¢(7) = H. Dariiber hinaus kann man die Mehrfach-
bindungen des Molekiils durch gewichtete Kanten darstellen: w: E — N, w((1,2)) = w((2,1)) =
w((1,3)) = w((3,1)) = 2 und w((u,v)) =1 fiir alle anderen Kanten (u,v) € E.

0 O
H—0—$—o-n @10707030
. ®
Fiir die Struktur eines Graphen ist es unerheblich, wie seine Knoten bezeichnet sind. Man bezeichnet

zwei Graphen G = (V,E) und G = (V,E) als isomorph (aus dem Griechischen fiir ,,von gleicher
Gestalt“), wenn es eine bijektive Funktion h: V' — V gibt, so dass gilt

YuveV:(uv)eE < (h(u),h(v)) € E.
In diesem Fall schreibt man G = G.

Beispiel.

ReRene N

Der zweite und der dritte Graph sind nicht identisch sondern (nur) isomorph. Auch der zweite
und der vierte Graph sind (nur) isomorph und nicht identisch.

Allgemeiner:
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Definition 11. Seien G = (V, E) und G = (V, E) zwei Graphen.

1. Eine (nicht notwendigerweise bijektive) Funktion h: V — V heiBt (Graphen-)Homo-
morphismus (engl. graph homomorphism) von G nach G, falls gilt

Y u,veV:(u,v)eE= (h(u),h(v)) € E.

2. G und G heiBen (zucinander) isomorph (engl. isomorphic), falls es einen bijektiven
Graphenhomomorphismus h: V — V gibt, dessen Umkehrfunktion h=%: V — V eben-
falls ein Graphenhomomorphismus ist. Einen solchen Graphenhomomorphismus A nennt
man dann Graphenisomorphismus fiir G und G.

3. G heifit Teilgraph oder Untergraph (eggl. subgraph) von G, falls es einen injektiven
Graphenhomomorphismus von GG nach G gibt. Einen solchen Graphenhomomorphismus
nennt man auch Einbettung (engl. embedding) von G in G.

L35 E

ist ein Isomorphismus gegeben durch die Funktion h: {1,...,6} — {a,...,f} mit fol-
gender Wertetabelle:

Beispiel.
1. Im Beispiel

~

Der Isomorphismus fiir zwei isomorphe Graphen ist im allgemeinen nicht eindeutig. Im
vorliegenden Fall ist zum Beispiel auch die Funktion h: {1,...,6} — {a,...,f} mit

v |1 2 3 4 5 6
h(v)‘cdefab

ein Isomorphismus.

2. Sei G der Petersen Graph und G der Graph, dessen Knoten die deutschen Wérter mit
exakt fiinf Buchstaben (ohne Unterscheidung von Grof- und Kleinschreibung) und der
eine Kante von a nach b hat, wenn a und b sich an genau einer Stelle unterscheiden.
Dann ist G ein Untergraph von G:

heben
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GeméB unserer Definition macht es nichts aus, wenn es aufler den erforderlichen Kanten
noch weitere gibt, zum Beispiel die Kante von gaben zu waben.

3. Anfiinger glauben oft, dass zwei Graphen G = (V| E) und G = (V,E) dann isomorph
sind, wenn sie die gleiche Anzahl von Knoten und Kanten haben, und in beiden Gra-
phen die Zahl der Knoten mit einander entsprechender Anzahl von eingehenden bzw.
abgehenden Kanten iibereinstimmen. Das ist aber falsch. Zum Beispiel gilt sicher

080 o
oloRYo}fo!
080 0

obwohl beide Graphen sechs Knoten und sechs Kanten haben, und in beiden Graphen
jeder Knoten genau eine eingehende und genau eine ausgehende Kante hat.

Definition 12. Sei G = (V, E) ein Graph.

1. Fiir jedes n € N heiBt der Graph P = ({1,...,n},{(1,2),(2,3),...,(n — 1,n)}) eine
Kette der Lange n — 1.

2. Sei P eine Kette der Liange n und h: {1,...,n} — V ein Graphhomomorphismus von
P nach G. Dann heifit (h(1),h(2),...,h(n)) ein Pfad (engl. path) in G der Linge n von
h(1) nach h(n). Gilt auBerdem h(n) = h(1), so spricht man von einem geschlossenen
Pfad (engl. closed path) oder Zyklus (engl. cycle).

3. Ein Knoten ¢ € V heifit Quelle (engl. source) von G, falls fiir jedes v € V ein Pfad von
q nach v existiert.

4. Ein Knoten s € V heiit Senke (engl. sink) von G, falls fiir jedes v € V' ein Pfad von v
nach s existiert.

Sei G nun ein ungerichteter Graph (d.h. es gelte V (u,v) € E : (v,u) € E).

4. G heiit zusammenhingend (engl. connected), falls fiir je zwei Knoten v, w € V ein Pfad
von v nach w existiert.

5. Sei Vo € V nicht leer und Ey = {(u,v) € E : u,v € Vp} C E. Der Graph Gy :=
(Vb, Eo) heiBBt Zusammenhangskomponente (engl. connected component) von G, falls Gy
zusammenhéngend ist und fiir alle v € V'\ V und alle w € V} gilt (v,w) € E.

Beispiel.

1. Im Graphen




ist jeder Knoten sowohl Quelle als auch Senke. Ein Pfad von 1 nach 5 ist zum Beispiel
(1,2,0,7,6,0,4,5). Beachten Sie, dass ein Pfad einen Knoten auch mehrfach besuchen
darf, weil die Definition nicht verlangt, dass der Homomorphismus injektiv ist. Bei
(1,2,0,6,0,4,5) handelt es sich nicht um einen Pfad des Graphen, weil der Graph
keine Kante von 0 nach 6 hat.

2. Der ungerichtete Graph

O ONOLO
0‘699

hat drei Zusammenhangskomponenten, nadmlich

({17 3, 6}7 {(17 3)7 (37 1)7 (37 6)7 (67 3)7 (1

,6), (6, 1)}),
({2,4,5,8},{(2,5). (5,2), (4,5), (5,4), (5

+8),(8,5)})
und ({7}, 0).

Satz 5. Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Dann gilt: E ist genau dann eine Aquiva-
lenzrelation auf V', wenn alle Zusammenhangskomponenten von G vollstéandige Graphen sind
(d.h. zwischen je zwei Knoten derselben Zusammenhangskomponente gibt es eine Kante).

Beweis. ,=“ F ist eine Aquivalenzrelation. Zu zeigen: die Zusammenhangskomponenten
von G sind vollstandig.

Sei (Vo, Ep) eine beliebige Zusammenhangskomponente. Dann ist also zu zeigen: Ey = Vj x V),
d.h. YV u,v e Vy: (u,v) € Ey.

Betrachte dazu zwei beliebige Knoten u,v € Vj. Da (Vj, Ep) als Zusammenhangskomponente
insbesondere zusammenhéngend ist, gibt es einen Pfad von u nach v, etwa

(3717172, ey Tn—1, ‘/L‘n)

mit 2; = u und z,, = v. Nach Voraussetzung ist E eine Aquivalenzrelation, darum ist F insbe-
sondere transitiv. Aus (z;, i+1), (€it1, Xir2) € E folgt deshalb (z;,z,42) € E (i =1,...,n—2
beliebig). Mit der zweiten Bedingung aus der Definition der Zusammenhangskomponente folgt
dann auch (x;, z;+2) € Fy. Man kann also die beiden Kanten (x;, z;+1) und (x;, z;+1) des Pfa-
des durch die einzelne Kante (x;,z;+2) ersetzen und erhilt so einen kiirzeren Pfad von
nach v. Durch wiederholte Anwendung des Arguments erhélt man nach endlich vielen Schrit-
ten einen Pfad bestehend aus nur einer Kante: (u,v). Damit ist gezeigt: fiir beliebige u,v € Vj
gilt (u,v) € Ey, wie gefordert.

,<“ Die Zusammenhangskomponenten von G sind vollstindig. Zu zeigen: E ist eine Aqui-
valenzrelation auf V.

a) Symmetrie ist klar, weil G nach Voraussetzung ein ungerichteter Graph ist.

b) Transitivitit: Wenn a,b,c € V so sind, dass (a,b), (b,c¢) € E sind, dann gibt es einen
Pfad von a nach ¢, d.h. a und c liegen in derselben Zusammenhangskomponente. Nach
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Voraussetzung ist jede Zusammenhangskomponente vollsténdig. Die Zusammenhangs-
komponente, zu der a und ¢ gehéren, muss also die Kante (a, c) enthalten. Diese Kante
muss dann auch schon zu E gehoren. Damit ist gezeigt: V a,b,c € V : (a,b) € EA(b,c) €
E = (a,c) € E, wie gefordert.

¢) Reflexivitit: Jeder Knoten v € V gehért zu einer bestimmten Zusammenhangskom-

ponente, etwa zu (Vy, Fy). Aus der Vollstédndigkeit dieser Zusammenhangskomponente
folgt (v,v) € Ey C E, wie gefordert. L]

Im Fall des obigen Satzes entsprechen die Zusammenhangskomponenten des Graphen den Aquivalenz-
klassen.

Zur Darstellung eines Graphen G = (V, E) in einem Computer gibt es mehrere Méglichkeiten.

1. Man kann wie in der Definition die Knotenmenge V und die Kantenmenge E mit Hilfe geigneter

Datenstrukturen fiir endliche Mengen abspeichern.
Zum Beispiel G = ({1,2,3,4},{(1,2),(3,1),(3,2), (4,1)}).

Diese Repriisentation ist zum Programmieren meistens nicht die beste Wahl. Sie eignet sich eher
fiir theoretische Uberlegungen.

. Man kann auch die Knotenmenge in einer geordneten Liste abspeichern und die Kantemenge
als eine quadratische Tabelle mit |V| Zeilen und |V| Spalten, bei der in Zeile (i, j) eine 1 steht,
wenn es eine Kante vom ¢ten Knoten zum jten Knoten gibt, und sonst 0.

01 00

- 00 0 O

Zum Beispiel [1,2,3,4] und 110 0
0 0 01

Diese Reprisentation bietet sich vor allem bei sehr kleinen Graphen an.

. Stattdessen kann man auch eine Liste von Paaren (v, S) speichern, wobei v ein Knoten ist und
S C V die Menge aller Knoten w € V', so dass (v,w) € E ist. Die Liste muss fiir jeden Knoten
v € V ein solches Paar enthalten.

Zum Beispiel [(1’ {2})7 (27 {})’ (37 {1> 2})7 (4’ {1})]

Diese Repriisentation hat den Vorteil, dass man den Graphen relativ einfach modifizieren kann
(z.B. zusétzliche Knoten oder Kanten hinzufiigen).

. Bei sehr grofien Graphen, die nicht auf einmal in den Speicher passen, kann unter Umsténden
auch eine implizite Représentation sinnvoll sein. Dabei programmiert man z.B. eine Funktion
is_vertex(_), die fiir jedes Objekt angibt, ob es zur Knotenmenge gehort oder nicht, sowie eine
Funktion is_edge(_,.), die fiir je zwei gegebene Objekte angibt, ob es sich um Knoten handelt,
die durch eine Kante des Graphen verbunden sind. Der Graph ist dabei gewissermaflen im
Programm codiert.

Fiir den folgenden Algorithmus, mit dem man herausfinden kann, ob zwei gegebene Knoten eines
Graphen durch einen Pfad verbunden sind, verwendet man am besten die zweite oder dritte Daten-
struktur.

INPUT: G = (V,E), u,v eV
OUTPUT: Ein Pfad von u nach v, falls es einen gibt, oder False, falls nicht.

1

(=L V)

falls u = v, gib den leeren Pfad als Ergebnis zuriick und stop.
markiere den Knoten u als ,,besucht*.
fiir alle Knoten w € V:

falls (u,w) € E und w ist noch nicht markiert:
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5 suche einen Pfad von w nach v, indem dieser Algorithmus rekursiv aufgerufen wird.
6 falls ein Pfad (w,...,v) gefunden wurde:

7 gib (u,w,...,v) als Ergebnis zuriick und stop.

8  gib False zuriick.

Beachten Sie, dass dieser Algorithmus in Schritt 6 sich selbst aufruft. Sie sollten sich zur Ubung iiber-
legen, (a) warum der Algorithmus nur korrekte Ergebnisse liefert, und (b) warum der Algorithmus fiir
jede mogliche Eingabe terminiert. Kénnen Sie den jeweiligen Grund als formalen Beweis formulieren?

Es gibt clevere Varianten dieses Algorithmus, die mit nur geringem Mehraufwand den kiirzesten Pfad
in einem gewichteten Graph finden. Dabei sind die Gewichte positive reelle Zahlen und die Lénge eines
Pfades ist die Summe der Gewichte der in ihm enthaltenen Kanten. Mit etwas mehr Aufwand kann
man sogar die kiirzeste Verbindung fiir alle Knotenpaare auf einmal ausrechnen. Es gibt viele weitere
interessante Algorithmen, mit denen man Fragestellungen {iber Graphen effizient 16sen kann. Allerdings
ist z.B. kein effizienter Algorithmus bekannt, mit dem man herausfinden kénnte, ob ein Graph einen
sogenannten hamiltonschen Pfad hat. Das ist ein Pfad, der jeden Knoten des Graphen genau einmal
besucht. Es wird vermutet, dass es zur Losung dieses Problems keinen effizienten Algorithmus gibt
(wobei wir an dieser Stelle nicht erkliren kénnen, was genau in diesem Zusammenhang mit einem
yeffizienten Algorithmus® gemeint ist). Auch zur Entscheidung der Graphisomorphie gibt es nach
derzeitigem Kenntnisstand keine effizienten Algorithmen.

6 Gruppen

Definition 13.

1. Sei X = {x1,...,z,} eine Menge mit n Elementen. Eine bijektive Funktion f: X — X
heifit Permutation (engl. permutation) der Menge X. Man verwendet die Notation

f . [ T T2 . e Tn ]
flz) flx2) - flan) )
Die Menge aller Permutationen der Menge X wird mit Sx bezeichnet. Im Fall X =
{1,...,n} schreibt man auch einfach S, statt Sy ..

2. Eine Permutation 7w € S,, heit Zyklus (engl. cycle), falls es paarweise verschiedene
ki,...,km € {1,...,n} gibt, so dass

w(k1) = ko, w(ke)=ks, ..., 7(kmo1)="Fkm, w(km)=F

sowie w(k) =k fur alle k € {1,...,n} \ {k1,...,kn} gilt.
Schreibweise: m = (k1 k2 ... kp,). Man nennt m die Linge (engl. length) des Zyklus.

Ein Zyklus der Lénge zwei heifit Transposition (engl. transposition).

3. Zwei Permutationen 1, o heiflen (zueinander) disjunkt (engl. disjoint) falls gilt

VEe{l,...,n}:m(k)=kVm(k) =k

4. Ein k € {1,...,n} mit w(k) = k heifit Fizpunkt (engl. fized point) von 7w € S,,.
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Beispiel.

1. S,

T NN RO N

. Nach Satz 2 ist die Umkehrfunktion einer Permutation wieder eine Permutation.

1 2 3 4 5

F“”:[?, 1425

1 2 3 4 5
. . . 71 _
] € S5 gilt zum Beispiel 77" = [2 41 3 5] € Ss.

Nach Satz 1 ist auch die Verkettung zweier Permutationen wieder eine Permutation.
Beachten Sie aber, dass es bei der Verkettung im allgemeinen auf die Reihenfolge an-

kommt:
1 2 3 o 12 31 (1 2 3
2 1 3 1 3 2 12 31
1 2 3 o 12 3 (1 2 3
1 3 2 21 3 31 2
. Wenn (z1,...,2,) ein Tupel ist und 7 € S, eine Permutation, dann hat das Tupel
(Tr(1)s -+ Tr(n)) genau die selben Komponenten, allerdings im Allgemeinen in einer
anderen Reihenfolge.
1 2 3 4 S N . :
9 4 1 3l = (1243)=(3124) ist ein Zyklus. Beachten Sie: Ein Zyklus ldsst sich

auf verschiedene Weise notieren.

[1 2 3] = (1 3) ist eine Transposition.

3 21
Eine Permutation 7 € S), ldsst sich als Graph mit Knotenmenge V ={1,...,n} veran-
schaulichen, bei der eine Kante (u,v) anzeigt, dass m(u) = v gilt. Belsplel

(L 2345678 g &
™ 152867314 8

Diese Permutation hat den Fixpunkt 2.

Ein Graph mit Knotenmenge {1,...,n} stellt genau dann in diesem Sinn eine Permuta-
tion dar, wenn jeder Knoten genau eine ausgehende Kante (wg. Funktionseigenschaft)
und genau eine eingehende Kante (wg. Bijektivitat: Surjektivitit = mindestens eine;
Injektivitdt = hochstens eine) hat.

Eine Permutation ist genau dann ein Zyklus im Sinn von Def. 13, wenn der zugehorige
Graph als Graph ein Zyklus ist.

Wie das obige Beispiel 7 schon suggeriert, ldsst sich jede Permutation in eindeutiger Weise in paarweise
disjunkte Zyklen zerlegen. Fiir die Permutation in diesem Beispiel gilt ndmlich 7 = (1 5 7)(2)(3 4 8 6).
In diesem Fall ist die Reihenfolge der Zyklen unbedeutend, denn wenn o1, 09 zwei disjunkte Zyklen
sind, dann gilt o109 = 0207. Fixpunkte sind Zyklen der Linge eins. Per Konvention braucht man
diese bei der Zerlegung einer Permutation in Zyklen nicht zu notieren. Man kann also auch einfach
m=(157)(3486) fir die Permutation aus Beispiel 7 schreiben.

Um eine gegebene Permutation in disjunkte Zyklen zu zerlegen, geht man nach folgendem Algorithmus

vor:
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INPUT: 7w € S,
OUTPUT: Die Zerlegung von 7 in disjunkte Zyklen.

setze B={1,...,n}
2 solange B # {:

3 wihle ein beliebiges k € B
4 falls (k) = k, dann

5 setze B = B\ {k}
6

7

8

—_

anderenfalls

bestimme das kleinste m € {1,...,n} mit 7™ (k) = k

notiere den Zyklus (k w(k) 72(k) ... 7™ 1(k))
9 setze B = B\ {k,n(k),..., 7™ (k)}.
Mit der Notation 7¢(k) ist die i-fache Anwendung von 7 auf k gemeint, also z.B. 73(7) = n(n(n(7))).
Wir iiberlassen es wieder als Ubung, sich davon zu iiberzeugen, dass der Algorithmus terminiert und die
Ausgabe korrekt ist. (Uberlegen Sie sich insbesondere, warum es in Schritt 7 immer ein m € {1,...,n}
mit 7™ (k) = k geben muss.)
Wegen Satz 1 ist die Verkettung zweier Permutationen wieder eine Permutation, d.h. es gilt V 7,0 €
S, : moo € S,. Wir konnen die Verkettung also als eine Funktion o: S, xS, — S,, auffassen. Allgemein
nennt man eine Funktion o: A x A — A eine Verkniipfung (engl. operation) auf der Menge A. Statt

o(x,y) schreibt man iiblicherweise x o y. Solche Verkniipfungen kénnen interessante Eigenschaften
haben. Fiir die Verkniipfung von Permutationen gelten zum Beispiel folgende Regeln:

e Vmo,7ES,:(moog)or=mo(0oT)
e VrelS,:mroidd=idor=mn
eVreS,doeS,:mroo=com=1id

Ahnliche Regeln gelten fiir die bekannten Rechenoperationen 4 (z.B. fiir A = Z oder A = R) und -
(z.B. fiir A=Q\ {0} oder A =R\ {0}). Das motiviert folgende Abstraktion:

Definition 14. Sei A eine Menge und o: A x A — A eine Verkniipfung auf A.
1. o heiit assoziativ (engl. associative), falls gilt: V x,y,z € A: (xoy)oz=x0 (yo z)
2. o heifit kommutativ (engl. commutative), falls gilt: Vx,y € A:xoy=youx

3. e € A heifit Neutralelement (engl. neutral element) (beziiglich o), falls gilt: V x € A :
roe=eox =ux.

4. Ist e € A ein Neutralelement, so heifit © € A invertierbar (engl. invertible), falls gilt:
dJyeA:xzoy=yox=ce.
Ein solches Element y heifit dann ein Inverses (engl. inverse) von z.

5. Das Paar (A, o) heifit Gruppe (engl. group), falls o assoziativ ist, A ein Neutralelement
beziiglich o enthélt, und es zu jedem Element 2 von A ein passendes Inverses in A gibt.
Wenn die Verkniipfung aus dem Kontext klar ist, sagt man auch einfach ,, A ist eine
Gruppe®“.

6. Ist (A, o) eine Gruppe und ist o auch kommutativ, so nennt man (A4, o) eine abelsche
Gruppe (engl. abelian).
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Satz 6. Seio: A x A — A eine assoziative Verkniipfung.
1. Sind ey, eo Neutralelemente von o, so gilt e; = es.

2. Ist e ein Neutralelement von o, x € A invertierbar, und sind y1, yo Inverse von x, so gilt
Y1 =92.
Notation: 27! := y; = ys.

1)—1

3. Ist z € A invertierbar, so ist auch x~! invertierbar und es gilt (z~ =z.

4. Sind x,y € A invertierbar, so ist auch x oy invertierbar und es gilt (zoy)~! =y tox™1

Beweis.

1. Nach Definition gilt Vo € A:x0e; =ejox=axund Ve EA:x0es =eg0x = 2.

Aus dem ersten folgt mit x = ey, dass e3 0 €1 = e1 0 e3 = eg ist, und aus dem zweiten
folgt mit = eq, dass e; o es = e 0 e7 = €7 ist.

Aus beidem zusammen folgt e; = e 0 e3 = €9, wie behauptet.
2. Esgilt zoy; =e, also yg o (zoy;) =yz0e€, also (y2 0x) oy = ya2, also e o y; = yo, also
Y1 = Y.
3., 4. Ubung.

Beispiel.

1. (Z,+), (Q,+), (R,+), (Q\{0},-), (R\{0}, -) sind abelsche Gruppen. Das Neutralelement
beziiglich + ist jeweils 0, und das Neutralelement beziiglich - ist jeweils 1.

2. (Sp,o0) ist eine Gruppe, aber fiir n > 3 keine abelsche Gruppe. Das Neutralelement ist
die Identitédtsabbildung.

3. Bei endlichen Gruppen lésst sich die Verkniipfung als Verkniipfungstabelle aufschreiben.
Zum Beispiel wird die Menge G = {1,2,3,4,5,6} mit der Verkniipfung «: G x G — G,
die durch folgende Tabelle definiert ist, zu einer abelschen Gruppe.

DD T W N | %
UL W N |
QLW = O = NN
== Ot Oy Wl W
W O DN UL x|
N = O /= W Ut Ot
— N Wk OO O

4. Ist A eine Menge, so sind U und N Verkniipfungen auf P(A), aber weder (P(A),U) noch
(P(A),nN) ist eine Gruppe. Definiert man auf P(A) die Verkniipfung

®: P(A) x P(A) = P(A), UaV:=UUV)\(UNV),

so ist (P(A),®) eine abelsche Gruppe. Das Neutralelement ist dann die leere Menge ()
und jedes Element U € P(A) ist zu sich selbst invers.
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5. Betrachte die sechs Funktionen f;: R\ {0,1} — R\ {0, 1} definiert durch

@ =a  f) = S =1,
f4(:c):ac;1’ fs(x) =1—uz, fﬁ(ﬂf)zxfl.

Die Menge G = {f1,..., f¢} bildet zusammen mit der Komposition eine Gruppe.

6. Sei G ={x €R:—1< 2z <1} und definiere

T4y
1+ay’

wobei die Symbole auf der rechten Seite die iibliche Bedeutung haben. Dann ist (G, ®)
eine abelsche Gruppe. Man sieht sofort, dass @& kommutativ ist, dass 0 ein neutrales
Element ist, und dass —x das Inverse von z ist. Assoziativitét ldsst sich leicht nachrech-
nen:

rdy:=

+ +
ey T2 _ wty+zdayz _ TG

1+1”:$yyz Cl4azy+aztyz 1+g;ly:yzz

(zy)d2z= —r®(yo2).

Etwas weniger offensichtlich ist in diesem Beispiel, dass @ tatséchlich eine Verkniipfung
ist, dass also fiir jede beliebige Wahl von z,y € G auch z @ y in G liegt. Es ldsst sich
zeigen, dass dem so ist.

Die Gruppe (G, @) erklirt die Addition von Geschwindigkeiten in der speziellen Rela-
tivitédtstheorie.

7. Die Konkatenation o ist eine Verkniipfung auf der Menge 2* aller Worter iiber einem
Alphabet €. Diese Verkniipfung ist assoziativ und hat ein Neutralelement (ndmlich das
leere Wort), aber es handelt sich bei (*,0) nicht um eine Gruppe, weil es nicht zu
jedem Wort ein Inverses gibt.

Um auf Wortern eine Gruppe zu definieren, kann man folgendes tun. Betrachte zwei
Alphabete Q,Q mit QN Q = 0 und |Q| = |[Q] sowie eine bijektive Funktion i:  — (.
Wir betrachten Warter iiber dem Alphabet © U Q und wollen die Buchstaben in € als
Inverse der Buchstaben in ) auffassen, und umgekehrt. Das Inverse von x € ) soll
i(z) € Q sein, und das von y € Q sei i 71(y) € Q.

Es sei nun W C (Q U Q)* die Menge aller Woérter, die keine Teilworter der Form xi(x)
oder i(x)z mit z €  enthalten. Die Verkniipfung o: W x W — W sei so definiert, dass
w o x das Wort in W sei, das entsteht, wenn man aus der Konkatenation wy so lange
alle Teilworter der Form xi(x) und i(z)x 16scht, bis keine mehr iibrig sind. Dann ist
(W, 0) eine Gruppe.

Beispiel: Q = {a,b,c}, Q = {A,B,C}, i(a) = A, i(b) = B, i(c) = C. Dann gilt zum Beispiel
acBcACaaB o bAaCbbc = acBcACaaCbbC und bAaCbbc™ ' = CBBcAaB.
8. Seien (A, 0), (B, *) zwei Gruppen und G = A x B. Auf G wird durch
(a1,b1) © (a2, b2) := (a1 o ag, by * ba)

eine Verkniipfung ®: G X G — G definiert, mit der G zu einer Gruppe wird.
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Definition 15. Sei (G, o) eine Gruppe.

1. U C G heifit eine Untergruppe (engl. subgroup), falls gilt U # ) und V u,v € U : uowv €
UANu~teU.

2. Sei U C @ eine Untergruppe und seien u1, ..., U, € U. Man sagt, U wird von uq, ..., Un
erzeugt (engl. generated), wenn es fiir jedes u € U Zahlen iy,...,i; € {1,...,m} und
e1,...,ex € {—1,1} gibt, so dass u = ufll o uf; 0---0 ufkl In diesem Fall schreibt man
U= <u1,...,um>.

Beispiel.

1. (Z,+) ist eine Untergruppe von (Q,+); (Q,+) ist eine Untergruppe von (R, +).

2. {z€Q:xz>0},-) ist eine Untergruppe von (Q \ {0},-); (Q\ {0},:) und ({z e R :
x > 0},-) sind Untergruppen von (R \ {0}, ).

3. S5 lasst sich auffassen als Untergruppe von S5, wenn man sich jede Funktion
f:{1,2,3} - {1,2,3}

aus S3 zu einer Funktion f: {1,2,3,4,5} — {1,2,3,4,5} mit f(4) = 4 und f(5) =
fortgesetzt denkt.

4. Sg ist eine Gruppe mit 720 Elementen. Die von g; = (1 2)(3 4)(56), go = (15 3)(2 4 6),
g3 = (12345 6) erzeugte Untergruppe von Sg besteht aus den folgenden 18 Elementen:

ld_(l)@)( )(4)(5)(6) =(12)34)(56)
=(153)(246) =(123456)
grog2=(14)(25)(36) grogs=(135)(2)(4)(6)
g2091=(16)(23)(45) g2092=(135)(264)
g2093=(163254) gsog1=(246)(1)(3)(5)
gsog2=(143652) gsogs=(135)(246)
g1ogeogs=(153)(264) giogsogs=(145236)
g20g30g3=(264)(1)(3)(5) gsogrogs=(125634)
g3og209g3=(153)(2)(4)(6) g1o0ga0g30g93=(165432)

Weitere Elemente von Sg enthélt die Untergruppe (g1, g2, g3) nicht, denn wenn Sie irgend
eines der obigen Elemente invertieren oder mit einem anderen verketten, erhalten Sie

immer ein Element, das schon in der Liste steht. Zum Beispiel gilt (g30g1093) ™! = g3092.

5. Sei (W, 0) die Gruppe aus dem vorherigen Beispiel, die aus Wortern iiber dem Alphabet
{a,b, c,A,B,C} gebildet wird. Dann gilt W = (a, b, c).
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Definition 16. Seien (G1,0) und (Ga,*) Gruppen. Eine Funktion h: G; — G2 heit Homo-
morphismus, falls gilt:
Vx,y € Gy : h(zxoy) = h(x)*h(y).

Sei ey das Neutralelement von Go. Die Menge
kerh:={x € Gy :h(z)=e2} C Gy
heifit der Kern (engl. kernel) und
imh:={h(z):2€ G} CGs

heifit das Bild (engl. image) von h.

Ein bijektiver Homomorphismus heifit Isomorphismus. (engl. isomorphism) Wenn es einen
Isomorphismus von G; nach Gy gibt, sagt man, G; und G2 sind (zueinander) isomorph.
(engl. isomorphic) Notation in diesem Fall: G; = G.

Beispiel.

1. Die Abbildung h: S3 — S5, die im vorigen Beispiel beschrieben wurde, ist ein Homo-
morphismus. Statt zu sagen, S3 ist eine Untergruppe von S5, wire es sauberer zu sagen
h(S3) ist eine Untergruppe von Ss.

2. Die Abbildung f: R — R, z — exp(z) ist ein Homomorphismus zwischen (R, +) und

(R\ {0}, ).
3. Sind (A, o), (B,*) zwei Gruppen und G = A x B zusammen mit
(a1,b1) ® (ag,b2) := (a1 0 az, by * by).
Dann ist h: G — A, (a,b) — a ein Homomorphismus.

4. Sei (W, 0) die Gruppe aus dem vorherigen Beispiel, die aus Wortern iiber dem Alphabet
QUQ = {a,b,c,A,B,C} gebildet wird. Sei (G, *) irgendeine andere Gruppe und seien
g1, 92, g3 € G beliebige Elemente. Dann gibt es genau einen Gruppenhomomorphismus
h: W — G mit h(a) = g1, h(b) = g2, h(c) = g3, denn aus diesen drei Werten und der
Homomorphismuseigenschaft folgt direkt der Wert h(w) fiir jedes Wort w € (2 U Q)*.
Zum Beispiel muss gelten:

h(aCbbaBBAc) = h(aocCoboboaoBoBoAoc)

= g1%05 " K gokgok gy kg5 * g5 #gr ! * g

Satz 7. Sei h: G; — G35 ein Homomorphismus. Dann gilt:

1. Ist e das Neutralelement von G und ey das Neutralelement von G, so gilt h(e1) = es.
2. ker h ist eine Untergruppe von Gj.

3. im h ist eine Untergruppe von Gs.
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Beweis.

1. Es gilt h(e1) = h(e1 o e1) = h(e1) x h(e1). Multipliziert man diese Gleichung mit dem
Inversen von h(e;) in Gg, so erhélt man ey = h(ey).

2. Nach Teil 1 gilt zunéchst e; € ker h und damit insbesondere ker h # (). Dariiber hinaus
bleibt zu zeigen: fiir alle u,v € ker h gilt wov € ker h und v~! € ker h.
Seien u, v € ker h beliebig. Es gilt h(u) = h(v) = eq, weil u,v € ker h. Folglich gilt:

h(uowv) = h(u) * h(v) = eg * ea = eq,

und also uwo v € ker h.
Es gilt ea = h(e1) = h(uou™t) = h(u) * h(u™') = eg x h(u™1) = h(u™t).
(Daraus folgt iibrigens auch h(u)~! = h(u™1).)
3. Nach Teil 1 gilt zunéchst e € im h. Dariiber hinaus bleibt zu zeigen: fiir alle u,v € im h
gilt w*v € imh und u~! € im h.
Seien u,v € im h beliebig. Dann gibt es a,b € G1 mit u = h(a) und v = h(b).
Es gilt ux v = h(a) * h(b) = h(a o b) € im h.
AuBerdem vt = h(a)"! = h(a™t) € im h. =

Beispiel. Betrachte 7 = (1 3)(2 4 7)(5 6) € S;7. Dann ist

h:Z — S7, h(n):==x"

ein Gruppenhomomorphismus von (Z,+) ach (S7,0). Dabei bezeichnet 7" = 7w o --- o7 die
Permutation, die sich durch n-fache Verkettung von 7 mit sich selbst gibt. Im Fall n < 0 ist
die Definition im Sinn von 7" := (7~ 1)I*l gemeint, und fiir n = 0 soll 7° = id sein.

Wegen
70 =id
= (13)(247)(56)
w2 =(274)
7 = (1 3)(5 6)



™ =(247)
™ = (13)(274)(56)

7% =id
gilt 7 = 7"+ fiir alle n € Z. Daraus folgt
kerh=6Z={...,—12,-6,0,6,12,...} CZ

und
imh = {id, 7, 7%, 73, 7%, 7%} C S7.

Beachten Sie, dass 6Z mit + eine Untergruppe von Z und {id, 7,72, 73, 7%, 75} mit o eine
Untergruppe von Sy ist.

Gruppen kann man dazu verwenden, Symmetrien zu beschreiben.
Beispiel.

1. Betrachte ein Quadrat mit den Eckpunkten A, B, C, D.

A B

D C

Eine Symmetrie ldsst sich auffassen als eine Funktion {A, B,C, D} — {A, B,C, D}, die
das Quadrat als Ganzes fest ldsst.

Das Quadrat hat folgende Symmetrien:

D C B A

. _(ABCD
P=|B ¢ D A

° 0= [A B C D] — das ist die Spiegelung an der horizontalen Achse

] — das ist die Rotation um 90° entgegen dem Uhrzeigersinn

sowie einige weitere, die sich aus diesen durch Komposition bilden lassen. Die komplette
Liste lautet:
G = {id, p,p*, p*,0,0p,0p*,0p"}.

Diese Menge G bildet zusammen mit der Komposition eine Gruppe, die sogenannte
Symmetriegruppe (engl. symmetry group) des Quadrats. Die Gruppe ist nicht abelsch;
es gilt aber zum Beispiel op = po.

2. Sei G = (V,E) ein Graph. Die Menge aller Graphenisomorphismen von G auf sich
selbst bildet mit der Komposition eine Gruppe, die sogenannte Symmetriegruppe (engl.
symmetry group) oder Automorphismengruppe (engl. automorphism group) von G. Man
bezeichnet sie mit Aut(G). Diese Gruppe ist immer eine Untergruppe von Sy .

43



Beispiele:

= Auwt(G) = {id, (135)(246),(153)(264)} C S

= Aut(G)=Ss

= Aut(G) = ((1234)(5678)) C Sk

= Aut(G)=((12785634))C Ss

Die Transformationen einer Symmetriegruppe lassen zwar die betreffende Struktur als Ganzes fest,
aber nicht unbedingt ihre Einzelteile. Zum Beispiel werden die einzelnen Knoten eines Graphen von
einer Symmetrie-Transformation typischerweise auf andere Knoten abgebildet. Andererseits ist es ty-
pischerweise nicht moglich, einen bestimmten Knoten durch eine Symmetrie-Transformation auf jeden
beliebigen anderen Knoten abzubilden. Um genau zu beschreiben, was eine Gruppe (z.B. die Sym-
metriegruppe eines Graphen) mit den Elementen einer Menge (z.B. der Knotenmenge des Graphen)
macht, verwendet man den Begriff der Gruppen-Operationen, der wie folgt definiert ist.

Definition 17. Sei (G,o) eine Gruppe, e das Neutralelement von G, und X eine Menge.
Eine Funktion
x: G XX > X

heifit Gruppenoperation (engl. group action) von G auf X, falls gilt:
lL.VeeX:exx=x

2.VgheGVrzeX:(goh)sxz=gx*(h*xx)

Beispiel.

1. G = S, operiert auf der Menge X = {1,...,n}, wenn man definiert 7 * z := 7(z) fiir
Te S, und x € X.

2. Die Symmetriegruppe Aut(G) eines Graphen G = (V, E) definiert eine Gruppenoperati-
on Aut(G) x V — V auf der Knotenmenge sowie eine Gruppenoperation Aut(G) x £ —
E auf der Kantenmenge des Graphen. Ist G zum Beispiel der Graph

b2
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von vorher, und ist x: Aut(G) x V' — V die Operation der Symmetriegruppe auf den
Knoten von G, so gilt (1 3 5)(246)*4 =6, (153)(264)*5 =3, usw. Wie man
sieht, kann der Konten 1 durch Anwendung von Symmetrien auf die Knoten 3 und 5
abgebildet werden, nicht aber auf 2, 4 oder 6. Mit der entsprechenden Operation von
Aut(G) auf E kann die Kante (1, 3) auf die Kante (3, 5) oder die Kante (5, 1) abgebildet
werden, aber auf keine andere Kante.

3. Betrachten Sie die folgende Anordnung von 11 Wiirfeln in der Ecke eines Raumes:

Die Anordnung ist symmetrisch in dem Sinn, dass sich genau dann ein Wiirfel an Positi-
on (1, j, k) befindet, wenn es auch einen Wiirfel an jeder der Positionen (i, k, 5), (4,14, k),
(4, k, 1), (k,i,7), (k,j,7) gibt. Wir konnen diese Symmetrie als eine Gruppenoperation
von S3 auf der Wiirfelmenge

X ={(1,1,1),(2,1,1),(1,2,1),(1,1,2),(2,2,1),(2,1,2),
(1,2,2),(2,2,2),(1,1,3),(1,3,1),(3,1,1)}

auffassen. Die Elemente von S3 wirbeln die einzelnen Wiirfel in einer Weise durchein-
ander, dass dabei die Anordnung als Ganzes erhalten bleibt.

4. Sei (G, o) eine Gruppe und H eine Untergruppe von G. Dann wird durch
x: HxG—G, hxg:=hogoh™!

eine Gruppenoperation der Gruppe (H, o) auf der Menge G definiert.

Definition 18. Sei (G, o) eine Gruppe, X eine Menge und *: G x X — X eine Gruppenope-
ration. Weiter sei x € X.

1. Gxz:={g*x:9 € G} C X heifit die Bahn (engl. orbit) von x (unter der Gruppen-
operation ).

2. Stab(z) == {g € G : gxx = x} C G heifit der Stabilisator (engl. stabilizer) von x
(beziiglich der Gruppenoperation ).

Beispiel.

1. Sei G = Sy und X = {1,2,3,4} und sei x: G x X — X definiert durch 7 % z := 7(x).
Dann gilt G *3 = X und
34 12
347 (2 4

. 1234 12
sy i [ 220) [



2. Seinun G = ((21),(34)) € Sqyund X = {1,2,3,4} und sei x: G x X — X definiert
durch 7 % x := 7(z). In diesem Fall gilt G * 3 = {3,4} und Stab(3) = {id, (2 1)}.

Die Symmetriegruppe Aut(G) teilt die Knotenmenge des Graphen in zwei Bahnen auf,

némlich {1,3,5} und {2,4,6}. Fiir jeden Knoten v € V gilt in diesem Beispiel Stab(v) =
{id}.

4. Sei G = S5 und X = N°. Betrachte die Gruppenoperation

3. Sei G = (V, E) der Graph

*:GXX—)X, 7(*(:121,...,:1}5) ::(xw(l)a"'7x7r(5))'
Dann gilt unter anderem
e Stab((0,0,0,0,0)) =G
G % (0,0,0,0,0) = {(0,0,0,0,0)}
e Stab((0,0,0,0,1)) =S,
Gx(0,0,0,0,1) = {(0,0,0,0,1), (0,0,0,1,0),(0,0,1,0,0), (0,1,0,0,0),(1,0,0,0,0) }
o Stab((0,0,0, 1, 1)) = 33 X SQ und

G «(0,0,0,1,1) = {(0,0,0,1,1),(0,0,1,0,1), (0,1,0,0,1), (1,0,0,0,1), (0,0, 1, 1,0),
(0,1,0,1,0),(1,0,0,1,0),(0,1,1,0,0),(1,0,1,0,0), (1,1,0,0,0)}

e Stab((0,0,1,1,2)) =Sy x Sp und

G« (0,0,1,1,2) = {(0,0,1,1,2),(0,0,1,2,1
0,1,0,1,2),(0,1,0,2,1
0,1,1,0,2),(0,1,1,2,0

(
(

( ,(0,0,2,1,1),(0,2,0,1,1
( )

( )
(1,0,0,1,2),(1,0,0,2,1
( )

( )

)
,(0,1,2,0,1),(0,2,1,0,1
,(0,1,2,1,0),(0,2,1,1,0
)
)

( ,(2,0,0,1,1),

(

(
,(1,0,2,0,1),(1,2,0,0,1

(

(

( )
,(2,0,1,0,1),
,(2,0,1,1,0),
,(2,1,0,0,1),
( )
( )

1,0,1,0,2),(1,0,1,2,0
1,1,0,0,2),(1,1,0,2,0

,(1,0,2,1,0),(1,2,0,1,0
,(1,1,2,0,0),(1,2,1,0,0

,(2,1,0,1,0
,(2,1,1,0,0

— — — — — “—
— — — — ~— “—

}.
5. Die unten stehende Anordnung von Wiirfeln ist im selben Sinn symmetrisch wie die

Anordnung aus dem vorherigen Beispiel. Wir haben hier sechs Wiirfel grau markiert,
die miteinander eine Bahn bilden.
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Beachten Sie, dass jeder Wiirfel zu genau einer Bahn gehort. In diesem Beispiel hat jede
Bahn entweder ein Element oder drei Elemente oder sechs Elemente.

Satz 8. Sei (G, o) eine Gruppe, X eine Menge und *: G x X — X eine Gruppenoperation.

1. Durchz ~y <= 3 g€ G:x=g*y wird auf X eine Aquivalezrelation erklirt.
2. Fiir jedes x € X ist [z]. genau die Bahn von z.

3. Fiir jedes x € X ist Stab(x) eine Untergruppe von G.

Beweis.

1. Reflexivitit: x ~ z gilt, weil jede Gruppe G ein Neutralelement e enthélt (Def. 14) und
fiir dieses nach Def. 17 gilt x = exx. Es gibt also ein g € G, ndmlich g = e, mit x = g*x.

Symmetrie: Wenn z ~ y gilt, dann 3 g € G : ¢ = g * y. Wéhle ein solches g. Nach
Def. 14 existiert ein Inverses g~! von g in G. Damit gilt

9’1*x=g*1*(9*y)?(9’109)*y=6*y?y-

Def. 17 Def. 14 Def. 17

1

Also gibt es ein Gruppenelement h, ndmlich h = ¢7*, mit y = h*x. Daraus folgt y ~ z.

Transitivitdt: Angenommen es gilt z ~ y und y ~ z. Dann gibt es Gruppenelemente
gi1,92 € G mit x = g1 *y und y = g9 * z. Dann gilt auch

95:91*?/:91*(92*2)?(91092)*2'
Def. 17

Also gibt es ein Gruppenelement g, ndmlich g = g1 o go, mit = ¢ * z. Daraus folgt
T~z

2. Ist z € X, so ist

[zl ={yeX|z~y}
={yeX|y~uz}
={yeX|dgeG:y=g=*z}
={gxx|ge G} =Gx*u.

3. (a) Das Neutralelement e von G liegt in Stab(z), weil e * x = = nach Def. 17.

(b) Sind g, h € Stab(z), so gilt gxx = hxx = x. Damit gilt auch (goh)*z = g*(h*x) =
g*x = x, also ist g o h € Stab(x).

1 -1

og)kw =

(c) Ist g € Stab(x), so gilt g*z = 2. Dann gilt auch g 'sz = g~ 1 *(gxz) = (g

e*x =, also ist auch g~! € Stab(z).

Aus (a), (b), (c) zusammen folgt, dass Stab(z) eine Untergruppe von G ist.
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7 Modulare Arithmetik

Wenn man in einem Computerprogramm mit reellen Zahlen hantiert, sollte man sich immer dariiber
im Klaren sein, dass diese Zahlen nur mit einer bestimmten beschrinkten Genauigkeit im Computer
dargestellt werden kénnen. Addition und Multiplikation liefern fiir die meisten Inputs nicht das ma-
thematisch exakte Ergebnis, sondern ein Ergebnis, das mit einen bestimmten Rundungsfehler behaftet
ist. Zum Beispiel konnte man fiir die Division 1/3 das nicht ganz korrekte Ergebnis 0.333333333 be-
kommen. Die Differenz zum korrekten Ergebnis mag zwar klein erscheinen, aber wenn man in einer
umfangreichen Rechnung in jedem Schritt einen kleinen Fehler macht, ist es nicht ungewohnlich, dass
der Fehler im Laufe der Rechnung immer grofler wird, und dass man besondere Vorkehrungen treffen
muss, damit das Endergebnis iiberhaupt noch etwas mit dem korrekten Ergebnis zu tun hat. Wie
sich Rundungsfehler in einer Rechnung fortpflanzen und was man dagegen tun kann, lernt man in
Vorlesungen {iber Analysis oder Numerik.

Anders als bei reellen Zahlen kann man mit ganzen Zahlen komplett ohne Rundungsfehler rechnen.
Allerdings hat eine ganze Zahl normalerweise kein Inverses beziiglich der Multiplikation, d.h. die
Division zweier ganzer Zahlen ergibt im allgemeinen nicht wieder eine ganze Zahl. Ein zweites Problem
ist, dass ganze Zahlen beliebig viele Ziffern haben kénnen, die man alle abspeichern muss, wenn man
nicht runden mochte. Es kann deshalb passieren, dass eine Zahl a € Z gerade noch so in den Speicher
passt, die Zahl a2, die etwa doppelt so viele Ziffern haben wird wie a, aber nicht mehr. Man spricht
bei diesem Phidnomen vom expression swell. Eines der Ziele dieses Abschnitts ist die Konstruktion
von Zahlenrdumen, in denen man Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division exakt berechnen
kann (d.h. ohne Rundungsfehler), und bei denen es keinen expression swell gibt.

Wir beginnen mit der Definition zweier Funktionen, die man dazu verwenden kann, reelle Zahlen auf
ganze Zahlen zu runden.

Definition 19.
1. Die Funktion [-]: R — Z ist definiert durch
|z] ==max{meZ:m<uz}
(gesprochen: , Floor z*).
2. Die Funktion [-]: R — Z ist definiert durch
[z] :=min{meZ:m>zx}

(gesprochen: ,,Ceiling ).

Beispiel. Es gilt [5] = [5.00000001] = |5.9999999998] = 5, |—1] = —1, [5] = [4.999998] =
[4.00000001] = 5, [—3] = 0, usw.

Floor Ceiling
-~ —e
~— —e
~— —e
— —e
~— —e
~— —e
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Durch die ausgefiillten Kreise soll verdeutlicht werden, welches der Funktionswert an den Stellen ist,
wo ein Zweig beginnt und ein anderer endet.

Satz 9. Fiir alle z € R gilt:

1. [—z] = —[z] 6. r—1<|z]<z<[z]<z+1
2. |z =Jz] <= z€lZ 7.VneZ:|z+n|=|z|+n
. lz|=TJz] -1 <= x&Z 8.VneZ:[z+n|=lz]+n

4. VneZ:|z)=n<=r—-1<n<z <= n<z<n+l

5. VneZ:[z]=n <= z<n<z+1l <<= n—-1<z<n

Definition 20. Die Funktion mod: R x (R\ {0}) — R ist definiert durch
mod(z,y) :=x —y {xJ .
Yy
Statt mod(z,y) schreibt man auch x mod y; Sprechweise: ,x modulo y*“.
Beispiel.
1. mod(7,5) =2, mod(7,—5) = —3, mod(—7,5) = 3, mod(—7,—5) = —2.
2. Eine Uhr mit einem gewo6hnlichen analogen Ziffernblatt zahlt die Stunden modulo 12.

3. Wenn x und y positive ganze Zahlen sind und man eine Division mit Rest von x durch y
durchfiihrt, dann ist mod(x,y) genau der Rest, z.B. gilt mod (12345, 52) = 21, denn

12345 = 52 - 237 + 21.
—104
1945
—156
385
—364
21

4. Fiir alle z € R gilt 0 < mod(z,1) < 1 und mod(z,1) =0 <= =z € Z. Insbesondere gilt
z.B. mod(m,1) = 7 — 3~ 0.1415926 . .., mod(v/2,1) = v2 — 1 = 0.414. .., usw.

5. Fiir alle z € R gilt sin(z) = sin(mod(z, 27))
6. Fiir alle z1,22 € R und alle y € Z \ {0} gilt
mod(z1,y) = mod(ze,y) <= x1 —x2 € ZAY |21 — 2.

Beweis: ,=“ mod(z1,y) = mod(za,y) = x1 — y|x1/y] = 2 — y|z2/y] = 21 — 22 =
y(lz1/y] — [z2/y]). Weil |z1/y] — |x2/y] in Z liegt, folgt die Behauptung.

p<=“ Aus 1 —x9 € Zund y | 1 — x2 folgt, dass es ein m € Z gilt mit ym = x1 — x2, also
x1 = w9 +my. Darum gilt mod(z1,y) = mod(xze +my,y) = zo+my—y|(x2a+my)/y| =
Ty +my —ylza/y +m] = x2 +my —y([z2/y] +m) = x2 — y|x2/y] = mod(z2,y), wie
behauptet.
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Im folgenden werden wir die Funktion mod nur noch auf ganze Zahlen anwenden. Eine Anwendung der
Funktion ist die Berechnung des gréfiten gemeinsamen Teilers zweier gegebener ganzer Zahlen. Wenn
a,b € Z\ {0} zwei ganze Zahlen mit a | b sind, wenn also a ein Teiler von b ist, dann muss |a| < |b]
gelten. Die Menge T'(b) aller Teiler von b ist deshalb eine Teilmenge von {—|b|,...,—1,0,1,..., b},
und damit eine endliche Menge. Fiir je zwei ganze Zahlen a,b € Z ist dann auch T'(a) N T'(b) eine
endliche Teilmenge von Z. Das grofite Element in dieser Menge nennt man den gréfiten gemeinsamen
Teiler (engl. greatest common divisor) von a und b, Notation: ged(a,b) := max(T'(a) N T'(b)).

Der grofite gemeinsame Teiler zweier gegebener Zahlen a,b € Z ldsst sich mit dem euklidischen Algo-
rithmus berechnen:

INPUT: a,be Z

OUTPUT: gcd(a, b)

setze (g,9') = (a,b)

—_

2 solange g’ # 0:
3 ersetze (g,¢’) durch (¢’, mod(g,g"))
4 gib |g| als Ergebnis zuriick.

Dass dieser Algorithmus terminiert, folgt daraus, dass fiir alle a,b € Z mit b # 0 gilt | mod(a, )| < ||
und deshalb bei jedem Durchlauf des Schritts 3 der Wert von ¢’ durch einen Wert mit kleinerem
Betrag ersetzt wird. Nach endlich vielen Schritten muss ¢’ den Wert 0 erreichen, und das ist genau die
Abbruchbedingung der Schleife.

Zur Korrekheit iiberlegt man sich, dass fiir alle a,b € Z gilt ged(a,b) = ged(b, mod(a,b)). In der Tat
gilt sogar T'(a) NT(b) = T(b) N T(mod(a,b)): Ist ndmlich d ein gemeinsamer Teiler von a und b, etwa
a = dag, b = dby fiir gewisse ag, by € Z, dann gilt mod(a, b) = mod(dag, dbg) = dag — dbg|day/dbg| =
dmod(ag, by), und somit ist d auch ein gemeinsamer Teiler von b und mod(a, b). Damit gilt T'(a)NT'(b) C
T(b) N T'(mod(a,b)). Ist umgekehrt d ein gemeinsamer Teiler von b und mod(a,b), dann ist d auch
ein gemeinsamer Teiler von a und b, denn dann gilt a = ¢b + mod(a, b) fiir ein gewisses ¢ € Z. Wir
haben also gezeigt T'(a) NT(b) = T'(b) N T (mod(a, b)), und damit miissen insbesondere die maximalen
Elemente ged(a, b) und ged (b, mod(a, b)) dieser Mengen iibereinstimmen. Die Ersetzungen in Schritt 3
dndern den Wert des grofiten gemeinsamen Teilers also nicht. Wenn die Schleife zum Ende gekommen
ist, gilt ¢’ = 0, und wegen ged(g,0) = |g| ist die Ausgabe des Algorithmus korrekt.

Beispiel. Betrachte a = 19 - 27 - 47 - 61 = 1470771, b = 19 - 23 - 43 - 59 = 1108669. Der
euklidische Algorithmus berechnet eine Folge von Divisionsresten, 1 = a, ro = b, und r =
mod(rg_g,TK—1) fur k > 2:

rs = mod (1470771, 1108669) = 362102,
T4 = mod(1108669 362102) = 22363,
rs = mod(362102, 22363) = 4294,
r¢ = mod(22363,4294) = 893,
r7 = mod (4294, 893) =722,
rs = mod (893, 722) =171,
ro = mod(722, 171) = 38,
r10 = mod(171, 38) =19,
r11 = mod(38,19) =0.

Jeweils zwei aufeinanderfolgende Zahlen r; haben den gleichen gréfiten gemeinsamen Teiler.
Insbesondere gilt ged(a, b) = ged(19,0) = 19.
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Man kann der Ausgabe des euklidischen Algorithmus zwar vertrauen, weil wir bewiesen haben, dass
der Algorithmus korrekt ist, aber um zum Beispiel eine Implementierung des Algorithmus auf Fehler zu
testen, wire es praktisch, wenn man die Korrektheit eines Ergebnisses unabhéngig iiberpriifen kénnte.
Es ist noch leicht zu iiberpriifen, ob das Ergebnis g ein gemeinsamer Teiler der Eingabezahlen a, b
ist. Dazu braucht man nur iiberpriifen, dass mod(a,g) = mod(b,g) = 0 gilt. Aber es ist nicht ohne
weiteres zu sehen, ob es sich tatsdchlich um den gréfiten gemeinsamen Teiler handelt.

Es gibt eine Erweiterung des euklidischen Algorithmus, die Zusatzdaten berechnet, mit denen man die
Korrektheit der Ausgabe unabhéngig zertifizieren kann. Es gibt namlich fiir jede Wahl von a, b € Z zwei
passende Zahlen u,v € Z, so dass ged(a,b) = ua + vb gilt. Mehr noch: wenn g,u,v € Z irgendwelche
Zahlen sind, so dass g = ua + vb gilt, dann muss ged(a, b) | g gelten. Man kann also, wenn man nicht
nur g sondern auch wu, v kennt, leicht unabhingig {iberpriifen, dass g = ged(a,b) gilt.

Der erweiterte euklidische Algorithmus berechnet « und v mit Hilfe von Zusatzvariablen, in denen er
sich merkt, wie die aktuellen Werte von g und ¢’ aus den urspriinglichen entstanden sind.

INPUT: a,b € Z
OUTPUT: g = ged(a, b) und w,v € Z mit g = ua + vb.

setze (gauavmglvulvvl) = (CL, 1’Oab707 1)

[t

2 solange ¢’ # 0:

3 berechne ¢ = |g/¢’|

4 setze (g,’U/7U7g/, ul7vl) = (g/a U/, vlag - qg/a u— qu/7v - qvl)

5 gib (g, %u, %v) als Ergebnis zuriick.

Beispiel. Betrachte a = 19 - 27 - 47 - 61 = 1470771, b = 19 - 23 - 43 - 59 = 1108669. Die

Anwendung des erweiterten euklidischen Algorithmus auf diese beiden Zahlen liefert folgende
Zwischenergebnisse:

g u v q u’ v’
1470771 1 0 | 1108669 0 1
1108669 0 1 362102 1 -1

362102 1 —1 22363 -3 4
22363 -3 4 4294 49 —65
4294 49 —65 893 —248 329
893 —248 329 722 1041 —1381
722 1041 | —1381 171 —1289 1710
171 | —1289 1710 38 6197 | —8221

38 6197 | —8221 19 | —26077 34594

19 | —26077 | 34594 0 58351 | —77409

Daraus folgt ged(a,b) = 19 = —26077a + 34594b.

Definition 21. Sei m € N\ {0,1}. Auf der Menge Z wird die Aquivalenzrelation =,, definiert
durch

r=py <= mod(x,m)=mod(y,m).

Die Menge Z/=,, der Aquivalenzklassen wird mit Z,, bezeichnet.
Auf Z,, sind die Verkniipfungen + und - definiert durch

i Lin X Ly = L, [7]=,, + Y=, = [+ Y=,
i Loy X Loy = Loy )=, - Y]z, = [2Y]=,,-
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Die Definition von + und - sind natiirlich représentantenunabhéngig. Gilt ndmlich x; =,, 2 und
Y1 =m Y2, so gilt nach Definition mod(z1,m) = mod(z2, m) und mod(y;, m) = mod(yz,m). Da es sich
um ganze Zahlen handelt, folgt m | z1 — 2o und m | y1 — Yo, also &1 — 9 = zgm und y; — Y2 = yom
fiir gewisse xg,yo € Z. Addition dieser Gleichungen liefert (z1 +y1) — (22 + y2) = (o + yo)m, also m |
(x1+y1)— (x2+y2), also £1+y1 = T2+yo. Damit ist die Definition von + repriisentantenunabhiingig.

Fiir die Multiplikation zeigt die Rechnung

1 — T2 = oM

= (x1 — @2)y1 = Toy1m
= Ty — Tay1 + T2(y1 — Y2) = Toyrm + Tayom
= T1y1 — T2y2 = (Toyr + T2Yo)m,

dass z1y1 =, T2ys2 gilt. Also ist auch diese Definition zuléssig.

Beispiel. Es gilt z.B.

Bl=; - Bl=r = 15]=; = [1]=;
[Bl=: + Bl= = Bl= = [1]=

[4]= - Bl=s = [12]=6 = [0]=
[4]56 + [5]56 = [9]56 = [3]567

usw. Wenn aus dem Kontext klar ist, in welchem Zahlenraum man sich befindet, kann man
die Aquivalenzklassenklammern [-|=  auch weglassen und einfach z.B. 5-3 =1,5+3 =1,
25 =32 (firm=17) oder 4-3 =0, 4+ 5 =3, 25 = 31 (fiir m = 6) schreiben.

Satz 10. Seim € N\{0, 1}. Dann ist (Z,,, +) eine abelsche Gruppe, und fiir die Verkniipfung
<t Doy X Loy — Loy, ilt:

1.VABCEZLy:(A-B)-C=A-(B-C)

2.VAB€Zy:A-B=B-A

3.VAE Ly :A-[1]z, =A

4. YA€l : A0z, =0z,

5. VA B,C€Zy:(A+B)-C=(A-C)+(B-C).
Beweis.

2. Sind A, B zwei beliebige Elemente von Z,,, dann gibt es a,b € Z mit A = [a]=
B = [b]=,,. Daher gilt

A-B =, Pl = [0 b, = [b-ale,, = B, - [al=, = B 4,

=m =m

m?

wobei im dritten Schritt die Kommutativitat der iiblichen Multiplikation in Z verwendet
wurde.

Die Beweise fiir die restlichen Aussagen gehen dhnlich und werden zur Ubung empfohlen. m

Z., kann mit - sicher keine Gruppe bilden, denn wegen Punkt 3 kommt nur [1]=,  als Neutralelement
in Frage, aber dann hat wegen Punkt 4 das Element [0]=, kein Inverses beziiglich -. Das ist ganz
dhnlich wie bei Q oder R, die aus dem gleichen Grund mit der Multiplikation keine Gruppe bilden.
Allerdings sind Q \ {0} und R\ {0} zusammen mit der Multiplikation eine Gruppe. Ob das fiir Z,,
auch gilt, hdngt von m ab.
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Beispiel.

1. Zg \ {[0]=, } ist keine Gruppe. Tatséchlich handelt es sich bei - gar nicht um eine Ver-
kniipfung auf Zg \ {[0]=, }, denn fiir die beiden Elemente [2]=,, [3]=, von Z¢ \ {[0]=, } gilt
2]z - [3]=s = [0]=¢ & Z6\{[0]=¢}, d-h. die Menge Z¢ \ {[0]=, } ist gar nicht abgeschlossen
unter -.

2. Z7\ {[0]=, } bildet eine Gruppe. Die Verkniipfungstabelle lautet

-1 2 3 4 5 6
111 2 3 4 5 6
212 4 6 1 3 5
313 6 2 5 1 4
414 1 5 2 6 3
5(5 3 1 6 4 2
66 5 4 3 2 1

wobei wir jeweils die Aquivalenzklassen durch ihre kleinsten nichtnegativen Elemente
dargestellt haben, z.B. steht 6 fiir [6]=, usw. Dass es zu jedem Element ein passendes
Inverses gibt, sieht man daran, dass in jeder Zeile und jeder Spalte der Verkniipfungstafel
jedes Element von Z7\{0} genau einmal vorkommt. Es gilt zum Beispiel 4-2 = 1 (genauer
gesagt 4-2 =7 1 bzw. [4]=, - [2]=, = [1]=,). Dass 4 in Z7 das multiplikative Inverse von
2 ist, kann man auch durch die Gleichungen 4! = 2 oder gar durch i = 2 ausdriicken.
Aber Vorsicht mit solchen Schreibweisen: das Objekt 47! = [4]=! = [2]=, hat nichts mit

dem bekannten Objekt 47! = 0.25 € Q zu tun.

Satz 11. (Z,, \ {[0]=,,},-) ist genau dann eine Gruppe, wenn m eine Primzahl ist.

Beweis. ,=“ Wenn m keine Primzahl ist, dann gibt es u,v € {2,...,m — 1} mit uv = m.
Dann gilt mod(u, m) = u # 0 und mod(v,m) = v # 0, also [u]=,, # [0]=,, und [v]=,, # [0]=
Also sind [u]=,, und [v]=,, Elemente von Z,, \ {[0]=,, }. Fiir deren Produkt gilt aber

also Zy, \ {[0]=,, } nicht abgeschlossen unter -, und damit erstrecht keine Gruppe.

m*

»<=" m ist eine Primzahl. Es geniigt zu zeigen, dass es dann zu jedem Element von Z,,\{[0]=,, }
ein passendes Inverses beziiglich - gibt. Alles andere ist schon in Satz 10 enthalten.

Sei also A = [a],, € Z\{[0]z,,} beliebig. Wegen [a]=,, = [mod(a,m)]=,, und 0 < mod(a,m) <
m konnen wir annehmen 0 < @ < m (denn wenn das nicht gilt, ersetzen wir einfach a
durch mod(a, m), und dann gilt es). Wegen A # [0]=,, gilt a # 0, also 0 < a < m. Da m eine
Primzahl ist, hat m nur die Teiler —m, —1,1, m. Welche Teiler a hat, wissen wir nicht, aber
wegen a # 0 bilden die Teiler eine Teilmenge von {—a, —a+1,...,a—1,a}. Wegen 0 < a < m
kann jedenfalls m kein Teiler von a sein. Deshalb muss ged(a,m) = 1 gelten, und aus dem
erweiterten Euklidischen Algorithmus folgt dann, dass es u,v € Z gibt mit 1 = au + mo.
Dann aber gilt

=, = [au+mulz,, = [d]z,,[u]z,, + [mu]s, = [d=,,[u]=,.

N———
:[O]Em
Wegen Teil 4 von Satz 10 und [0]=,, # [1]=,, muss [u]=,, # [0]=,, gelten, das Element [u]=

m

gehort also zu Zy, \ {[0]=,,} und ist das gesuchte multiplikative Inverse von [a]

m

=m:*
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Beispiel.

1. Eine Anwendung von Addition und Multiplikation in Z,, ist die Berechnung von Zu-
fallszahlen. Natiirlich kann man ,echte® Zufallszahlen nur mit spezieller Hardware be-
kommen, die z.B. Quanteneffekte ausnutzt. Fiir manche Anwendungen, insbesondere
in der Kryptologie, ist das auch notig. Fiir andere Anwendungen geniigt es, wenn statt
einer echten Folge von Zufallszahlen eine Folge von Zahlen verwendet, fiir die ein Zusam-
menhang nicht ohne weiteres erkennbar ist. Man spricht dann von Pseudozufallszahlen.
Solche Folgen verwendet man zum Beispiel zum Testen von Software.

Eine einfache Art, eine Zahlenfolge zu generieren, ist durch eine Funktion f: Z,, — Z,
und einen Startwert (engl. seed) ag € Zy,. Man definiert dann a1 = f(ap), a2 = f(a1),
as = f(az), usw. Es ist klar, dass sich eine solche Funktion nach spétestens m Schritten
wiederholen muss, weil Z,, nur m Elemente hat, also spétestens nach m Schritten ein
Element auftauchen muss, das schon einmal da gewesen ist. Da jede Zahl in der Folge
nur von ihrem unmittelbaren Vorgénger abhéngt, muss sich die Folge dann wiederholen.

Ein periodisches Verhalten méchte man bei einer Zufallszahlenfolge eher nicht beobach-
ten. Man wahlt deshalb m viel grofler als die Anzahl der Zufallszahlen, die man braucht.
Man muss dann aber noch beriicksichtigen, dass die Periodizitdt der Folge zwar nicht
grofler als m sein kann, aber durchaus kleiner. Man wird deshalb die Funktion f so
wéhlen wollen, dass die maximal mogliche Periodizitét erreicht wird.

Fiir die meisten Funktion wird die Periodizitat enttiduschend klein sein. Man kann aber
zeigen, mit einer Funktion der Form

[olm = Ly, f(X) = U]z, - X +[v]=,,

die maximale Periodizitdt m erreicht wird, wenn m € Z und w,v € {0,...,m — 1} so
gewéhlt werden, dass gilt: (1) ged(m,v) =1, (2) p | u—1 fiir jede Primzahl p mit p | m,
(3) wenn 4 | m, dann auch 4 | u — 1.

Fiir m = 1024, v = 101, v = 97 und den Anfangswert ag = 0 erhilt man zum Beispiel
0,97,678,991, 860,941,930, 843, 248, 569, 222, 1015, 212, 5,602, 483, 752, 273, . . .

Das ist gar nicht so schlecht. W&hlt man dagegen u = 100 statt « = 101, wodurch die
zweite Bedingung verletzt wird, so bekommt man

0,97, 581,853, 405,661, 661,661,661, 661,661,661,661,661,661,661,661,661,...
Das ist nicht brauchbar.

2. Dass die Addition und Multiplikation die Elemente von Z,, heftig durcheinanderwirbeln,
nutzt man auch in der Kryptologie aus. Wir skizzieren hier als ein Beispiel das RSA-
Verfahren (benannt nach seinen Erfindern Rivest, Shamir, Adleman). Dabei wird die zu
iibertragende Nachricht als Element von Z,, codiert. Die allgemeine Idee des Verfahrens
besteht darin, sich eine bijektive Funktion f: Z,, — Z,, zu konstruieren, fiir die man
auch die Umkehrfunktion f~!: Z,, — Z,, kennt, fiir die diese Umkehrfunktion aber nur
sehr schwer zu bestimmen ist, wenn man nur f kennt. Man kann dann die Funktion f
als sogenannten dffentlichen Schliissel (engl. public key) offentlich bekannt machen.
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Die Umkehrfunktion f~! ist der geheime Schliissel (engl. private key), den man unter
Verschluss hiilt.

Wenn Alice dann die Nachricht X € Z,, an Bob verschicken will, berechnet sie f(X) mit
dem o6ffentlich bekannten Schliissel f von Bob und schickt ihm diesen Wert. Nur Bob
hat den passenden privaten Schliissel f~!, mit dem er die Nachricht X = f~1(f(X))
entschliisseln kann.

Beim RSA-Verfahren konstruiert man ein Schliisselpaar f, f~! wie folgt.

e Wihle zwei (grofie) Primzahlen p, ¢ mit p # ¢

e Berechne m =pgund ¢ = (p —1)(¢ — 1)

e Wihle e € {2,3,...,¢ — 1} mit ged(e,¢) =1

Berechne d € {1,...,¢ — 1} so dass de =4 1

e Der offentliche Schliissel ist dann die Funktion f: Z,, — Z,, f(X) = X¢
e Der geheime Schliissel ist die Funktion f=': Z,, — Zp,, f~1(X) = X4

Man veroffentlicht also die beiden Zahlen m und e und hilt d geheim. Ohne die Kennt-
nis der beiden Faktoren p,q von m ist nicht klar, wie ein Angreifer sich d verschaffen
konnte. Das Verfahren beruht also auf der Annahme, dass es keinen effizienten Fakto-
risierungsalgorithmus fiir ganze Zahlen gibt. Nach allem, was wir wissen, ist das eine
berechtigte Annahme.

Es ist nicht ganz offensichtlich, dass die oben beschriebene Funktion f~! tatsiichlich
die Umkehrfunktion von f ist. Um das zu zeigen, muss man auf ein Resultat aus der
Zahlentheorie zuriickgreifen, das besagt, dass X?~D@~1) = X fiir alle X € Zipq und
alle Primzahlen p, ¢ mit p # ¢ gilt. Die Bedingung de =4 1 bedeutet, dass es eine Zahl
k € Z mit de =1+ k¢ =1+ k(p—1)(q — 1) gibt. Fiir alle X € Z,, gilt deshalb

f_l(f(X)) _ (Xe)d _ Xde _ X1+k(p—l)(q—1) - X (X(p—l)(q—l))k _ )(7
—_—
=1

wie gefordert.

Es gilt dann iibrigens auch f(f~1(X)) = X fiir alle X € Z,. Damit kann man eine
elektronische Signatur konstruieren. Wenn z.B. Bob eine Nachricht X € Z,, an Alice
schicken will, und Alice iiberpriifen kénnen soll, dass die Nachricht wirklich von Bob
kommt, kann er ihr zusitzlich zu X den Wert f~!(X) schicken. Alice kennt den 6ffentli-
chen Schliissel f von Bob und kann damit f(f~!(X)) berechnen und mit X vergleichen.
Wenn die beiden Elemente iibereinstimmen, ist die Nachricht ziemlich sicher von Bob,
denn niemand auer ihm kann niemand f~!(X) berechnen.

. Ein dritter Anwendungsbereich fiir modulare Arithmetik ist der Entwurf von effizienten
Algorithmen. Die Idee dabei ist, eine Rechnung in Z auf eine Rechnung in Z,, zuriick-
zufithren, fiir ein geeignet gewihltes m € Z. Da Z,, nur m Elemente hat, kénnen alle
Zwischenergebnisse der Rechnung durch die Zahlen {0,1,...,m—1} dargestellt werden,
wéihrend bei einer Rechnung in Z die Zwischenergebnisse unter Umstédnden viel grofier
werden kénnen.
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Beispiel: nehmen wir als einfaches Beispiel an, wir sollen die Zahl (2°—1)(3°—1)—6° € Z
berechnen (ohne den Ausdruck vorher zu vereinfachen). Direkte Rechnung in Z liefert

(22 -1)(3° —-1)— 67 =-20194.
~—~ ~—~ ~—~
512 19683 10077696
N———
511 19682
10057502
—20194

Man sieht, dass schon in diesem einfachen Beispiel einige Zwischenergebnisse deutlich
linger sind als das Endergebnis. In realistischen Situation fillt der Unterschied oft
wesentlich dramatischer aus. Wenn wir dieselbe Rechnung in Zsggoo durchfithren, werden
die Zwischenergebnisse am Wachstum gehindert:

22 _1)( 3 —1)— 6 = 29806.
(27 -1)(3" -1 . =50000
512 19683 27696
——
511 19682
7502
29806

Daraus folgt

[(29 - 1)(39 - 1) - 69]550000 = [29806]550000
= {29806 + 50000% : k € Z}
= { ..,—70194, —20194, 29806, 79806, 129806, . . . },

d.h. wir bekommen als Ergebnis der Rechnung in Z,, genau die Aquivalenzklasse, die
das Ergebnis der Rechnung in Z enthélt. Wenn man jetzt vielleicht noch weif}, dass das
Ergebnis in Z im Betrag kleiner als 25000 ist (z.B. weil man die Rechnung schon einmal
mit grob gerundeten Niherungszahlen durchgefiihrt hat), dann kann es sich nur noch
um —20194 handeln.

Wenn wir also wissen (oder erwarten), dass fiir das Ergebnis € Z gilt |z| < M, dann
kann man die Rechnung statt in Z in Z,, fiir ein beliebiges m > 2M durchfiihren, weil
dann [z],, N {=M,..., M} = {z} gilt, d.h. die Aquivalenzklasse des Ergebnisses enthilt
nur ein einziges Element, das auch die Abschitzung erfiillt, und dieses muss dann die
Zahl sein, die bei einer direkten Rechnung in Z herauskommen wiirde. Die Gréfle der
Zwischenergebnisse der Rechnung in Z sind irrelevant.

Jetzt konnte es noch sein, dass das kleinstmdogliche m, fiir das wir das Ergebnis aus
der Aquivalenzklasse direkt ablesen kénnen, so grof ist, dass wir in Z,, auch nicht
rechnen mochten. In diesem Fall kann man die Rechnung fiir mehrere kleine Zahlen
mi,...,my durchfiihren. Man bekommt dann die Aquivalenzklassen des Ergebnisses
beziiglich =,,,,, ..., =, . Jede dieser Klassen ist eine Teilmenge von Z, und die gesuchte
Zahl muss im Schnitt dieser Klassen liegen.

Im Beispiel von oben kénnen wir z.B. my = 35, mo = 36, mz = 37 nehmen. Aus
(20 -1)(3°-1) -6 =351
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(29 —1)(3% — 1) — 6% =34 2
(29 -1)(3% - 1) -6 =37 8

folgt
(29 - 1)(39 - 1) - 69 € [1]535 N [2]536 N [8]537
={...,—20229,-20194, —20159,...,—34,1,36,... }
Nn{...,—20230,—-20194, —20158, ..., —34,2,37,...}
N{...,—20231,—-20194, —20157,...,—31,8,45,... }.

Beachten Sie, dass die drei Rechnungen in Zss, Zsg, Z37 vollig unabhéingig voneinander
sind und deshalb auch zur gleichen Zeit parallel auf mehreren Rechnern durchgefiihrt
werden kénnen.

Tatséchlich ist —20194 die Zahl mit dem kleinsten Betrag, die im Schnitt dieser drei
Klassen liegt. Wie man einen solchen Schnitt berechnet, ist im folgenden Satz erklért.

Satz 12. (Chinesischer Restsatz) Seien mj, me € Z mit ged(my, mo) = 1, und seien uj, ug €
Z.. Weiter seien q1,q2 € Z so, dass ggm1 + gameo = 1. Dann gilt

[ul=,,, N[ual=,,, = [u1 +mimod(qi(ug — u1), m2)]

=mimog*

Beweis. Zunéchst gilt

w1 + mymod(qi(ug — u1), m2) =mime w1 + miqi(ug — ur)
= (1 —miq1)u1 + miqrus

= Mmaqau1 + M1qiu2.

Wir zeigen deshalb [ui]=,, N [us]=,,, = [mageui + miqrusl=,, .,
L,C“ Istx € [ul]Eml N [u2]5m2, so gilt © = uy + p1my = us + peme fiir gewisse p1,p2 € Z.
Dann gilt

x = (maga + miq1)x
= mag2(u1 + p1mi) + miqi(uz + pams)
= maqou1 + miqiuz + mima(p1 + p2) € [Magaur + miquusl=,, ., -

L2 Ist © € [magour + miqus] etwa T = moqouy + miqius + pmims fiir ein p € Z,

. EmlmQ’
so gilt
z = (1 —miq)ur +miqrug + pmims =, w1
T = magour + (1 — mage)uz + pmama =, us,
also z € [u1]=,,, und z € [ug]=,,,, wie behauptet. ]
st () = 2], 08,
. : : . [3]=,
# , , # , , # # , , , , o 2] =,
—60 —50 —40 —30 -20 —10 0 10 20 30 40 50 60
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Beispiel. Wir bestimmen [3]=.N[2]=,. In den Bezeichnungen des Satzes gilt also u; = 3, ug =
2, m; = 7, mg = 5. Mit dem erweiterten euklidischen Algorithmus (oder durch probieren)
findet man (—2)-7+3-5=1, also ist ¢ = —2 und g2 = 3. Mit der Formel des Satzes erhélt
man dann

[3]57 N [2]55 = [3 + 7m0d((_2)(2 - 3)7 5)]535 = [17]535'

8 Kombinatorik

9 Summen und Rekurrenzen
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