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Teil 1

Algebraische Strukturen



1 Mengen

Die Aufgabe der Mathematik ist es, ,,Zusammenhiinge“ zwischen ,Eigenschaften“ von (abstrakten)
,Objekten“ zu erkennen und zu beschreiben. Objekte sind z.B. Zahlen, Funktionen, Punkte usw.
Eigenschaften sind z.B. gerade/ungerade, prim, negativ, stetig, usw. Ein Zusammenhang ist z.B.
x>yAy>z= x>z (wenn x grofer ist als y und y seinerseits grofer als z, dann folgt daraus, dass
x auch grofer als z ist).

Objekte werden zu ,Mengen“ (engl. set) zusammengefasst. (,,Sei A die Menge aller Objekte mit der
Eigenschaft ... “.) Man schreibt « € A, falls « ein Objekt ist, das die Eigenschaft hat und « ¢ A, falls
nicht. Im Fall z € A sagt man, x ist ein Element der Menge A.

Mengen sind selbst auch abstrakte Objekte, kénnen also in anderen Mengen enthalten sein. Zum
Beispiel gilt 1 € {1}, {1} € {{1}}, jedoch 1 & {{1}} und {1} & {1}.

Bei der Konstruktion von Mengen muss man aufpassen, dass man sich nicht in Widerspriiche ver-
wickelt.

Beispiel. Sei A die Menge aller Mengen M mit der Eigenschaft M ¢ M. Fiir die Menge A
gilt dann
AcA «— A¢gA

Also: A ist genau dann selbst in A enthalten, wenn A nicht in A enthalten ist.

Das kann nicht sein. Haben wir hier etwas verbotenes getan? Fiir Juristen gilt der Grundsatz Was
nicht explizit verboten ist, ist erlaubt. In der Mathematik gilt dagegen: Was nicht explizit erlaubt ist,
1st verboten! Wir miissen also, wenn wir mit Mengen hantieren wollen, vorher festlegen, welche Gesetze
fiir die Theorie der Mengen gelten sollen. Die folgenden haben sich als zweckméfig erwiesen:

Axiom.
1. Sind ayq,...,a, endlich viele Objekte, dann existiert eine Menge A mit der Eigenschaft
T€EA <= rz=a1Vx=aV---VI=a,.

Notation: {a1,...,a,} := A. Im Fall n = 0 schreibt man () := {} und nennt diese Menge
die leere Menge.

2. Die Menge N :={0,1,2,...} der natiirlichen Zahlen existiert.

3. Ist A eine Menge von Mengen (d. h. jedes Element von A ist eine Menge), so existieren
die Mengen |J,c 4 @ und (,c 4 @ mit

T € Ua < da€A:zx<€a,
acA

T € ﬂa <~ YaecA:z€a.
acA

Die Menge J,c4 a heiit die Vereinigung (engl. union) der Mengen in A, die Menge
Naca @ heiBt der Schnitt (engl. intersection) der Mengen in A. Ist A = {a1,...,an}
eine endliche Menge von Mengen, so schreibt man statt |, 4 @ und (¢ 4 @ auch J;_; a;
oder a1 Uas U---Ua, bzw. ﬂ;;lai oder a; N---Nay.
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4. Seien A, B Mengen, f: A — B eine Funktion (siehe Abschnitt 3), und p: A — {T,F}.

Dann existiert eine Menge C' mit
yeC <= JzxecA:plx)=TA f(z)=y.

Notation: { f(z) :x € AAp(z)}:=C;im Fall f =id auch {x € A: p(x) } :=C.

5. Seien A, ..., A, Mengen. Dann existiert auch die Menge C mit

2€C <= Jxr1€A; - Jxy, €A :z2=(x1,...,2p)
Dabei ist (1, ...,x,) das Tupel bestehend aus den Komponenten x1, ..., x,. Notation:
Ay X Ay x A, := C. Man nennt die Menge C das kartesische Produkt der Mengen
Aq,... A, Statt A x A x --- x A schreibt man auch A™.
Beispiel.

1. {1,1,2} ={1,2} = {2,1} = {1,2,2,2,2,1}

2. {1,3,4,5} U{3,5,7,8} = {1,3,4,5,7,8}

3. {1,3,4,5) N {3,5,7,8} = {3,5}

4. {2? 2 e NAz prim } = {4,9,25,49,121,...}

5. { Geburtsdatum(S) : S ist Vorlesungsteilnehmer }

6. {1,2} x {a,b} ={(1,a),(2,a),(1,D),(2,b)}

7. {a,b} x {1,2} = {(a,1),(a,2),(b,1),(b,2)}

Definition 1. Seien A, B Mengen.

1

ot

. Die Mengen A, B heiflen (zueinander) gleich (engl. equal), geschrieben A = B, falls gilt

Vz:(reA < z€B).

. A heiit Teilmenge (engl. subset) von B, notiert A C B, fallsVz:x € A= x € B.
. A heiit Obermenge (engl. superset) von B, notiert A D B, fallsV z:x € B=z € A.
. A und B heiflen (zueinander) disjunkt (engl. disjoint), falls AN B = ().

. A\ B:={a€ A:a¢ B} heifit das Komplement von B in A.



Satz 1. Seien A, B,C Mengen.

. Wenn AC Bund BC C,dann ACC

.A=B < ACBABCA

Ist B # () eine Menge von Mengen, so gilt AN Jycpb = Upep(ANb)
Ist B # () eine Menge von Mengen, so gilt AU(,cpb=\ep(AUD)

Ist B # ) eine Menge von Mengen, so gilt A\ (N,cpd = Upep(A\b) und A\ Uycpb =
Mhen(AN\D).

6. ANBCACAUB

7. A=B < B=A ANB=BNA , AUB=BUA
Beweis.

1. Annahmen: AC Bund BC C

zu zeigen: A C C.

Sei z € A beliebig. Nach Annahme A C B folgt per Definition von ,C“ dass x € B.
Daraus folgt nach Annahme B C C' per Definition von ,,C“, dass z € C.

Da x ein beliebiges Objekt von A war, ist also gezeigt: V x : (z € A = x € C). Also gilt
A C C, was zu zeigen war.

Aussagen der Form A <= B zeigt man, indem man zunichst A = B und dann
B = A zeigt.

»,= Annahme: A =B

zu zeigen: AC BAB C A.

Aus Symmetriegriinden geniigt es, A C B zu zeigen. Das Argument fiir B C A geht
dann genauso.

Sei x € A beliebig. Nach Annahme A = B und per Definition von ,,=* gilt x € B. Da
x beliebig war, folgt x € B.

»<=“ Annahmen: A C B und B C A.

zu zeigen: A = B.

Nach Definition von ,=* ist zu zeigen V x : (r € A <= =z € B).

Sei x ein beliebiges Objekt. Aus der Annahme A C B folgt x € A = x € B und aus der
Annahme B C A folgt © € B = x € A. Beides zusammen gibt x € A < = € B.
Wegen Punkt 2 kann man die Gleichheit zweier Mengen zeigen, indem man zeigt, dass
jede eine Teilmenge der anderen ist.

»,C“ Seix € ANUyep b beliebig. Wir zeigen z € | J,cz(AND).

Dazu ist zu zeigen 3 b € B : x € ANb. Nach Annahme gilt 2 € A und x € (Jycp b, d. h.
dbe B:xze€hb.



Wihle ein b € B mit x € b. Dann ist wegen z € A auch z € ANb. Es folgt 3b € B :
x € ANb, und damit die Behauptung.

»2“ Seix € Jyep(ANDb) beliebig. Wir zeigen x € ANy d-
Dazu ist zu zeigen x € Aund x € | Jycpb, d.-h. 3bec B:xz cb.
Wiéhle b € B mit ¢ € ANb. Dann gilt x € A und x € b. Also 3b € B : x € b, also
€ Upepbs also x € ANUpep b
4. ,C¢ Seix € AU(ycpb beliebig. Wir zeigen z € (,c5(AUD).

Dazu ist zu zeigen Vb € B : x € AUb. Nach Annahme gilt z € A oder x € ()5 b, d. h.
Vbe B:x €b.

Fiir beliebiges b € B gilt also x € A oder x € b, also x € AUb. Da b € B beliebig war,
folgt Vb€ B:x € AUb, und damit die Behauptung.

»2“ Seix € (\yep(AUDb) beliebig. Wir zeigen x € AU, b

Dazu ist zu zeigen € A oder x € (,cgb, d.h. x € Aoder Vb € B : x € b. Wir zeigen:
Wenn = ¢ A ist, dann muss V b € B : x € b gelten.

Sei b € B beliebig. Dann gilt nach Voraussetzung x € AUb, und daraus folgt x € A oder
x € b. Nach Annahme gilt « € A, also € b. Da b beliebig war, folgt alsoVb e B : x € b,
und damit die Behauptung.

5., 6., 7. Ubung. [

Beispiel. A = {z,y,z}, B=1{1,2,3,4}

Satz 2. Seien A, B,C Mengen.
1. (ANB)xC=(AxC)N(BxQC)

2. (AUB)xC=(AxC)U(BxC)

Beweis.

1. ,C% Seix € (AN B) x C beliebig. Zu zeigen: x € (A x C)N (B x C).

Nach Definition von x gilt & = (z1, z2) fiir gewisse x1,x2 mit 1 € AN B und x9 € C.
Aus 1 € AN B folgt x1 € A und z; € B. Demnach gilt (z;,22) € A x C und
(x1,m2) € B x C, also (x1,22) € (Ax C)N (B xC).

,2“ Seixz e (ANC) x (B x C) beliebig. Zu zeigen: x € (AN B) x C.
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Nach Definition gilt r€AxC und =xz€BxC.
\ \

x = (z1,r2) mit x = (r1,z2) mit
$1€A,$2€C x1€B,xQEC

= r1€ANTLEB A€’

Y
1€ ANB

= r = (x1,22) € (ANB) xC

2. Ubung. m

Axiom. Sei A eine Menge. Dann existiert eine Menge B mit Vz :x € B < x C A. Man
schreibt P(A) := B und nennt diese Menge die Potenzmenge (engl. power set) von A.

Beispiel. Fiir A = {1,2,3} ist P(A4) = {0, {1}, {2}, {3}, {1, 2},{1,3},{2,3}.{1,2,3}}.

A
/1IN
{1,2}{1,3}{2,3}
X X |
) 2 (3)
\@/

Ein weiteres Axiom zur Mengenlehre kommt spéter in Abschnitt 14. Dariiber hinaus gibt es einige
weitere, die wir nicht brauchen werden, zum Beispiel eines, das besagt, dass jede Kette a € b, b € c,
c € d, d € e, ... nach endlich vielen Schritten abbrechen muss, d.h. die ,Schachtelungstiefe* bei
Mengen von Mengen von Mengen von. .. darf nicht unendlich werden.

2 Relationen

Definition 2. Sei A eine Menge. Eine Teilmenge R C A x A heifit Relation auf A. Statt
(x,y) € R schreibt man zRy.

Beispiel.

1. <={(z,y) € R xR :z ist kleiner oder gleich y}
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2. A die Menge aller Stédte in Osterreich mit mehr als 100000 Einwohnern (2015).

R die Menge aller (z,y) € A x A fiir die gilt: es gibt eine direkte Zugverbindung von z
nach y.

In der Informatik nennt man so etwas einen Graph. Ein Graph ist also ein Paar G =
(V,E), wobei V eine Menge und E eine Relation auf V' ist. Elemente von V' nennt man
Knoten (engl. verter) und Elemente von E Kanten (engl. edge).

3. A die Menge der Teilnehmer der Vorlesungsklausur,

R die Menge aller (z,y) € A x A fiir die gilt, dass  und y die gleiche Note bekommen.

4. Teilbarkeit (engl. divisibility): A=7Z, R={(v,y) € AxA:3z€Z:z-z=y}. Statt
xRy schreibt man typischerweise z | y. Zum Beispiel gilt 3 | 15, aber 4 1 15.

5. C ist eine Relation auf P(A):

C={(U,V)eP(A) x P(A): U C V}

6. M die Menge aller Menschen, © := {(z,y) € M x M : x mag y}, z. B. Heinz O Erika.
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Definition 3. Sei A eine Menge und R eine Relation auf A.
1. R heifit reflexiv, falls gilt V x € A : x Rz und irrefleziv, falls gilt V = € A : —=(xRx).
2. R heifit symmetrisch, falls gilt:
Va,ye A: xRy = yRx
und antisymmetrisch, falls

Vaz,yc A: (ekRy ANyRx) =z =1y

3. R heifit transitiv, falls gilt

Va,y,z€ A: (xRy N\yRz) = zRz.

4. R heifit total, falls gilt
Vax,y€e A:zRyV yRzx

Beispiel. Die Relationen aus dem vorangegangenen Beispiel haben folgende Eigenschaften:

Bsp 1 2 3 4 5 6
reflexiv ja  mnein ja ja ja  unklar
irreflexiv nein ja nein nein nein  nein
symmetrisch nein ja ja  nein nein  nein
antisymmetrisch | ja nein nein ja ja nein
transitiv ja  nein ja ja ja nein
total ja  nein nein nein nein  nein

Definition 4. Sei A eine Menge und R C A X A eine Relation auf A. Wenn R reflexiv,
transitiv und antisymmetrisch ist, dann heifit R eine Halbordnung auf A. Ist R auflerdem
total, so heiit R (Total-)Ordnung (engl. order(ing)) auf A.

Beispiel.

1. C, < und | sind Halbordnungen auf P(A),R,N. < ist sogar eine Totalordnung, aber |
und C sind es nicht.

2. Auf M =7 x Z wird eine Halbordnung < definiert durch
(a1,a2) < (b1,b2) <= a1 < b1 Aag < by,

wobei mit < auf der rechten Seite die iibliche Ordnung auf Z gemeint ist.

Es gilt dann zum Beispiel (3,5) < (7,8). Bei dieser Halbordnung handelt es sich nicht
um eine Totalordnung, weil zum Beispiel die Elemente (3, 7) und (5, 3) nicht miteinander
vergleichbar sind, d.h. es gilt weder (3,7) < (5,3) noch (5,3) < (3,7).
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Definition 5. Sei A eine Menge und R C A x A eine Relation auf A. Wenn R reflexiv,
symmetrisch und transitiv ist, dann heifit R eine Aquivalenzrelation.

Beispiel.

1.

5.

Fiir jede Menge A ist die Gleichheitsrelation = eine Aquivalenzrelation, denn fiir alle
Objekte z,y, z gilt z = = (Reflexivitit), z = y <= y = = (Symmetrie) und = =
y ANy =z = x =z (Transitivitét).

Im allgemeinen darf man sich eine Aquivalenzrelation vorstellen als eine abgeschwéchte

Variante der Gleichheitsrelation, bei der bestimmte irrelevante Eigenschaften ignoriert
werden.

. Sei A={0,mE N 0,000 A A A A} Man kann sich fiir diese Menge verschiedene

Aquivalenzrelationen vorstellen. Hier sind ein paar Moglichkeiten:

e 1 ~ y, falls x und y die gleiche Form haben — dann gilt z. B. O ~ ® und O ¢ O.
e x ~ y, falls x und y die gleiche Farbe haben — dann gilt z. B. O~ O und O« m.
e x ~ y, falls x und y die gleiche Hohe haben — dann gilt z. B. O~ A und O % A.

e x ~ y, falls x und y sich hochstens in der Farbe unterscheiden — dann gilt z. B.
O~mund Ox e.

Sei m € Z und =p,:= { (2,9) € Z? : m | x — y }. Dann ist =, eine Aquivalenzrelation
auf Z. Es gilt zum Beispiel:

0=33=36=3 9=3 -3=3 —6=315=3---
1=34=37=310=3 -2=3 -5=316=3---
2535538531153—153—453 1753

Die Kantenmenge V' des Graphs G = (F,V), der durch folgendes Diagramm gegeben
ist, ist eine Aquivalenzrelation auf £ = {1,2,3,4,5}.

QN
1 37 24D
S Xj
2 5
U v
Ist A die Menge aller Schiiler einer Volksschule und

R={(z,y) € Ax A:z und y gehen in dieselbe Klasse},

dann ist R eine Aquivalenzrelation auf A. Klassenbildung ist symptomatisch fiir Aqui-
valenzrelationen.
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Definition 6. Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf A und ist € A, so heifit
[2]v i ={yeA:z~y}

die Aquivalenzklasse von x (beziiglich ~). Man schreibt A/~ := { [z]. : z € A} fiir die Menge
aller Aquivalenzklassen von Elementen von A.

Beispiel. Was sind bei den Aquivalenzrelationen aus dem vorherigen Beispiel die Aquiva-
lenzklassen?

1. Beziiglich = ist die Aquivalenzklasse eines Elementes 2 € A genau die Menge {x}, die
nur dieses Element enthéalt.

2. Die genannten Aquivalenzrelationen auf A = {Om,E,0,00,0,0 @ A A A A} teilen A
in folgende Aquivalenzklassen auf:
e gleiche Form: {O,m,m,(], W}, {0,0,@ @}, {A A A A}
e gleiche Farbe: {T,0,0,A,A}, (M. 0,@® A}, {m ® A}
e gleiche Hohe: {0,m,8,0,A,A,A}, {1, @,0,A}
e gleich bis auf Farbe: {O,m.m}, {{,W}, {0,0}, {®,@}, {1 A A}, {A}

3. Die beiden Zusammenhangskomponenten {1,2} und {3,4,5} sind die Aquivalenzklas-

sen.
4. Wir haben
0z, =1{...,-3,0,3,6,9,...}
Nz, =1{...,-2,1,4,7,10,... }
2]z, =1{...,-1,2,5,8,11,... }
[3]=5 = [0]=,
4=, = W=,

Il
A

und so weiter.

5. In diesem Fall sind die Aquivalenzklassen genau die Schulklassen.

Satz 3. Es seien A eine Menge, ~ eine Aquivalenzrelation auf A, und z,y € A. Dann gilt:

L~y < [l =y~

2. zxy = [zl Nyl~=10 e /e o
3'A:UC€A/~C o o/ o o o o
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Beweis.

1.

»,=“ Annahme z ~ y, zu zeigen: [z]~ = [y]~.
Aus Symmetriegriinden geniigt es, [z]~. C [y]~ zu zeigen.

Sei also z € [z]~. Dann gilt:

Def.

z € [z]~ T~z
Sym.
2R z~z

Ann. + Trans.

e z ~ y
Sym.
e y ~ Z
Def.
= z € [Y]~.

,<=“ Annahme: [x]. = [y]~, zu zeigen: = ~ y.

Wegen Reflexivitit gilt jedenfalls z € [z].. Wegen [z]~ = [y]~ also auch y € [z]~, und
damit nach Definition auch x ~ y.

. »=“ Annahme: x ¢ y, zu zeigen: [z]. N [y]~ = 0.

Widerspruchsbeweis: wire [z]. N [y]~ # 0, so gébe es ein z € [z]. N [y]~. Fiir dieses
z gilt dann z ~ x und z ~ y, also wegen Symmetrie und Transitivitdt auch x ~ y, im
Widerspruch zur Annahme x ¢ y.

»,<=“ Annahme: [z]. N[y]~ =0, zu zeigen: = £ y.

Wiire 2 ~ y, dann wiire [z]. = [y]~ nach Teil 1, also [z]~N[y]~ = [z]~ # 0, da zumindest
x € [x]~ (wegen Reflexivitdt). Damit ist x ~ y ausgeschlossen und es bleibt nur z ¢ y.

,C“ Seiy € A. Zu zeigen: y € Up,)_ca/n[2]~. Das folgt direkt aus y € [y]. € A/~.

,2% Seiy € Uy eay~[2]~. Dann gibt es ein [z]. € A/~ mit y € [z].. Wegen [z]. C A
folgt y € A. [

Wir haben in Definition 3 verschiedene Eigenschaften eingefiihrt, die eine Relation haben kann oder
auch nicht. In den Definitionen 4 und 5 haben wir Relationen betrachtet, die mehrere dieser Eigen-
schaften zugleich erfiillen. Eine Ubersicht iiber weitere Arten von Relationen und ihre Beziehungen
zueinander gibt das folgende Diagramm. Ein Pfeil A % B zwischen zwei Relationsarten bedeutet, dass
jede Relation vom Typ A eine Relation vom Typ B mit der Eigenschaft e ist.

15



Relation

‘ transitiv
transitive
Relation
reﬂex% '\rreﬂexiv
Quasiordnung ’ Striktordnung ‘
symmetris% wtisymmetrisch
Aquivalenzrelation Halbordnung
Ttotal
Totalordnung
3 Funktionen
Idee: Objekte anderen Objekten zuordnen.
2z
Sy
f
A B

Definition 7. Seien A, B Mengen und R C A x B.
1. R heifit linkseindeutig, falls gilt:
V(z1,01), (X2,92) € Ry = yo = 21 = 22
2. R heifit rechtseindeutig, falls gilt:
V(21,01), (22,y2) € R 1 =22 = y1 = 42
3. R heifit linkstotal, falls gilt:

VeeAdyeB:(x,y) €R

4. R heiflt rechistotal, falls gilt:

VyeB3izeA:(z,y) €R

16



Beispiel.

1. Linkseindeutig:

2. Rechtseindeutig:

s

A
-~

3. Linkstotal:

¥

S

4. Rechtstotal:

\

erlaubt

erlaubt

erlaubt

erlaubt

17

nicht erlaubt

nicht erlaubt

nicht erlaubt
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Definition 8. Seien A, B Mengen, R C A x B.

1.

Ist R rechtseindeutig, so heifit R eine partielle Funktion und statt (z,y) € R schreibt
man y = R(z).

Ist R auBerdem linkstotal, so heiit R Funktion oder Abbildung (engl. map) und statt
R C Ax B schreibt man R: A — B. Fiir die Menge aller Funktionen R: A — B schreibt
man B4,

3. Eine linkseindeutige Funktion heifit injektiv.
4. Eine rechtstotale Funktion heif3t surjektiv.
5. Eine Funktion, die sowohl injektiv als auch surjektiv ist, heifit bijektiv.
RCAxB
rechtseindeutig
partielle Funktion
linkstotal
Funktion
linkseindeutig/ \{echtstotal
Injektion Surjektion
rechtstotax /finkseindeutig
Bijektion
Beispiel.
1. Die Identititsfunktion id4: A — A mit id4(x) = z fiir alle x € A ist eine Funktion.

RS R, f(z) = % ist eine partielle Funktion, aber keine Funktion. Man sollte deshalb

besser schreiben f = {(z,y) € R? 1y = 1}.

f:R\ {0} = R, f(z) = 1 ist eine Funktion.

Diese Funktion ist injektiv. Zum Beweis betrachtet man x1,z9 € R\ {0} mit f(z1) =

f(z2) und zeigt, dass dann 1 = 5 sein muss. In der Tat bedeutet f(x1) = f(z2), dass

11 . .
= 73 und also x1 = 9, wie gefordert.

f:R =R, f(x) = 22 ist eine Funktion.

Diese Funktion ist nicht injektiv, weil z. B. y = 4 zwei verschiedene Urbilder hat (ndmlich
x=2und x = —2).

Sie ist auch nicht surjektiv, weil z. B. y = —1 gar kein Urbild hat.

f:R— R, f(z) = e ist injektiv, aber nicht surjektiv.

18



6. f:R—=>{xeR:2>0}, f(z) =e" ist injektiv und surjektiv, also bijektiv.
7. [ R=>R, f(z)=x+ ﬁ ist surjektiv, aber nicht injektiv.

8. f: R =R, f(x) = 23 ist bijektiv.

Fiir eine Funktion ist es nicht wesentlich, dass man sie durch einen Funktionsausdruck beschreiben
kann. Tatséchlich lassen sich fast alle Funktionen nicht durch eine endlich grofie Formel beschreiben.
Auch (und vor allem) solche Funktionen sind immer mitgemeint, wenn es heifit ,,Sei f eine (beliebige)
Funktion®.

Eine bijektive Funktion von A nach B existiert offenbar genau dann, wenn A und B gleich viele
Elemente haben. Man spricht bei einer Bijektion deshalb auch von einer 1:1-Zuordnung. Fiir eine
Menge A kann man an dieser Stelle die Mdchtigkeit (engl. cardinality) |A| dadurch definieren, dass
man sagt |A] := n, falls es eine bijektive Abbildung f: A — {1,2,...,n} gibt.

Gibt es fiir ein bestimmtes n € N eine solche Abbildung, so sagt man, A ist endlich (engl. finite).
Anderenfalls sagt man, A ist unendlich (engl. infinite) und schreibt |A] = co. Wenn A und B beide
endlich sind und |A| = |B| gilt, dann gibt es immer eine Bijektion f: A — B. Aber Vorsicht: aus
|A] = |B| = oo folgt im allgemeinen nicht, dass es eine Bijektion f: A — B gibt. Man kann zum
Beispiel zeigen, dass es keine Bijektion von QQ nach R gibt, obwohl beide Mengen unendlich sind.

Definition 9. Sind f: A — B und g: B — C Funktionen, so heifit go f: A — C mit
(go f)(z):=g(f(x)) die Verkettung (oder Komposition) von f und g.

Satz 4.

1. Die Verkettung injektiver Funktionen ist injektiv.
2. Die Verkettung surjektiver Funktionen ist surjektiv.

3. Die Verkettung bijektiver Funktionen ist bijektiv.

Beweis.

1. Seien f: A — B und g: B — C injektive Funktionen und h =g o f.
Zu zeigen: h ist injektiv, also V x1, 29 € A : h(z1) = h(x2) = x1 = z2.

Seien also 1,2 € A mit h(xz1) = h(z2), d.h. g(f(x1)) = g(f(22)). Da g nach Annahme
injektiv ist, folgt zunéichst f(z1) = f(z2). Und daraus folgt, da nach Annahme auch f
injektiv ist, x1 = x9, was zu zeigen war.

2., 3. Ubung. ]

Satz 5. f: A — B ist genau dann bijektiv, wenn es eine Funktion g: B — A gibt mit
go f=1ida und fog=1idp.

Diese Funktion g ist dann eindeutig bestimmt und ihrerseits bijektiv.
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Beweis. ,=“ Annahme: f: A — B ist bijektiv, zu zeigen: Es gibt g: B — A mit gof = id4.
Betrachte g = { (y,2) e Bx A: (z,y) € f C Ax B}.

1. g ist rechtseindeutig, weil f nach Annahme injektiv und damit linkseindeutig ist.
2. g ist linkstotal, weil f nach Annahme surjektiv und damit rechtstotal ist.

Damit ist g eine Funktion.

Fiir jedes x € A gilt (z, f(x)) € f und (f(x),z) € g, also g(f(xz)) = x. Damit ist gezeigt
go f=idya.

Fiir jedes y € B gibt es ein z € A mit f(x) = y, weil f surjektiv ist. Nach Definition von g
gilt dann g(y) = z und damit f(g(y)) = y. Damit ist gezeigt f o g = idp.

,<=*“ Annahme: Es gibt ein g: B —+ A mit go f = id4 und f o g = idg. zu zeigen: f ist
bijektiv, d. h. injektiv und surjektiv.

Injektiv: Seien z1,x2 € A mit f(x1) = f(z2). Dann gilt g(f(z1)) = g(f(x2)).

Surjektiv: Sei y € B. Nach Annahme gilt f(g(y)) = v, also existiert ein € A, némlich
x = g(y) mit f(z) =y.

FEindeutigkeit: Sind g, §: B — A zwei verschiedene Funktionen mit go f = go f =idy4, dann
gibt es zumindest ein y € B mit g(y) # g(y).

Wihle so ein y € B und setze z1 := g(y) und z2 := §(y).

Da f surjektiv ist, existiert z € A mit f(x) =y. Wegen go f = go f =idy gilt
g(f(@)) =2 und  §(f(z)) ==,
~ Y

=Y =Yy
N—— N——
=x1 =x2

also 1 = x9. Das ist ein Widerspruch zu der Annahme, dass g und g verschiedene Funktionen
sind.

Bijektivitdat: Zu zeigen ist, dass g injektiv und surjektiv ist.
1. g ist linkseindeutig (also injektiv) weil f rechtseindeutig (da Funktion) ist.

2. g ist rechtstotal (also surjektiv) weil f linkstotal (da Funktion) ist. ]

Beispiel.

| /
e o

)

N

A B A B

Das Schaubild fiir g ergibt sich aus dem Schaubild fiir f, indem man alle Pfeile umkehrt.
Nach dem Satz ist f genau dann bijektiv, wenn dabei wieder eine Funktion herauskommt.
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Definition 10. Sei f: A — B eine Funktion.
1. Fir U C A definiert man
fU)={yeB|3zelU: f(x)=y}CB
und nennt diese Menge das Bild (engl. image) von U unter f.
2. Fir V C B definiert man
V) ={zeA|3yeV:flx)=y}CA
und nennt diese Menge das Urbild (engl. preimage) von V unter f.

3. Ist f bijektiv und g: B — A wie im vorherigen Satz, dann heit f~! := g die Umkehr-
funktion (oder Inverse) von f.

Satz 6. (Homomorphiesatz fiir Mengen) Sei f: A — B eine Funktion.
1. Durch z ~y <= f(x) = f(y) wird eine Aquivalenzrelation auf A definiert.
2. Die Funktion g: A — A/~, g(x) = [z]~ ist surjektiv.
3. Es gibt eine injektive Funktion h: A/~ — B so dass f = hog.

4. Diese Funktion h ist eindeutig bestimmt.

ot

. f ist genau dann surjektiv, wenn h bijektiv ist.
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Beweis.

1., 2. Ubung

3. Betrachte die Funktion g: A — A/~ mit g(x) = [z]~ fir alle z € A und , definiere* die
Funktion h: A/~ — B durch h([z]~) = f(x). Das ist moglich, weil [z]. = [y]~. <=
x~y <= f(zr) = f(y). (Man sagt, die Definition ist ,reprisentantenunabhéingig*,
oder ,,h ist wohldefiniert*.)

h ist injektiv, denn wenn [z, [y]~ € A/~ so sind, dass h([z]~) = h([y]~) gilt, dann

f(z) = f(y), und dann = ~ y, und dann [z]. = [y]~.

Es gilt f = hog, denn fiir alle x € A gilt h(g(z)) = h([z]~) = f(x).
4. Wenn h: A/~ — B eine andere Funktion mit f

geben mit h([z].) # h([z]~), obwohl doch h([ ]_
h([z]~) gelten soll.

h o g ist, miisste es ein [z € Af~
) =

hg(a)) = f(x) = hlg(x)) =

5. Ubung [

Beispiel.

1. Seien A ={1,2,3,4,5,6}, B ={a,b,c} und

Dann ist
A/~ ={{1,3,6},{2},{4,5}}
Die Funktionen g und A aus dem Satz sind gegeben durch
' 1 2 3 | 4 | 5 | 6
9% {36} [{2} | {1.3,6} | {4.5} | {45} | {1.3.6}
L AL3.6) | {2} ] {4,5)

a b c

2. Seien A = {O,m.B,0.0,0,0 @ 1A A A AN}, B = {schwarz, weif}, grau,rot}, und sei
f: A — B die Funktion, die jedem Element aus A dessen Farbe zuordnet:

E}/./l//é schwarz
% weifl
o 5 grau
A X A rot
f
A B
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Die Zerlegung von f in f = h o g sieht dann wie folgt aus:

]

schwarz

D
grau
/ rot

B

3

[ ]
\
\
VA4 NATAVAVAV4
] O
> O
>

’rx\/

9 h

>
>
\

/

A

A

I
=
2

3. Sei A die Menge der Teilnehmer der Vorlesungsklausur, B = {1,2,3,4,5} die Menge der
erreichbaren Noten, f: A — B die Funktion, die jedem Teilnehmer seine Beurteilung
zuordnet.

In diesem Fall gruppiert ~ die Teilnehmer entsprechend ihrer Note. Wenn jede Note
mindestens einmal vergeben wird, wenn also f surjektiv ist, dann ist

Al = {7 2D FHEBY, £ A, B

Wenn dagegen z. B. nur die Noten 1 und 5 vergeben werden, dann ist A/~ = {f~}({1}),
FH{5D}, weil dann f71({2}) = F71({3}) = f~'({4}) = 0 keine Aquivalenzklassen
sind. (Aquivalenzklassen sind niemals leer.)

Jedenfalls bildet die Funktion g aus dem Satz jeden Klausurteilnehmer ¢ € A auf die
Menge [t]. aller Teilnehmer ab, die die gleiche Note wie ¢t bekommen. Die Funktion h
bildet dann jede dieser Mengen auf die Note ab, die die Teilnehmer dieser Menge be-
kommen.

4 Gruppen

Definition 11. Sei A eine Menge. Eine Funktion o: A x A — A heifit Verknipfung. Statt
o(x,y) schreibt man x o y.

Sei o: A x A — A eine Verkniipfung.

1. o heifit assoziativ, falls V x,y,z € A: (zoy)oz==x0(yoz2)
2. o heifit kommutativ, fallsV z,y € A:xoy=yox
3. e € A heifit Neutralelement (beziiglich o), falls gilt: Vz € A: zo0e=cox = .

4. Ist e € A ein Neutralelement, so heifit x € A invertierbar, falls
dJyeA:zoy=yox=ce.

Ein solches Element y heifit dann ein Inverses von x.
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Beispiel.

1. Sei A =1{1,2,3} und die Verkniipfung o: A x A — A gegeben durch

Dann gilt (101)o2 =3 und 10 (102) = 1. Diese Verkniipfung ist also nicht assoziativ.

2. 4 und - sind Verkniipfungen auf Z, Q, R, etc.
Diese Verkniipfungen sind assoziativ und kommutativ.

0 ist ein Neutralelement beziiglich + und 1 ist ein Neutralelement beziiglich -.

3. Sei A eine Menge und A4 die Menge aller Funktionen f: A — A. Dann ist die Kompo-
sition eine Verkniipfung auf A4, die assoziativ aber im allgemeinen nicht kommutativ
ist. Die Identitéitsfunktion id4 € A4 ist ein Neutralelement, und eine Funktion f € A4
ist genau dann invertierbar, wenn sie bijektiv ist.

4. N und U sind Verkniipfungen auf P(A).

Satz 7. Sei o: A x A — A eine assoziative Verkniipfung.

1. Sind ey, eo Neutralelemente von o, so gilt e; = es.

2. Ist e ein Neutralelement von o, z € A invertierbar, und sind y1, y2 Inverse von z, so gilt
Y1 = Y2-
Notation: 27! := y; = 9.
3. Ist x € A invertierbar, so ist auch 2! invertierbar und es gilt (=)~ = 2.
-1 ~lgp—1

4. Sind z,y € A invertierbar, so ist auch x oy invertierbar und es gilt (zoy) ™ =y " ox

Beweis.

1. Nach Definition gilt Vo € A:xo0e; =ejox=axundVae e A:xo0es =ego0x = 2.

Aus dem ersten folgt mit x = ey, dass es 0 e; = e1 0 e9 = eg ist, und aus dem zweiten
folgt mit x = ey, dass e o ea = e 0 ] = ey ist.

Aus beidem zusammen folgt e; = ey 0 ea = €9, wie behauptet.

2. Esgilt zoy; =e, also ya 0 (zoy;) =yz0e€, also (y2 0 x) oy = y2, also e o y; = yo9, also
Y1 = Y.

3., 4. Ubung.
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Definition 12. Sei A eine Menge und o: A x A — A eine Verkniipfung.

1. Das Paar (A4, o) heiBt Magma.

2. Ist o assoziativ, so heifit (A, o) eine Halbgruppe (engl. semi group).

3. Eine Halbgruppe mit Neutralelement heifit Monoid.

4. Ein Monoid, in dem jedes Element invertierbar ist, heilt Gruppe (engl. group).

5. Ein[e] Halbgruppe/Monoid/Gruppe heifit abelsch, wenn o kommutativ ist.

Magma
Assoziativitat
K tativitét
Halbgruppe OMIMMAAIVITAY | abelsche Halbgruppe
Neutralelement Neutralelement
. K tativitat .
Monoid omhutariviea abelsches Monoid
alle Inverse alle Inverse
Kommutativitat
Gruppe abelsche Gruppe

Typischerweise verwendet man o und * als Symbole fiir Verkniipfungen, wenn man allgemein iiber
Gruppen spricht. Bei konkreten Beispielen fiir Gruppen ist es iiblich, das Symbol + fiir die Verkniip-
fung zu wihlen, wenn es sich um eine abelsche Gruppe handelt. In diesem Fall schreibt man —z statt
2~ ! fiir das Inverse von z, und man kann auch z.B. 5z statt © + x + = + = + x schreiben. Fiir das
Neutralelement verwendet man dann typischerweise das Symbol 0 (Null).

Handelt es sich nicht um eine abelsche Gruppe, und sind o und * zu unhandlich, dann kann man auch
den Multiplikationspunkt - als Verkniipfungssymbol verwenden. Statt x - y schreibt man dann auch
einfach xy, und statt zazzzr schreibt man dann 2. Fiir das Neutralelement bietet sich in diesem Fall
das Symbol 1 (Eins) an.

Ist (G, o) eine Gruppe, dann nennt man G die Trigermenge der Gruppe. Wenn die Verkniipfung aus
dem Zusammenhang klar ist, sagt man auch einfach, ,G ist eine Gruppe®.

Beispiel.

1. Die erste Verkniipfung im vorherigen Beispiel ist nur ein Magma.

[\

. ({3,4,5,...},+) ist eine Halbgruppe, aber kein Monoid.

(N7 +)7 (N \ {0}7 ')7 (Z \ {0}7 )
4. (Z,+), (Q,+), (Q\{0},-), (R,+), (R\ {0}, "), etc. sind abelsche Gruppen.

b
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5. Die Menge {z € Q : = > 0} aller positiven rationalen Zahlen bildet zusammen mit der
Multiplikation eine Gruppe. Ebenso die Menge aller positiven reellen Zahlen.

6. Ist A eine Menge, so sind (P(A),U), (P(A),N) Monoide, aber keine Gruppen. Definiert
man auf P(A) die Verkniipfung

@: P(A) x P(A) = P(4), UaV:=(UUuV)\(UnV),

so ist (P(A),®) eine abelsche Gruppe. Das Neutralelement ist dann die leere Menge ()
und jedes Element U € P(A) ist zu sich selbst invers.

7. Ist A eine Menge, so ist (A4, o) ein Monoid, aber keine Gruppe. Aber die Menge S(A) :=
{f € A% : f ist bijektiv } bildet zusammen mit der Verkettung als Verkniipfung eine
Gruppe. Diese Gruppe ist nicht kommutativ. Man nennt sie Gruppe die symmetrische
Gruppe. Statt S({1,2,...,n}) schreibt man auch S,, und nennt dann die Elemente
Permutationen. Bsp.:

(123 45 . (12345
™14 1352 " Tl25314

und
123} (1 23)_ (123
31 2 21 3] 711 3 2
7,é1230123_123
2 1 3 31 2]~ 2 1)

Mehr iiber Permutationen in Abschnitt 12.

8. Betrachte ein Quadrat mit den Eckpunkten A, B, C, D.

A B

D C

Eine Symmetrie ldsst sich auffassen als eine Funktion {A, B,C, D} — {A, B,C, D}, die
das Quadrat als Ganzes fest ldsst.

Das Quadrat hat folgende Symmetrien:
.o — A B C D
“ b ¢ B 4
. ) A B C D
P~ B ¢ D 4

] — das ist die Spiegelung an der horizontalen Achse

] — das ist die Rotation um 90° entgegen dem Uhrzeigersinn

sowie einige weitere, die sich aus diesen durch Komposition bilden lassen. Die komplette
Liste lautet:

G = {id, p, p*, p3,0,0p,0p%,0p°}.
Diese Menge G bildet zusammen mit der Komposition eine Gruppe, die sogenannte
Symmetriegruppe des Quadrats. Die Gruppe ist nicht abelsch; es gilt aber zum Beispiel
op = pio.
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9.

10.

11.

Sei m € N\ {0} und definiere =,,, durch a =, b <= m | a — b fiir alle a,b € Z. Dies
ist eine Aquivalenzrelation, die Z in m Aquivalenzklassen aufteilt:
L =Z)=m ={[0]z,,,[1]=,,,---,[m—1]=,,}.

Definiere 4+, -: Z,,, X Zy, — Zyy, durch

[2]=,, + Y]z = [z + y]=, [@]=,, - W= = 2 Y]z
Diese Definitionen sind reprisentantenunabhéngig, d.h. fiir z, 2’ und y, 3y’ mit x =p, x
und y =, v gilt stets (x +y) = (' +¢') und (- y) =, (2 - ). (Beweis: Ubung.)
(Z,, +) ist eine Gruppe.
(Zm \{[0]=,,},-) ist ein Monoid. Man kann zeigen, dass dieses Monoid genau dann eine

Gruppe ist, wenn m eine Primzahl ist.

Betrachte die sechs Funktionen f;: R\ {0,1} — R\ {0, 1} definiert durch

f@ =z, )= ——, fale) =

S l-z x

r—1 T

fa(z) = ot fs(x) =1—u, fﬁ(x):x—l'

Die Menge G = {f1,..., f¢} bildet zusammen mit der Komposition eine Gruppe.

Sei G={x€R:—1<xz <1} und definiere

wobei die Symbole auf der rechten Seite die iibliche Bedeutung haben. Dann ist (G, ®)
eine abelsche Gruppe. Man sieht sofort, dass @ kommutativ ist, dass 0 ein neutrales
Element ist, und dass —z das Inverse von z ist. Assoziativitéit ldsst sich leicht nachrech-
nen:

+ +
T7ay T2 _ rty+ztayz T+ 15

T+ l1tay+aztyz  1+af

(z@y) Dz = =23 (Y 2).

Jetzt muss man sich aber auch noch davon iiberzeugen, dass & tatséchlich eine Verkniip-
fung ist. Dazu ist zu zeigen, dass 1 + zy # 0 fir alle z,y € G (sonst wére fiir manche
x,y € G der Ausdruck auf der rechten Seite nicht definiert), und dass |1xjxyy| < 1 fiir
jede Wahl von z,y € G (sonst wiirde uns die Verkniipfung von manchen z,y € G aus

der Gruppe herauswerfen).

Zuniichst ist klar, dass mit |z| < 1 und |y| < 1 auch |zy| < 1 ist, und damit zy > —1,
und damit 1 4+ xy > 0, also insbesondere 1 + zy # 0.

Als néchstes gilt mit |z| < 1 und |y| < 1 insbesondere 1 —z > 0 und 1 —y > 0, und also
auch (1—z)(1—y) > 0. Nunist (1—2z)(1—y) =1—z—y+xy. Also 1+zy > z+y, also

1> ffx% (denn wir haben ja vorher schon gezeigt, dass 1 + xy > 0 ist). Auf dhnliche

: . z+y _
Weise zeigt man 5 Ty 1.

Die Gruppe (G, @) erklirt die Addition von Geschwindigkeiten in der speziellen Rela-
tivitdtstheorie.
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12.

13.

Betrachte die Menge
E={(r,y) eR*: 2 =2+ 2> +1}U{0},

die aus den Punkten einer Kurve in der Ebene sowie dem zusétzlichen Symbol O besteht.
Jede Gerade durch zwei Punkte dieser Kurve schneidet die Kurve in einem dritten
Punkt, wenn man

e tangentiale Beriihrungen doppelt zdhlt, und

e bei senkrechten Geraden das spezielle Symbol O als den dritten Punkt ansieht.

cal
-

Auf F ldsst sich eine Verkniipfung + definieren, indem man fordert, dass gelte P+ Q +
R = O fiir je drei Punkte P,Q, R € E, die auf einer Geraden liegen.

Mit dieser Verkniipfung wird F zu einer abelschen Gruppe. Das Neutralelement ist O.
Inverse bekommt man durch Spiegelung an der horizontalen Achse. Die Verkniipfung
fiihrt man durch, indem man zu gegebenen P und () zunéchst den zugehorigen dritten
Punkt bestimmt, und diesen dann noch an der horizontalen Achse spiegelt.

adiE

Die Gruppe FE ist ein Beispiel fiir eine sogenannte elliptische Kurve. Solche Gruppen
werden in der Kryptographie eingesetzt.

Seien A = {ay,...,an}, A ={a1,...,a,} zwei disjunkte (d.h. AN A = () Mengen mit
4] = |A] = n.

Betrachte die Elemente von AU A als Buchstaben und Tupel von Elementen als Worter,
z.B. (a1,a3,a1,a2), (a3,ay,as), etc.

Es sei W(A) die Menge all solcher Tupel (von beliebiger aber stets endlicher Léinge), in
denen nie a; und a; (mit dem selben Index) unmittelbar nebeneinander stehen.
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Definiere o: W(A) x W(A) — W (A) so, dass w; o wa durch Aneinanderhéngen von w;
und ws und anschliessendes Loschen aller Vorkommen (a;, @;) und (a;, a;) entsteht, zum
Beispiel:

(a1, a2,a3) o (a3, a1, a2) = (a1, @z, a1, az).
Dann ist (W(A), o) eine Gruppe, die sogenannte freie Gruppe iiber A.
Das Neutralelement ist das ,leere Wort“ ().
Inverse ergeben sich durch Riickwiértslesen des Tupels und Vertauschen aller a; mit den
zugehorigen a;, zum Beispiel:

(CLl,C_lQ, QS)_I — (C_L?)a a, C_Ll)

14. Seien (A, o), (B,*) zwei Gruppen [zwei Halbgruppen, zwei Monoide] und G = A x B.
Auf G wird durch
(a1,b1) © (az,b2) == (a1 © ag, by * bs)

eine Verkniipfung ®: G xG — G definiert, mit der G zu einer Gruppe [einer Halbgruppe,
einem Monoid] wird.

Definition 13. Sei (G, 0) eine Gruppe. U C G heifit eine Untergruppe, falls gilt U # () und
VuveU:uoveUAuteU.
Beispiel.

1. (Z,+) ist eine Untergruppe von (Q,+); (Q, +) ist eine Untergruppe von (R, +).

2. {x€Q:x>0},-) ist eine Untergruppe von (Q \ {0},-); (Q\ {0},:) und {z e R :
x> 0},-) sind Untergruppen von (R \ {0},-).

3. Die Symmetriegruppe des Rechtecks ist eine Untergruppe der Symmetriegruppe des
Quadrats.

4. S3 ldsst sich auffassen als Untergruppe von S5, wenn man sich jede Funktion
f:{1,2,3} - {1,2,3}
aus S3 zu einer Funktion f: {1,2,3,4,5} — {1,2,3,4,5} mit f(4) = 4 und f(5) =5
fortgesetzt denkt.

Definition 14. Seien (G1,0) und (Gg, *) Gruppen. Eine Funktion h: G; — G2 heit Homo-
morphismus, falls gilt:
Va,ye Gy:h(zoy)=h(z)xh(y).

Sei ey das Neutralelement von Go. Die Menge
kerh:=h"'({ea}) ={z € Gy : h(z) = e} C Gy
heifit der Kern (engl. kernel) und
imh :=h(G1) ={h(z):z€G1} C G

heifit das Bild (engl. image) von h.

Ein bijektiver Homomorphismus heifit Isomorphismus. Wenn es einen Isomorphismus von Gy
nach Gy gibt, sagt man, G; und G sind (zueinander) isomorph. Notation in diesem Fall:
G1 = Gs.
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Beispiel.

1.

Satz

Die Abbildung h: S3 — S5, die im vorigen Beispiel beschrieben wurde, ist ein Homo-
morphismus. Statt zu sagen, S3 ist eine Untergruppe von S5, wire es sauberer zu sagen
h(S3) ist eine Untergruppe von Ss.

Die Abbildung f: Z — Z,, x — [x]=,, ist ein Homomorphismus zwischen den Gruppen
(Z,+) und (Zy,,+).

Es gilt ker f = [0]=,, = mZ = {0, m, —m,2m,—2m, ... }.

Der Homomorphismus ist auch mit der Multiplikation vertriglich, d. h. es gilt [zy]=,, =
[z]=,,[y]=,, fir alle z,y € Z.

Die Abbildung f: R — R, z — exp(x) ist ein Homomorphismus zwischen (R, +) und

(R\ {0}, ).

Sind (A4, o), (B, *) zwei Gruppen und G = A x B zusammen mit
(a1, bl) ® (a27 bg) = (CLl o ag, by * bg).

Dann ist h: G — A, (a,b) — a ein Homomorphismus.

Die Abbildung f: Z — Z7 \ {[0]=, },

[2]Z. falls z > 0
= 212 =4 [l]=, falls x =0
([2];)‘””' falls z < 0

ist ein Homomorphismus von (Z, +) nach (Z7 \ {[0]=.}, ).
Es gilt im f = {[1]=,, [2]=,, 4]=,} € Z7 \ {[0]=,} und ker f = {0,3,-3,6,—6,...} C Z.

8. Sei h: Gy — G2 ein Homomorphismus. Dann gilt:

. Ist e; das Neutralelement von G und e das Neutralelement von G, so gilt h(ey) = es.

. ker h ist eine Untergruppe von Gj.

im h ist eine Untergruppe von Gs.



Beweis.

1. Es gilt h(e1) = h(e; o e1) = h(e1) * h(e1). Multipliziert man diese Gleichung mit dem
Inversen von h(ej) in Gg, so erhilt man ey = h(eq).

2. Nach Teil 1 gilt zunichst e; € ker h und damit insbesondere ker h # (). Dariiber hinaus
bleibt zu zeigen: fiir alle u,v € ker h gilt wov € ker h und u~! € ker h.

Seien u, v € ker h beliebig. Es gilt h(u) = h(v) = es, weil u,v € ker h. Folglich gilt:
h(uowv) = h(u) * h(v) = eg * ea = eq,

und also uwo v € ker h.
Es gilt ea = h(e1) = h(uou™t) = h(u) * h(u™) = eg x h(u™t) = h(u™t).
(Daraus folgt iibrigens auch h(u)~! = h(u™1).)
3. Nach Teil 1 gilt zunéchst ey € im h. Dariiber hinaus bleibt zu zeigen: fiir alle u,v € im h
gilt w*v € imh und v~! € im h.
Seien u,v € im h beliebig. Dann gibt es a,b € G1 mit v = h(a) und v = h(b).
Es gilt u* v = h(a) * h(b) = h(a o b) € im h.
AuBerdem vt = h(a)"! = h(a™t) € im h. ]

Satz 9. Sei (G, +) eine abelsche Gruppe und H eine Untergruppe von GG, und sei ~ definiert
durcha~b < a+(-b) € H.

Dann ist ~ eine Aquivalenzrelation auf G und G/H := G/~ zusammen mit *: G/H xG/H —
G/H, [x]~ * [y]~ := [ + y]~ ist wieder eine abelsche Gruppe.

Beweis. Dass ~ eine Aquivalenzrelation ist, kann man sich zur Ubung selbst iiberlegen.
Wir zeigen, dass * wohldefiniert ist. Zu zeigen ist, dass fiir z,2’,y,y € G mit z ~ 2’ und
y~y gtz +y~a +y.

Aus z ~ 2/ und y ~ ¢/ folgt  + (—2') € H und y + (—y') € H. Da H eine Untergruppe
von G ist, folgt = + (—2') + y + (—y’') € H. Da G abelsch ist, ist x + (—2') + y + (—¢) =
r+y+(—2)+ (=) = (x+y)+ (—(2' +¢)), also gilt z +y ~ 2’ + ¥/, wie behauptet.

Um schliellich zu zeigen, dass G/H eine Gruppe ist, iiberzeugt man sich, dass die nétigen
Gesetze erfiillt sind. Assoziativitdt folgt zum Beispiel aus

[z ([yl = [2]) = [2] x [y + 2l =[x + (y + 2)] = [(x + y) + 2] = [z +y] * [z] = ([2]  [y]) = [2].
Die Rechnungen fiir die anderen Gesetze sind #hnlich und bleiben zur Ubung iiberlassen. m

Beispiel. Sei m € N\ {0}. Dann ist mZ = {mzx : x € Z} = {...,—m,0,m,2m, ...} eine
Untergruppe von (Z,+). Es gilt Z/mZ = Zyy,.
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Satz 10. (Homomorphiesatz fiir abelsche Gruppen) Es seien (G1,+), (G2, @) abelsche Grup-
pen und f: G; — G2 ein Homomorphismus.

1. Die Funktion
9: Gi = Gi/ker f,  g(z) = 2]~

ist ein surjektiver Homomorphismus.
2. Es existiert genau ein injektiver Homomorphismus h: G1/ker f — Gy mit f = hog.

3. Dieser Homomorphismus h ist genau dann bijektiv, wenn f surjektiv ist.

Insbesondere gilt immer G1/ker f = im f.

Beweis. Nach Satz 6 ist blofl noch zu zeigen, dass die Funktionen g und ~ Homomorphismen
sind. (Beachte: x ~y <= z+ (—y) €kerf <= f(z+(~y)) =e <= f(x)D f(-y) =
e <= f(2)® fly) "' =e < f(x) = f(y), d.h. die hier verwendete Aquivalenzrelation ist
ein Spezialfall der Relation aus Satz 6.)

Seien z,y € G.

Wir zeigen zuerst: g(x + y) = g(x) * g(y). In der Tat folgt g(x + y) = [z + y]~ = [z]~ * [y]~
direkt aus der Definition von * aus Satz 9. Damit ist g ein Homomorphismus.

Wir zeigen nun: h(z*y) = h(z)®h(y). In der Tat gilt: h([z]~*[y]~) = h([z+y]~) = f(z+y) =
f(x) ® f(y) = h([z]~) ® h([y]~). Damit ist A ein Homomorphismus. "
Beispiel. Sei f:7Z — Z7, f(z) = [3]Z.. Es gilt ker f = 6Z und im f = Z7 \ {[0]=,}. Die
Gruppe (Zg,+) ist also isomorph zur Gruppe (Z7 \ {[0]=,},) und der Isomorphismus h aus
dem Satz erlaubt es, die Multiplikation in Z7 auf die Addition in Zg zuriickzufiihren.

Wihlt man f: Z — Zq, f(xz) = [2]Z., so ist ker f = 3Z und im f = ({[1]=;, [2]=;, [4]=,}, )
In diesem Fall ist f nicht surjektiv, und der Satz liefert nur einen Isomorphismus zwischen
(Z3,+) und der Untergruppe ({[1]=;, [2]=;, [4]=,},-) von (Z7 \ {[0]=,}, ).

5 Ringe

Definition 15. Sei R eine Menge, +: Rx R — Rund -: R x R — R seien zwei Verkniipfun-
gen, so dass (R, +) eine abelsche Gruppe ist. Ihr Neutralelement nennen wir Null (Symbol: 0),
und das Inverse von z € R beziiglich + schreiben wir —z. Statt = + (—y) schreibt man x — y.
Statt x - y schreibt man auch xy.

1. (R,+,-) heifit Ring, falls (R,-) eine Halbgruppe ist und gilt

Va,y,z€ R: (x+y) - z=x-2+y-z
Ve,yz€R:x-(y+z2)=z-y+x-z.

2. Wenn auflerdem (R\{0}, -) ein Monoid ist, nennt man das Neutralelement Eins (Symbol:
1) und (R, +, ) einen Ring mit Fins.

3. Ein Ring (mit oder ohne Eins) heit kommutativ, falls - kommutativ ist.

32



Ring kommutativer Ring

Ring mit Eins |——— kommutativer Ring mit Eins

Wenn man in einer Definition einen Begriff einfiihrt, dann ist man normalerweise bemiiht, fiir den
Begriff ein Wort aus der Umgangssprache zu verwenden, das den Sachverhalt der Definition treffend
beschreibt. Zum Beispiel haben wir vorher definiert, dass eine Relation R ,,symmetrisch“ zu nennen
ist, wenn gilt xRy <= yRx, und ,reflexiv*, wenn gilt  Rx. Theoretisch hitten wir auch das Wort
yreflexive fiir die Eigenschaft Ry <= yRx und das Wort ,,symmetrisch® fiir die Eigenschaft xRz
vergeben konnen, es wiire blofl sehr verwirrend, wenn die gemeinte Eigenschaft nicht mit der iiblichen
Bedeutung des Wortes zusammenpasst.

Der Begriff ,Ring®, der oben eingefiihrt wurde, ist von zentraler Bedeutung in der Algebra. Es besteht
allerdings kein offensichtlicher Zusammenhang mit der umgangssprachlichen Bedeutung des Wortes.
Man hétte genauso gut ,,Haus“ oder ,Baum® als Wort verwenden kénnen.

Satz 11. Sei (R,+,-) ein Ring mit Eins, und sei z € R. Dann gilt 20 = 0 = 0z und
—z = (-1)z.
Beweis. Sei x € R beliebig.

Es gilt 0 = z(0 + 0) = 20 + 0. Addiert man auf beiden Seiten —(z0), so bekommt man
20 + (—20) = 20 + 20 + (—20), also 0 = 20 + 0 = 20, wie behauptet. Der Beweis von 0x = 0
geht analog.

Als néchstes gilt 0 = 0x = (1+(—1))x = lz+(—1)x = x+(—1)z. Damit ist (—1)z ein Inverses
von z beziiglich 4+, und wegen der Eindeutigkeit der Inversen muss gelten (—1)z = —zx. =

Beispiel.

1. (Z,+,-), (Q,+,), (R,+,) sind kommutative Ringe mit Eins. Aber (N, +,-) ist kein
Ring, weil (N, +) keine Gruppe ist.

2. Ist A eine Menge, so ist (P(A), ®,N) ein Ring mit Eins. Dabei ist wie zuvor U @V :=
(UUV)\ (UNV) definiert. Die Null ist § und die Eins ist A.

3. Fiir jedes m € N\ {0} ist (Z,,+,-) ein kommutativer Ring mit Eins, der sogenannte
Restklassenring (engl. residue class ring) modulo m.

4. Sei m € N\ {0,1} und mZ = {mz : 2 € Z} = {...,—m,0,m,2m,...}. Dann ist
(mZ,+,-) ein kommutativer Ring, aber ohne Eins.

5. Sei (R, +,-) ein Ring. Die Menge RY aller Funktionen f: N — R (d.h. aller Folgen in R)

bildet einen Ring, wenn man definiert

(f+9):N=R, (f+9)(n):=f(n)+gn)
(f-9):N=R, (f-g)(n):=f(n)g(n).

Allgemeiner kann man statt N hier auch irgendeine andere Menge nehmen.
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6. Die Menge RN bildet auch einen Ring, wenn man + wie vorher definiert, und - durch

(ao,al,ag, ‘e ) . (bo,bl,bg, ‘e ) = (CQ,Cl,CQ, . )
n
mit ¢, := Z agby—_j. (Beweis durch Nachrechnen der notigen Gesetze.)
k=0
Zum Beispiel gilt
(1,2,3,...) . (1,2,3,...) = (Co,cl,CQ,...)
mit
0

Cco = Zakbn_k = (L(]bo =1
k=0
1

€= Zakbn—k = apby + a1bp =4
k=0
2

co = Zakbn_k = agba + a1b1 + azb1 = 10.
k=0

Definiert man X := (0,1,0,0,...), so bietet es sich an, eine Folge (a,,)2%, € RY in der

o0
Form Z a, X" zu schreiben. Man beachte, dass
n=0
X% =(1,0,0,...) =1
X'=1(0,1,0,0,...)
X?=(0,0,1,0,0,...)

X" =(0,...,0,1,0,0,...).
T
Index n

Die oben definierte Multiplikation entspricht dann genau dem iiblichen Multiplikations-
gesetz fiir Potenzreihen, freilich ohne dass dabei irgendwo von Konvergenz die Rede
ist.

Statt RN schreibt man auch R[[X]] und nennt die Elemente formale Potenzreihen (engl.
formal power series).

7. Die Teilmenge
R[X] ::{ZanX"ER[[X]]:EINENVnZN:an:O}
n=0

ist abgeschlossen unter + und - und bildet deshalb selbst auch einen Ring. Man sagt,
R[X] ist ein Unterring von R[[X]].

Die Elemente von R[X] heiflen Polynome iiber R.
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Beispiel:

(ao + a1 X + GQXQ)(b() + le)
= agpby + (a0b1 + albo)X + (GQbo + albl)XQ + a2b1X3

Das Nullpolynom ist das Polynom p = Y > ja,X"™ € R[X] mit a, = 0 fiir alle n € N.
Fiir alle anderen Polynome gibt es genau einen Index n € N, so dass a,, 7 0 und a = 0
fiir alle & > n ist. Diesen Index nennt man den Grad des Polynoms (engl. degree),
geschrieben degp := n. Fiir das Nullpolynom definiert man deg0 := —oo.

Mehr iiber Polynome in Abschnitt 31.

8. Sei R ein Ring und G ein Monoid.

Betrachte die Menge R[G] aller Funktionen ¢: G — R mit der Eigenschaft ¢(g) # 0 fiir
hochstens endlich viele g € G.

Fiir ¢1, co € R[G] definiere
(c1+e2): G R, g calg)+cag)

und

(c1-c2):G—R, g~ Z c1(h1) - ca(ho).
h1,ha€G:h1-ha=g

Dann ist (R[G], +,-) ein Ring.
Schreibt man die Funktionen ¢ € R[G] in der Form

c=a1-g1+Qa2-g2+ -+ Q- Gn,

wenn ¢(g1) = aq, ¢(g2) = ag, ..., c(gn) = an und ¢(g) = 0 fiir alle g € G\ {g1,-.-,9n},
dann entsprechen die obigen Definitionen von + und - gerade den gewohnten Rechnen-
regeln. (Aber Vorsicht: wenn G nicht abelsch ist, ist - nicht kommutativ!)

Beispiel. Sei R = Z und G = {a, b, ¢} mit der Verkniipfung o, die durch folgende Tabelle
definiert ist:

Dann gilt zum Beispiel

(2a + 3b)(3¢c — 5b) = 6(aoc) —10(aob) +9(boc) —15(bob)
= 6¢ — 10b + 9a — 15¢
= 9a — 10b — 9c.

6 Korper
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Definition 16. Ein kommutativer Ring (K, +, ) heiit Kdrper (engl. field), falls (K \ {0}, )
eine abelsche Gruppe ist.

Genau wie im Fall der Ringe ist nicht unmittelbar klar, warum sich der Begriff , Korper® fiir diese
Struktur eingebiirgert hat. Es besteht jedenfalls kein offensichtlicher Zusammenhang zu den Kérpern
der Geometrie (Wiirfel, Kugeln, usw.). Der englische Begriff field ist auch nicht besonders gut motiviert.
Der Hintergrund ist wahrscheinlich einfach, dass es in der Umgangssprache kein Wort gibt, das den
Sachverhalt treffend beschreibt.

Satz 12. Sei (K, +,-) ein Koérper und z,y € K. Dann gilt zy =0 =2 =0V y = 0.

Beweis. Seien z,y € K mit xy = 0. Zu zeigen, x = 0 oder y = 0. Wir nehmen an, dass = # 0
ist, und zeigen, dass dann y = 0 sein muss. Da K ein Korper ist, gibt es in K \ {0} zu jedem
Element ein Inverses beziiglich -. Da z nach Annahme nicht Null ist, existiert also 2~'. Aus
zy = 0 folgt dann z 'y = 2710, also 1y = 0, also y = 0, wie behauptet. [

Beispiel.

1. (Q,+,-), (R,+,-) sind Koérper, aber (Z,+,-) nicht, da z.B. 2 € Z nicht beziiglich -
invertierbar ist. (2 € Q natiirlich schon).

2. (Zy,+, ) ist genau dann ein Korper, wenn m eine Primzahl ist.

3. Sei Q(v2) := {a+bv2:a,bc Q} CR. Zusammen mit der iiblichen Addition und
Multiplikation aus R bildet Q(v/2) einen Ring, denn

(a+b0V2) +(c+dV2) = (a+c) + (b+d)V2
VD)  eaw?) QD)

und
(a+bV2) (c+ dV?2) = (ac + 2bd) + (be + ad)V/2,

€Q(V2) €Q(v2) €Q(v2)

d.h. Q(v/2) C R ist abgeschlossen unter + und - und damit ein Unterring von R.

Es ist auflerdem ein Koérper, denn

1 a—bv/2

atbvV2  (atbv2)(a—bv2)
_ a b NG

a2 — 202 a2 —202 '
—_—

cQ €Q

-~

€Q(V?2)

Beachte dabei, dass fiir a,b # 0 immer gilt a® — 2b # 0, weil v/2 ¢ Q.
4. Sei C:= R x R mit
(a,b) + (¢ d) = (a+c,b+ d)
(a,b) - (¢,d) := (ac — bd, bc + ad).
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Dann ist C ein Kérper. Man hat dort 1(C = ( 1R, 0) und definiert i := (0, 1), so dass
€ €

C={a+bi:abeR}

Beachte: i2 = (0,1) - (0,1) = (=1,0) = —1, also ,,i = v/—1°.

Die Elemente von C nennt man komplexe Zahlen. Das Element i € C nennt man die
imagindre Finheit. Fir eine komplexe Zahl ¢ = a + bi € C mit a,b € R nennt man
Re(c) := a den Realteil und Im(c) := b den Imagindrteil.

. Sei K ein Korper und R = K[X] der Ring der Polynome iiber K. Dieser Ring ist kein
Korper, aber man kann sich einen Korper iiberlegen, der K[X] enthélt. Und zwar so:
Auf R x (R\ {0}) wird durch

(p1,p2) ~ (q1,92) <= Fu,v e R\ {0} : (up1,up2) = (vq1,vq2)

eine Aquivalenzrelation definiert. (Beweis: Ubung.) Die Elemente von K (X) := (R x
(R\ {0}))/~ heiBen rationale Funktionen.

Statt [(p1,p2)]~ schreibt man £ und statt &t einfach p;.

Rationale Funktionen sind also Briiche von Polynomen, und die Aquivalenzrelation
gewihrleistet das Kiirzen und Erweitern von Briichen.

Beachte: Rationale Funktionen sind nicht Funktionen im Sinn von Abschnitt 3, sondern
heiflen blof so. In Wahrheit handelt es sich um rein algebraische Gebilde. Es ist deshalb
auch egal, ob der Nenner fiir eine bestimmte ,,Belegung®“ von X mit einem Element von
K Null wird. Das Symbol X steht hier nicht fiir eine Variable, sondern fiir das Element
(0,1,0,0,...) € K[X] (vgl. Bsp. 7 nach Def. 15).

Jedenfalls gilt: K(X) ist ein Koérper, wenn man Addition und Multiplikation definiert
durch

p1 @ _ P1G2+ p2qu

+
p2 q2 q1492
P @1 _ pip2
b2 Q2 q1492

In ganz &hnlicher Weise wie K (X) aus K[X] erzeugt wird, erhilt man den Korper Q
aus dem Ring Z.

. Sei K ein Koérper und R = K[[X]] der Ring der formalen Potenzreihen iiber K. Dieser
Ring ist kein Kérper, da nicht jedes a € R\ {0} ein multiplikatives Inverses in K[[X]]

hat. Zum Beispiel ist a = X nicht invertierbar. Man kann aber zeigen, dass eine formale
o

Potenzreihe E an, X™ genau dann invertierbar ist, wenn ag # 0 ist. Das motiviert

n=0
folgende Konstruktion:

Betrachte die Menge
K((X)):= {0} U { 3 4 X" € K[[X]] : ag # o} x 7
n=0
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Wir schreiben X¢3Y>° [ a, X™ oder Y00 an— X" statt (3o anX™, €) und definieren
Addition und Multiplikation in der Weise, die durch diese Notation suggeriert wird,
also insbesondere (X¢aq) - (X%az) := X2 (ajaz), wobei ajay das Produkt in K[[X]]
bezeichnet. (Beachte: der Koeffizient von X 0in ajay ist genau das Produkt der Koeffi-
zienten von X in a; und a9, also von Null verschieden.)

Von 0 verschiedene Elemente X€a € K((X)) kann man dann immer in K((X)) in-
vertieren: (X¢)™! = X €a~!, wobei a~! das multiplikative Inverse von a in K[[X]]
ist.

Die Elemente von K ((X)) heiflen formale Laurent-Reihen.

K((X)) ist ein Korper.

Allgemein bedeutet , K ist ein Korper“, dass man mit den Elementen von K in gewohnter Weise
rechnen kann, d. h. dass es in K eine Addition, eine Subtraktion, eine Multiplikation und eine Division
gibt, die den gewohnten Rechenregeln gehorchen. Das allein ist fiir die Theorie der Linearen Algebra
entscheidend. Es ist unbedeutend, ob wir in Q oder in R oder in irgendeinem anderen Koérper rech-
nen. Wir werden Definitionen und Sétze deshalb fiir einen beliebigen Korper K formulieren, anstatt
mehrmals fiir verschiedene konkrete Korper. In Beispielen betrachten wir meist K = Q oder K = R.
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Teil 11

Vektoren und Matrizen
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7 Vektoren
Ab jetzt sei K = (K, +, ) immer ein (beliebiger) Korper.

Definition 17. Ein Element von K" = K x -+ x K heift Vektor (im engeren Sinne, vgl.
Def. 29). Die Addition von Vektoren ist definiert durch

+: K" x K" - K", (al,...,an)*—(bl,...,bn) = (al#—bl,ag—i—bg,...,an—i—bn).

Vektor-Addition Korper-Addition

Die Skalarmultiplikation ist definiert durch

S Kx K'Y= K" a-(a,...,an) = (a-a1,aa,...,aa,).

Skalarmultipliation Korper-Multiplikation

ai
Statt (aq,...,a,) schreibt man auch

an

Beispiel. K =R, n = 2. Vektoren repréisentieren Punkte in der Ebene oder ,,Richtungen®.

Z2 T2

Bei der Interpretation von Richtungen als Pfeilen ist der Startpunkt des Pfeils ohne Bedeu-
tung. Pfeile, die gleich lang sind und in die gleiche Richtung zeigen, veranschaulichen den
gleichen Vektor, selbst wenn ihre Startpunkte verschieden sind.

Addition mit einem Vektor entspricht der Verschiebung eines Punktes bzw. der Kombination
zweier Richtungen.
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2
T 1 b
(3,2)
i L@ 1 a
92 (171) } 1 a+b
1
1{ 2
[ S S A R % s T]
1
T 5 |

Skalarmultiplikation entspricht der Streckung oder Stauchung eines Vektors.

2a

N[ =

Fiir n > 2 ist die geometrische Anschauung entsprechend, wenn auch weniger angenehm zu
zeichnen.

Satz 13. (K", +) ist eine abelsche Gruppe. Ihr Neutralelement ist 0 := (0, ..., 0).

Beweis. Folgt unmittelbar aus der Definition von + und der Tatsache, dass (K,+) eine
abelsche Gruppe mit Neutralelement 0 ist. [

Satz 14. Fiir alle o, 8 € K und alle v, w € K" gilt:
. (a+p) - v=a-v+p-v

2. (af)-v=a-(8-v)

J.a-(vtw)=a-v+a-w

5 av=0=a=0Vv=0
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Beweis. Ubung. ]
Mit Vektoren kann man geometrische Objekte beschreiben. Zum Beispiel ist
Ala,bye) = {aa+ Bb+rye:a, B,y €0, 1), a+ 4+ =1}

das Dreieck mit den Eckpunkten a,b,c € R™:

1. 1.p4 1.
gl btgec c=0-a+0-b+1-¢c
[ ]
a=1-a+0-b+0-¢c
®

e 0-at+i-b+i-c

[ ]
b=0-a+1-b+0-¢

Ein Ausdruck der Form
@11+ U,
mit ay,...,q, € Kund vy,...,v, € K" heiit Linearkombination von vy, ...,v,. Von besonderem

Interesse in der linearen Algebra sind die geometrischen Objekte, die aus allen Linearkombinationen
von bestimmten gegebenen Vektoren bestehen.

Sind zum Beispiel vy, ve zwei Vektoren im R3, so ist { av; + Bvs : o, 8 € R} eine Ebene durch die
Punkte (0,0), v; und vg, ...

U1

U2

... es sei denn, dass fiir ein bestimmtes Paar (a, ) € R?\ {(0,0)} gilt av; + fvg = 0. In diesem Fall
wire {avy + Bus : o, 8 € R} = {aw; : @ € R} blof eine Gerade durch die Punkte (0,0) und v; (und
vy ein Punkt irgendwo auf dieser Gerade), es sei denn, dass sogar v1 = vy = 0 ist. In diesem Fall wiire
{avy + Pva : a, € R} = {(0,0)} blof ein isolierter Punkt.

Definition 18. vy, ..., v, € K" heiflen linear abhingig, falls es aq, ..., a;, € K gibt, von de-
nen mindestens eins von 0 verschieden ist, und fiir die gilt ayv1+- - -+ v = 0. Anderenfalls
heilen vy, ..., vy, linear unabhdingig.

Beispiel. Die Vektoren

1 4 7
{9 |8
3 6 9



sind linear abhéngig, weil
1 4 7 0
-2 +(-2)-(5|+1-|8]={0
3 6 9 0

Achtung: Aus der paarweisen linearen Unabhéngigkeit von v; und v; fiir alle 4, j folgt im

allgemeinen nicht, dass v, ..., v,, insgesamt linear unabhéngig sind. Im vorliegenden Beispiel
1 4 1 7 4
sind | 2 | und | 5 | linear unabhéngig, und | 2 | und | 8 | sind linear unabhéngig, und | 5
3 6 3 9 6
7
und | 8 | sind linear unabhéngig, aber alle drei Vektoren miteinander sind abhéngig.
9

Fiir Teilmengen A C B C K" gilt nur: wenn A linear abhingig ist, dann auch B, und wenn B
linear unabhéingig ist, dann auch A. Aber aus der linearen Unabhéngigkeit von A folgt nichts iiber die
lineare Unabhéangigkeit von B, und aus der linearen Abhingigkeit von B folgt nichts tiber die lineare
Abhéngigkeit von A (vgl. Satz 38 in Abschnitt 14).

Anschauung: Wenn v, v, v3 € R? linear abhingig sind, dann liegt der Punkt vz in der Ebene durch
die Punkte (0,0,0), v; und vs.

Satz 15. Seien vq,...,v,;, € K" und
U:={av1+ 4+ amvm :a1,...,ay, e K} CK"

die Menge aller Linearkombinationen von v, ..., v,,. Dann ist (U, +) eine Untergruppe von
(K™, +).

Beweis. Zu zeigen: (a) U # 0, (b)Va,beU:a+beU,(c)VaeU:—aeU.
zu (a): 0 =0vy + -+ 0v,, € U.

zu (b): Seien a,b € U. Nach Definition von U gibt es dann ayq, ...,y € Kund f4,..., 6, € K
mit

a=aoa1v] + -+ apvm
bzﬁl”l“‘"""ﬁm”m-

Daraus folgt durch Addition der beiden Gleichungen

a+b= (a1 +p1)vi+ -+ (m+ Bm) vm € U.
—_——— —————

eK eK
zu (c): Sei a € U, etwa a = vy + -+ + apvy, fiir gewisse aq, ..., an, € K. Dann gilt auch
—a=—(qv1 + -+ amvy) = (—aq)vy + - + (—am)vm € U. "

8 Matrizen
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Definition 19. Seien n,m, k € N. Eine Matriz ist ein Element von K™*" := (K™)". Schreib-
weise:

a1’1 oo al’m
A=((ai)iym =1+ . 1 €K™
a’TL,l Y an’m
ai,j
Der Vektor : € K" heifit die j-te Spalte von A, der Vektor (a;1,...,a;m) € K™ heifit
an7j

die i-te Zeile von A.

Konvention: Bei einem Doppelindex (7, j) bezieht sich immer die erste Komponente auf die
Zeile und die zweite auf die Spalte, in der der Matrixeintrag a; ; steht. Insbesondere hat eine
(n x m)-Matrix stets n Zeilen und m Spalten.

Fiir
a1l o Aaim bii o big
A= - ¢ | €K™ und B=| : .. |ek™k
an,1 " QGnm bm,l T bm,k
wird das Matrizprodukt
1,1 - Clk
AB:=|: - [eg™*
Cnil ° Cpk
definiert durch ¢; j := Y  a;ebe; (i=1,...,n,j=1,... k).

Beispiel.
1.
1] -1
sl o | o (1 +42-343-2] 1-(=1)+2-0+3-4
45 6) \5| 4 - \4:1+5-3+6-2 4-(-1)+5-0+6-4
(13 11 22
_<31 20>€]R '
2.
L -1\ o[ 1-1+4(-1)-4 1-2+(-1)-5 1-3+(-1)-6
(4 s lg)=1 3-1+0-4 3:240-5 3:34+0-6
2 4 / 2-1+4-4 2-24+4-5 2-3+4-6
-3 -3 -3
=3 6 9 |er¥
18 24 30

3. Das Matrixprodukt

1 3 0\ /1 2 3
-1 2 4)\4 5 6
ist nicht definiert. Die Formate passen nicht. In einem Matrixprodukt A - B muss A

genau so viele Spalten haben wie B Zeilen hat.
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4. Vektoren (d.h. Elemente von K") lassen sich als spezielle Matrizen auffassen, je nach
Bedarf als Elemente von K!*" (dann spricht man von Zeilenvektoren) oder von Km*!
(dann spricht man von Spaltenvektoren). Insbesondere kann man Matrizen mit Vektoren
multiplizieren, wenn die Formate passen. Zum Beispiel:

12 3\ /1 1-142-(-1)+3-2 5
45 6) (1 —|4-145-(-1)+6-2| =11
78 9/ \ 2 7-148-(=1)49-2 17
123
(1,1,2)-(4 5 6| =(11,13,15).
789

Fiir Vektoren in K" wollen wir uns nicht festlegen, ob sie nun Zeilen- oder Spaltenvek-
toren sein sollen. Es sind einfach Vektoren. Wenn es auf eine bestimmte Interpretation
ankommt, wird immer aus dem Zusammenhang klar sein, welche gemeint ist.

Insbesondere wollen wir folgende notationelle Konvention machen: Sind vy, . .., v, € K"

Vektoren, so bezeichnet (v1, v, ..., vy,) € K"*™ die Matrix, deren Spalten die vy, ..., vy,

sind. (Dabei werden die v; also als Spaltenvektoren interpretiert.) Dagegen soll mit der
V1

Notation : e K™*" die Matrix gemeint sein, deren Zeilen die vy, ..., v, sind.

Um,
(Dabei werden die v; also als Zeilenvektoren interpretiert.)

Eine Matrix A € K™*™ beschreibt eine Funktion ¢: K™ — K", ¢(v) := A-v. Diese Funktion , transfor-
miert“ den Raum K™ auf eine bestimmte Weise in (eine Teilmenge von) K”. Eine klassische Anwendung
ist das Zeichnen von dreidimensionalen Objekten auf zweidimensionalem Papier. Hierbei ist m = 3,
n = 2, und eine mogliche Matrix ist

as (b0 ey

Ein Punkt (z,y,z) € R wird von A auf den Punkt (z — 32,y — 2z) € R? abgebildet. Beachte, dass
mehrere Punkte der Ebene dasselbe Urbild im dreidimensionalen Raum haben koennen. Zum Beispiel
ist (1,1,0) # (2,2,2), aber ¢(1,1,0) = ¢(2,2,2) = (1,1).

Ist A € K™ und ist e; = (0,...,0,1,0,...,0) der i-te Einheitsvektor, also der Vektor, an dessen
i-ter Komponente eine 1 steht und dessen andere Komponenten alle 0 sind, so ist A - e; genau die
j-te Spalte von A und e; - A die i-te Zeile. Die Spalten von A zeigen also an, auf welche Punkte die
Einheitsvektoren abgebildet werden.
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— o O

_(—1/2
! ( ) -(502)
Weitere Beispiele im Fall n = m = 2:

o A= ((1) (2)> dehnt die Ebene in vertikaler Richtung.

e B= \/Lﬁ G _11) dreht die Ebene um 45 Grad entgegen dem Uhrzeigersinn.
10 . .
o (= 11 bewirkt eine sogenannte Scherung der Ebene.

Satz 16. Fiir alle A € K™, B c K™*k C ¢ KF*¢ gilt (A-B)-C =A-(B-C).
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Beweis. Scien A = ((a;)))% 1, B = ((bij))jF 11, C = ((cij))¥ ;_,- Der (i, j)-te Eintrag

von (A - B) - C lautet dann

k m k. m m k m k
§ ( ai,vbv,u> Cu,j = § § ai,vbv,ucu,j = § E ai,vbv,ucu,j = § (ai,v § bv,ucu,j>;
v=1 u=1

u=1 u=1v=1 v=1u=1 v=1
und letzteres ist gerade der (i, j)-te Eintrag von A - (B - C). Da alle Eintrige von (A- B) - C
und A - (B - C) tibereinstimmen, folgt die Behauptung. ]

Daraus folgt insbesondere, dass Matrixmultiplikation der Verkettung der entsprechenden Funktionen
entspricht. Aulerdem folgt, dass (K™*",-) ein Monoid ist, mit der sogenannten Einheitsmatriz

1 0 --- 0

I, = 0
SRR
0 0 1

als Neutralelement. Ist es auch eine Gruppe?

Beispiel.
1. A= L2 ist invertierbar: fiir B = _32 11 gilt
3 4 7 T3
10
A-BB-A(O 1)[2.

2. A= Lo ist nicht invertierbar, denn gébe es eine Inverse B = bii biz , dann
1 0 b1 b2

miisste gelten:
b171 b172 1 0 - 1)171 + b172 0 i 1 0
b1 b22 1 0/ bo1+b2a O —\0 1)”

b1’1—|—b1,2:1 0=0
b2’1 + b2,2 =0 0=1.

also

Die vierte Gleichung ist offensichtlich nicht zu erfiillen, egal wie wir die b; ; wihlen.

Definition 20. GL(n,K) :={A € K" :3 B € K"" : AB = BA = I, } heifit die lineare
Gruppe der Grofle n iiber dem Korper K.
Die Matrix B mit AB = BA = I,, heiit Inverse von A. Notation: A~! = B.

Wegen Satz 16 ist klar, dass GL(n,K) zusammen mit der Matrixmultiplikation eine Gruppe bildet.
Diese Gruppe ist nicht kommutativ, z. B. gilt

(3G 8= %)
G865

In diesem Zusammenhang sei an die Rechenregel (AB)~! = B~1A~! erinnert.

47



Satz 17.

1. K™*™ bildet zusammen mit der Addition

o =

an,1 - QGnm bp1 - bn,m an,1+bn,1 ce an,m+bn,m

)

a1 Aim big - bim ar1+bir 0 armtbim

und der Matrixmultiplikation einen (nicht-kommutativen!) Ring mit Eins.
2. Fiir die Skalarmultiplikation

ailr ot Aim aayl - QAlm
. nxm nxm . . . .
< Kx K — K , o« : . : =

ap1 - Qnm Qlp1 -+ OAnpm

und die Addition gelten die Gesetze a(A + B) = aA + aB, (a + f)A = aA + BA,
(af)A = a(BA), 1A = A, und («A)C = a(AC), jeweils fiir alle o, 5 € K, A, B € K"*"™,
C € Kmxk,

Beweis. Ubung. ]

Definition 21. Die Transposition von Matrizen ist definiert durch

ail o Aim arir - an,1
‘T: Knxm _>Km><n’ _

T

W N =
S T
© 0

1 2 3
Beispiel. [4 5 6 =
789

Satz 18.

1. Fiir alle A € K™™ und B € K™*¥ gilt (AB)T = BT AT,

2. Fiir alle A € GL(n,K) gilt (A7) = (4",

Beweis.
1. Es seien a;; und b; ; die Eintrége von A bzw. B in der i-ten Zeile und j-ten Spalte. Der

(i,j)-te Eintrag von (AB)T ist nach Definition der Transposition gleich dem (j,%)-ten
Eintrag von AB, und dieser ist nach Definition der Matrixmultiplikation gleich

m
E aj,gbg,i.
/=1
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Der (i, j)-te Eintrag von BT AT ist

m m
Z bejaje= ) ajobg;.
(=1 T =1

(¢,7)-Eintrag von AT

(i, £)-Eintrag von BT
Die Eintrage sind also gleich.
2. Es gilt AA~! = I,,. Mit Teil 1 des Satzes folgt

(AAHYT =17 =1,,
—_——
=(A-1)TAT
also (A1) TAT =1,,. ]

Definition 22. Sei 7 € S, eine Permutation. Dann heifit die Matrix A = ((a;;))7;=; € K"™*"

mit
1 falls7(i) =]
%5 =Y 0 sonst

die zu 7w gehorige Permutationsmatriz.

Beispiel. Die zu 7 = [; i :; 11] € Sy gehorige Permutationsmatrix lautet
0100
00 01
A= 0010
1 000

Zum Beispiel steht in Zeile 2 eine Eins in der vierten Spalte, weil 7(2) = 4 ist.

Multiplikation einer Permutationsmatrix mit einem Vektor permutiert die Eintrdge des Vek-
tors:

01 00 a O0a + 1b+ 0c 4 0d b
000 1|[{b] [oa+ob+oct+1ra| |4
0010 c|l |0a+0b+1c+0d]| | c
1 0 0 O d la + 0b+ 0c + 0d a

A ist genau dann eine Permutationsmatrix, wenn in jeder Zeile und in jeder Spalte genau eine
Eins und sonst nur Nullen stehen.

Satz 19. Es sei P, die Permutationsmatrix zu einer Permutation = € S,,. Dann gilt:
1. Vm,0 €8, : Py = PPy,
2.VreS,:P,a=P =P

3. Fiir jede Matrix A = ((a;;));';=; und jede Permutation 7 € S, gilt

((aﬂ'(i),ﬂ'(j)))?;jz:[ = PWAP7:1
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Beweis.

1. Seien m,0 € S, beliebig. Nach Definition ist

_ 1 falls w(i) =j
Pr= (@ mitay={ o o0

. 1 fallso(i) =7
Py = ((biy))ij= mit bij = { 0 sonst v

Sei Pr Py = ((¢ij))7j=1- Dann gilt:

(1 falls7(i) =kund o(k) =j
“ 1 0 sonst

{ 1 falls o(m(i)) = j

0 sonst

0 sonst

_ { 1 falls (om)(i) =4

2. Aus der Definition folgt unmittelbar P,q = I,,. Unter Verwendung von Teil 1 erhilt man
daraus

I, = Pq = P11 = P1Fp,
und damit Pyt =P 1.

Die Behauptung P, -1 = P folgt aus w(i) = j <= 7 '(j) = .

3. Wir verwenden die Notation

Oy i=

)

1 fallsu=w
0 sonst

fiir u,v € N. Fiir den Eintrag an Position (i,5) von P_!AP, ergibt sich unter Verwen-
dung von Teil 2

> Oniy D OkiSin(s);
k=1 =1

Ak, (4)

=Ax(i),7(4)

wie behauptet. [

Die Abbildung h: S,, = GL(n,K), 7 — P,-1 ist ein injektiver Gruppenhomomorphismus.
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9 Gleichungssysteme

Viele Probleme in der linearen Algebra lassen sich zuriickfithren auf ein Problem von folgendem Typ:
Gegeben A € K"*™_ finde alle x € K™, so dass Ax =0 € K".
Man nennt dieses Problem ein lineares Gleichungssystem und L = {z € K™ : Az = 0} dessen

Losungsmenge. Jedes Element € L heifit Losung des Gleichungssystems. Man sagt auch, L ist der
Kern der Matrix A, Notation: ker A := L.

e Wie findet man Losungen eines linearen Gleichungssystems?

e Was lisst sich iiber die Struktur der Losungsmenge sagen?

Schreibe
a1,1 a1,m
A= :
Qn,1 e An,m
fiir die bekannten Daten und
Z1
Tr =
LTm
fiir die unbekannten Daten. Dann lautet das Problem also, alle x1, ...,z € K zu finden mit

a11x1 + -+ a1,mTy =0
A 42,171 +-+ a2 mTm = 0
A

AN ap1®1+ -+ QpmTm = 0.

Das System besteht aus n Gleichungen und m Variablen.

Beispiel:

21’1 + 71’2 =0
31‘1 — 21‘2 =0.

Beobachtung: Die Losungsmenge dndert sich nicht, wenn man
e Gleichungen mit einer von 0 verschiedenen Konstanten multipliziert,
e Das c-fache einer Gleichung zu einer anderen Gleichung dazuaddiert, fiir ein beliebiges ¢ € K,

e Gleichungen vertauscht.

All diese Operationen lassen sich durch eine Operation vom gleichen Typ wieder riickgédngig machen.

Idee: Verwende diese Operationen, um ein gegebenes Gleichungssystem systematisch in eine Form zu
bringen, aus der sich die Losungen leicht ablesen lassen.
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Beispiel.

1.
I| 221 +729=0
1I 3£L‘1 - 21‘2 =0
H_;i;%I I 2%1 + 7%2 =0
II | Oz — 225 =0
2
T I|2214+722=0
= I | Oz1 4 12z =0
I—;I:—ZH I|2214+022=0
II | Oy + 122 =0
1
=351 1|1z +0x9=0
= I | Oz1 4 12z =0
and (z1,22) = (0,0)
Also ist in diesem Fall L = {(8)} die Losungsmenge des Gleichungssystems.
Handlichere Schreibweise fiir die gleiche Rechnung:
2 7 —3/2 2 7
< <~
3 -2 3+ 0 -%) | -2
2 7 j+ 2 0\ |3 10
<~ <~
0 1 -7 01 01
2.
I 21‘1 — 31‘2 =0
IT | —4x1 + 622 =0
1—11+21 I| 221 —325=0
e 1T | Oz + 0z = 0
< 201 — 329 =0

In diesem Fall kann z9 beliebig gewihlt werden, z.B. o = a € Q, und fiir jede Wahl
gibt es genau eine passende Wahl von 1, ndmlich z; = %a. Die Losungsmenge hat also

die Gestalt
L= {a<3{2) raeQ}.

3. Ein Beispiel mit drei Gleichungen und drei Variablen:

I[0x1+420—23=0
II | 121 + 229 + 023 =0
III | 11 — 29+ 2253 =0
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Wir verwenden gleich die handlichere Schreibweise:

0 4 -1 1 2 0 -1
1 2 0 j ~ 0 4 -1 1 ~
1 -1 2 1 -1 2 +
1 2 0 1 2 0 0
0 -1 506 (04 1 < (04 -1 e
0 -3 2 1+ 00 2/ -4 00 1 j
1 2 0 <—T+ 1 0 0
040|332 « (010
0 01 0 01
0
Die Losungsmenge ist also offensichtlich L = {[ 0 | }.
0

Definition 23.

1. Eine Matrix A heifit in Treppenform (TF) (engl. echelon form), falls gilt:

(a) A= (1,%x%,...,%) € K™ oder

(b) A =0, oder
1 % - x
(c) A= : B fiir eine Matrix B € K(~)x(m=1) in Treppenform, oder
0
0
(d) A=|: B fiir eine Matrix B € K»*(™=1) in Treppenform.
0

Dabei stehen die Symbole x* fiir beliebige (nicht notwendigerweise identische) Elemente
von K.

2. Ist A in Treppenform, so heiflen die Stellen (4, j) mit a;; = a;2 = -+ = a;,j—1 = 0 und
a;; = 1 die Treppenstufen von A.

3. A heifit Treppennormalform (TNF) (engl. reduced echelon form), falls A in Treppenform
ist und zusétzlich fiir alle ihre Treppenstufen (7,7) gilt a1; =as; =--- =a;—1; = 0.
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Beispiel. Eine Matrix in Treppenform:

1 % % % % % % % % % % * % % x
0 0 1 * % * % * * % * *x * * %
0 OO0 0 0 1 % % % *x x % % %
0O OO0 00 0 1 % % % x % % x
0O OO 0O O0O0O0 0 1 % % % x x x
000 O0OO0OOO0OOT OO OO 0OT1T *x % =«
000 O0OO0OOO0OOTODOTU OO OO OO 0O
000 0OOOOOOOSOODODOQO0ODO
Eine Matrix in Treppennormalform:
1 « 0 %« x x 0 0 0 x *x 0 % *x x
0 01 «x x %« 0 0 0 x % 0 % x x
0O 0O0OO0OO0OO0OT1TO0UO0 *x %x 0 % %= =x
000 0O0OO0OO0OT1U0=* % 0 % % =
000 0O0OO0OO0OO0OTI1 =% % 0 % *x =
000 O0OO0OO0OO0OOTO0ODOO0OT1 *x %
000 0OOOOOOOTOO OO OO O0ODO
000 O0OO0OOOOOOTU OOQOO OO 0OO0

Definition 24. Zwei Matrizen A, B € K"*™ heiflen dquivalent, geschrieben A <> B, falls
es Matrizen Eq,...,E, € K" gibt, so dass A = EpFy_1--- E1B, wobei jedes F; eine der
folgenden drei moéglichen Formen hat:

1. Alle Eintrége jenseits der Diagonalen sind 0, die Eintrége auf der Diagonale sind nicht 0,
und mindestens n — 1 dieser Eintrége sind 1.

2. Alle Eintrage auf der Diagonalen sind 1, die Eintrige jenseits der Diagonale sind bis auf
hochstens eine Ausnahme 0.

3. Eine Permutationsmatrix fiir eine Permutation, die n — 2 Punkte fest ldsst und die
beiden anderen miteinander vertauscht.

Matrizen dieser Form heiflen Elementarmatrizen.

Beachte: Die Multiplikation einer Matrix von links mit einer dieser Matrizen entspricht genau der
Anwendung der vorher genannten Zeilenoperationen. Multiplikation dieser Matrizen von rechts bewirkt
die entsprechende Operation auf den Spalten der Matrix.
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Satz 20.

1. > ist eine Aquivalenzrelation auf K<™,
2. Jede Aquivalenzklasse enthilt genau eine Matrix in Treppenormalform.

3. Zwei Matrizen haben genau dann den gleichen Kern, wenn sie dquivalent sind.

Beweis. (Skizze)

1. Ubung.

2. Dass es mindestens eine TNF gibt, ergibt sich aus dem im folgenden beschriebenen
GauB-Algorithmus, der eine solche Form berechnet.

Fiir die Eindeutigkeit argumentiert man per Induktion iiber die Anzahl der Spalten der
Matrix und verwendet die rekursive Struktur der Definition.

3. Man konstruiert eine bijektive Abbildung zwischen den Matrizen in Treppennormalform
und den Mengen, die als Losungsmenge eines Gleichungssystems auftreten kénnen. m

Diese Argumente sind zugegebenermaflen nicht das, was wir normalerweise unter einem Beweis ver-
stehen. Das ist unbefriedigend, zumal der Satz durchaus eine zentrale Bedeutung fiir den Aufbau der
linearen Algebra hat und man tunlichts vermeiden sollte, Folgerungen aus Behauptungen zu ziehen, die
nicht liickenlos bewiesen wurden. Selbstverstandlich kann man den Beweis des Satzes auch nach allen
Regeln der Kunst formal sauber aufschreiben. Nur wird er dann recht technisch und langlich, und man
sieht nicht wirklich, was vor sich geht. Wir wollen deshalb ausnahmsweise darauf verzichten, und uns
blo} anhand von Beispielen von der Richtigkeit der Aussagen iiberzeugen. Wer dem nicht traut, sollte
keine Schwierigkeiten haben, in der einschléigigen Literatur einen ausformulierten formalen Beweis zu
finden.

Um die Losungsmenge eines Gleichungssystems zu bestimmen, bringt man die Matrix zuerst in Trep-
pennormalform. Daraus kann man dann eine explizite Darstellung der Losungsmenge ablesen. Wir
formulieren dieses Vorgehen als drei separate Algorithmen. Der erste bringt eine gegebene Matrix in
Treppenform, der zweite eine gegebene Treppenform in Treppennormalform, und der dritte bestimmt
aus einer gegebenen Treppennormalform eine Beschreibung des Kerns. Alle drei Algorithmen bezeich-
net man als Gauf-Algorithmus oder Gauf-Elimination.

Algorithmus 1. Eingabe: A = ((a;;));27 ;= € K™
Ausgabe: Eine zu A dquivalente Treppenform.

1 r:=1

2 fire=1,...,m:

3 wenn 3 p € {r,...,n}: Alp,c] # 0, dann:

4 wéahle so ein p

5 wenn p # r, dann vertausche die Zeilen p und r

6 multipliziere die Zeile r mit 1/A[r, ¢|

7 firi=r+1,...,n:

8 addiere das (—AJi, c])-fache der Zeile r zur Zeile 4
9 ri=r+1
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10 gib A als Ergebnis zuriick

Der Algorithmus ist so beschrieben, dass er die Eintrige der Matrix A im Laufe der Rechnung
verdndert. Mit der Notation A[i, j] sind die Kérperelemente gemeint, die zum aktuellen Zeitpunkt
gerade an Position (4,j) in der Matrix stehen. Insbesondere gilt also A[r,c] # 0 in Schritt 6, denn
durch die Vertauschung in Schritt 5 steht jetzt in Schritt r, was vorher in Zeile p stand, und diese Zeile
war in Schritt 4 gerade so gewihlt, dass A[p, c] # 0 ist.

Algorithmus 2. Eingabe: A € K™*™ in Treppenform
Ausgabe: Eine zu A dquivalente Treppennormalform.

1 firr=mn,...,1:

2 wenn 3 j € {1,...,m}: Alr,j] # 0, dann:

3 wéahle das kleinste solche j

4 fuiri=1,...,r—1:

5 addiere das (—A[i, j])-fache von Zeile r zur Zeile i
6 gib A als Ergebnis zuriick

Beispiel. Wie kommt man von einer TNF zur entsprechenden Lésungsmenge? Betrachte

103 06 0
120 5 0
1 40
1
Als Gleichungssystem geschrieben:
I | = + 3z3 + 6x5 =0
11 T2 + 223 + 5w =
IIT x4 +4dxs =0
v i =0

Wir stellen jede Gleichung nach der ersten vorkommenden Variablen frei und ergénzen zur
Verdeutlichung der Situation triviale Gleichungen fiir die Variablen, die keine eigene Gleichung
haben:

I = —31’3 — 61’5
To = —21’3 - 51’5
T3 = I3

T4 = —41}5

5 = Iy

T = 0

In dieser Darstellung sieht man, dass die Losungsmenge von zwei frei wahlbaren Parametern
abhéngt, die x3 und x5 entsprechen. Fiir jede (beliebige) Wahl von z3 und x5 sind die Werte
aller anderen Variablen dann eindeutig bestimmt. Die Losungsmenge lésst sich also schreiben
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als

-3 —6
-2 )
1 0
L—{a 0 + B 4 a,Be@}.
0 1
0 0

Trick: Die Vektoren, die in der Beschreibung der Losungsmenge stehen, kann man wie folgt
bekommen. Erginze die TNF mit zusétzlichen Zeilen der Form (0,...,0,—1,0,...,0), und
zwar so, dass eine Matrix entsteht, die unterhalb der Diagonalen lauter Nullen hat, und auf
deren Diagonalen nur +1 und —1 stehen. Die Losungsmenge L besteht dann genau aus den
Linearkombinationen aller Spalten, bei denen —1 auf der Diagonalen steht.

Im vorliegenden Beispiel ist in der TNF eine solche Zeile zwischen der dritten und der vierten
sowie zwischen der vorletzten und der letzten Zeile einzufiigen. Man erhélt dann

1 0[3]l0[6]0
01/2]0]5]0

neu —|[0 0 [-1] 0 [0 ] 0]
0 0Jlo[1]4]0

neu —{[0 0 [0/ 0 [-1] 0]
0 0[o]ofo]1
A

Algorithmus 3. Eingabe: A € K"*™ in TNF
Ausgabe: Eine Menge {b1,...,b;}, so dass

L={aiby+ - +agb:aq,...,a, € K}

die Losungsmenge des Gleichungssystems Az = 0 ist.

1 firr=1,...,m:
2 wenn A[r,r] =0, dann:
3 fiige —e, = (0,...,0,—1,0...,0) € K™ als zusitzliche Zeile zwischen der rten und
der (r — 1)ten ein.
4 B=10
5 fire=1,...,m:
6 wenn Alc, ] = —1, dann:
All, (]
7 B=DBU{ : }
Aln, ]

8 gib B als Ergebnis zuriick
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Algorithmus 4. (GauB-Algorithmus)
Eingabe: A € K"*™
Ausgabe: Eine Menge {by,...,b;}, so dass

L={aiby+ - +apb:aq,...,a, € K}
die Losungsmenge des Gleichungssystems Az = 0 ist.

1 Berechne eine Treppenform B von A mit Algorithmus 1

2 Berechne eine Treppennormalform C' von B mit Algorithmus 2
3 Berechne {b1,...,b;} aus C' mit Algorithmus 3

4 gib {b1,...,bx} als Ergebnis zuriick.

Beispiel. Es sei die Matrix

10101
12 210
A_01121
2 2 211

gegeben. Die Eintrége seien als Elemente von Zs zu verstehen, d.h. es gilt z.B. 2-2 =1 und
14+ 2 = 0. Gesucht ist der Kern von A.

Schritt 1: Berechnung einer Treppenform von A. Der Algorithmus arbeitet sich dazu von links
nach rechts durch die Spalten der Matrix. In jedem Schritt ist nur die jeweils eingerahmte
Teilmatrix relevant. Dieser eingerahmte Teil wird in jedem Schritt um eine Spalte kiirzer.

1 01 01 2 A 1 01 01
12 210 ]+ 012 1 1 2/ |-2
—
01121 01 1 21
2 2 2 1 1) +—+ 012 0 1 2
1 01 01 1 01 01
011 2 21 2 A 012 21
— —
011 1 21 ]+ 0 01(2 0 Off |-2
012 01 2/ +——+ 0012 00
1 01 01 1 01 01
012 21 012 21
— —
0 011 00O 00100
0 012 00 ]+ 0 0 01[0 O

Schritt 2: Transformation der Treppenform in eine Treppennormalform. Hier geht man von
rechts nach links durch die Matrix. Von links nach rechts vorzugehen wiirde auch zum richtigen
Ergebnis fiithren, ist aber meist mit etwas mehr Rechenaufwand verbunden. Im vorliegenden
Beispiel ist es egal, weil es nur eine Treppenstufe gibt (némlich die in der dritten Zeile), iiber
der Eintrége stehen, die von Null verschieden sind. Dieser Rechenschritt konnte theoretisch
die Eintrdge in der eingerahmten Teilmatrix &ndern. Im vorliegenden Fall &ndern sich nur
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die Eintrdge oberhalb der dritten Treppenstufe, weil die Eintrédge rechts dieser Treppenstufe
zufiillig Null sind.

101 01 + 1 0 001

0112 21 j+ 010 21
—

001 0O 2 00100

0 00 0O 0 00O0O

Schritt 3: Bestimmung der Losungsvektoren aus der Treppennormalform. Wir miissen die
TNF durch hinzufiigen geeigneter negativer Einheitsvektoren zu einer Matrix ergénzen, und
zwar so, dass

e die Diagonale am Ende so viele Eintréige hat wie die Matrix Spalten hat (also hier fiinf),
e auf der Diagonalen keine Nullen mehr stehen,

e unterhalb der Diagonalen nur Nullen stehen.

Nullzeilen kann man, wenn man will, streichen. Im vorliegenden Beispiel erhélt man also, da
wir in Zgz rechnen und dort —1 = 2 gilt, die Matrix

SO O O
o O O = O
OO~ OO
SO N O N O
N OO = =

Diese Matrix ist nicht dquivalent zur TNF, sondern nur eine Hilfsmatrix, die es erleichtert,
die Losungsvektoren abzulesen. Dieses sind ndmlich genau jene Spalten, bei denen auf der
Diagonale —1 steht. Die Losungsmenge lautet also

ker A = {« + B co, B € Zs}.

SN O NN O
N OO ==

Satz 21. Die Menge {b1,...,bx}, die von Algorithmus 4 berechnet wird, ist linear un-
abhéngig.

Beweis. Wir diirfen annehmen, dass die b; in der Reihenfolge indiziert sind, in der der Al-
gorithmus sie findet.

Zu zeigen: fiir alle ayq, ..., o € K gilt:
artby+--4+apbp, =0 = a;=---=a;=0.
T T
€K™ eK
Seien also ajq,...,ar € K so dass aiby + -+ + agby = 0. Angenommen, nicht alle «; sind
Null. Dann gibt es ein ¢ € {1,...,k}, so dass a; # 0 und @41 = -+ = a = 0. Wenn j €
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{1,...,m} der maximale Index ist, so dass die j-te Komponente von b; von Null verschieden
ist, dann ist diese Komponente —1 und die j-te Komponente der Vektoren bi,...,b;—1 ist
Null. Das folgt aus Zeile 3 von Algorithmus 3. Die j-te Komponente der Linearkombination
a1by + -+ agby ist dann a0+ - - + ;10 — o + O(bi+1)j + -4 O(bk)j = —q4 7& 0. Damit
kann die Linearkombination nicht der Nullvektor sein. [

Spéter werden wir sagen, {b1,...,b;} ist eine ,Basis“ des Losungsraums, und k = |[{b1,...,bx}| ist
dessen ,Dimension*.

Algorithmus 4 berechnet also nicht die komplette Losungsmenge, sondern nur eine endliche Menge von
Vektoren, durch die sich alle (evtl. unendlich vielen) Losungen darstellen lassen. Wozu dann der ganze
Aufwand? Die Matrix A selbst ist schliellich auch eine endliche Menge von Vektoren, durch die sich
alle Losungen darstellen lassen: L = {z € K™ : Az = 0}. Warum ist eine Basis besser?

In der Tat kann man nicht pauschal sagen, dass eine Darstellung besser ist als die andere. Es kommt
darauf an, was man machen will. Wenn man z. B. einen Vektor € K™ gegeben hat und wissen will,
ob er in L liegt, dann ist eine Basis zunichst nicht sehr hilfreich. Einfacher ist es, Az auszurechnen
und zu schauen, ob 0 rauskommt. Umgekehrt, wenn man einen konkreten Losungsvektor sucht, dann
ist A nicht sehr hilfreich, aber eine Basis schon (jedes Basiselement ist ja insbesondere eine Losung;
wéhle a; = 1 und alle a; = 0 fiir j # 9).

Man sagt, ,L = {z € K™ : Ax = 0} ist eine implizite Darstellung von L, und man nennt ,L =
{ahy + - +apbg taq, ..., €K} ={(by,...,by)x : * € KF}“ eine explizite Darstellung.
Algorithmus 4 ist also ein Algorithmus, der eine implizite Darstellung in eine explizite Darstellung
umwandelt. Geht es auch umgekehrt? Klar!

Algorithmus 5. Eingabe: {b1,...,bx} C K™
Ausgabe: Eine Matrix A € K™*™ so dass ker A = {ayby + -+ + agbp : ..., € K}

b1
1 SeiB=|: | eKkm
br
2 Berechne ay,...,a, € K™, so dass

{zeK":Bx=0}={aia1+ - +anap:ai,...,a, € K}
a

3 gibA=| 1 | € K™ als Ergebnis zuriick.
an

Um die Korrektheit dieses Algorithmus zu zeigen, muss man beweisen

{zeK":Bx=0}={a1+ -+ ana,:ai,...,a, €K}
= {zeK": Az =0}={a1b1+ -+ agbp:1,...,a, €K}
»,2“ Nach Annahme gilt

bl bl ’
(a1,...,a,) =0 K" = S R (T =0e Kk,
| —
b €Kmxn b
€Kk><7n a1
=1 | (b1, lp)
G,
——
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also gilt Ab; = 0 fir alle ¢, und damit auch

A (a1by + -+ + agbg)
= a1 Ab; + -+ + a Aby
=a10+---4+a,0=0

fiir jede Wahl von aq,...,a; € K.

»,C“ Diese Richtung ist nicht ganz so offensichtlich. Wir werden in Abschnitt 16 darauf zuriick-
kommen.

10 Lineare Unabhingigkeit und Rang

tq
Satz 22. Seien by,...,b, € K" und sei 7' := | : | € K™*" eine Treppenform von B :=
tm
b1
: | € K™*". Dann gilt: by,...,by, sind genau dann linear abhéngig, wenn t,, = (0,...,0)
bim
ist.

“

Beweis. ,<“ t,, =(0,...,0). Es gibt Elementarmatrizen F1,..., Fy, so dass

T=FE,- - EB.

Wenn U = Ej--- Ey ist und (wm,1, ..., Un,m) der m-te Zeilenvektor von U, dann gilt also
0= tm = um,lbl + -+ um,mbm-

Da die E; invertierbare Matrizen sind, ist auch U eine invertierbare Matrix. Als solche kann
U keine Nullzeile enthalten, denn es muss ja U U = I,,, gelten, und wire z.B. die m-te Zeile
von U komplett Null, so wére auch die m-te Zeile von I, komplett Null, was nicht der Fall
ist.

Es gilt also, dass (um,1, . . . , Um,m) nicht der Nullvektor ist, und also by, ..., by, linear abhéngig
sind.
»=“ b1,...,by sind linear abhéngig, etwa

arby + -+ amby =0

fiir gewisse aq, ..., am, € K, von denen nicht alle Null sind.
Es gilt also
b1
(alv 7am> - (07 70)
bm
———
1
=U| :
tm
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fiir ein invertierbares U € K"™*™. Mit (81, ..., Bm) := (a1, ..., amn)U gilt deshalb
ﬂltl‘i'"""ﬁmtm: (0770)

Da U invertierbar ist und nicht alle c;; Null sind, sind auch nicht alle 8; Null, denn wéren alle
B; Null, dann wiren wegen (o, ..., am) = (b1, .., Bm)U ! auch alle a; Null.

Also sind t4, ..., t,, linear abhingig.

Sei 4 minimal, so dass 3; # 0. Wir kénnen dann 0.B.d.A. annehmen, dass 5; = —1 ist. Dann
gilt

ti = Bit1tit1 + - + Bmtm. (*)
Wir zeigen, dass t; = 0 ist. Wegen der Treppenform folgt dann ¢;11 = --- = ¢, = 0.
Wire t; # 0, dann wire es wegen der Treppenform von der Form (0, ...,0,1,%*,...,*) mit der

!
1 an einem bestimmten Index k, und t;41,...,t, wiren von der Form (0,...,0,0,%,...,%),
k+1

mit einer 0 am Index k. Fiir die k-te Komponente der Gleichung (x) wiirde dann gelten

1=Bi410+ -+ B0 = 0.

Widerspruch. n
Der Beweis zeigt iibrigens auch, dass die Menge aller Zeilen einer Treppenform, die von 0 verschieden
sind, stets linear unabhéngig ist. Wenn also b1,...,b,, € K" linear abhéingig sind, dann iibersetzen
sich die Linearkombinationen b1, ..., b,,, die 0 ergeben, in Linearkombinationen von der Form

0t1 4+ 0tp + 104+ + 2,0 =0

fiir beliebige a1, ..., am € K.

Man kann also sagen, dass eine Treppenform den linear unabhéngigen und den linear abhéngigen Anteil
von by, ..., b, voneinander trennt. Es ist deshalb von Interesse, wie viele Nullzeilen eine Treppenfrom
enthlt.

th

Definition 25. Sei A € K™ \ {0}. Sei T = | : | eine Treppenform von A und k €
tn

{1,...,n} maximal mit ¢; # 0. Dann heifit Rang A := k der Rang (engl. rank) von A.

Fiir die Nullmatrix definiert man Rang0 := 0.

Der vorherige Satz sagt also, dass die Zeilen von A € K"*™ genau dann linear abhingig sind, wenn
Rang A < n ist.

Wenn T und T” zwei verschiedene Treppenformen von A sind, so miissen doch beide den gleichen Rang
haben. Die Definition héngt also nicht von der Wahl der Treppenform ab und ist deshalb zuléssig.

Allgemein gilt Rang A < n. Ubrigens gilt auch Rang A < m. Es folgt also aus m < n direkt, dass die
Zeilen von A linear abhingig sind.

Beachte auflerdem: Wenn F eine Elementarmatrix ist, dann gilt Rang A = Rang F A.
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Beispiel.

1 11 1 11 1 00
1. Rang |0 1 1] =3,da |0 1 1]« [0 1 0] und diese TF drei Stufen hat.
0 01 0 01 0 01
1 2 3 1 2 3 1 0 -1
2. Rang |4 5 6] =2,da |4 5 6] < 1 2 | und diese TF zwei Stufen hat.
7 89 7 89 0 0
111 111 1 11
3. Rang |2 2 2] =1,da |2 2 > 0 0| und diese TF eine Stufe hat.
3 3 3 3 3 3 0 00

Satz 23. Sei A € K™*™. Dann gilt:
1. Ist irgendeine Wahl von k Zeilen von A linear unabhingig, so ist Rang A > k.
2. Ist jede Wahl von k Zeilen von A linear abhéingig, so ist Rang A < k.

Mit anderen Worten: Rang A = k genau dann, wenn k die maximale Anzahl von linear
unabhéngigen Zeilen von A ist.

Beweis. Seien aq,...,a, € K™ die Zeilenvektoren von A.

1. Wir zeigen: wenn Rang A < k, dann sind aq, ..., a; linear abhéingig. Nehmen wir also
an, es gilt Rang A < k. Dann hat jede Treppenform von A die Form

3]
lp—1
T —

0

0
Es gibt eine invertierbare Matrix U € K"™*™ mit A = UT. Damit lasst sich jedes a; als
Linearkombination von %1, ..., t, darstellen, und damit auch als Linearkombination von
tl, e ,tk_l, etwa

ap =ciiti+- -+ p—1tk—1 +0+---+0
as =co1t1 + -+ Cop_1tk—1

ap = cgatr + -+ Cpp—1te—1-

Die Matrix
11 - Clik—1
C =

Ckl " Ckk—1
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hat mehr Zeilen als Spalten, deshalb miissen wegen Rang C' < k — 1 nach Satz 22 ihre
Zeilen linear abhéngig sein, etwa

041(61,1, cee 701,k71)
+ (e, -5 Cc2k-1)
+ar(er1, s chp—1) =0
fiir gewisse aq,...,ar € K, von denen nicht alle Null sind.
Dann gilt auch
k 51
0= Zai(cm, e ,Ciykfl)
=1 tk—l
=0

=161 + - + arag,
d.h. {ay,...,ax} ist linear abhéingig.

2. Wir zeigen: wenn Rang A > k ist, dann gibt es eine Wahl von k Zeilen von A, die
linear unabhéngig sind. Sei M = {a;,,...,a;,} eine Menge von Zeilen von A, die linear
unabhéngig ist und in dem Sinn maximal, dass M U {a} linear abhéngig ist fiir jede
Zeile a von A, die nicht schon in M ist. Dann gilt

denn fiir jede Zeile a € {a1,...,a,}\ M gibt es nach Wahl von M eine lineare Abhéingig-
keit opa + a4, + -+ + oy,a;, = 0, und in dieser muss ag # 0 sein, weil sonst schon
@i, , - . .,a;, linear abhéngig wéren. Wenn aber ag # 0 ist, kann man O.B.d.A. annehmen,
dass ap = —1 ist, dass es also eine Darstellung a = oy, a;, + --- + «a4,a;, gibt. Daher
lésst sich die Zeile a durch geeignete Zeilenoperationen mithilfe der Zeilen in M in eine
Nullzeile tiberfiithren.

Aus der Form (x) folgt Rang A < ¢. Zusammen mit der Annahme Rang A > k folgt
0> k. m

Satz 24. Fiir alle A € K™™ gilt Rang A = Rang A'.
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Beweis. Wegen (AT)T = A geniigt es zu zeigen, dass Rang A > Rang AT

Ist Rang A = k, so ist A = U'T fiir eine Matrix U, die das Produkt von Elementarmatrizen ist,
und eine Treppenform 7', bei der die ersten k Zeilen von 0 verschieden sind, und die letzten
n — k Zeilen Null sind. Dann ist A" = TTUT. Die Matrix 7" hat die Form

=
i
En

Fiir die Treppenformen dieser Matrix sind nur die ersten k Spalten relevant. Der Rang der
Matrix 7" ist daher hochstens k.

Nach Satz 23 sind deshalb je k + 1 Zeilen von TT linear abhingig. Sei T € K™**+1) eine
beliebige Wahl von &+ 1 Spalten von T, so dass T'| € K*E+HDx7 gine beliebige Wahl von k+ 1

Zeilen von T ist. Dann gibt es also (ag,...,aps1) # 0 mit
0
(Oél,...,ozk_H)TT =1:1]€ K".
0

Und dann gilt auch

(ala"'aak’-i-l)TTUT = :

0
Damit ist gezeigt, dass jede Wahl von k+ 1 Zeilen von AT = TTUT linear abhiingig ist. Nach
Satz 23 folgt Rang AT < k+ 1, d.h. Rang AT < k, wie behauptet. [

Wegen Satz 24 gilt Satz 23 auch fiir die Spalten von A. Fiir die Berechnung des Rangs einer Matrix
bedeutet das, dass man sowohl Zeilen- als auch Spaltenoperationen anwenden darf, um A in eine Form
zu bringen, aus der man den Rang ablesen kann. Spaltenoperationen sind ja Zeilenoperationen auf der
Transponierten, und solche Operationen #ndern den Rang nicht.

Durch Zeilen- und Spaltenoperationen lisst sich jede Matrix A € K®*™ mit Rang A = k auf die Form

1

bringen.

65



Beispiel.

-2
1
1 20 0 -2 0
2 1 3 -3 3 + -3 3 1+
3 +
-9 1
1 0 0 1 0 0 10 0
~ |10 3 -1 ~ 10 1 -1 ~ 10 1 -1
0 0 2 0 0 2 | =2 0 0 1
1 00
~ 10 1 0
0 1
1 20
Also ist Rang |0 3 1| =3.
21 3

Man braucht sich aber gar nicht die Miihe zu machen, eine Matrix bis zu dieser Form zu
bringen. Es geniigt schon, durch Zeilen- und Spaltenoperationen alle Eintrage unterhalb der
Diagonale zu Null zu machen. Danach ist der Rang genau die Anzahl der Elemente auf der
Diagonale, die von Null verschieden sind. Im vorliegenden Beispiel hdtte man also schon bei
der ersten Matrix in der zweiten Zeile aufhéren konnen.

11 Inhomogene Systeme

Gegeben seien A € K"*™ b € K", und gesucht seien alle x € K™ mit Az = b.

Mit A = ((ai))i2} j=1, b= (b1, ..., bp) und @ = (z1,...,2,) ist also folgendes System von Gleichun-
gen zu losen:

a1,171 + -+ a1 mTm = by

an, 121 +-- An mIm = bn

Der Fall b = (0,...,0) wurde schon in Abschnitt 9 behandelt. In diesem Fall spricht man von einem
homogenen Gleichungssystem. Den Fall b # 0 bezeichnet man als inhomogenes Gleichungssystem.
(engl. homogeneous /inhomogeneous)

Wie sieht die Losungsmenge eines inhomogenen Gleichungssystems aus, und wie bestimmt man sie?
Beachte:

e 1 ist genau dann eine Losung von Ax = b wenn fiir jedes zp mit Az, = 0 auch z + x5, eine
Losung ist.

Es geniigt also, eine einzige Losung x des Gleichungssystems Ax = b zu finden. Alle weiteren
unterscheiden sich von dieser dann nur noch um Loésungen des homogenen Systems Ax = 0.
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e = (x1,...,2,) € K™ ist genau dann eine Lésung von Az = b, wenn & = (z1,...,2,,—1) €
K™+ eine Losung von (A[b)Z = 0 ist.
Dabei ist (A[b) € K™*(m+1) die Matrix, die aus A entsteht, wenn man b als zusitzliche Spalte
rechts anfiigt.
Idee: Berechne zuniichst die Losungsmenge des homogenen Systems (A[b)Z = 0 und bestimme dann
die Vektoren der Losungsmenge, fiir die die (m + 1)-te Koordinate —1 ist.
131
Betrachten wir dazu eine Treppenform 7' = [ : | € K"*(m+1) von (A[b). Es gibt zwei Fille zu
n
unterscheiden:

1. Die letzte von 0 verschiedene Zeile hat mehr als einen Eintrag:

T=]4 *
1 * *

In diesem Fall kénnen wir die (m+1)te Koordinate des Losungsvektors (des homogenen Systems)
frei wihlen. Insbesondere ist —1 eine mogliche Wahl. Die weiteren Koordinaten x4, ..., x,, erge-
ben sich dann wie iiblich. Im allgemeinen werden manche von ihnen durch Gleichungen bestimmt
sein und andere frei wéhlbar.

2. Die letzte von 0 verschiedene Zeile hat genau einen Eintrag:

* - *
T:* . *
1

In diesem Fall entspricht die letzte Zeile der Treppenform der Gleichung 1 - x,,+1 = 0, d. h. alle
Losungen (z1,...,Zm+1) des homogenen Systems haben 0 als letzte Koordinate. Insbesondere
gibt es keine Losung mit —1 als letzter Koordinate. Das inhomogene System hat in diesem Fall
also keine Liosung.

Beispiel.

(300
::

5 -3 1 2
<>
6) J+ (0 -2
1 2
<>
01
1 0
<>
0 1

—4
Die Losungsmenge lautet L = {<9/2> }.

) +
9/2) j—Q

—4
9/2
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i - ()

1 2 3
2 4 -5

Die Losungsmenge lautet L = ().

3 -2 1 2
<>
1 3+ 0 0

1 2 3) 1
3.A=14 5 6 =12
789 3
1 2 311 -4 4-7 1 2 3 1
(4 5 612 a <10 -3 -6 | -2 -2 | :(=3)
7 8 9|3 + 0 -6 —12| -4 J+
1 2 3|1 j+
«~ 10 1 2|2/3 —2
00 0|0
10 —-1]-1/3
s lo 1 2| 2/3
00 O 0
Die Losungsmenge lautet
~1/3 1
L:{ 2/3 | +a|-2 :aER}.
0 1

Beachte: das homogene Gleichungssystem Az = 0 hat die Losungsmenge

1
Lh:{a ) :aeR}.
1

Die Ergebnisse der vorangegangenen Diskussion lassen sich wie folgt als Satz zusammenfassen:

Satz 25. Sei A € K™ b e K" und sei L = {z € K™ : Az = b}. Dann gilt: L = () oder es
gibt ein zyp € K™ so dass

L:{(I}Q—l—.%'hithkeI‘A}gKm.

(Zur Erinnerung: ker A ={x €e K" : Az =0}.)
Insbesondere gilt: wenn ker A = {0} und n = m, dann ist |L| = 1. Wenn ker A # {0}, dann ist
|L| =0 oder |L| > 1. Im Fall |L| > 1 hat L mindestens so viele Elemente wie der Korper K.

Bei der Berechnung der Losungsmenge entféllt der grofite Teil der Rechenarbeit auf A und nur ein
vergleichsweise kleiner Teil auf b. Wenn man also mehrere inhomogene Gleichungssysteme mit dem
selben A zu l6sen hat, sollte man die Rechenschritte, die A betreffen, nicht mehrmals durchfiihren.
Stattdessen bietet es sich an, alle Systeme gleichzeitig zu l6sen.
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1 0 2 1 3
Beispiel. A=10 1 —=1]|,1=1[2],b0=1]2
1 -1 0 3 1

1 0 211 3 -1
(A|biby) = |0 ~1]2 2) 1
1 -1 0|3 1 +
1 0 211 3
<10 1 -1|2 2
0 -1 —22 2) J,
10 2|1 3 +
<10 1 —-1|2 2 <—j+
00 =34 0/ |:(=3 ) Jo
10 0] 11/3 3
slo 1 o] 2/3 2
00 1| -4/3 0
11/3
Daraus folgt: Die Losungsmenge von Az = by ist {| 2/3 |} und die Lésungsmenge von
—4/3
3
Az =beist {[ 2]}
0

Und was, wenn uns jetzt noch jemand nach der Losung « von Ax = 3b; — Ths fragt? Antwort:
Wir kénnen entweder noch einmal von vorne losrechnen. Oder wir kombinieren die Losung
einfach aus den schon bekannten Losungen. Tatséchlich lautet die Losung

11/3 3 —20
z=3123|-7(2] [=][-12]
—4/3 0 —4

Begriindung: Wenn Az; = by und Axy = be, dann ist A(a1z1 + agxe) = a1 Ax; + agAxy =
a1b1 + anby fiir alle aq, as € K.

Das gleichzeitige Losen mehrerer inhomogener Gleichungssysteme lidsst sich auch auffassen als das
Losen von Matrixgleichungen. Gegeben: A € K»*™, B € K"*k, gesucht: alle X € K™** mit AX = B.
Um so eine Gleichung zu l6sen, bringt man einfach die erweiterte Matrix (A|B) € K™*(m+Fk) in
Treppen(normal)form und liest daraus die Losungsmenge L € K™** ab.

Der wichtigste Spezialfall ist, wenn A = K"*™ und B = I,, € K"*™. Die Gleichung AX = I,, ist genau
dann lésbar, wenn A eine invertierbare Matrix ist. Die Losung ist dann X = A~

Beispiel.
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1.

2.

1 03
A=1[3 1 0
01 2
1 0 3[/1 00 -3 1
31 0/0 10 ;:J+ <10
01 2|0 0 1 0
1
10
0
1
<~ 10
0
1 (2 3 -3
AmomtAflzij -6 2 9
3 -1 1
1 2 3
A=1[4 5 6
789
1 2 3[1 00 —4 47
45 6(0 10 ;:J+ YRS
78 9/0 0 1 +
<>

Daraus folgt, dass A nicht invertierbar ist.

S = O O = O = = O

S O = O O =

311 00
-9(-3 1 0)
210 01
1 0 0
—91-3 1 0
113 -1 1
0 2/11 3/11
0|—6/11 2/11
1] 3/11 —1/11
2 311 0
-3 6| -4 1
-6 —12| =7 0
2 31 0
-3 —6|—-4 1
0 0|1 -2

Satz 26. Sei A € K™*". Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1

2

3

4

5

6

. A ist invertierbar

. ker A = {0}

. RangA=n

. Die Zeilen von A sind linear unabhingig

. Die Spalten von A sind linear unabhéngig

J.

+
+
| =11 }9 ]—3

—3/11
9/11
1/11

. A lasst sich als endliches Produkt von Elementarmatrizen schreiben
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Beweis. Die Aquivalenzen (3)<(4)<(5) folgen aus den Sitzen 23 und 24.
(1)=(2). Sei x € K" so, dass Az = 0 ist. Dann ist z = A~'Az = A~10 = 0.

(2)=(5). Wiéren die Spalten von A = (ay,...,a,) € K"*" linear abhiingig, dann géibe es ein
(a1,...,a,) € K"\ {0} mit

ajay + -+ apan =0,

a1
also A| @ | =0, also (ai,...,q) € ker A, also ker A # {0}.

Qn

(3)=(6). Wenn Rang A = n ist, ist die TNF von A die Einheitsmatrix [,,. Es gibt also
Elementarmatrizen E1, ..., By € K" mit I,, = E,, - - - E1A. Da jede Elementarmatrix
invertierbar ist und ihr Inverses wieder eine Elementarmatrix ist, ist A = E L E 1
die gewiinschte Darstellung.

(6)=-(1). Jede Elementarmatrix ist invertierbar und das Produkt invertierbarer Matrizen ist
invertierbar. ]

Das Verfahren zum Invertieren von Matrizen kann man allgemein auch dazu verwenden, zu gegebenem
A € K™ eine invertierbare Matrix U € K™*" zu finden, so dass UA in Treppen(normal)form ist:
die Treppen(normal)form von (A|I,) ist (T|U), wobei T' die Treppen(normal)form von A ist und U
die gesuchte Transformationsmatrix.

Beispiel.
1 2 3|1 00 1 0 —-1|-5/3 2/3 0
456/01 0|01 21]43 -1/3 0
7 8 9/0 0 1 00 O 1 -2 1
1 2 3 -5 2 0
FirA=1[4 5 6] ist alsoU:§ 4 —1 0| eine Matrix, so dass
7 89 3 —6 3
1 0 —1
UA=(0 1 2
0 0 0

die Treppennormalform von A ist.

Noch allgemeiner: Wenn wir sowohl Zeilen- als auch Spaltenoperationen anwenden wollen, zum Beispiel
um den Rang einer Matrix A zu bestimmen, dann kénnen wir Matrizen U € K"*" und V € K™*™

finden, so dass
1

UAV =D =
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Dazu betrachtet man die Matrix ( IA Ig) und wendet darauf nur Zeilen- und Spaltenoperationen
m

an, die die oberen n Zeilen oder die linken m Spalten betreffen. Das Ergebnis ist eine Matrix <‘D/ g) .

Beispiel. A = (1 2 3)

4 5 6

-3 +

-2+

—
1 2 3|1 0 —4 1 2 3 1 0
4 5 60 1 3+ 0 -3 —6|—-4 1
1 0 0 ~ |1 0 0
010 0 1 0
0 01 0 0 1

~ 1 -2 -3
0 1 0
0 0 1
-2 4
"
1 0 0] 1 o0
0 1 2|4/3 —1/3
w1 -2 -3
0 1 0
0 0 1

1 0 o1 o0
0 1 0|4/3 —1/3

In der Tat gilt

(a5 <) & 5 5)



12 Determinanten

In diesem Abschnitt sind alle Matrizen quadratisch, d.h. wir betrachten hier nur Matrizen, die gleich
viele Zeilen wie Spalten haben.

Das Ziel ist, eine Funktion det: K" — K zu konstruieren, so dass der Wert det(A) € K etwas
dariiber aussagt, ob A € K"*" einen nichtleeren Kern hat.

Dazu ist etwas Vorbereitung nétig. Man erinnere sich, dass S,, die Gruppe der bijektiven Funktionen
{1,...,n} = {1,...,n} ist, und dass ihre Elemente auch als Permutationen bezeichnet werden.

Definition 26.

1. Eine Permutation 7w € S, heifit Zyklus (engl. cycle), falls es paarweise verschiedene
ki,...,km € {1,...,n} gibt, so dass

w(k1) = ko, w(ke)=ks, ..., 7(km—o1)="Fkm, w(km)=F

sowie m(k) =k fur alle k € {1,...,n} \ {k1,..., kn} gilt.
Schreibweise: m = (k1 ko ... k).

Man nennt m die Ldinge des Zyklus.
2. Zwei Permutationen 7, w9 heiflen (zueinander) disjunkt, falls gilt

VEe{l,...,n}:m(k)=kVm(k) =k

3. Ein Zyklus der Léange zwei heiflit Transposition.

4. Ein k € {1,...,n} mit n(k) = k heifit Fizpunkt von m € S,,.

Beispiel.
1 2 3 4 c . . .
1. 5 4 1 3] = (1243)=(3124) ist ein Zyklus. Beachte: Ein Zyklus ldsst sich auf
verschiedene Weise schreiben.
(1 2 3 . . "
2. = (1 3) ist eine Transposition.
3 21
1 2 3 4) . . .. . " .
3. 3 4 1 9 ist kein Zyklus, ldsst sich aber als Produkt (Komposition) der beiden

disjunkten Zyklen (1 3) und (2 4) schreiben.
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Satz 27.

1. Sind 71,79 € S,, disjunkt, so gilt w7 = memy. (Zur Erinnerung: Im allgemeinen ist die
Verkniipfung von Permutationen nicht kommutativ.)

2. Jedes m € S, ldsst sich als endliches Produkt von disjunkten und von id verschiedenen
Zyklen schreiben. Diese Darstellung ist bis auf die Reihenfolge der Faktoren eindeutig.

3. Sind k1,...,kn € {1,...,m} paarweise verschieden, so gilt

(kl kg . km) = (k’l kg)(kg kg) to (km—l km)a
(k1 ko oo k)™ = (ki By <. K1)

4. Sind 7,...,Tm € S, Transpositionen mit 7y - - - 7, = id, so ist m gerade.

5 |Sp|=nl=1-2---(n—1)-n.

Beweis.

1. Sei k € {1,...,n} beliebig. Falls w1 (k) = ma(k) = k ist, gilt (m1m2)(k) = (mami)(k) = k.

Wenn 7 (k) # k ist, dann ist ma(k) = k, weil 71, w9 disjunkt sind. Da m bijektiv ist,
gilt dann auch mq(me(k)) = m1(k).

Aus 71(k) # k und der Bijektivitidt von 71 folgt auch, dass m(m(k)) # w1 (k). Aus der
Disjunktheit von 71, o folgt deshalb ma(m1(k)) = m1 (k).

Damit ist gezeigt m(m2(k)) = ma(m1(k)).
Der Fall mo(k) # k geht genauso. Insgesamt ist also gezeigt, dass fiir alle k € {1,...,n}
gilt (mym2)(k) = (mom1)(k), wie behauptet.

2. Die Ezistenz folgt aus folgendem konstruktiven Argument.

1 Setze B:={1,...,n}.
2 Solange B # ()

3 Wihle ein beliebiges k € B.
4 Falls w(k) = k, dann

5 Setze B := B\ {k}

6 ansonsten

7

Bestimme m € {1,...,n} mit 7™ (k) = k und 7' (k) # k fiiri = 1,...,m—1.
So ein m existiert.

8 Notiere den Zyklus (k 7(k) ... 7™ 1(k)).
9 Setze B := B\ {k,..., 7™ 1(k)}.

Da in jeder Iteration die Menge B um wenigstens ein Element kleiner wird, wird dieses
Verfahren nach endlich vielen Schritten fertig. Offensichtlich ist m das Produkt aller
notierten Zyklen und diese sind # id und paarweise zueinander disjunkt.
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FEindeutigkeit: Hatte w € S, zwei verschiedene Darstellungen als Produkt disjunkter
Zyklen, etwa

dann miisste o; ¢ {d1,...,05} fiir mindestens ein i € {1,...,m} gelten. (O.B.d.A.
koénnen wir annehmen m > m.) Wéahle so ein o;.

Da o; # id ist, gibt es ein k € {1,...,n} mit o;(k) # k. Wegen Disjunktheit ist dann
auch 7(k) = 0;(k) # k. Damit muss es ein 7 € {1,...,m} geben mit 7(k) = 6;(k) # k.
Induktiv zeigt man V £ € N : 7f(k) = of(k) = 6%(k). Aber dann ist 0; = &7, im
Widerspruch zur Wahl von o;.

. Ubung.
. Betrachte die Funktion
F:8, =N, 7 {5 e{l,....n}*i<jnrn()>n()}.

Beispies (5 3 1 3 3]0 = 1013, 2:3). 2.3, (4.5))] = 4)

Sei 7 € S, beliebig und 7 = (i j) mit ¢ < j eine Transposition.

1. Fall: w(i) > m(j). Dann gilt (77)(i) < (7n7)(j) und (77)(k) = =n(k) fir alle k €
{1,...,n}\ {4,7}. Es gilt also F(n1) = F(7) — 1.

2. Fall: n(i) < m(j). Dann ist (7n7)(z) > (77)(j) und (77)(k) = w(k) fur alle k €
{1,...,n}\ {4,7}. Es gilt also F(n7) = F(7) + 1.

3. Fall: w(i) = m(j). Dieser Fall kann nicht auftreten, weil i < j, also ¢ # j und 7
bijektiv, also injektiv.

Damit ist gezeigt, dass fiir jede Permutation © € 5, die ein Produkt einer ungeraden
Anzahl von Transpositionen ist, auch F'(7) ungerade ist. Da F'(id) = 0 gerade ist, folgt
die Behauptung.

. Induktion nach n. Fiir n = 1 gilt S; = {id}, also |Si| = 1. Sei nun n € N so, dass
|Sn| = n! gilt. Wir zeigen [Sp4+1]| = (n+ 1)L

Zunichst ist klar, dass die Permutationen von {1,...,n} genauso zahlreich sind wie die
Permutationen von {1,...,n+1}, die n+1 als Fixpunkt haben. Nach Induktionsannah-
me gibt es n! viele Permutationen von {1,...,n}. Fiir jede solche Permutation 7 und
jede Wahl von k € {1,...,n+ 1} ist (n+ 1 k) o7 eine Permutation von {1,...,n+ 1}.
Da all diese Permutationen paarweise verschieden sind, folgt |Sp4+1| > (n + 1)[Sy].

Umgekehrt gilt: ist o € Sy,41 beliebig, so ist 7 := (n+1 o(n+ 1)) oo eine Permutation,
die n + 1 als Fixpunkt hat. Da Transpositionen selbstinvers sind, gilt auch ¢ = (n +
1 m(n+1))om, so dass sich also jedes Element von S, 11 als Produkt einer Permutation
mit Fixpunkt n + 1 und einer Transposition (n + 1 k) schreiben ldsst. Daher werden
mit der vorher beschriebenen Konstruktion alle Elemente von S, 1 erreicht und es folgt
1Sn1] = (n+ 1)[Snl. =

Wegen Teil 2 und 3 lidsst sich jedes 7 € S, als Produkt von (nicht notwendigerweise disjunkten)
Transpositionen schreiben. Diese Darstellung ist zwar nicht eindeutig, aber wegen Teil 4 gilt: Entweder
haben alle Darstellungen von 7 € S, eine gerade Anzahl von Transpositionen, oder alle Darstellungen
haben eine ungerade Anzahl. Deshalb ist folgende Definition erlaubt:
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Definition 27. Sei w € S,,. Dann heifit

sgn(r) = 1 falls m Produkt einer geraden Anzahl von Transpositionen ist
& | —1 falls 7 Produkt einer ungeraden Anzahl von Transpositionen ist

das Vorzeichen (engl. sign) von .

Ist F' wie im Beweis von Satz 27, so gilt sgn(n) = (—1)F(™),
Auflerdem ist sgn: S, — {—1,1} ein Gruppenhomomorphismus, d.h. es gilt sgn(mo) = sgn(r) sgn(o).

S [ERR F S

Definition 28. Sei A = ((a;;));';=; € K"*". Dann heifit

Beispiel.

det(A) := Z sgn () Ham(i) eK
i=1

TESy

die Determinante von A. Statt det(A) schreibt man auch

a1l o Qg
an,1 " Gnn
Beispiel.
Ln—2 A= <a1,1 “12).
a1 a2
sgn = —1
1 2) (1 2 oY
T
sgn = 1

detA=1- a1,1G22 + (—1)&12&2’1 = a1,1022 — 01,202 1-

a1 air2 a3
2. n= 3, A= az1 22 023

as,1 as2 asgs

S5 = {id, (12),(13),(23),(132),(123)}.
+ - - - + +
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det(A) = a1 10222033
+ a1,302,1032 00
+ ai2a93a31 ce®o
— 1,2G02,1G3,3 oce
— a1,302,2G3 1 €00
— a1,1G2,303 2 ceo

Fiir die Handrechnung ist es niitzlich, die 3 x 5-Matrix zu betrachten, die man aus A
erhélt, wenn man die erste Spalte in die vierte und die zweite in die fiinfte kopiert.
Dann lasst sich die Determinante berechnen, indem man fiir die drei absteigenden und
die drei aufsteigenden Diagonalen jeweils das Produkt der Elemente berechnet, bei den
aufsteigenden Diagonalen das Vorzeichen dndert, und die Ergebnisse aufaddiert.

+ o+ o+

Ab n = 4 wird die Berechnung von det(A) mit der Definition unangenehm. (Beachte: |Sy| = 24,
[S5| = 120.) Wir werden aber in Kiirze sehen, dass die Berechnung von det(A4) mit dem gleichen
Aufwand moglich ist wie die Losung eines Gleichungssystems.

Satz 28. Fiir alle A € K™ " gilt det(A) = det(AT).

Beweis. Zunéchst gilt
n n
[T eine = [ oo
=1 =1

fiir jedes beliebige o € S,,, weil (K\ {0}, -) kommutativ ist (o vertauscht blof§ die Reihenfolge
der Faktoren im Produkt).

Fiir o = 7! folgt daraus insbesondere
n n
H Qi (i) = H Q=1 (i),i-
i=1 i=1

Zweitens gilt sgn(7) = sgn(7~!) wegen der Teile 3 und 4 von Satz 27.

Drittens gilt {7 : 7 € S,} = {7~ ! : 7 € S, }, weil S, eine Gruppe ist. Deshalb gilt
Sores, f(m) =Y cg, f(m ) fiir jede Funktion f: S,, — K (es &ndert sich nur die Reihenfolge
der Summanden, aber nicht der Wert der Summe).
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Aus allem zusammen folgt

det(4) = Y sgn(r) [ [ aine
=1

TESK
= Z Sgn(ﬂ_l)Haw—l(i),i
TESR i=1
Z sgn(m Haﬂ( =det(AT).
TESH

Satz 29. Sei A € K™*™.
1. Entsteht B € K™*™ aus A durch Multiplikation einer Zeile mit A € K, so gilt det(B) =
Adet(A).
2. Entsteht B € K™*™ aus A durch Vertauschen zweier Zeilen, so gilt det(B) = — det(A).

3. Entsteht B € K"*™ aus A dadurch, dass man das A-fache einer Zeile von A zu einer
anderen Zeile dazuaddiert, so gilt det(B) = det(A).

Beweis. Schreibe jeweils A = ((a;;))7;—1, B = ((bij))=1-

)

1. det(B) = ) sgu(m) [ [ bire = Adet(A).

TESR i=1
——

= ATy @i
2. Sei 7 € 5, die entsprechende Transposition. gilt:

n

det(B) = 3 sgn(m) [] ariymi

TESh i=1
= Z sgn () H @i () (i) (weil 72 = id)

TESy i=1
= sgn(T) Z sgn(7T) Hai,(m—)(i)

TeSh i=1
== Z sgn(o) Hai,a(i)
ocESh i=1

= —det(A).

3. Wegen Teil 2 kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass das A-fache der zweiten Zeile zur
ersten addiert wird, also

bij = a1,j + Aag;
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bij=aij  (i>1).

Dann gilt:
n

det(B) = Y sgn(m) [ [ bixe

TESh i=1
N———

= (al,w(l) + >\a2,7r(1)) H?:Q Qi (i)

=det(A) + A Z sgn(ﬂ)az,,(l) H @i (s -
i=2

7T€Sn
a1 - A2n
a1 - aA2n A
Gp1 - QAnn

Wir sind fertig, wenn wir zeigen kénnen, dass A = 0 ist.

Dazu nutzen wir aus, dass A die Determinante einer Matrix mit zwei identischen Zeilen
ist. Vertauscht man diese beiden Zeilen, so bleibt A gleich, und aus Teil 2 folgt deshalb
A = —A, also 2A = 0. Daraus folgt A = 0, jedoch nur, wenn K ein Korper ist, in dem
2 # 0 gilt! Das diirfen wir nicht ohne weiteres annehmen.

Es geht auch ohne diese Annahme: Durch ¢ ~ 7 <= o =7V o = 70 (1 2) wird
auf S, eine Aquivalenzrelation erklirt. Jede Aquivalenzklasse hat genau zwei Elemente,
und fiir beide Elemente 7 einer Aquivalenzklasse hat a2, 7(1)@1,7(2) | a; x(;) denselben
Wert und sgn(m) unterschiedliches Vorzeichen. Daher gilt

A= Z (1+(=1)) ag.x(1)a2,x(2) 1:[ @in(i) = 0.
mesn/n g i=3

Wegen Satz 28 gilt Satz 29 auch fiir Spaltenoperationen statt Zeilenoperationen.

Fiir die Identitéitsmatrix I,, folgt leicht aus der Definition, dass det([,,) = 1. Mit Satz 29 folgt daraus
fiir die Determinate von Elementarmatrizen:

)=1  det( )=-1

det ( AL )=A det(

Damit lassen sich Determinanten durch Zeilen- und Spaltenoperationen ausrechnen, indem man sie
auf eine Form bringt, aus der man den Wert direkt ablesen kann. Insbesondere kann man den Wert
einer Determinante direkt ablesen bei Matrizen, bei denen auf einer Seite der Diagonalen lauter Nullen
stehen:

) VIR
0 A e
0 0 An
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Beispiel.

+ —1/4

U
11 1 —-19-1 [1 11 11 3
124]+ =013 =810 1 3| =8lo L 3/ =2
139 - 0 2 8| |:8 0 11 0

Satz 30. (Ergénzung zum Satz 26) A € K"*" ist genau dann invertierbar, wenn det(A) # 0
gilt.

Beweis. ,=“ Ist A invertierbar, so lidsst sich A durch Zeilenumformungen auf die Treppen-
normalform I, bringen. Nach Satz 29 #ndert sich bei jeder Zeilenumformung der Wert der
Determinante hochstes durch Multiplikation mit einem A € K\ {0}. Daraus folgt det(A4) # 0.

,<=“ Ist A nicht invertierbar, so gilt Rang A < n und jede Treppenform T von A enthilt
eine Nullzeile. Fiir solche Treppenformen muss gelten det(7') = 0. Da sich A durch Zeilen-
umformungen in 7" {iberfithren ldsst und jede Zeilenumformung den Wert der Determinaten
hochstes mit einer Konstanten multipliziert, folgt det(A) = 0. (]

Satz 31. Fiir alle A, B € K"*" gilt: det(AB) = det(A) det(B).
Beweis. Falls Rang A < n ist, ist auch Rang AB < n, und es gilt sowohl det(AB) = 0 als
auch det(A)det(B) = 0.

Falls Rang A = n ist, ist A nach Satz 26 ein Produkt endlich vieler Elementarmatrizen, etwa
A = E;--- E,,. Nach Satz 29 bewirkt die Multiplikation einer Matrix mit einer Elementar-
matrix F die Multiplikation ihrer Determinante mit det(F). Also gilt

det(AB) = det(E) - - - det(E,,) det(B).
=det(E1 - Enly)
A

Aus Satz 31 und det(l,,) = 1 folgt direkt det(A~1) =
Dariiber hinaus folgt, dass

m fiir invertierbare Matrizen A € K"*"™,

det: GL(n,K) — (K\ {0}, ")
ein Gruppenhomomorphismus ist. Sein Kern
kerdet := { A € GL(n,K) : det(A) =1}

heifit die spezielle lineare Gruppe und wird SL(n,K) geschrieben. (Beachte: der Kern eines Gruppen-
homomorphismus ist nach Teil 2 von Satz 2 eine Gruppe.)

Determinanten sind niitzlich, um Vektoren auf lineare Unabhéngigkeit zu untersuchen. Vor allem
dann, wenn es nicht um konkrete Vektoren geht, so dass das Gauf3-Verfahren sich nicht ohne weiteres
anwenden l&sst.
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Beispiel.
1. Seien ¢1,..., ¢, € K paarweise verschieden und vy, ..., v, € K" definiert durch

v = (1,01, ¢7,...,¢7 ") e K"

fir i =1,...,n. Dann ist {v1,...,v,} linear unabhéingig. Zum Beweis zeigt man, dass
1 . 1
o1 o dn noid
: : :HH,(¢i_¢j>,'
n—1 Y
" cgn g
#0

2. Fir welche Werte von o € R sind die Vektoren

1 11—« 1
al, 0 , 1
2 4 —2«

linear abhéngig? Um das zu beantworten, berechnen wir die Determinante

1 1—a 1
a 0 1 |=-20°+202+2a —2=—-2(a—1)*(a+1).
2 4 —2«

Die gesuchten Werte fiir « sind genau jene, fiir die die Determinante Null wird. Das ist
offensichtlich genau dann der Fall, wenn o = 1 oder @ = —1 ist.

Satz 32. Sind v,w,ve,...,v, € K", so gilt

det(v,vg,--- ,vn) —I—det(w,vg,--- ,vn) = det(v+w,vg,--- ,vn).

Beweis. Ubung. ]

Satz 33. (Laplace-Entwicklung) Sei A = ((a;;));;—; € K"*". Es sei Al g gn=1)x(n—1)
die Matrix, die aus A entsteht, wenn man die i-te Zeile und die j-te Spalte 16scht. Dann gilt:

det(A) = ay; det(ADD) — ay 5 det(AD?) + ay 3det(AD)) £ .- 4 (=1)"ay, det(ADTM).

Beweis. Wegen Satz 29 und Satz 32 gilt zunéchst

a271 - .« .. 0/27”
det(A) =aj
an,l “ e “ e an7n
0 1 o - 0
a271 ... ... .. a/27n
+ a2
an,l “ e “ e DY a]n7n

81



a/271 o oe. .. a27n
+ a1n
a]n71 e .. a/n7n

Daher, und wegen Teil 2 von Satz 29, geniigt es, die Behauptung fiir den Fall

a271 “e e o a27n
an’l “ e PPN an7n

zu zeigen. Nach Definition gilt fiir diesen Fall

n

det(4) = > sgn(m) [ aixa

TESh i=1
~—_——

=0, auler wenn (1) =1

— Z sgn(m)aq 1 H (R0)
i=2

rESym(1)=1
a2’2 a2,n
an72 an,n
denn die Permutationen von {1,...,n}, die 1 fest lassen, sind offenbar genau die Permutatio-
nen von {2,...,n}. .
Beispiel.
e N A I L I A T O T A
9101112:1101112—29 11 12 +3|9 10 12{—4(9 10 11§.
13 14 15 16 14 15 16 13 15 16 13 14 16 13 14 15

Sprechweise: ,,Die Determinante wird nach der ersten Zeile entwickelt.“ Wegen der Sétze 28
und 29 gilt Satz 33 natiirlich analog fiir andere Zeilen oder Spalten, zum Beispiel kénnen wir
auch nach der zweiten Spalte entwickeln:

é 2 i ;1 5 7 8 1 3 4 1 3 4 1 3 4
9 10 11 12|~ -219 11 12|+6(9 11 12|—-10(5 7 8|+145 7 8
13 14 15 16 13 15 16 13 15 16 13 15 16 9 11 12

Zweckméfig ist es, fiir die Entwicklung eine Zeile oder Spalte auszuwéhlen, in der viele Nullen
stehen.
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Man beachte bei der Entwicklung das Vorzeichenmuster fiir die Koeffizienten:

Satz 34. (Cramersche Regel) Sei A € K"*" invertierbar, b € K" und z € K" so, dass Az = b
gilt. Dann ist

B (det AW det A("))
\UdetAd 7777 detA /)’

wobei A die Matrix ist, die aus A entsteht, wenn man die i-te Spalte durch b ersetzt.

Beweis. Schreibe A = (ay,...,a,) mitay,...,a, € K" und z = (x1,...,2,) mit x1,...,x, €
K. Dann gilt

x;det(A) = det(ay, ..., ai—1, i, Qit1, ..., an)

n
= det(ay,...,a;_1, Z:cjaj, ity an) = det A®
i=1

N——
=b

fiir jedes i =1,...,n. [
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Teil 111

Vektorrdume und Lineare Abbildungen
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13 Vektorraume

Definition 29. Sei (V,+) eine abelsche Gruppe und -: K x V' — V so, dass
l. (a+pB)-v=a-v+p-v
2. (aB)-v=a-(8-v)
J.a-(vtw)=a-v+a-w

4. 1-v=v
fiir alle «, 5 € K und alle v,w € V. Dann heifit (V,+,-) ein Vektorraum (engl. vector space)
iiber K, oder einfach: ein K-Vektorraum. Die Elemente von V heiflen Vektoren (im weiteren

Sinn; vgl. Def. 17). Das Neutralelement von V' heifit Nullvektor und wird mit dem Symbol 0
bezeichnet. Die Operation - heifit Skalarmultiplikation. Statt « - v schreibt man auch aw.

Beispiel.
1. K ist ein Vektorraum iiber sich selbst.
2. K™ ist ein Vektorraum iiber K.
3. K™ ist ein Vektorraum iiber K.

4. Seien v1,...,v; € K” und
V={avi+ - +apvp:ay,...,aqp e K} CK"

die Menge aller Linearkombinationen von vy, ...,v;. Dann ist V' ein Vektorraum. (Be-
achte: v,w € V.o, € K = av + pw € V.) Man sagt, V ,wird von vy, ..., v aufge-
spannt* oder ,erzeugt”.

Insbesondere lassen sich jeder Matrix A € K™*™ in natiirlicher Weise vier Vektorraume
zuordnen:
e der Spaltenraum im A (engl. column space) — das ist die Teilmenge von K", die von
den Spaltenvektoren von A aufgespannt wird

e der Zeilenraum coim A (engl. row space) — das ist die Teilmenge von K, die von
den Zeilenvektoren von A aufgespannt wird

e der Kern ker A — das ist die Menge aller x € K™ mit Az =0
e der Co-Kern coker A — das ist die Menge aller x € K" mit xA = 0.

Dass Spaltenraum und Zeilenraum Vektorridume sind, ist klar. Dass der Kern ein Vektor-
raum ist, ergibt sich aus den Ergebnissen des Abschnitts iiber Gleichungssysteme. Dass
auch der Co-Kern ein Vektorraum ist, folgt dann unmittelbar aus coker A = ker A™.

5. Q(V/2) ist ein Vektorraum iiber Q (vgl. Bsp. 3 nach Def. 16).

6. C ist ein Vektorraum iiber R (vgl. Bsp. 4 nach Def. 16).
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10.

11.

12.

R ist ein Vektorraum iiber Q, und auch iiber Q(v/2).

K[X] ist ein Vektorraum iiber K. Ebenso die Obermenge K[[X]] und die Untermenge
K[X])<3 := {0+ a1 X + a2X? +a3X>: ap,...,a3 € K} C K[X]
aller Polynome vom Grad hochstens drei.

Die Menge K" aller Folgen in K bildet einen Vektorraum iiber K, wenn man definiert

(ao,al,...)+(b0,b1,...) = (a0+b0,a1+b1,...)
alag,ay,...) = (aag,aaq,...).

Allgemeiner: Die Menge K4 aller Funktionen f: A — K bildet in natiirlicher Weise
einen Vektorraum iiber K.

Im Fall K = R bildet die Menge aller konvergenten Folgen einen Vektorraum, denn es
gilt ja: sind (an)52g, (bn)o, konvergent, so ist auch (aa, + Bb,)5>, konvergent, fiir
jede Wahl von Konstanten «, 5 € R.

Auch die Menge N C RN aller Nullfolgen bildet einen Vektorraum iiber R, denn mit
limy, 500 @y, = limy, 00 by, = 0 gilt auch lim, o (aa, + Bb,) = 0 fir jede Wahl von
Konstanten o, 8 € R.

Die Menge C(R,R) aller stetigen Funktionen f: R — R ist ein Vektorraum iiber R,
denn wenn f, g stetig sind, so ist auch af + Bg stetig, fiir jede Wahl von Konstanten
a, B eR.

Ebenso die Menge C*(R, R) aller differenzierbaren Funktionen f: R — R, deren Ablei-
tung f’ stetig ist, sowie die Menge C*°(R, R) aller beliebig oft differenzierbaren Funk-
tionen.

Seien a,b,c: [0,1] — R stetige Funktionen und sei V' die Menge aller Funktionen
f:]0,1] — R, die mindestens zwei mal differenzierbar sind und fiir die gilt

a(z)f(x) + b(x) f'(2) + c(2) f"(x) = 0

fir alle z € [0, 1]. Eine solche Gleichung nennt man eine (lineare) Differentialgleichung
(zweiter Ordnung), und die Funktionen f heiflen Lisungen (engl. solution) der Diffe-
rentialgleichung.

Die Menge V' C C?(]0,1],R) bildet einen Vektorraum iiber R, denn wenn f, g Losungen
sind und «, 8 € R Konstanten, dann folgt aus

af+bf +cf"=0
ag+bg +cg" =0

durch Addition, dass
a(af +Bg) +b(af +Bg) +claf +Bg)" =0,
also af +pBge V.
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13. Seien a,b,c: Z — K Funktionen und sei V' die Menge aller Funktionen f: Z — K, fiir
die gilt
a(n)f(n) +b(n)f(n+1) +c(n)f(n+2)=0

fiir alle n € Z. Eine solche Gleichung heifit (lineare) Rekurrenz (zweiter Ordnung), und
die Funktionen f heiflen Lisungen der Rekurrenz.

Die Menge V' C KZ bildet einen Vektorraum iiber K, denn wenn f, ¢ Losungen sind und
a, B € K Konstanten, dann folgt aus

a(n)f(n) +b(n)f(n+1) +e(n)fln+2)=0 |-«

a(n)g(n) +b(n)gn+1) +c(n)g(n+2)=0  [-5
durch Addition, dass auch die Funktion h: Z — K, h(n) := af(n)+Sg(n) die Rekurrenz
erfiillt.

Sie werden im Verlauf Ihres Studiums noch viele weitere Vektorrdume kennenlernen. Es lohnt sich
deshalb, im folgenden beim Begriff ,, Vektor* nicht nur an Pfeile zu denken, mit denen eine bestimm-
te geometrische Anschauung verbunden ist, sondern eine allgemeinere Vorstellung des Begriffs zu
entwickeln, die die Beispiele oben miteinschliefft. Ein Vektor ist ab jetzt einfach ein Element eines
Vektorraums, und ein Vektorraum ist alles, was die Bedingungen aus Definition 29 erfiillt, egal ob
man sich darunter rdumlich etwas vorstellen kann oder nicht.

Satz 35. Sei V ein Vektorraum iiber K. Dann gilt:
1. VoeV:0-v=0
2.VveV:(-1)-v=—v
3.VaeK:a-0=0

4. VaeKVYveV:iav=0=a=0Vv=0

Beweis. Ubung ]

Definition 30. Sei V ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge ) # U C V heifit Untervektorraum
(oder einfach: Unterraum, engl: subspace) von V| falls gilt:

VuvelUVapBeK:au+ fvel.

Beispiel.
1. Sind uy,...,ur € K", so ist die Menge U aller Linearkombinationen von w1y, ..., u; ein
Unterraum von K". Man sagt dann, U ist die lineare Hiille (engl. span) von uq, ..., u
in K". Schreibweise: V' = (u1,...,u) oder V = span(uy, ..., ug).

Allgemeiner kann man statt K" irgendeinen Vektorraum V betrachten: fiir jede Wahl
von uy,...,u; € V ist die Menge (ui,...,u;) aller Linearkombinationen von uy, ..., ug
ein Unterraum von V.

2. Q(v/2) ist als Q-Vektorraum ein Unterraum von R.
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3. K[X]<3 ist ein Unterraum von K[X], und K[X] ist ein Unterraum von K[[X]].

4. Die Nullfolgen in R bilden einen Unterraum des Raums der konvergenten Folgen, und
diese bilden einen Unterraum des Raums aller Folgen in R.

5. Die differenzierbaren Funktionen bilden einen Unterraum des Raums aller stetigen Funk-
tionen, und diese einen Unterraum des Raums aller reellen Funktionen.

6. Die Menge aller Losungen f: [0, 1] — R der linearen Differentialgleichung
a(z)f(z) + b(z) f'(z) + c(z) f"(z) = 0

bildet einen Unterraum des Vektorraums C?([0, 1], R) aller zweimal stetig differenzier-
baren Funktionen.

Satz 36. Sei V ein K-Vektorraum und U C V ein Unterraum von V. Dann ist U auch ein
K-Vektorraum.

Beweis. Es ist zu zeigen, dass (U, +) eine abelsche Gruppe ist und dass die Skalarmultipli-
kation die Gesetze aus Definition 29 erfiillt. Dass die Gesetze an sich erfiillt sind, folgt schon
daraus, dass sie fiir V erfiillt sind und U C V ist. Es konnte hochstens sein, dass U nicht
unter allen Operationen abgeschlossen ist. Dass das nicht so ist, garantiert die Bedingung aus
Definition 30, z.B. mit a = =1 gilt Vu,v € U : u+v € U und mit « = —1,8 = 0 gilt
VueU:—ue€ U. Damit ist (U,+) eine Untergruppe von (V,+), und also eine Gruppe.
Ahnlich argumentiert man fiir die Skalarmultiplikation. [

Satz 37. Sei V ein K-Vektorraum und Uy, Us C V seien Unterrdume von V. Dann gilt:

1. U3y NU; ist ein Unterraum von V.

2. Uy + Uy :i={u +ug:uy €Up,ug € Uy } ist ein Unterraum von V.

Beweis.

1. Zu zeigen: Vu,v e UyNUs ¥V a0, € K:au+ fv € Uy NUs.

Seien u,v € Uy NUs und «, 8 € K beliebig. Dann gilt u,v € Uy, und weil U; Unterraum
ist, folgt au+ fv € Uy. Ebenso gilt au+ Bv € Us, weil u,v € Us und Us Unterraum ist.

Also ist au + v € Uy NUs, was zu zeigen war.

2. Zu zeigen: YV u,v e U1+ Us V a, 8 € K: au+ Pv € Uy 4 Us.

Seien u,v € Uy + U und «, 8 € K beliebig. Dann gibt es ui,v; € Uy und us, v € Us
mit 4 = uq + ug und v = v; + v9. Da Uy und Uy Unterrdume sind, gilt

aul + Pvy € U1 und  aug + By € Us,

und folglich
(OzU1 + 51)1) + (CMUQ + ,81)2) e Ui + Us.

v~

=a(u1+uz)+B(vi+v2)
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Beispiel. Sind vy, ...,v; € K" und schreibt man Kv; := {av; : « € K} (i =1,...,k), so ist
Kvy + - -+ + Ko, = (v1,...,vx) der Unterraum aller Linearkombinationen von vy, ..., vg.

Die Vereinigung U; U Us zweier Unterrdume ist genau dann wieder ein Unterraum, wenn U; C Us oder
Us C Uy ist. Allgemein gilt: Uy + Us ist der kleinste Vektorraum, der Uy U Us enthélt.

14 Basis und Dimension

Definition 31. Sei V ein K-Vektorraum und B C V.

1. B heifit linear abhdngig, falls es fiir eine endliche Wahl paarweise verschiedener Vektoren
V1,...,Ur € B Korperelemente ag,...,a; € K gibt, von denen mindestens eines nicht
Null ist, so dass gilt

aivr + -+ apv = 0.

Anderenfalls heifit B linear unabhdngig.

2. B heiit Erzeugendensystem (engl. generating set) von V, falls gilt: fiir alle v € V
existieren vy,...,vy € B und ay,...,qa € K, so dass

V=V + -+ QU

Schreibweise in diesem Fall: V' = (B) oder V = span(B). Sprechweise: ,,Die Elemente
von B spannen V auf“ oder ,erzeugen V“.

3. Ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem von V heifit Basis von V.

Beispiel. Sei V = Q%

1 0 0 0
0 1 0 0 . . .

1. { 0 0 1 0 } ist eine Basis von V.
0 0 0 1

Allgemeiner: ist e;

0,...,0,1,0,...,0) der i-te Einheitsvektor, so ist {ej,...,e,} eine

Basis von K", die sogenannte Standardbasis.

1 1 1 1
0 1 1 1 . : .
2. { 0 0 1 1 } ist auch eine Basis von V.
0 0 0 1
1 1 1 1 4
0 1 1 1 3 S . .
3. { 0 0 1 1] } ist ein Erzeugendensystem, aber keine Basis von V,
0 0 0 1 1
da die Menge nicht linear unabhéingig ist. Es gilt ndmlich:
1 1 1 1 4 0
0 1 1 3 0
1 0 +1 0 +1 ) +1 ) + (-1) 51 =10
0 0 0 1 1 0
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4.{

} ist zwar linear unabhingig, aber kein Erzeugendensystem von V,

o O O
O O = O
O = OO

da z. B. der Vektor nicht als Linearkombination von dargestellt

— o O O
o O o=
OO = O
O = OO

werden kann.

Fiir jeden Vektorraum V gilt: V selbst ist ein Erzeugendensystem. Allerdings ist V' niemals linear
unabhingig, da immer 0 € V gilt und 1 -0 = 0 zeigt, dass {0} C V linear abhiingig ist.

Satz 38. Sei V ein K-Vektorraum, und seien By, By C V mit By C Bs.
1. Ist B; linear abhéngig, so ist auch By linear abhéngig.
2. Ist By linear unabhéngig, so ist auch Bj linear unabhéngig.
3. Ist By ein Erzeugendensystem von V), so ist auch Bj ein Erzeugendensystem von V.

4. Ist Bs kein Erzeugendensystem von V', so ist auch B; kein Erzeugendensystem von V.

Beweis.

1. Zu zeigen: es gibt vy, ..., vx € Bound (v, ..., a;) € K\ {0} mit ajv; +- - -+ agvy = 0.
Nach Annahme gilt dies fiir By anstelle von Bs, und damit wegen B; C By erstrecht
auch fir Bs.

2. Folgt direkt aus Teil 1.

3. Zu zeigen: fiir alle v € V existieren vy,...,vx € By und a1,...,a; € K so dass v =
a1v1 + -+ - + apvg. Nach Annahme gilt dies fiir By, und wegen By C Bs erstrecht auch
fiir Bl.

4. Folgt direkt aus Teil 3. n

Satz 39. Sei V ein K-Vektorraum und B C V. Dann sind folgende Aussagen &dquivalent:

1. B ist eine Basis von V.

2. B ist ein Erzeugendensystem von V und fiir jedes b € B gilt, dass B\ {b} kein Erzeu-
gendensystem von V ist.

3. B ist linear unabhéngig und fiir jedes v € V'\ B gilt, dass B U {v} linear abhéngig ist.

4. Jedes v € V lasst sich in eindeutiger Weise als Linearkombination von Elementen aus B
schreiben.
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Beweis.

(1)=(2) Gébe es ein b € B, so dass B\ {b} auch ein Erzeugendensystem von V ist, dann
gabe es fiir dieses b eine Darstellung

b:albl—i-'”—i-akbk

mit by,...,b, € B\{b} und a1, ..., a; € K. Dann ist aber aby +- - -+ b+ (—1)b = 0,
d.h. B wire linear abhéngig. Das steht im Widerspruch zur Annahme, dass B eine Basis
ist.

(2)=(3) zu zeigen: (a) B ist linear unabhingig und (b) B U {v} ist linear abhéngig fiir jedes
veV\B.
(a) Wére B linear abhéngig, so gibe es eine Abhéingigkeit

arby + -+ agby, =0

fiir gewisse by, ...,b, € B und (a1,...,a;) € KF\ {0}. O.B.d.A. kénnen wir annehmen,
dass a1 # 0. Dann aber ist

Damit kann jede Darstellung eines Vektors v, in der b; vorkommt, in eine andere {iber-
setzt werden, in der by nicht vorkommt. Also ist auch B\ {b1} ein Erzeugendensystem,
im Widerspruch zur Annahme.

(b) Sei v € V'\ B beliebig. Da B ein Erzeugendensystem ist, gibt es by, ...,b; € B und
af, ..., € Kmit v = aiby + - - - + agbg. Aber dann gilt

arby + -+ agby + (—1)v =0,
d.h. {b1,...,bg, v} ist linear abhéngig, und also auch B U {v}.

(3)=(4) (a) Existenz: zu zeigen ist, dass sich jedes v € V als Linearkombination von Ele-
menten aus B schreiben liasst. Fiir v € B ist das offensichtlich. Nehmen wir also an,
v ¢ B. Nach Voraussetzung B U {v} linear abhéingig, d.h. es gibt by,...,b; € B und
(Q1,... ) € KF\ {0} mit

arby + -+ + apby + apyrv = 0.

Es kann nicht ag41 = 0 sein, sonst wére {by, ..., b} linear abhéingig, und damit auch B.
Wenn aber aj.41 # 0 ist, haben wir

aq Qg

)o1 4+ (=

)bka
A1 Opt1

v=(—

d. h. v ldsst sich als Linearkombination von Elementen aus B schreiben.

(b) Eindeutigkeit: Sind
v=aiby + -+ agbg

und
v=ad1b1 + - + apbg
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zwei Darstellungen eines Vektors v € V' durch Elemente von B, so folgt

0= (g —a1)by + -+ (g — a)bx,

und da B linear unabhéngig ist, folgt oy = a1, ..., ap = ay.

(4)=-(1) Es ist klar, dass B ein Erzeugendensystem ist. Wére B nicht linear unabhéngig, so
giibe es by,..., by € Bund (aq,...,a;) € KF\ {0} mit

arby + -+ apbr = 0.

Eine andere Darstellung von 0 € V durch Elemente von B ist aber 0b; + - -+ + 0b; = 0,
im Widerspruch zur vorausgesetzten Eindeutigkeit solcher Darstellungen. ]

Satz 40. Sei V ein K-Vektorraum, M; C V sei ein Erzeugendensystem von V und My C V
sei linear unabhéngig. Dann gilt |M;| > |Ma].

Beweis. Angenommen nicht. Dann ist k := |Mj| < |Ma| insbesondere endlich und es gibt
paarweise verschiedene Vektoren vy, ..., vg11 € M.

Nach Satz 38 ist {v1, ..., vg+1} linear unabhéngig, weil My linear unabhéngig ist. Wir zeigen,
dass {v1,...,vgs1} linear abhéngig ist und kommen so zu einem Widerspruch zur Annahme
[My| < |My].

Schreibe My = {by,...,bx}. Da M nach Voraussetzung ein Erzeugendensystem ist, ldsst sich
jedes v; € Mo C V' als Linearkombination von by, ..., b; schreiben, etwa

v1 = a1,1b1 + a1 b + -+ aq by

Vg1 = Q1,101 + ag1,2b2 + - + Qg kb

Betrachte die Matrix
11 te a1k
A — . .. . c K(k—‘rl)Xk‘
Apr1,1 - Qg1
Wegen Satz 23 in Verbindung mit Satz 24 gilt Rang A < k. Damit gibt es f1,..., k11 € K,
von denen nicht alle Null sind, so dass

a1,1 Q1,1
Br| + |+ 4 Brt : =0,
a1k Apy1k

d. h.

Bratg + -+ Brg1og41,1 =0,

pfraq g + -+ Brrrags1r = 0,
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d.h.

(Bra1q+ -+ Brr10a411)b1 =0,

(Broag + -+ Brr1apr1,k)br = 0.

Addition dieser k Gleichungen liefert

0= 1 (a11br 4+ a1 b))+ + Bryr (Qry1,101 + - + apprrbr),

/

~~

=v1 =Vk+1
also ist {v1,...,vk11} linear abhéngig. ]
Satz 41. Sei V ein K-Vektorraum und By, B seien Basen von V. Dann gilt: |B;| = | Ba].

Beweis. Da B; als Basis insbesondere ein Erzeugendensystem von V ist und By als Basis
insbesondere linear unabhéngig ist, folgt aus dem vorherigen Satz |B;| > |Bz|. Umgekehrt ist
auch Bj ein Erzeugendensystem und Bj ist linear unabhéngig, so dass auch |Bs| > |Bj| gilt.
]

Definition 32. Sei V ein K-Vektorraum und B eine Basis von V. Dann heifit
dimV := |B| € NU {00}
die Dimension von V.

Wegen des vorherigen Satzes hingt die Dimension nicht von der Wahl der Basis ab, sondern nur vom
Vektorraum. Die Definition ist also in dieser Form zuléssig.

Ist M irgendeine linear unabhingige Teilmenge von V, so gilt |[M| < dimV, und ist M irgendein
Erzeugendensystem von V, so ist |M| > dim V.

Wenn V sowohl als Vektorraum iiber K als auch als Vektorraum iiber einem anderen Koérper K’ aufge-
fasst werden kann, dann hiangt die Dimension im allgemeinen davon ab, welchen Kérper man zugrunde
legt. Man schreibt deshalb auch dimg V' statt dim V', wenn der Korper nicht aus dem Zusammenhang
klar ist.
Beispiel.

1. dim{0} =0

2. dimK = 1, wenn man K als Vektorraum iiber sich selbst auffasst.

3. dimK" =n

4. dim K™*™ = nm

5. Sei vy,...,vr € K" und sei

V={awvi+ - +agvp:aq,...,ap €K}

die Menge aller Linearkombinationen von vy,...,v;. Klarerweise ist {vi,...,v;} ein
Erzeugendensystem von V', d.h. es gilt V = (v, ..., vg).
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Wegen Satz 38 gilt daher dim V' < k. Gleichheit gilt genau dann, wenn {vy,...,v;}
linear unabhéngig (und damit eine Basis) ist.

Um das zu iiberpriifen bzw. um eine Basis zu bestimmen, berechnet man eine Trep-
U1
penform von | : | € K¥*". Die von 0 verschiedenen Zeilen bilden eine Basis von V.
Uk
(Beweis: Ubung.)
U1
Insbesondere gilt: dim V' = Rang

Uk

6. Eine Basis von K[X]ist B = {1, X, X2, X3,... }. Es gilt also dim K[X] = oo. Eine andere
Basis von K[X] ist {1, X, X(X — 1), X(X - 1)(X —2),X(X - 1)(X —=2)(X - 3),... }.
Es gilt sogar: Wenn b: N — K[X] \ {0} eine beliebige Folge von Polynomen ist mit der
Eigenschaft degb, = n fiir alle n € N, dann ist {b, : n € N} eine Basis von K[X].
Dabei bezeichnet degb,, den Grad des Polynoms b,.

7. Eine Basis von K[[X]] ist nicht bekannt. Aus dem néchsten Satz folgt aber, dass wegen
K[X] € K[[X]] und dimK[X] = oo der Vektorraum K[[X]] allenfalls eine unendliche
Basis haben kann. Im darauffolgenden Satz 43 werden wir zeigen, dass jeder Vektorraum
eine Basis hat. Es gilt also dim K[[X]] = co.

Satz 42. Sei V ein K-Vektorraum und U C V ein Unterraum von V. Dann gilt dimU <
dim V.

Im Fall dimV < oo gilt auflerdem dimU =dimV <« U =V.

Beweis. Sei By eine Basis von U und By eine Basis von V. Dann gilt |By| = dim U und
|By'| = dim V und wegen U C V auch By C V. Als Basis von U ist By linear unabhéngig, und
als Basis von V ist By ein Erzeugendensystem von V. Aus Satz 40 folgt deshalb |By| < |By|.
Damit ist die Ungleichung bewiesen.

Zur Gleichheit ist offensichtlich, dass U =V = dim U = dim V gilt. Es bleibt also zu zeigen,
dass U C V AdimU = dimV = U =V gilt. Angenommen nicht, d.h. angenommen es gilt
U C V. Dann gibt es also mindestens ein v € V', das nicht in U liegt. Ist B eine Basis von U,
so ist dann B U {v} linear unabhéngig, und damit dimV > dimU + 1 > dim U. =

Als néchstes wollen wir beweisen, dass jeder Vektorraum eine Basis hat. Dazu brauchen wir zunéchst
ein weiteres Axiom aus der Mengenlehre.

Axiom. (Lemma von Zorn) Es sei M eine Menge, < eine Halbordnung auf M (d.h. eine
Relation, die reflexiv, transitiv und antisymmetrisch ist), und es gelte: Fiir jede aufsteigende
Kette

ry Sxp S X3 < -

von Elementen von M existiert ein s € M, so dass fiir jedes Element z; in der Kette gilt
x; < 8.

Danngilt: dmeMVze M : m<xz=m=uz.
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Beispiel.

1.

\
/

2. M = [0,1] € R. Es gilt: jede monoton steigende Folge z; < x9 < --- in [0, 1] hat

eine obere Schranke in [0, 1], ndmlich zum Beispiel sup{x1, zo, ... }. (Beachte: [0, 1] ist
abgeschlossen.) Aus dem Axiom folgt die Existenz von max|0, 1].

3. Sei A eine beliebige Menge. Betrachte M = P(A) und die Inklusion C als Halbordnung.
Es gilt: Fiir jede Kette
A C Ay C
in M gibt es ein S € P(A) mit A; C S fiir alle 4, ndmlich zum Beispiel S = |J; 4;.

Aus dem Axiom folgt die Existenz einer Menge U € P(A), die nicht in einer noch
groBeren Menge enthalten ist. (So eine Menge U ist zum Beispiel A selbst.)

Satz 43. (Basiserginzungssatz) Sei V' ein K-Vektorraum und A C V linear unabhingig.
Dann gibt es eine Basis B von V mit A C B.

Insbesondere gilt: Jeder Vektorraum hat eine Basis.

Beweis. Betrachte die Menge
M={U:ACUCYV und U ist linear unabhéngig }
zusammen mit der Halbordnung C. Jede Kette
A1 C Ay C

in M hat eine obere Schranke, némlich zum Beispiel S = J; A;. Klarerweise gilt A4; C S
fiir alle . AuBlerdem gilt auch S € M (d.h. S ist linear unabhingig), denn fiir jede Wahl
v1,...,0; € 5 von endlich vielen Vektoren gibt es ein ig € N, so dass vy,...,v; € Uﬁ(’zl A, =
Ai, € M, d.h. aus ajv1 + -+ + o =0 folgt a1 =--- = g, = 0.

Aus dem Zornschen Lemma folgt daher die Existenz einer Menge B € M, die maximal ist in
dem Sinn, dass BU {v} fiir jedes v € V' \ B linear abhéingig ist. Mit Satz 39 folgt, dass B eine
Basis von V ist. ]

Fiir endlich-dimensionale Vektorrdume ldsst sich der Satz durch ein weniger abstraktes Argument
einsehen. Betrachte dazu folgenden ,, Algorithmus*:
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B:=A

solange B kein Erzeugendensystem von V ist:
withle ein v € V'\ (B)
setze B := BU {v}

return B.

Tt = W N =

Dabei bezeichnet (B) wie iiblich den Unterraum von V, der von den Elementen von B erzeugt wird.
Man iiberzeugt sich leicht durch Induktion, dass B wéhrend des gesamten Algorithmus linear un-
abhéngig ist, also insbesondere auch am Ende. Ferner ist klar, dass B am Ende auch ein Erzeugen-
densystem ist, also der Algorithmus tatséchlich eine Basis von V' produziert, die A enthélt. Da sich in
jedem Schleifendurchlauf die Dimension von (B) um eins erhoht, ist klar, dass der Algorithmus nach
spétestens dim V' (< oo) vielen Schritten terminiert. Im Fall dim V' = oo funktioniert dieses Argument
nicht, weil dann der Algorithmus nicht terminiert.

Beispiel. V =R?,

1 )

2 6
A=/ s |7 }.

4 8

a1l as

Um A zu einer Basis von V zu ergénzen, berechne eine Treppenform von (Z;) € R?*4 und fiille
diese mit Einheitsvektoren zu einer quadratischen Matrix von maximalem Rang auf. A bildet
zusammen mit den hinzugefiigten Einheitsvektoren eine Basis von V.

1 2 3 4 -5 1 2 3 4
4
5 6 7 8 ]+ 0 -4 -8 —12

1 2 3 4

0 —4 -8 —12
A

0 0 1 0

0 0 O 1

Daraus folgt, dass AU { } eine Basis von V ist.

O = O O
_ o O O

Natiirlich gibt es andere Moglichkeiten. Zum Beispiel ist auch A U { } eine Basis

N N R
_ o o O

von V.

15 Konstruktionen

Wie man mit Vektoren rechnet, ist in Definition 29 festgelegt. Wir wollen jetzt mit ganzen Vek-
torrdumen ,rechnen“. Damit ist gemeint, dass wir aus gegebenen Vektorrdumen neue Vektorriume
konstruieren wollen, und fiir diese Vektorrdume wissen wollen, wie ihre Dimension mit der Dimension
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der urspriinglichen Vektorraume zusammenhangt, bzw. wie man aus bekannten Basen der urspriing-
lichen Réume eine Basis des neuen Raums ausrechnen kann.

Beispiel. Nach Satz 37 gilt: Sind Uj, Uy Unterrdume eines K-Vektorraums V', so sind auch
U1 NUs und Uy + U Unterrdaume. Wie bekommt man eine Basis fiir diese RAume, wenn man
Basen Bjp, By von U; und Us kennt? Nehmen wir zur Vereinfachung an V' = K",

1. Uy + Us: In diesem Fall ist By U By ein Erzeugendensystem, aber im allgemeinen keine
Basis. Wie im Beispiel 5 nach Definition 32 gezeigt, kann man B; U Bs zu einer Basis
machen, indem man eine Treppenform der Matrix der Zeilenvektoren bestimmt und

1 0 1 1
. . . .. 1 1 0 0

daraus die Nullzeilen streicht. Ist zum Beispiel U; = ( ol 1o ), Ua = ( ol 11 )
0 0 0 1

so gilt

Ui+ U;=(

== O =

OO = O OO

SO O R OO
SO RO OO~ OoO

2. UiNU,. Fiirv € V gilt v € U;NUs genau dann, wenn sich v sowohl als Linearkombination
von Elementen einer Basis By von Uj als auch als Linearkombination von Elementen
einer Basis By von Us schreiben ldsst. Die Menge all dieser v ldsst sich bestimmen,
indem man ein lineares Gleichungssystem 16st.

1 0 1 1
_ 1 1 0 0
Beispiel: Uy = ( ol 1o ), U = ( ol 11 )
0 0 0 1
1 0 1 1
1 1 0 0
ar | + g 0 =5 0 + B2 1
0 0 0 1
1 0 -1 -1 aq
11 0 0 az |
< oo o —1ff|s]™"
00 0 -1 B2
1
-1

& (oq,a9, b1, P2) € ( 1 ).
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Daraus folgt, dass {1 - +(-1)- } ein Erzeugendensystem von U N Uy ist.

S O = =
O O = O

Satz 44. Seien U1, Uy endlich-dimensionale Unterrdume eines K-Vektorraums V. Dann gilt:

dim(U1 + UQ) =dimU; + dim Uy — dim(Ul N UQ).

Beweis. Sei {b1,...,bx} eine Basis von U; N Us. Nach Satz 43 gibt es bgy1,...,by € Uy und
bi+1,--.,bp € Ua, so dass
{b1y. . b, bgr1y e b}

eine Basis von U7 und R }
{blw"abk‘abk‘-f—l)"'abg}

eine Basis von U, ist. Betrachte
B :={b1,... by bit1s by bpsts -5 Do}

B ist ein Erzeugendensystem von U; + Us, denn jedes u € U; 4+ Us lédsst sich schreiben
als 4 = uy + ug mit uy € Uy und uy € Uy, und jedes u; € U; ist eine Linearkombina-
tion von {b1,...,bg,bg+1,-..,bm} C B und jedes uy € Us ist eine Linearkombination von
{b1,.. .,bk,I;kH, .. .,Bg} C B, und wenn also jedes u; € Uy und jedes us € Us eine Linear-
kombination von Elementen aus B ist, dann gilt dies auch fiir v = w1 + us.

B ist auch linear unabhéngig: Betrachte dazu aq, ..., ok, k41, .- -, Om, Qkt1, - - -, Gp € K mit

a1by + -+ - 4+ by + dk+16k+1 + -+ &gi)g =0.

Zu zeigen: ap = -+ = Quy = Q41 = -+ = &y = 0. Aus der angenommenen Relation folgt

by + - 4 Qb = (—6p1)bpgr + -+ + (—é)by .
el eUs

Beide Seiten liegen also in U1 NUz. Der Vektor auf den beiden Seiten der Gleichung hat deshalb
auch eine Darstellung f1b1 + - - - + B by, fiir gewisse f1, ..., Br € K. Da {b1,...,bg,bgps1,-..,be}
eine Basis von Us und damit linear unabhéngig ist, folgt aus

Biby+ - + Bibe = (—Gps1)begr + - + (—dw)be

zundchst, dass 1 = -+ = Oy = Qg1 = -+ = &g = 0 ist. Wir haben es also mit dem
Nullvektor zu tun, und deshalb folgt als néchstes aus

arby + -+ amb, =0

mit der linearen Unabhéngigkeit der Basis {b;,...,b,} von Uy auch oy = -+ = ap, = 0.
Damit ist gezeigt, dass B eine Basis von Uy + Uy ist. Es folgt dim(U; +Uz) = |B| = m+{—k =
dimUl—l—ding—dim(UlﬂUg). [

Gilt Uy N Uy = {0}, so schreibt man statt Uy + Uy auch Uy & Us und sagt, die Summe ist direkt. Im
Fall einer direkten Summe gilt dim(U; @ Uz) = dim U; + dim Uy, weil ja dim{0} = 0 ist.
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Wenn U = U; + U, ist, dann lésst sich jeder Vektor w € U schreiben als u = u; + ug fiir ein wy; € Uy
und ein us € Us. Bei einer direkten Summe ist diese Darstellung eindeutig.

Aus dem Basiserginzungssatz folgt, dass es fiir jeden Unterraum U von V ein Unterraum W von V
existiert mit V = U @& W. Einen solchen Raum W nennt man einen Komplementdrraum von U. Der
Komplementérraum von U ist im allgemeinen nicht eindeutig.

w W

Satz 45. Seien U, W zwei K-Vektorrdume und By, By Basen von U bzw. W. Dann ist die
Menge V = U x W zusammen mit
(uy,wr) + (ug,we) = (ug + ug, w1 + we)
T T T
inV in U in W
a- (u,w) = (a-u,a-w)
inV inU inW

ein K-Vektorraum, und B = (By x { 9‘/ HU( % } X By ) ist eine Basis. Insbesondere gilt
€ €

dimV =dimU + dim W.

Beweis. Dass V ein Vektorraum ist, zeigt man durch Nachrechnen der nttigen Gesetze. Die
Dimensionsaussage folgt direkt aus der Aussage iiber die Basis. Wir zeigen: B = (By x {0})U
({0} x Byy) ist eine Basis von V.

B ist linear unabhéngig: Seien by,...,by € B und aq,...,ar € K mit ajby + - + agby = 0.
Jedes b; hat die Form (b, 0) fiir ein b € By oder (0, b) fiir ein b € Byy. O.B.d.A. seien by, ..., b;
von der ersten und b;y1,...,b; von der zweiten Form. Dann gilt

a1by + -+ a;b; =0 und Oéi+1bi+1 4+ -+ apby =0,

und da By und By linear unabhéingig sind, folgt oy = -+ = ; = 0und ;41 = --- = o = 0.

B ist ein Erzeugendensystem: Sei v € V. Dann ist v = (u,w) fiir gewisse u € U und w €
W. Daraus folgt, dass es aj,...,ar € K und uy,...,ux € By sowie f1,...,8; € K und
wi, ..., wp € By gibt mit

u=qaiu;+ - +agur und w=Prwi+ -+ Bewy.

Damit gilt
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Beispiel. U =R%, W =R

v=(u,w) eV =UxW

oA

Wenn x eine Art ,Multiplikation® von Vektorrdumen ist, wie miisste dann eine passende , Division*
aussehen? Wenn also ein Vektorraum V und ein Unterraum W von V gegeben ist, wie kénnen wir dann
sinnvoll erklidren, was U := V/W sein soll, damit diese Operation in gewisser Weise die Produktbildung
V =U x W riickgéingig macht?

Die Idee ist, dass man alle Vektoren v € V| die den gleichen U-Anteil haben, als ein und denselben
Vektor auffast, d. h. dass man die jeweiligen WW-Anteile der Vektoren einfach ignoriert. Formal erreicht
man das, indem man auf V' die Aquivalenzrelation ~ einfiihrt mit

V1~ Uy = v — vy € WL

Dann gilt ndmlich v; ~ vo genau dann, wenn v, v2 den gleichen U-Anteil haben, denn dieser hebt sich
dann bei der Bildung der Differenz heraus und es bleibt nur noch die Differenz der (gléglicherweise un-
terschiedlichen) W-Anteile iibrig. Es ist leicht nachzupriifen, dass ~ tatséchlich eine Aquivalenzrelation
ist:

Reflexivitdt: Da W als Unterraum von V insbesondere ein Vektorraum ist, gilt 0 € W. Damit gilt fiir
jedesv eV, dassv—v=0¢€ W, also v ~ v.

Symmetrie: v1 ~ vy = vy —vg € W = (=1)-(v1 —v2) € W = vg —v; € W = vy ~ v1. Im
zweiten Schritt wird wieder verwendet, dass W ein Vektorraum ist, und also abgeschlossen
unter Skalarmultiplikation.

Transitivitét:
V1 ~ V2 Vg ~ U3
U U

v —v2 €W vy —v3 €W
g

(v —v2) + (Vg —v3) =v1 —v3 €W
U

V1 ~ U3

Die Vektoren mit dem selben U-Anteil bilden genau die Aquivalenzklassen beziiglich ~.
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; ~

Wir zeigen als nichstes, dass sich die Menge der Aquivalenzklassen als Vektorraum auffassen lisst.
Diesen Vektorraum nennt man dann den Quotientenraum V/W.

Satz 46. Sei V ein K-Vektorraum, W C V ein Unterraum von V. Fiir vy, v € V sei definiert
v] ~ vy <= v; — vy € W. Die Menge U := V/W := V/~ bildet zusammen mit

+:UXxU—=U, [v]~+ [vo]e:=[v1 +v2]~
2 KxU—=U, ap.:=av].

einen K-Vektorraum.

Beweis. Zu zeigen ist: (a) die Definitionen sind reprisentantenunabhiingig, und (b) (U, +, -)
ist ein Vektorraum.

(a) Addition:

V]~ U U1 ~ g
v, —vg €W v — vy €W

it
(Ul —UQ) + (171 —172) ew
Y

vl + U1 ~ U2 + V2

Skalarmultiplikation:
v ~ vy =1 —v2 €W = alvy —v2) = avy —avg € W = avy ~ avs.

(b) Die notigen Gesetze sind erfiillt, weil sie nach Voraussetzung in V' erfiillt sind und sich
von dort {ibertragen. =

Definition 33. Der Vektorraum V/W aus obigem Satz heifit der Quotientenraum (engl.
quotient space) oder Faktorraum von V nach W.

Satz 47. Sei V ein K-Vektorraum, W C V ein Unterraum, U C V ein Komplementarraum
von W (d.h. V=U®W,dh V=U+Wud UNW = {0}). Weiter sei B eine Basis
von U. Dann ist B := { [b]~ : b € B} eine Basis von V/W. Wenn U endlich-dimensional ist,
gilt insbesondere dim V/W = dimU. (Wenn auch V und W endlich-dimensional sind, gilt
weiters dimU = dim V' — dim W)
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Beweis. Die Dimensionsaussagen folgen unmittelbar aus der Basiseigenschaft. Daher ist nur
zeigen: B ist linear unabhingig und ein Erzeugendensystem.

(a) B ist linear unabhiingig: Seien v, ..., € K und [b1]~,..., [bx]~ € B so, dass
Ozl[bl]w + -+ Ozk[bk]N = [O]N.
Dann ist [o1b + - - - + abg]~ = [0]~. Dann ist

a1by + -4+ apb, € W.
eU

Dann a1by+- - -+aibp, =0, da UNW = {0}. Dann oy = -+ - = a, = 0, da B linear unabhéngig
ist.

(b) B ist ein Erzeugendensystem: Sei [x]. € V/W. Wegen U+W = V lisst sich 2 schreiben als
r = u+w fir gewisse u € U und w € W. Dann lésst sich u schreiben als u = a1b1 +- - - + agbg
fiir gewisse aq,...,ap € Kund by,...,b; € B. Dann ist

[x]N = [U]N = [a1b1 + -+ Oékbk]N = Ozl[bl]m + -+ Ozk[bk]N.

Beispiel. V =R* W = ( ). Nach dem Beispiel auf Seite 96 ist U = (

=W N =
0 g O Ot
o~ O O
= O O O

s | |~} eine Basis von V/W.

ein Komplementarraum von W, und also ist {[

0
0
1
0

_ o o O

Die néchste Konstruktion ist wieder eine Art , Multiplikation“ von Vektordumen. Dabei nimmt man
nicht das kartesische Produkt U x W der Rdume selbst, sondern betrachtet den Vektorraum, der das
kartesische Produkt einer Basis von U mit einer Basis von W als Basis hat.

Dazu beachte man zunéchst, dass man jede beliebige Menge M als Basis eines K-Vektorraums auffassen
kann, ndmlich des Raums Fx (M) aller Funktionen f: M — K mit |{x € K : f(z) # 0} < o
zusammen mit der naheliegenden Addition und Skalarmultiplikation. Man nennt Fg (M) den freien
Vektorraum iiber M.

Die Menge M ist insofern eine Basis von Fg(M), als man jedes m € M identifizieren kann mit der
Funktion m: M — K mit m(z) = 1 falls = m und m(z) = 0 falls « # m. Fiir ein Element v € F(M)
mit v(my) = a1, v(ma) = az und v(m) = 0 fiir alle m € M \ {m1, ma} schreibt man a; m; + az ma,
usw.

Beispiel.

1. Sei K= Q und M = {a,b,c}. Dann besteht Fg(M) aus allen , Linearkombinationen*
aa+ pBb+vcmit a, B, € K. Streng genommen hat diese Summe keine eigene Bedeutung
sondern ist nur eine Kurzschreibweise fiir die Funktion f: M — Kmit f(a) = «, f(b) =
B, f(c) = ~. Allerdings sind die Addition und Skalarmultiplikation auf Fg (M) genau so
definiert, wie es die Notation suggeriert. Zum Beispiel gilt 2(5a—3b+8c¢) — (2a+3b—c) =
8a — 3b+ 17c.
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2. Fir n € Nist K* = Fg({1,2,...,n}), wenn man die gewohnte Vektorschreibweise
a = (ai,...,qp) fiir Elemente a von K" interpretiert als eine Schreibweise fiir die
Funktion a: {1,...,n} — K mit a(i) = «o; fiir i = 1,...,n. Die Addition und Skalar-
multiplikation entsprechen genau den gewohnten Vektor-Rechenregeln. In diesem Fall
ist die Kurzschreibeweise a = a11+ @92+ - - 4+ a1 nicht zu empfehlen, weil die Symbole
1,...,n sowohl Elemente in M als auch Elemente in K bezeichnen kénnen. Wenn man
aber statt {1,...,n} die Menge {ey,...,e,} nimmt, wobei ey,...,e, als neue Symbole
verstanden werden, die nicht auch schon fiir gewisse Elemente von K stehen, dann ist
die Schreibeweise a = aje; + -+ + aye, durchaus suggestiv. Sie passt insbesondere
mit der gewohnten Schreibweise zusammen, wenn man die e; nicht als formale Symbole
interpretiert, sondern als Variablen, die fiir die Einheitsvektoren (0,...,0,1,0,...,0)
stehen.

3. Ahnlich wie im vorherigen Beispiel kann man sagen, dass K[X] nichts anderes ist als
Fi(N), wobei man fiir die Basiselemente 0, 1,2, ... zur besseren Unterscheidbarkeit von
Korperelementen 1, X, X2, ... schreibt. Es sei noch einmal daran erinnert, dass auch bei
unendlich groflen Basen Linearkombinationen immer nur von endlich vielen Vektoren
gebildet werden kénnen. Deshalb ist z.B. 1+ X + X2+ X3+ - kein Element von K[X].

Wenn nun U und W zwei Vektorrdume sind und By ist eine Basis von U und By eine Basis von W,
so kann man definieren U @ W := Fg(By x By ). Man nennt diesen Vektorraum das Tensorprodukt
(engl. tensor product) von U und W, seine Elemente heiflen Tensoren.

Ein Tensor ist also eine Linearkombination von Paaren (by,bw ), wobei by € By und by € By
ist. Sind w €e U, w € W beliebig, etwa u = alb(l) -+ akb(k) fiir gewisse aq,...,ar € K und
b;}),...,b(k)eBmundw—Bl + - —I—Bm furgew1sseﬁ1,...,6mGKundb() b(m)EBW7

so definiert man

U® w fzzazﬁj B e v w.

=1 j=1
Insbesondere gilt dann by ® by = (by,bw) fir alle by € By und by € By . Ferner gelten die
Rechenregeln a(u @ w) = (au) @ w = u ® (aw) und (u1 + uz) @ w = (uv1 ® w) + (uz ® w) und
u® (w1 +wz) = (u@w1) + (u®ws) und insbesondere u® 0 = 0@ w = 0 fir alle « € K, w,uy,up € U
und w, wy,we € W.

Beispiel. Im Fall U = K" und W = K™ kann man sich V = U @ W als den Raum K"*™
der Matrizen vorstellen. Nimmt man fiir U und W jeweils die Standardbasis {ej,...,e,} CU
bzw. {é1,...,&,} C W, so entspricht e; ® é; der Matrix, die eine 1 an der Stelle (,) hat,
und tiiberall sonst nur Nullen.

Allgemeiner: Sind u = (u1,...,u,) € U, w = (wy,...,wy) € W zweil beliebige Vektoren, so
entspricht der Tensor u®w € URW der Matrix, die man erhélt, wenn man u als Spaltenvektor
mit w als Zeilenvektor multipliziert, also

Uy uiwy uwz - U1Wm

ug UWw1 UWy - U2Wm
(wl,wg, e ,wm) =

Up, UnW1 UWp - UpWm

Dass nicht jede Matrix diese Form hat, verdeutlicht, dass sich nicht jeder Tensor v € U @ W
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schreiben lésst als v = u®w fiir gewisse u € U, w € W. Es gibt zum Beispiel im Fall n = m = 2
keine (u1,uz), (w1, ws) € K2, so dass (Zl> (w1, wq) = (u1w1 u1w2> = ((1) (1)> ist.
2

UW1  U2W2

Die obige Definition von U ® W ist etwas unbefriedigend, weil sie auf Basen von U und W zuriickgreift.
Wiéhlt man statt By und By zwei andere Basen By, By, so ist Fx(By X By) streng genommen
nicht dasselbe wie Fg (B, x By, ). Es zeigt sich aber, dass diese Rdume ,,im wesentlichen® dieselben
sind. Um das konkret zu machen, verwendet man den Begriff der Isomorphie von Vektorrdumen, um
den es im folgenden Abschnitt gehen wird.

16 Lineare Abbildungen und Isomorphie

Definition 34. Seien V,W zwei K-Vektorrdume.

1. h: V — W heifit Homomorphismus oder lineare Abbildung, falls gilt
inV in W
X} )
Ve,yeVVa,peK:hla-x+ L -y)=a-h(x)+ B h(y).
T T T T
inV inV in W in W
Ein Homomorphismus von V nach V heifit auch Endomorphismus.

2. Ein bijektiver Homomorphismus heifit Isomorphismus. Wenn ein solcher existiert, sagt
man, V und W sind (zueinander) isomorph. Schreibweise: V' = W.

Ein Isomorphismus von V nach V heifit auch Automorphismus.
3. Ist h: V — W ein Homomorphismus, so heifit
kerh:={xeV:h(z)=0}
der Kern (engl. kernel) und
imh:=h(V)={h(z):z €V}

das Bild (engl. image) von h.

104



Beispiel.

1. f: R—= R, f(x) = 3z ist linear. Die Funktionen g: R - R, g(z) = 3z+5und h: R — R,
h(z) = 22 sind nicht linear.

2. V=K W = K". Fiir jede beliebige Matrix A € K"*™ ist
h: V. — W, h(z)=Ax
eine lineare Abbildung. Es gilt ja
h(ax + py) = A(ax + By) = aAx + Ay = ah(z) + Sh(y)

fir alle o, 8 € K und alle z,y € V.

3. V =K[X], W = K¥. Die Funktion
h:V =W, hlag+a X+ -4+a,X"):=(z—ag+arz+ -+ a,z"),
die jedem Polynom die entsprechende Polynomfunktion zuordnet, ist linear.

4. Die Abbildung
12

he KX = KIX], 2O anX™) =) a, X"
k=0 k=0

ist linear.

5. Die Abbildung h: K**™ — K", die dadurch definiert ist, dass h(A) die erste Spalte von
A ist, ist linear.

6. Sei V =K]J[X]] und N € N fix. Dann ist die Abbildung
o0
XMV oK (XYY an X" = ay,
n=0

die aus einer formalen Potenzreihe den N-ten Koeffizient extrahiert, linear.

7. Sei V der R-Vektorraum aller konvergenten Folgen, W = R. Dann ist

h:V =W, h((an)y) = lim a,

n—oo

eine lineare Abbildung. Thr Kern ist der Raum aller Nullfolgen.
8. Die Funktion h: Q — Q(+/2) mit h(z) = x + 0V/2 fiir alle x € Q ist linear.

9. Die Funktionen Re,Im: C — R, die jeder komplexen Zahl ihren Realteil bzw. ihren
Imaginérteil zuordnen, sind linear, wenn man C als Vektorraum iiber R auffasst.

10. Sei V = C%([-1,1],R) die Menge aller fiinf mal stetig differenzierbaren Funktionen
f:[~1,1] = R. Die Funktion h: V — RS mit h(f) = (£(0), (0), ..., f®)(0)) ist linear.

11. Sei V ein K-Vektorraum, U ein Unterraum von V., W = V/U und h: V — W, h(z) =
[x]~. Dann ist h eine lineare Abbildung. Ihr Kern ist U.
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12.

13.

14.
15.
16.
17.

18.

19.
20.

21.

22.

Satz

Sind U, W zwei K-Vektorrdume und V. =U x W, so ist 7: V. — U, 7(u,w) = u eine
lineare Abbildung, die zwar surjektiv aber nicht injektiv ist. Thr Kern ist ker 7 = {0} xW'.

Sind U, W zwei K-Vektorraume, soist h: UxW — UQ W, h(u,w) = u® w eine lineare
Abbildung, aber kein Isomorphismus, weil h zwar injektiv, aber nicht surjektiv ist.
Fiir jedes fest gewihlte w € W ist auch die Abbildung h: U — U @ W, h(u) = u @ w
eine lineare Abbildung.

Wenn V. =U & W gilt, so ist U = V/W.

Fr({1,...,n}) 2 K"

~Y

Ist V irgendein Vektorraum und B eine Basis von V, so gilt Fx(B) = V.

Fiir zwei K-Vektorrdume U, W gilt (Ux W) = (W xU) und (U@ W) = (W U). Echte
Gleichheit gilt in beiden Fillen nur, wenn U = W ist.

Die Abbildung - : K™™ — K™*"_ die jeder Matrix A € K"*™ ihre Transponierte
zuordnet, ist linear.
Es gilt K" @ K™ = K"*™,

Sei V = C>°([0,1],R). Dann ist die Abbildung -&. die jedem Element des Vektorraums
dessen Ableitung zuordnet, linear. Ihr Kern ist die Menge der konstanten Funktionen.

Fiir V' = K[[X]] definiert man

d d & T .
V= dx;)anX .—;(n—l—l)an_ﬂX.

Auch diese (formale) ,, Ableitung® ist eine lineare Abbildung.
Die Abbildung
1
I:C([0,1],R) = R, I(f) ::/ f(t)dt
0

ist linear.
Sei V.= R und W = R[X]. Ferner seien wg,...,r, € R fest gewihlte paarweise
verschiedene reelle Zahlen. Man kann zeigen, dass es dann fiir jede Wahl von yg, ..., yn €

R genau ein Polynom p € R[X] mit Grad hochstens n gibt, so dass p(z;) = y; fiir alle
i gilt. Mit p(x;) ist dabei die Auswertung der zu p gehorigen Polynomfunktion an der
Stelle z; gemeint. Man nennt p das Interpolationspolynom fir (zo,yo0), - -, (Tn, Yn)-

Die Abbildung, die jedem (yo,...,yn) € V dieses Polynom p zuordnet, ist linear.

48.

. Die Verkettung linearer Abbildungen ist linear. Die Umkehrfunktion einer bijektiven

linearen Abbildung ist linear.

. Fiir je drei Vektorrdume U, V.W git U =2 U, U=V =V =2U,U=VAVZW =

uv=w.

Sind V, W zwei K-Vektorrdume und ist h: V' — W ein Homomorphismus, so ist ker h
ein Unterraum von V und im A ein Unterraum von W.
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Beweis.

1. Verkettung: Seien U, V, W drei K-Vektorrdume, f: U — V und ¢g: V — W Homomor-
phismen und h: U — W, h(z) := g(f(z)) deren Verkettung. Fiir a, 8 € Kund z,y € V
gilt dann:

h(ax+By) = g(f(ax+py)) = glaf(z)+B8f(y)) = ag(f(z))+Bg(f(y)) = ah(x)+Bh(y).

Umkehrfunktion: Seien V, W zwei K-Vektorrdume, f: V — W ein Isomorphismus und
f~': W — V seine Umkehrfunktion. Fiir o, 3 € K und z,y € W gilt dann

Flaf=™(z) + Bf 1Y) = af (fH(2)) + BF(f () = az + By.

Anwendung von f~! auf beiden Seiten und Riickwiirtslesen der Gleichung liefert
fHax + By) = af "H@) + BFH(Y).

2. Reflexivitat: U =2 U gilt, da die Identitatsfunktion idy linear ist.
Symmetrie: Folgt auch aus Teil 1 (Linearitéit der Umkehrfunktion).
Transitivitit: Folgt aus Teil 1 (Linearitédt der Verkettung).

3. Fiir beliebige x,y € ker h und «, 8 € K gilt:

h(z)=h(y) =0 = hlaz+ By) = ah(z) + Bh(y) =ad+ 0=0
= oax+ Py € kerh.

Damit ist ker A ein Unterraum von V.

Sind z,y € imh beliebig, etwa = = h(u), y = h(v) fir bestimmte u,v € V, und sind
a, B € K beliebig, so gilt

azx + By = ah(u) + Bh(v) = h(au + Pv),

also ax + Py € im h. Damit ist im h ein Unterraum von W. n

Beispiel. V =K" W =K", h: V — W, h(x) = Az fiir eine bestimmte Matrix A € K"*™.
Eine Basis fiir ker h = ker A kann man berechnen wie in Abschnitt 9 erklart.

Ein Erzeugendensystem fiir imh ist { h(b) : b € B}, wenn B eine Basis von V ist. Wie man
daraus eine Basis gewinnt, haben wir im Beispiel 5 nach Definition 32 gesehen.

Satz 49. Seien V,W zwei K-Vektorrdume, h: V' — W ein Homomorphismus. Dann gilt: A
ist genau dann injektiv, wenn ker h = {0} ist.

Beweis. ,=“ Sei x € ker h. Dann gilt h(z) = 0. Es gilt aber auch h(0) = 0. Da h injektiv
ist, folgt « = 0.

»<=“ Seien x,y € V mit h(x) = h(y). Dann gilt h(z) — h(y) = 0, also h(z —y) = 0, also
x—1y €€kerh,alsox —y =0, alsox=y. [
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Satz 50. Seien V, W zwei K-Vektorrdume, B eine Basis von V', und f: B — W eine beliebige
Funktion. Dann existiert genau eine lineare Abbildung h: V' — W mit h(b) = f(b) fir alle
be B.

Beweis. (a) Existenz: Jedes x € V' lésst sich schreiben als x = a1by + - - - + by, fiir gewisse
al,...,op € Kund by,...,b; € B. Definiere h(z) := a1 f(b1) + - - - + ax f(bx). Da die Darstel-
lung von zx als Linearkombination von Basiselementen eindeutig ist, ist A wohldefiniert. Man
iiberzeugt sich leicht, dass h linear ist und dass h(b) = f(b) fiir alle b € B gilt.

(b) Eindeutigkeit: Fiir jedes z € V mit = a1by + - - - + by, muss gelten

h(:L’) = h(a1b1 + -4 akbk)
= alh(bl) + -+ Oékh(bk)
=a1f(b1) + -+ arpf(bg)-

Eine andere Wahl von h ist also nicht méglich. =
Beispiel.
1. V=0Q* B={e,...,es}, W = Q3. Betrachte die Funktion f: B — W definiert durch

er—(1,2,3), ez (4,5,6)
es— (7,8,9), eq— (10,11,12).

Dann ist h: V' — W die Abbildung, die (z1,x2,z3,z4) € V auf

1 4 7 10
z1 |2 +a2 |5 +23 |8 +24 |11
3 6 9 12

abbildet. Mit anderen Worten:

—_
[an)

1 4
h(z)=12 5
3 6

© 0 3

— =

[N
8

2. Seien U, W zwei K-Vektorrdume, By, By und By, By je zwei Basen von U bzw. W.

Die lineare Abbildung h: Fg(By x By) — Fr(By x By) sei dadurch definiert, dass
jeder Basistensor by ® by mit by € By,bw € Bw auf den entsprechenden Tensor
by ® by € FK(BU X Bw) abgebildet wird.

Ferner sei die lineare Abbildung h: FK(BQ X _BW) — Fx(Bu x Bwy) dadurch definiert,
(jlass jgder Basistensor by ® by mit by € By, by € By auf den entsprechenden Tensor
by ® by € FK(BU X Bw) abgebildet wird.

Man kann nachrechnefl, das§ h o h die Identitit ist, d.h. h und h sind bijektiv, d.h.
Fi(By x By) = Fg(By x By). Fir alle u € U und w € W gilt h(u ® w) = u® w. In
diesem Sinn ist die Definition von U ® W unabhéngig von der Wahl der Basen von U
und W.
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Satz 51. Seien V, W zwei endlich-dimensionale K-Vektorrdume, h: V — W ein Homomor-
phismus. Dann gilt: dim V' = dim ker h + dim im A.

Beweis. Sei {b1,...,b,} eine Basis von ker h. Nach Satz 43 gibt es by41,...,by € V, so
dass {b1,...,by} eine Basis von V ist. Wir zeigen, dass B = {h(by+1),...,h(by)} eine Basis
von im h ist. Daraus folgt die Behauptung.

(a) B ist linear unabhéngig: Seien a1, . .., ay € Kso, dass ar1h(bpy1)+- - - +amh(by) = 0.
Dann ist h(ap11bnt1+ -+ Qmbm) = 0, also ayy1bpt1 + -+ + by, € ker h. Dann aber gibt
es ay,...,q, € K so dass

a1by + -+ apbp = apg1bpr + -+ Qb

Da {b1,...,by} als Basis von V linear unabhéingig ist, folgt, dass alle «; Null sind, insbeson-
dere g1, ..., Qe

(b) B ist Erzeugendensystem: Sei y € im h. Dann gibt es ein z € V mit y = h(z). Dann gibt
es ay, ...,y € Kmit z = a1b; + - - - + aypby,. Und dann gilt

h(z) = a1h(by) + - - - + anh(by) +ans1h(bps1) + - + @mh(bn)-

=0, da {b1,...,bn} Basis von ker h

Mit Satz 51 und einigen fritheren Resultaten kénnen wir einiges iiber die vier Rdume aussagen, die
einer Matrix zugeordnet sind.

Sei A € K"*™ eine Matrix, r = Rang A. Zunéchst gilt fiir die Dimensionen:

Zeilenraum: dim coim A = r (wegen Satz 23)

Spaltenraum: dimim A = r (wegen dim coim A = r und Satz 24)

Kern: dimker A = m —r (wegen dimim A = r und Satz 51)

Co-Kern: dim coker A = n —r (wegen dim coim A = r und den Sétzen 51 und 24).

Als néchstes gilt K™ = ker A+ coim A. Das sieht man ein, wenn man sich erinnert, wie man eine Basis
von ker A aus der Treppennormalform bestimmt (vgl. Seite 56). Anhand der Lage der Treppenstufen
erkennt man, dass die Zeilen von A die Basis des Losungsraums zu einer Basis des gesamten Raums
K™ ergédnzen. Die Summe ist sogar direkt, wie mit Satz 44 leicht tiberpriift: ker A und coim A sind
Unterrdume von K™ und es gilt m = dim K™ = dimker A + dim coim A — dim(ker A N coim A) =
m — 1+ r — dim(ker A N coim A), also dim(ker A N coim A) = 0, also ker A N coim A = {0}.

Analog gilt K* = im A & coker A4, indem man dasselbe Argument auf AT anwendet.

Die Zusammenhénge sind in der folgenden Zeichnung schematisch dargestellt. Man sieht links, dass
jedes x € K™ sich in einen coim A-Anteil und einen ker A-Anteil zerlegen lisst. Die Matrix A bildet x
nach im A ab. Der ker A-Anteil von z landet bei 0, und das Bild y = Az von z ist identisch mit dem
Bild des coim A-Anteils von z. Es gibt keine Vektoren, die auf coker A \ {0} abgebildet werden.
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im A (r Dimensionen)

coim A (r Dimensionen)

Axr = Ax1 =y

A
s
L A Az =0

T =20+ T1

coker A (n — r Dimensionen)
ker A

(m — r Dimensionen)

Als Anwendung kénnen wir nun den noch ausstehenden Korrektheitsbeweis von Algorithmus 5 auf
Seite 60 zu Ende bringen. Wir hatten dort eine Matrix B € K¥*™ und eine Basis {a1,...,a,} C K™
von ker B, d.h.

{zeK":Bxr=0}={aja1+-+ana,:ay,...,a, € K}
Die Behauptung war, dass dann auch gilt

{zeK": Az =0} ={a1b1 + -+ apbp : aq,...,a, €K},

aj

wobei by, ..., by die Zeilenvektoren von B sind und A = | : |. Die Richtung ,, 2% ist bereits gezeigt

Qn,
worden. Die rechte Seite ist also ein Unterraum des Vektorraums auf der linken Seite.

Die linke Seite ist ker A, die rechte ist coim B. Da {ai,...,a,} eine Basis und damit linear un-
abhéngig ist, gilt Rang A = n und daher dimker A = m — n. Auflerdem folgt dimker B = n und
daher dim coim B = m — n. Damit sind ker A und coim B zwei Unterrdume von K™ derselben Dimen-
sion. Wegen ker A O coim B folgt aus Satz 42, dass ker A = coim B gilt, was zu zeigen war.

Satz 52. Seien V,W zwei endlich-dimensionale K-Vektorrdume mit dimV = dim W, und
sei h: V. — W ein Homomorphismus. Dann gilt:

h ist injektiv <= h ist surjektiv <= h ist bijektiv.

Beweis. Die zweite Aquivalenz folgt unmittelbar aus der ersten. Wir zeigen die erste.

= h ist injektiv. Dann ist kerh = {0} nach Satz 49. Mit Satz 51 folgt dann dimV =
0+dimim h, und wegen dim V' = dim W also dim W = dim im h. Nach Satz 42 folgt imh = W,
d.h. h ist surjektiv.

»<=" h ist surjektiv. Dann ist imh = W, also dimim h = dim W, also dimkerh = dimV —
dim W = 0 nach Satz 51 und Voraussetzung dim V' = dim W. Also gilt ker h = {0}. Wegen
Satz 49 folgt, dass h injektiv ist. [

Satz 53. Seien V, W zwei endlich-dimensionale K-Vektorraume. Dann gilt:
1. dimV < dimW <= es gibt einen injektiven Homomorphismus h: V — W.
2. dimV > dimW <= es gibt einen surjektiven Homomorphismus h: V — W.

3. dimV =dimW <= es gibt einen bijektiven Homomorphismus h: V — W.

110



Beweis. Wir zeigen den dritten Teil. Der Beweis fiir die ersten beiden Teile geht &hnlich.

,= Sei A ={ay,...,a,} eine Basis von V und B = {b1,...,b,} eine Basis von W. Nach
Satz 50 existiert eine lineare Abbildung h: V' — W mit h(a;) = b; fiir ¢ = 1,...,n. Diese
lineare Abbildung ist injektiv, denn

0=nh(aray + -+ + anay)
= ath(ar) + -+ + ayh(ay)
=oa1br + -+ by

= ap = =aq, =0,

also ker h = {0}.

h ist auch surjektiv, denn ist y € W beliebig, so ist y = [1b1 + -+ + Bnpb, fiir gewisse
B1,...,08, € W, also

y = Bih(ar) + -+ Bnh(an) = h(Bra1 + -+ - + Bray) € imh.
w<=“ Ist h: V — W bijektiv und A = {ay,...,a,} eine Basis von V, so ist
B ={h(a1),...,h(an)}

eine Basis von W: die lineare Unabhéngigkeit folgt aus der Injektivitéit von h, und dass B ein
Erzeugendensystem ist, folgt aus der Surjektivitéit. [

Satz 54. (Homomorphiesatz fiir Vektorrdume) Seien V, W zwei K-Vektorrdume, h: V — W
ein Homomorphismus. Dann gibt es eine surjektive lineare Abbildung g: V' — V/ker h und
eine injektive lineare Abbildung f: V/kerh — W mit h = fog.

Wenn h surjektiv ist, dann auch f. Insbesondere gilt V/ker h = im h.

V4>h w
N A

V/kerh

Beweis. Da Vektorrdume insbesondere auch abelsche Gruppen sind, und lineare Abbildun-
gen insbesondere auch Gruppenhomomorphismen, haben wir die meisten Aussagen des Satzes
bereits in Satz 10 bewiesen. Es bleibt hier nur noch zu zeigen, dass die dort angegebenen
Funktionen

g: V — V/kerh, g(z) = [x]~
f:V/kerh — W, f([z]~)=h(x)

auch mit der Skalarmultiplikation vertrdglich sind. Und in der Tat gilt
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0 0
Beispiel. V=R3 W =R? h:V — W, h(z,y,2) = (2r,2). Dann gilt kerh = ([ 1], | 0 |)
0 1

und imh = <(f> ). Geometrisch ist ker h die (y, z)-Ebene in R und im h eine Gerade in R2.

Die Elemente von V/ ker h kann man sich vorstellen als die Ebenen, die parallel zu ker h liegen.
Diese bilden einen Vektorraum, der genau wie im h eindimensional ist. Jedes Ebene in V/ ker h
ist eindeutig charakterisiert durch ihren Schnittpunkt mit der z-Achse. Einen Isomorphismus
zwischen V/ker h und imh erhdlt man, indem man die Ebene durch (z,0,0) auf (2z,z)
abbildet. Beachte, dass zwei Punkte (z,y, 2) € R genau dann dasselbe Bild h(z,y,2) € R?
haben, wenn sie zur selben Ebene gehoren (vgl. die Beispiele zu Satz 6).

x
imh

kerh; i
=% U

1% V/kerh W

Satz 55. (Isomorphiesitze)
1. Seien U, W zwei Unterrdume eines K-Vektorraums V. Dann gilt
U/Unw)=(U+W)/W.
2. Im Fall U C W gilt auerdem (V/U)/(W/U) = V/W.

Beweis.

1. Nach Satz 43 gibt es einen Raum W C U mit (UNW)®W = U. Wihle so einen
Raum W. Dann ldsst sich jedes u € U schreiben als u = u + ug fiir gewisse eindeutig
bestimmte u; € U N W und uy € W. Betrachte die Abbildung

h:U — (U+W)/W, h(u +u2) = [ug]~.

Diese Funktion ist linear und surjektiv und es gilt kerh = U N W. Aus Satz 54 folgt
deshalb die Behauptung.

U (U + W)W
N
U/(UNW)

2. SelUCWSO dassU@U—W undselWCVso dass W @ W = V. Dann ist

V/U = U+ W und W/U = und unter Verwendung von Teil 1 ist
(V/U)/(W/U) = (U+W)/U' ~ W (ONW) =W VW,
={0}
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17 Koordinatendarstellungen

Definition 35. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum.

1. Ein Vektor B = (b1,...,b,) € V™ heifit geordnete Basis von V', falls {b1,...,b,} eine
Basis von V ist.

2. Sei B = (b1,...,b,) € V" eine geordnete Basis von V und z € V. Sind «y,...,a, € K
so, dass * = aqby + - - - + apbi, dann heifit der Vektor (aq, ..., a,) € K" die Koordina-
tendarstellung von x beziiglich B. Fiir ¢ = 1,...,n heifit dann «o; die i-te Koordinate
von x beziiglich B.

Eine geordnete Basis ist nichts anderes als eine Basis, bei der eine bestimmte Reihenfolge fiir die
Basiselemente festgelegt ist. Man beachte, dass {a, b, c} = {c,a,b} aber (a,b,c) # (¢, a,b) ist.

Beim Teil 2 der Definition ist zu beachten, dass es zu jedem z € V genau eine passende Koordinaten-

darstellung (a1, ..., a,) gibt, weil {b1,...,b,} nach Voraussetzung eine Basis ist.
Beispiel.
1. Vektoren z = (z1,...,2,) € K" sind Koordinatendarstellungen von sich selbst beziiglich

der Standardbasis F = (e, ..., ep).

2. Ist B = (b1, ba, bs, by) eine geordnete Basis eines Vektorraums V', so ist B = (b, b1, by, b2)
auch eine geordnete Basis von V', und zwar eine von B verschiedene. Ist (x1, z2, 3, x4)
die Koordinatendarstellung eines bestimmten Vektors beziiglich B, so ist (x3,x1, x4, T2)
die Koordinatendarstellung desselben Vektors beziiglich B.

3. B = (1,X,X2% X3 € K[X]* ist eine geordnete Basis fiir den Unterraum von K[X]
bestehend aus allen Polynomen vom Grad hochstes drei. Eine andere geordnete Basis
ist B=(1,X,X(X —1), X(X —1)(X — 2)). Die Koordinatendarstellung von 2 4+ 3X —
7X2%+5X3 beziiglich B ist (2,3, —7,5). Die Koordinatendarstellung desselben Polynoms
beziiglich B ist (2,1,8,5).

4. Im Fall V = K" ldsst sich eine geordnete Basis als Matrix auffassen. Per Konvention
macht man die Basisvektoren zu den Spalten der Matrix. Dann ist zum Beispiel

111
B=1|1 2 4
1 39
3
eine geordnete Basis von Q3. Ist | 2 | die Koordinatendarstellung eines Vektors be-
4

ziiglich dieser Basis B, so erhilt man die Koordinatendarstellung desselben Vektors
beziiglich der Standardbasis durch die Rechnung

1 1 1 9
3(1)+2(2]+414]| =123
1 3 9 45
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7
Ist umgekehrt | 4 | die Koordiantendarstellung eines Vektors beziiglich der Standard-

3
basis, so bekommt man dessen Darstellung beziiglich der Basis B, indem man das lineare
Gleichungssystem
1 1 1 7
a1+t |2)+as|4] =14
1 3 9 3
12
16st. Das Ergebnis lautet | —6
1

Bei einem gegebenen Tupel von Koérperelementen ist also nicht ohne weiteres klar, wel-
cher Vektor damit beschrieben wird. Man muss immer auch die Basis wissen, beziiglich
der die Koordinaten zu verstehen sind. Ist keine Basis angegeben, wird meistens die
Standardbasis gemeint sein.

Satz 56. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, B = (b1,...,b,) € V" eine geord-
nete Basis von V. Dann ist die Abbildung h: V' — K", die jedem x € V dessen Koordinaten-
darstellung beziiglich B zuordnet, ein Isomorphismus.

Insbesondere sind alle endlich-dimensionalen K-Vektorrdume der gleichen Dimension zuein-
ander isomorph.

Beweis. Ubung. m

Im vorangegangenen Beispiel haben wir gesehen, wie man zwischen einer Koordinatendarstellung ei-
nes Vektors v € K" beziiglich der Standardbasis und der Koordinatendarstellung beziiglich einer
anderen geordneten Basis hin und her wechseln kann: ist v € K™ ein Vektor (und damit die Koordi-
natendarstellung von sich selbst beziiglich der Standardbasis), so ist Bv die Koordinatendarstellung
desselben Vektors beziiglich B. Und ist w € K" die Koordinatendarstellung eines Vektors beziiglich B,
so ist B~!lw die Koordinatendarstellung desselben Vektors beziiglich der Standardbasis. (Matrizen,
die geordnete Basen enthalten, sind immer invertierbar, weil ihre Spalten linear unabhéngig sind.) Die
folgende Definition verallgemeinert diesen Sachverhalt.

Definition 36. Seien V,W zwei endlich-dimensionale K-Vektorrdume, A = (aq,...,an) €
V™ eine geordnete Basis von V', B = (by,...,b,) € W™ eine geordnete Basis von W. Weiter
sei h: V. — W eine lineare Abbildung. Die Matrix M € K"*™  deren (i,j)-ter Eintrag die
i-te Koordinate von h(a;) beziiglich B ist, heifit die Abbildungsmatriz oder die Koordinaten-
darstellung von h beziiglich A und B.

Beispiel.

1. Sei M € K™ V = K™ W = K" und sei h: V. — W, h(z) = Mz. Dann ist M
die Abbildungsmatrix von h beziiglich der Standardbasis {e1,...,e,} von V und der
Standardbasis {e1,...,e,} von W.

2. Sei V =Q[X]<3={ap+a1 X +axX?+a3X?: ap,a1,a2,a3 € Q}, und sei W = Q(v2).
Weiter sei

h:V =W, hlag+a X+ +a3X®) :=ao+a1(1+V2) + -+ az(1 + v2)>.
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Dann ist h eine lineare Abbildung. A = {1, X, X2, X3} ist eine Basis von V und B =
{1,+/2} ist eine Basis von W. Die Abbildungsmatrix von h beziiglich A und B lautet

11 3 7
M= (0 1 2 5) '
Zum Beispiel erklért sich die letzte Spalte aus (1 + \/5)3 =T7+5V2.

3. V=W, h = id, aber zwei nicht notwendigerweise identische Basen Bj, Bs € V". In

diesem Fall hat die Abbildungsmatrix M von h beziiglich By und Bs die Eigenschaft,
dass sie Koordinatendarstellungen von v € V beziiglich B; in Koordinatendarstellungen
beziiglich B, umwandelt. Man nennt M deshalb auch eine Basiswechselmatriz und
schreibt 15, B, := M.
Im Fall V= K", wo sich B} und Bs als invertierbare Matrizen auffassen lassen, und
wo die Standardbasis (eq,...,ey,) der Einheitsmatrix I,, entspricht, gilt 77, .5, = Ba,
T, 51, = Bl_l, T, 5B, = BzBl_l, Tp,—B, = BlB2_1 = TB?llﬁBg' Auflerdem gilt: ist Bg
eine dritte geordnete Basis von V', so ist T, sB; = IBy—Bs LB, —B,-

Satz 57. Seien V,W zwei endlich-dimensionale K-Vektorrdume, h: V. — W linear und
M € K™™ die Abbildungsmatrix von h beziiglich geordneter Basen A, B von V, W. Weiter
seien v: V. — K™ und w: W — K" die Abbildungen, die jedem x € V bzw. jedem y €
W die Koordinatendarstellungen dieser Vektoren beziiglich A bzw. B zuordnen. Dann gilt
w(h(x)) = Mv(z) fir alle x € V.

Vv w

{M‘w

Km N K’n

Beweis. Da alle beteiligten Abbildungen linear sind, geniigt es, die Aussage fiir die Elemente
der Basis von V' zu zeigen. Ist a; das j-te Basiselement, so ist v(b;) = e; und also Mwv(b;) die
j-te Spalte von M. Nach Definition 36 ist das genau die Koordinatendarstellung von h(b;)
beziiglich der gew&hlten Basis von W, also w(h(b;)). n

Satz 58. Seien Vi, Vs, V3 drei endlich-dimensionale K-Vektorraume mit geordneten Basen
By, By, B3, seien f: Vi — Vo, g: Vo — V3 lineare Abbildungen, und seien My, M, die Abbil-
dungsmatrix von f beziiglich By und By bzw. von g beziiglich B und Bs. Dann ist MyM;y
die Abbildungsmatrix von g o f: Vi — V3 beziiglich By und Bs.

gof
n Ly, Ty,
’Ulj ’UQJ ng,
My M,
Mng
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Beweis. Nach Satz 57 gilt va(f(z)) = Mv;(x) fiir alle 2 € Vi, d.h. f(z) = vy ' (Mjuvi(2)).
AuBerdem gilt v3(g(y)) = Myva(y) fur alle y € V5, und damit auch

v3(g(f(x))) = Mgva(f(2)) = MygMjyv: ()

fir alle x € V;. Da diese Gleichung dann insbesondere fiir die Basisvektoren von V; gilt, folgt
die Behauptung. =

Aus dem Satz folgt, dass man eine Abbildungsmatrix M beziiglich zweier geordneter Basen By, By in
eine Abbildungsmatrix M derselben Abbildung aber beziiglich zweier anderer geordneter Basen B;, Bo
dadurch iiberfiihrt, dass man sie mit den entsprechenden Basiswechselmatrizen multipliziert:

M - TBQ—)BQ MTélﬁBl :

Noch spezieller: Wenn Vi = V3, By = By und By = By ist, dann ist Ty 5 = T]§‘1_>Bl, d.h. die
Basistransformation hat dann die einfache Form M = T—'MT fiir ein gewisses T € GL(n,K). Es gilt
dann

det(M) = det(T~*MT)

= Jot () det(M) det(T)

= det(M).
Das heifit, alle Abbildungsmatrizen einer linearen Abbildung h: V' — V mit der gleichen Basis auf
beiden Seite haben dieselbe Determinante. Der Wert der Determinante héngt also nur von der linearen

Abbildung h ab und nicht von der gewihlten Basis fiir V. Ahnliches gilt fiir den Rang einer Matrix.
Das gestattet die folgenden Definitionen:

Definition 37.

1. Sei h: V — V linear, B eine beliebige geordnete Basis von V und M € K™*" die Abbil-
dungsmatrix von V beziiglich B und B. Dann heifit det h := det M die Determinante
von h.

2. Sei h: V — W linear, A, B beliebige geordnete Basen von V, W und sei M € K™"*™ die
Abbildungsmatrix von h beziiglich A und B. Dann heifit Rang h := Rang M der Rang
von h.

18 Der Dualraum

Definition 38.

1. Sind V und W zwei K-Vektorrdume, so wird die Menge aller linearen Abbildungen
h:V — W mit Hom(V, W) bezeichnet.

2. Im Spezialfall V' = W schreibt man End(V') := Hom(V, V). Fiir die Menge aller Auto-
morphismen schreibt man Aut(V).

3. Im Spezialfall W = K schreibt man V* := Hom(V, W) und nennt dies den Dualraum
von V. Die Elemente von V* heiflen Funktionale.
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Beachte: Hom(V, W) bildet zusammen mit den Operationen
hi+hy = (@ hi(z) + ha(z) ), a-h:=(z—a h))
T T T T T T
in Hom(V,W) €V in W in Hom(V,W) €V inW

einen Vektorraum iiber K.
Auch End(V) ist ein Vektorraum.

Die Menge Aut(V) ist kein Vektorraum, aber zusammen mit der Komposition eine Gruppe.

Beispiel.

1. V=R3 h:R3 =R, h( )=x+y— 2 Dannist h € V*.

SIS

2. V=Q[X], e: QX] — Q definiert durch
e(ap+ a1 X + -+ ap, X") :=ap + 3a1 + 9ag + - - - + 3"ay,.
Dann ist e € V*.

3. Einige weitere Beispiele fiir lineare Abbildungen V' — K befinden sich in der Liste nach
Definition 34.

Satz 59. Sind V,W zwei endlich-dimensionale K-Vektorrdume, dimV = n, dimW = m,
dann ist

Hom(V, W) = K"*™.
Insbesondere gilt dim Hom(V, W) = nm und V* & K™ 2 K™ =V und dim V* = dim V.

Beweis. Wir konstruieren einen Isomorphismus h: K*"*™ — Hom(V, W). Wéhle dazu geord-
nete Basen A = (a1,...,am) von V und B = (by,...,b,) von W. Es sei h; j: V' — W die nach
Satz 50 eindeutig bestimmte lineare Abbildung mit h(a;) = b; und h(ay) = 0 fiir alle k # j.
Es bezeichne e; ; € K"*™ die Matrix, die an Stelle (¢, j) eine Eins und ansonsten nur Nullen
enthélt. Dann ist {e;j:i=1,...,n,j =1,...,m} eine Basis von K"*"™.

Es sei schlieflich h: K"*™ — Hom(V, W) die nach Satz 50 eindeutig bestimmte lineare Ab-
bildung, die e; ; auf h; ; abbildet, fir ¢ =1,...,mund j =1,...,n.

Diese Abbildung ist bijektiv: Die Umkehrabbildung h~1: Hom(V, W) — K™*™ ist die Funk-
tion, die jedem u € Hom(V, W) dessen Abbildungsmatrix beziiglich A und B zuordnet. n

Fir V. =K"™ folgt aus dem Satz, dass jedes Element von V* von der Form ist

X1 T
2V oK, 2" (| ) =aar o = (a1, o)
Tm LTm
fiir gewisse Konstanten ayq,...,q,, € K. Die (,abstrakten®) Vektoren z* € V* lassen sich also auch

durch (,konkrete*) Vektoren (o, ..., o) € K™ =V beschreiben. Die Abbildung

V=V (a,...,0m) — (xr—>(oz1,...,ozm)x)
| S — T

2% cv

eV
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ist ein Isomorphismus.

Im Fall dimV = oo sind V und V* nicht unbedingt isomorph. Zum Beispiel kann man zeigen, dass
K{[X]]" = K[X] 2 K[[X]].

Satz 60. Ist B = {b1,..., by} eine Basis von V, so bildet die Menge B* = {b7,...,b},} CV*

mit
1 fallsi=j

bi (bj) - { 0 sonst

eine Basis von V*. (Man nennt B* die zu B duale Basis.)
Beweis. (a) B* ist linear unabhéngig: Seien ay, ..., a, € K mit
a1b] + -+ -+ apb;, = 0.

Das bedeutet a1bj(z) + -+ + apbl(x) = 0 fiir alle z € V. Fiir beliebiges i € {1,...,n} gilt
daher insbesondere

(b) B* ist ein Erzeugendensystem: Sei z* € V beliebig. Sei o; = x*(b;) fiir i« = 1,...,n.
Fiir die lineare Abbildung y* := a1b] + - - - + @, b}, gilt ebenfalls o; = y*(b;) fiir i = 1,...,n.
Da nach Satz 50 eine lineare Abbildung eindeutig durch die Bilder auf den Basiselementen

bestimmt ist, folgt 2* = y*. Und da x* beliebig war und y* eine Linearkombination von
bl,..., by ist, folgt, dass B* ein Erzeugendensystem von V™ ist. m

Definition 39. Seien V, W zwei K-Vektorrdume, h € Hom(V, W). Dann wird die Abbildung
h" € Hom(W*, V*) definiert durch ' (y*) := (& + y*(h(x)) ) fiir alle y* € W*.

1 2
Beispiel. V =R?, W =R>, h(z) = |3 4| x. Dannist h': W* — V* die Abbildung, die
5 6

eine Abbildung

n Y1
vy W =K,y ({y2|)=(B1,052,0s) | v
Y3 Y3
in die Abbildung
1 2
RY(y*): V =K, hT(y*)(<x1>) = (P1,B2,83) | 3 4 (:”1)
T2 5 6 i)

= (81 + 3B2 + 503)x1 + (261 + 452 + 63)x2
uberfiihrt.

Einfacher ldsst es sich ausdriicken, wenn man die Elemente der Dualrdume durch die entspre-
chenden Vektoren in V' bzw W ausdriickt. Dann ist ndmlich einfach

b1 B1
K| B ]) = (; Z 2) B2
B3 B3

Wie man sieht, ist die Abbildungsmatrix von h' gerade die Transponierte der Abbildungs-
matrix von h. Das ist natiirlich kein Zufall:

118



Satz 61. Seien V, W zwei K-Vektorraume.
1. Die Abbildung -": Hom(V, W) — Hom(W*,V*), h s h' ist linear.

2. Seien V, W beide endlich-dimensional und seien A, B geordnete Basen von V bzw. W.
Weiter seien A* und B* die dualen Basen von A und B. Dann gilt: Ist M € K®*™
die Abbildungsmatrix von h € Hom(V, W) beziiglich A und B, so ist M € K™*™ die
Abbildungsmatrix von h' beziiglich B* und A*.

Beweis.

1. Ubung.
2. Sei M die Abbildungsmatrix von h' beziiglich B* und A*. Schreibe A = {a1,...,am},
B={b,...,bn}, A ={al,....a%}, B* = {bl,...,b% ).

An Position (i,j) von M steht die i-te Koordinate von hT(b;) beziiglich A*. Zu zeigen:
diese ist identisch mit der j-ten Koordinate von h(a;) beziiglich B.

Aufgrund der Definiton der Dualbasis ist die i-te Koordinate eines Funktionals z* € V*
gerade z*(a;), und b} (y) ist die j-te Koordinate von y € W. Daher:

i-te Koordiante von hT(bj-) beziiglich A*
T (p*

= h (b5)(a:)

= bj(h(ai))

= j-te Koordinate von h(a;) beziiglich B,

wie behauptet. [

Der Satz ist eine Verallgemeinerung der Matrixtransposition auf Homomorphismen zwischen beliebigen
Vektorrdumen. Es bietet sich deshalb an dieser an, auch die Begriffe Ko-Kern und Ko-Bild fiir beliebige
Homomorphismen zu definieren. Fiir h: V' — W war ja bereits definiert kerh = {& € V : h(z) = 0}
und imh = {h(z) : * € V}. Dariiber hinaus definieren wir jetzt cokerh = {x € W* : h' (z) = 0}
und coimh = {hT(z) : € W*}. Man beachte, dass coker h ein Unterraum von W* und coim h ein
Unterraum von V* ist.

Satz 62. Sei V ein K-Vektorraum und V** := (V*)* der Dualraum des Dualraums von V'
(V** ist der sogenannte Bidualraum von V). Die Abbildung

h:V V™  hzx)=(fr f(z))
ist linear und injektiv, und im Fall dim V' < oo auch bijektiv.

Beweis. Linearitét: Fiir alle o, 8 € K und alle z,y € V gilt:

h(ax + By) = ( f > flaz + By) )
=(f=af(x)+8f(y))
=a( f f(@))+B(f— fy))
= ah(x) + Bh(y).
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Injektivitat: Fir alle x,y € V gilt

h(z —y)=0
(fefl@—y))=0
VeV : flz—y) =0
T =1y.

R

Bijektivitit im Fall dim V' < oo folgt aus Satz 52 und dim V** = dim V* = dim V.
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19 Affine und Projektive Geometrie

Definition 40. Sei U C K™ ein Untervektorraum und x € K". Dann heif3t
r+U={z+u:ueclU} CK"

ein affiner Unterraum (engl. affine subspace) von K.
Im Fall dimU =0/ 1/ 2 / n— 1 spricht man von einem Punkt / einer Geraden / einer
Ebene / einer Hyperebene. (engl: point, line, plane, hyper plane)

Beispiel.

1 1 1 1
= <O> + )\<1> :AeR} = <0> + <<1>> C R? ist die Gerade durch den Punkt

1. G
1 1
<O> in Richtung (1>

—1
G = < 0 1) + (( >> C R? ist eine andere Schreibeweise fiir dieselbe Gerade.

- ~1
1 1 1

22 E= 2|+ ([-1]),| 4 |) ist eine Ebene. Um sich die Lage der Ebene im drei-
3 1 -3

dimensionalen Raum zu veranschaulichen, kann man die Schnittgeraden mit den drei
Koordinatenebenen bestimmen:

1 0 2 4
endol. (1]h=1(6]+(1]

0 0 0 0

N—_— —

(z,y)-Ebene

1 0 3 )
endol.loy=(o]+(o]

0 1 ) 1

(z, z)-Ebene

0 0 0 0
en(li], foh=(3]+( 5]

0 1 2 —4

(y, z)-Ebene
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Den Schnitt zweier affiner Unterrdume kann man berechnen, indem man ein inhomoge-
nes lineares Gleichungssystem lost. Zum Beispiel bekommt man die erste Schnittgerade,
indem man alle «, 8, A, u bestimmt, fiir die gilt:

1 1 1 1 0
2| +al-1])+8| 4 | =x[0]+n]|1
3 1 3 0 0

Die Schnittgerade mit einer Koordinatenebene kann man auch einfacher ausrechnen.
Dazu nutzt man aus, dass z. B. die (x, y)-Ebene gerade die Menge aller Punkte (z,y, z) €
R? mit der Eigenschaft z = 0 ist. Der Schnitt dieser Ebene mit E ist also auch die Menge
aller Punkte aus F, deren letzte Koordinate 0 ist. Um diese Punkte zu finden, braucht
man nur das inhomogene Gleichungssystem

3+a- 148 (-3)=0

zu 16sen.

Satz 63. Der Schnitt zweier affiner Unterrdume von K" ist entweder die leere Menge oder
wieder ein affiner Unterraum von K”.

Beweis. Seien 1 + U; und zo + Uy zwei affine Unterrdume von K”. Falls deren Schnitt leer
ist, ist nichts zu zeigen. Anderenfalls gibt es ein € K" mit € (x; + Uy) N (x2 + Ua),
etwa x = x1 + u1 = x2 + ue fir gewisse u; € Uy und ue € Us. Wir zeigen, dass dann
(561 + Ul) N (CCQ + Uz) =x+ (Ul N UQ) gilt.

»,C“ Seil z € (x1 +Up) N (9 + Us). Zu zeigen: z € x + (U NUs), d.h. x — 2z € Uy NUs.

Nach Voraussetzung gilt z € x1 + Uy und z € x5 4+ Us, also z = x1 + @1 = 9 + Us flir gewisse
11 € Uy und 4o € Us. Also gilt

up —up € Uq
Z—T = ~
UQ—U,QEUQ

und damit z — x € Uy N Us.

,2“ Seiz € x4+ (U NUs). Zu zeigen: z € x1 + Uy und z € x5 + Us. Aus Symmetriegriinden
geniigt es, z € x1 + Uy zu zeigen. Nach Voraussetzung gilt

ze x +(U10U2)§$1+U1+U1.
T \ / N m——

Clx =U1
=1 +ul
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Definition 41. Zwei affine Unterrdume z1 + Uy, x2 + Uy von K™ heifien (zueinander) parallel,
falls Uy C Uy oder Uy C Uj ist.

T2 + Us

1+ U
/ z1 + Uy /

—
/

29 + Us

Zwei Geraden im Raum K2, die sich nicht schneiden, sind stets zueinander parallel. (Beweis: Ubung.)
Zwei Geraden im Raum K? kénnen sich jedoch auch dann verfehlen, wenn sie nicht parallel sind.

Beispiel. Betrachte die beiden Geraden

1 2 2 4
Gi=[2]+(| 1]), Go=[5]+(|-5]))
3 —1 0 )

Der Schnitt G1 N G4 ist leer, weil das inhomogene Gleichungssystem

1 2 2 4
2l +al 1 | =5 +B|-5
3 -1 0 5
2 4
keine Losung hat. Trotzdem sind diese Geraden nicht parallel, weil | 1 | und | —5 | linear
-1 5
unabhéngig sind.
G

7

Zwei Ebenen im K? sind entweder zueinander parallel oder sie schneiden sich in einer Gerade. Zwei
Ebenen im K* kénnen als Schnittmenge eine Gerade, einen einzelnen Punkt, oder die leere Menge
haben, und zwar auch dann, wenn sie nicht parallel sind.

Ga
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Beispiel. Fiir die beiden Ebenen

1 1 0 1 4 1
2 -1 1 2 3 2
El_ 3 +< 1 N ] >7 EQ_ -9 +< 21 |4 >
4 -1 0 1 1 8
gilt
5)
)
ElﬁEQZ{ 0 }
0

Definition 42. Fiir v,w € K"\ {0} sei definiert
v~w o= FAeK\{0}:v=)w.

Dann heifit P" := (K"*1\ {0})/~ der projektive Raum der Dimension n iiber K.

Statt [(xo, ..., Tn)]~ schreibt man (z¢ : - - : z,) und spricht von projektiven Koordinaten.

Anschauung: Das Auge eines Betrachters am Ursprung (0, ...,0) des Raums K"*! kann zwei Punkte
v,w € K" nicht voneinander unterscheiden, wenn v ~ w gilt, d.h. wenn diese Punkte auf dersel-
ben Geraden durch den Ursprung liegen. Mit Ausnahme der Geraden auf der Grundfiche x,41 = 0
schneiden alle diese Geraden den affinen Unterraum K" x {1} C K"*! in genau einem Punkt. Dieser
Punkt bietet sich als kanonischer Reprisentant der jeweiligen Aquivalenzklassen an. Man kann sich
den affinen Unterraum K" x {1} geometrisch als Projektionsfliche vorstellen. Betrachtet man ein geo-
metrisches Objekt im K" T als ein Objekt in P", so geht ein Teil der Information iiber Lage und Form
des Objekts verloren. Was an Information iibrig bleibt, entspricht genau dem Bild der Projektion auf
der Projektionsfliche.
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Die Projektion bildet den Punkt (zo : -+ : xyn) € P" mit 2, # 0 auf den Punkt (32,..., l;;l) e K»
ab. Die restlichen Punkte (zg:---:x,_1 : 0) € P" bilden zusammengenommen eine Kopie von P"~1,
Diese Punkte kann man sich anschaulich als Punkte vorstellen, die ,unendlich weit“ vom Ursprung
entfernt liegen. Im Fall n = 1 entsprechen die Punkte (xg : z1) mit £; = 0 genau den Punkten
auf der xo-Achse, die die zu ihr parallel verlaufende Projektionsgerade zo = 1 in einem gedachten
unendlich fernen Punkt (1 : 0) € P! schneidet. Es gilt also ,P! = K! UP%“. Im Fall n = 2 verlaufen
die Grundebene { (zg,x1,z2) : 22 = 0} und die Projektionsebene { (zg,x1,z2) : 2 = 1} zueinander
parallel. Sie schneiden sich in einer gedachten Gerade, die aus lauter unendlich fernen Punkten besteht,
je einen fiir jede Richtung (x¢ : x1). Es gilt also ,P? = K2 UP!“.

Durch die Hinzunahme von unendlich fernen Punkte lassen sich die ldstigen Fallunterscheidungen, die
beim Rechnen mit affinen Rdumen auftreten, vermeiden. Statt der inhomogenen Gleichungssysteme

T+ a1v; + -+ AU 207
die da auftreten, hat man es im projektiven Raum nur mit homogenen Gleichungsystemen
AL+ vy + -+ @y, =0

zu tun.

In der Computergraphik wird grundsétzlich mit projektiven Koordinaten gearbeitet. Objekte in einem
dreidimensionalen virtuellen Raum werden dargestellt durch Punkte im projektiven Raum P3. Positi-
onsénderungen der Objekte lassen sich durch die Anwendung geeigneter 4 x 4-Matrizen ausdriicken.
Fiir eine Matrix 4 € K®TUx®+1) ynd einen Punkt [z]. € P mit 2 € K"+ \ {0} definiert man
Alz]~ = [Az]~. Eine solche Definition ist zuléssig, weil das Ergebnis wegen ' = Az <= V A #0:
Az’ = A(Az) nicht von der Wahl des Reprisentanten abhingt.

So kann man zum Beispiel im projektiven Raum auch die Verschiebung eines Punktes (zq : 21 : 23 :
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x3) € P? um den Vektor (yo,y1,y2) € K? als eine lineare Abbildung schreiben:

lel _ 01 0 Y2 T1
zh 00 1 y3]| |

Im Raum K2 ist die Verschiebung um (y1,y2,y3) dagegen keine lineare Abbildung.

Zur Darstellung der dreidimensionalen virtuellen Realidt auf einem zweidimensionalen Bildschirm be-
trachtet man die Bildschirmoberfliche als projektiven Raum P? und verwendet eine Matrix A € K3*4,
um die Punkte in P? auf Punkte im P? abzubilden. Die Eintréige von A codieren Lage, Blickrichtung,
Drehwinkel und Brennweite (Zoom) der virtuellen Kamera. Wie das genau funktioniert, erfahren Sie
in den einschlégigen Lehrveranstaltungen des Instituts fiir Angewandte Geometrie von Prof. Jiittler.

20 Farbraume

Das Spektrum des sichtbaren Lichts umfasst die elektromagnetische Strahlung mit Wellenléingen von
ca. 400nm (violett) bis ca. 700nm (rot). Jede Wellenléinge entspricht einer bestimmten (Spektral-)Far-
be, und jeder andere Farbeindruck einspricht einer bestimmten Uberlagerung solcher Spektralfarben.
Weisses Licht ergibt sich zum Beispiel aus der gleichméfligen Mischung von Licht in allen Farben des
Spektrums. In der Sprache der linearen Algebra kann man die Farben als einen Vektorraum auffassen,
der von den Spektralfarben erzeugt wird. Jede Wellenldnge entspricht dann einem anderen Basisvektor,
und jede Farbe ist eine Linearkombination, deren Koeffizienten angeben, wie stark der Lichtanteil der
entsprechenden Spektralfarbe ist.

Wenn jede Wellenléinge einem Basisvektor entsprechen soll, dann ist der Farbraum offenbar unendlich
dimensional. Das mag aus physikalischer Sicht auch eine addquate Beschreibung der Natur des Lichts
sein, aber fiir praktische Anwendungen sind so viele Dimensionen weder niitzlich noch nétig. Das
menschliche Auge kann so viele Farben gar nicht unterscheiden. Auf der Netzhaut des Auges gibt es
vier verschiedene Arten von lichtempfindliche Zellen, von denen drei fiir das farbige Sehen zustéindig
sind. Jede dieser drei Zellarten reagiert auf Licht mit einer bestimmten Wellenlénge A\ besonders stark,
und auf Licht mit anderen Wellenléingen umso schwécher, je stirker die andere Wellenldnge von A
abweicht.

Empfindlichkeit

‘F N x i | [ }— Wellenléinge (nm)
400 450 500 550 600 650 700

Der Farbeindruck, den wir subjektiv wahrnehmen, ergibt sich daraus, wie stark die drei verschiedenen
Zelltypen vom eintreffenden Licht angeregt werden. Das Auge codiert also jede Farbe als einen Vektor
(x,y,2), in dem die Koordinaten angeben, wie stark jeder der drei Zelltypen von der Farbe angeregt
wird. Vereinfachend kann man sich vorstellen, dass die Koordinaten zwischen 0 (gar keine Anregung)
und 1 (maximale Anregung) liegen.

Die Basis in diesem Modell bilden die drei ,,Grundfarben® rot, griin und blau, fiir die jeweils einer
der drei Zelltypen auf der Netzhaut maximal angeregt wird. Das Mischen von Farben entspricht der
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Linearkombination von Vektoren. Wenn man dabei nichtnegative Koeffizienten wahlt, die sich zu
(hochstens) 1 aufaddieren, dann ist gewéhrleistet, dass der Ergebnisvektor wieder Koordinaten hat, die
zwischen 0 und 1 liegen und damit einen giiltigen Farbvektor darstellen. Solche Linearkombinationen

a1a1 + -+ Qpayy mit aq, ..., > 0und g + - - - 4+ a,, = 1 nennt man auch Konvexkombinationen.
Beispiele:

0,00 =M @00=H (1,0=H @©o01)=N

(0 L,1,00=L1 @@,1,1)=0L]

Ausgabegeriite wie zum Beispiel Monitore erzeugen Farben, indem sie rotes, griines und blaues Licht
in genau dem Mischungsverhiltnis ausstrahlen, das im Auge des Betrachters den gewiinschten Far-
beindruck hervorruft.

Ein Bild kann man als eine Funktion auffassen, die jedem Punkt der Ebene eine Farbe zuordnet.
Farbige Bilder werden im Computer als Uberlagerung dreier einfarbiger Bilder dargestellt, die den
Anteil der drei Basisfarben am Gesamtbild angeben. Typischerweise verwendet man dabei rot, griin
und blau (RGB) als Basisfarben:

Abhéngig von der Anwendungssituation kann es von Vorteil sein, verschiedene Basen zu verwenden.
Es kann zum Beispiel sein, dass es fiir die drei Basislichtquellen in einem Monitor technisch leichter ist,
statt R, G und B drei andere Farben A, B und C zu verwenden. Die Farbinformation, die der Computer
in der RGB-Basis an den Monitor leitet, muss dann vom Monitor in die ABC-Basis umgewandelt
werden. Die Basistransformation geschieht natiirlich durch Multiplikation des RGB-Vektors mit der
3 x 3-Matrix, deren Zeilen die Koordinatendarstellung der Farben in der RGB-Basis sind.

Personen, die an Rot-Griin-Blindheit leiden, haben auf ihrer Netzhaut nur zwei verschiedene Typen
von farbempfindlichen Zellen. Fiir diese Personen ist der Farbraum deshalb nur zweidimensional, und
es ergibt sich in etwa der folgende Eindruck:

Wenn Betroffene jetzt einwenden, dass fiir sie die Abbildung auf der linken Seite der Gleichung nicht
identisch aussieht wie die Abbildung auf der linken Seite der dreidimensionalen Zerlegung, dann liegt
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das daran, dass die Wellenldngen, bei denen die Farbrezeptoren im Auge maximal angeregt werden, von
Mensch zu Mensch leicht verschieden sind. Den exakt gleichen Eindruck bekommt man nur dann, wenn
man in der Rechnung ein rot und ein blau verwendet, die gemeisam den gleichen Untervektorraum
aufspannen wie das rot und das blau, die die Zellen im Auge der betreffenden Person wahrnehmen.
Dariiber hinaus miisste sichergestellt sein, dass das verwendete Grafikprogram sowie der Drucker bzw.
der Bildschirm exakt die gleichen Farbtone als Basisfunktion verwenden, was technisch nur sehr schwer
umzusetzen ist.

Wenn Sie dieses Skriptum auf einem Schwarz-Weiss-Drucker ausgedruckt haben, dann hat Thr Com-
puter die Farben in den Abbildungen dieses Abschnitts in Grauténe umwandeln miissen. Ein Grauton
ist eine reelle Zahl zwischen 0 (schwarz) und 1 (weiss). Um ein Farbbild in ein Graustufenbild umzu-
wandeln, wihlt man Grauwerte gr, gg, g € [0,1], auf die die Basisfarben R, G, B abgebildet werden
sollen. Eine beliebige Farbe (cg, ¢, cg) des RGB-Raums wird dann abgebildet auf den Grauwert

CR
(gRagG7gB) caq
CB

Die Abbildung, die jeder RGB-Farbe einen Grauwert zuordnet, ist also ein Funktional.

Umgekehrt: Vogel werden die Bilder, die auf unseren Monitoren angezeigt werden, vermutlich nicht
besonders realistisch finden. Sie verfiigen nédmlich iiber eine Netzhaut mit vier verschiedenen Typen
von Farbrezeptoren und genieflen daher einen vierdimensionalen Farbraum. Sie kénnen deshalb viele
Farben voneinander unterscheiden, die fiir uns identisch sind.

21 Graphentheorie

Definition 43. Sei V eine Menge und E eine Relation auf V. Dann heiit das Paar G = (V, E)
ein Graph. Die Elemente von V heiflen Knoten (engl. vertex) und die Elemente von E heiflen
Kanten (engl. edge) des Graphen. Eine Kante der Form (v, v) heifit Schieife (engl. loop).

Ein Graph in diesem Sinne hat nichts mit Funktionsgraphen zu tun. Es handelt sich viel mehr um eine
Art Netzwerk, wie wir bereits im Abschnitt 2 als Beispiel fiir eine Relation gesehen haben. Graphen
kann man sich graphisch veranschaulichen, indem man fiir die Knoten irgendwelche Punkte in der
Ebene wihlt und je zwei Punkte vi,vo € V genau dann durch einen Pfeil von v; nach vy verbindet,
wenn (vy,v) € E ist.

Um einen Graph im Computer zu speichern, kann man einfach eine Liste mit den Elementen von V'
sowie eine Liste mit den Elementen von E speichern. Fiir manche Anwendungen ist es zweckméafiger,
die Kantenmenge F durch eine Matrix darzustellen, deren Eintrége fiir je zwei Knoten vy, v angeben,
ob es eine Kante von v; nach vy gibt oder nicht.

Definition 44. Essei G = (V, E) ein Graph mit |V| = n < co. Weiter sei v: {1,...,n} -V
eine bijektive Funktion. Die Adjazenzmatriz von G (beziiglich v) ist definiert als die Matrix
A= ((aij))f= € Q™" mit

1 falls (v(i),v(j)) € E
Qij = 0 sonst
ﬁir i,jzlj...,n-

Die Funktion v in der obigen Definition bedeutet blof}, dass die Knoten in einer beliebigen aber
bestimmten Weise angeordnet werden sollen. Welche Reihenfolge gewéhlt wird, ist egal, aber fiir zwei
verschiedene Wahlen von v erhélt man im allgemeinen verschiedene Adjazenzmatrizen.

129



Beispiel. Im folgenden ist fiir die Adjazenzmatrix A immer angenommen, dass v die Knoten
in der Reihenfolge durchnumeriert, in der sie notiert sind.

1. G1 = (V1, Ep) mit V; ={a,b,c,d, e}, By = {(a,b), (b,c), (c,d), (d,e), (e,a)}

a 01000
e \b 00100
¢ Ai=]0 0010
\ / 0000 1
d——-c 1 0 0 0O
2. Gy = (Va, E2) mit Vo = {a, b, ¢, d,e},
Es :{(CL, b)v (avd)7 (Ca C)7 (C7 b)a (eab)7 (da a)a (byd)}
a cDO 01 0 10
<>\b/ 000710
RN A,=]0 11 0 0
d e 1000 0
01000

3. G3 = (V5,E3) mit V3 = {a,b,c,d}, E5 = {(a,b), (a,c), (a,d), (c,b), (d,c)}

R 01 1 1

000 0
l><d A4=101 0 0
€ 0010

4. Gy = (Vy, Eq) mit Vy = {a,b,c,d}, Ey = {(a,c), (b,a), (b,c), (b,d), (d,a)}

0010
101 1
abze . d =190 0 0
100 0

Definition 45. Seien G = (V, E) und G’ = (V' E’) zwei Graphen. Eine Funktion h: V — V'
mit

Vr,ve €V i(v1,v9) € E <= (h(v1),h(vs)) € E

heifit (Graphen-)Homomorphismus von G nach G'. Ist h bijektiv, spricht man von einem
(Graphen-)Isomorphismus und sagt, die Graphen G und G’ seien (zueinander) isomorph.
Schreibweise in diesem Fall: G = G'.
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Beispiel. Von den vier Graphen im vorigen Beispiel sind nur der dritte und der vierte zu-
einander isomorph. Die Abbildung h: V3 — V}, die durch folgende Wertetabelle definiert ist,
ist ein Isomorphismus.

v_|

h(v) ‘ b

b ¢ d
c a d
Um das zu zeigen, rechnet man nach, dass die Mengen E; und

h(E3) := { (h(v), h(w)) : (v,w) € E3} C V}

identisch sind. (Sie sind es.)

Dass (G1 und G5 nicht isomorph sein konnen, sieht man zum Beispiel daran, dass der zweite
Graph eine Schleife hat und der erste nicht. Ein Isomorphismus muss aber Schleifen (v, v) auf
Schleifen (h(v), h(v)) abbilden.

Auflerdem kann weder G noch Gs isomorph zu G3 oder G4 sein, weil ein Isomorphismus
bijektiv sein muss und Graphen deshalb nur dann isomorph sein kénnen, wenn sie die gleiche
Anzahl von Knoten haben.

Anfinger glauben oft, dass zwei Graphen GG; und G isomorph sind, wenn fiir jedes n € N die Zahl
der Knoten in G1, die mit genau n Knoten durch eine Kante verbunden sind, mit der Zahl der Knoten
in G2, die mit genau n durch eine Kante verbunden sind, iibereinstimmt. Das ist aber falsch. Tatséchlich
handelt es sich hierbei nur um eine notwendige Bedingung, aber nicht um eine hinreichende.

Satz 64. Seien G = (V,E) und G’ = (V', E') zwei Graphen mit endlichen Kantenmengen
V,V’'. Sei A eine Adjazenzmatrix von G und A’ eine Adjazenzmatrix von G’. Dann gilt: G

und G’ sind genau dann isomorph, wenn |V| = |V’| gilt und es eine Permutationsmatrix
P e QVIXIVI gibt mit A’ = PAP~!,

Beweis. Seien v: {1,...,|V|} = V und v': {1,...,|V'|} — V' die zu den gegebenen Adja-
zenzmatrizen A und A’ gehorenden Bijektionen.

“=” Seih: V — V' ein Isomorphismus. Da h als Isomorphismus insbesondere bijektiv ist, ist
7 := (v')"Lohow eine Bijektion von {1,...,|V|} nach {1,...,|V’|}. Damit gilt |V| = |V’| und
somit ist 7 eine Permutation. Sei P € QIVI*IVI die zu 7 gehérende Permutationsmatrix. Wir
zeigen A’ = PAP~!. Betrachte dazu eine beliebige Position (i, j) € {1,...,|V|}2. Bezeichnen
wir mit a;; und a; ; den Eintrag von A bzw. A" an Position (i, j), so gilt

aij =1 < (v(i),v(j)) € E

= (h(v(i), h(v(j))) € E'

)1 (), @) () = L
Gy a) =

Damit folgt die Behauptung aus Teil 3 von Satz 19.

“<” Sei m: {1,...,|V]} = {1,...,|V]|} die zu P gehorige Permutation. Wir zeigen, dass
h:V — V', h=vorov™! ein Isomorphismus ist. Bezeichnen wir mit a; ; und a; ; wieder den
Eintrag von A bzw. A’ an Position (4, j), so gilt nach Teil 3 von Satz 19 a; ; =1 <= a;(i) ()"

Fiir zwei beliebige Knoten uw,w € V gilt dann

(u,v) €l — Qy(u),v(w) = 1

131



was zu zeigen war. n

Beispiel. Betrachten wir noch einmal die Graphen G und G4 aus dem Beispiel nach Defi-
nition 44. Die dort angegebenen Adjazenzmatrizen

01 1 1 0010
00 0 101 1
Ads=1g 1 ¢ o ™ A=179 ¢ o
0010 100 0

gelten beide beziiglich der Funktion v: {1,2,3,4} — {a,b,¢,d} mit v(1) = a, v(2) = b,
v(3) =¢, v(4) =d.

Ist h: {a,b,c,d} — {a,b,c,d} der Isomorphismus aus dem vorigen Beispiel, so ist die Permu-
tation m = v~! o h o v gegeben durch

1 1 2 3 4
(@) |2 3 1 4°
Die zugehorige Permutationsmatrix lautet
01 00
0 010
Pr = 1 0 0O
0 0 01
In der Tat gilt
00 10 01 1 1 01 00 0 010
1 0 00 0 0 0O 00 10 1 0 1 1
-1 _ _ _
PrdsPr=1o 1 0 oo 10o|{100o0[ |oo00of 4
00 0 1 0 010 00 01 1 0 0O

Definition 46. Sei G = (V, E) ein Graph. Ein Tupel ((vg, v1), (v2,v3), ..., (Vm-1,0m)) € E™
heifit Pfad (engl. path) von v1 € V nach vy € V von G der Linge m. Statt

((Uo, Ul)v (U27 U3)7 B (’Um*h Um))
schreibt man einen Pfad auch in der Form vg—v1— - - - —v,,.
Ein Pfad mit vy = v, heifit geschlossener Pfad oder Zyklus (engl. cycle) von G (der Lange m).
Beispiel.

1. Die Pfade der Lénge 1 entsprechen genau den Kanten des Graphen, und die Zyklen der
Lénge 1 entsprechen genau seinen Schleifen.

2. Der Graph G5 auf Seite 130 enthélt den Pfad ¢c—c—b—d—a—b—d—a—d—a. Dieser Pfad
hat die Lange 9. Der Pfad ist kein Zyklus, aber z. B. die Pfade a—b—d—a und a—d—a
sind Zyklen von Gj.

Der Graph G5 enthélt dagegen keine Zyklen.
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Satz 65. Sei G = (V, E) ein Graph mit endlicher Knotenmenge, v: {1,...,|V|} — V bijektiv
und A die Adjazenzmatrix von G beziiglich v. Weiter seien i,5 € {1,...,|V|}.

1. Der (i, 7)-te Eintrag in der Matrix A™ ist genau die Anzahl der Pfade von v(7) nach v(j)
der Lénge n.

2. Der (i,j)-te Eintrag in der Matrix A + A% 4 --- + A" ist genau die Anzahl der Pfade
von v(i) nach v(j) der Lange hochstes n.

3. Ein Pfad von v(i) nach v(j) existiert genau dann, wenn ein Pfad von v() nach v(j) der
Lénge hochstens |V existiert.

Beweis.

1. Induktion nach n. Fiir n = 1 folgt die Behauptung direkt aus Def. 44. Nehmen wir an, die
Behauptung gilt fiir n. Sei (4,7) € {1,...,|V|}". Zu zeigen ist, dass der (i, j)-te Eintrag
von A"*! die Anzahl der Pfade von v(i) nach v(j) der Linge n+1 ist. Jeder solche Pfad
lasst sich auffassen als ein Pfad von v(i) nach v(k) fiir ein k € {1,...,n} gefolgt von
der Kante (v(k),v(j)), falls diese existiert. Die Anzahl der Pfade von v (i) nach v(k) ist
nach Voraussetzung der (i, k)-te Eintrag a% von A", und die Kante (v(k),v(j)) existiert
nach Def. 44 genau dann, wenn ay, ; = 1 ist. Da a; ; im anderen Fall 0 ist, ldsst sich die
Anzahl der Pfade von v(i) nach v(j) der Liange n + 1 schreiben als

n] [n]

[ , ) [n]
;1015 + @ 202,5 F -+ A Qv -

Nach Definition der Matrizenmultiplikation ist dies genau der (i,j)-te Eintrag von
A"A = AL

2. Folgt direkt aus Teil 1.

3. Wir zeigen: aus jedem Pfad von u nach v der Lénge m > |V ldsst sich ein Pfad von u
nach v mit einer Linge < m konstruieren. Sei also P ein Pfad von u nach v der Lénge
m > |V|. Dann muss es in P mindestens einen Knoten w geben, der mehr als einmal
besucht wird. Das heifit, wenn etwa P = vg—v1— -+ —vp, mit vg = u und v, = v ist,
dann muss es ein Paar (i, ) mit ¢ < j geben, so dass v; = v; = w ist. In diesem Fall ist

/
P =vy—--- V-1V —Vj41—Vj42— " —Unp

ein Pfad von u nach v der Lange m — (j — i) < m. Beachte, dass (vj,vj4+1) = (vj,v;41)
eine Kante von G ist, weil sie bereits im urspriinglichen Pfad P vorkommt.

Beispiel.

1. Betrachten wir noch einmal den Graphen G5 von Seite 130. Fiir n = 7 erhalten wir

32040
210 20
Af=14 41 6 0
22030
11020
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Der Eintrag 6 an Position (3,4) sagt aus, dass es genau 6 Moglichkeiten gibt, in genau
sieben Schritten von ¢ nach d zu gelangen. In der Tat sind das die folgenden Pfade:

c—b—d—a—b—d—a—d,
c—b—d—a—b—a—b—d,
c—c—c—b—d—a—b—d,
c—c—c—c—b—d—a—d,

c—c—c—c—c—c—a—d.

2. Fiir den Graphen G3 auf Seite 130 gilt A2 = 0. Es gibt in diesem Graphen also keine
Pfade der Lénge 4. Léngere Pfade kann es dann natiirlich auch nicht geben. Die Ge-
samtzahl sdmtlicher Pfade (beliebiger Linge) von einen Knoten zu einem anderen ist
deshalb gegeben durch

Az + A2+ A3 =

o O O O
_ = O W
_ o O N
oo o =

Man kann sich iiberlegen, dass ein Graph G = (V, E) mit Adjazenzmatrix A genau dann
einen Zyklus enthilt wenn A!VI £ 0 ist.

3. Statt der Anzahl der Pfade von w nach v kann man sich auch fragen, wie lang der
kiirzeste Pfad von u nach v ist. Man nennt die Lénge eines kiirzesten Pfades von u
nach v die Distanz von u nach v, Schreibweise: d(u,v). (Beachte: im allgemeinen gilt
d(u,v) # d(v,u).) Wenn es gar keinen Pfad von u nach v gibt, setzt man d(u,v) = oc.

Wir wollen fiir alle Knotenpaare u, v die Distanz d(u, v) bestimmen. Dazu ist es hilfreich,
eine Hilfsgrofie

d(u,v) falls d(u,v) <m

00 sonst

Ay (1, ) = {

einzufithren. Dann bedeutet d,(u,v) = oo, dass d(u,v) > m ist, und d,,(u,v) = k € N,
dass d(u,v) = k ist. Nach Teil 3 von Satz 65 gilt fiir je zwei Knoten u, v eines Graphen
G = (V, E) stets d(u,v) < |V| oder d(u,v) = oc. Es geniigt also, d}y|(u,v) zu berechnen.

Ist V = {v1,...,v,}, so gilt offenbar
Ay +ms (1, v) = min(dm, (w, v1) + diny (V1,0), -+, diy (W, V0) + diny (v, V),

denn wenn man auf einem kiirzesten Pfad P von « nach v nach mj Schritten an einem
Knoten v; anhélt, dann kann es nicht sein, dass es von u nach v; einen Pfad mit weniger
als mq Schritten gibt, sonst liele sich daraus ein Pfad von w nach v konstruieren, der
noch kiirzer ist als P. (Wir nehmen hier an, dass min und + auf NU {co} so definiert
sind, dass min (oo, 00) = 0o, min(k,c0) = k und k + 0o = 0o + k = 0o + 0o = oo fiir alle
k € N gilt.)

Die obige Formel fiir dy,, +m,(u,v) hat die gleiche Struktur wie die Formel fiir die Ko-
effizienten eines Matrixprodukts, wenn man + und - durch min und + ersetzt. Man

134



kann also eine Entfernungstabelle fiir einen Graphen G wie folgt berechnen. Wihle
v:{l,...,|V|} = V und setze D1 = ((di(v(i),v(j))))sS_,- Beachte dabei, dass

i,j=0"
0 fallsi=y
di(v(i),v(4)) =< 1 fallsi# jund (v(i),v(j)) € E
o0 sonst

fir alle ,j gilt. Berechne die Matrix-Potenz D := D‘IV‘H, wobei min und + statt +
und - verwendet werden. Der (7, j)-te Eintrag von D ist dann genau d(v(i),v(j)).

Beispiel: Fiir den Graph

erhilt man die folgende Entfernungstabelle:

NN RN WO o
NN W
— o= O NN DN W S
DO DN WN = W We
O = W DN DN W WS

Qw0 Q.0 o

N R = W NN OIS
— NN =N~ O NN
=N WO = WD N

22 C-finite Folgen

Definition 47.

1. Eine Funktion a: N — K heiit Folge (engl. sequence) in K. Statt a schreibt man auch

(an)%o:O’

2. Eine Folge a heifit C-finit, falls es einen Vektor (co,...,c,) € K'T1\ {0} gibt, so dass
fiir alle n € N gilt

coa(n) +cia(n+1)+---+cra(n+7r) =0.
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Beispiel.

1.

Satz

Die Folge (Fy,)52, der Fibonacci-Zahlen ist C-finit. Sie erfiillt die Rekurrenz
Fn+Fn+1_Fn+2:O

fiir alle n € N.

. Die Folge a: N — Q mit a(n) = n? ist C-finit. Eine Rekurrenz lautet

a(n) —3a(n+1)+3a(n+2) —a(n+3) =0.

Die Folge a: N — Q mit a(n) = n! ist nicht C-finit. Um das zu zeigen, muss man
zeigen, dass sie keine lineare Rekurrenz mit konstanten Koeffizienten erfiillt, egal wie
grof} die Ordnung r gewéahlt wird. Anders ausgedriickt ist zu zeigen, dass die Folgen

(NN, ((n 4+ 1Ny, ..., ((n + 7)), aufgefasst als Elemente des Vektorraums Q
linear unabhéngig iiber Q sind. Dazu betrachte man Konstanten cg, ..., ¢, € Q mit

con! +cin+ )+ +cn+r))=0

fiir alle n € N. Es ist zu zeigen, dass all diese Konstanten Null sein miissen. Wére das
nicht so, dann gibe es zumindest ein ¢ mit ¢; # 0. O.B.d.A. kénnen wir ¢ = r annehmen.
Division durch (n + r)! liefert die Gleichung

1 1
c +c + ot e
0(n+1)---(n+r) 1(n—|—2)---(n+r) iy

+c =0

fiir alle n € N. Auf der linken Seite steht nun eine Linearkombination von rationalen
Ausdriicken. Aus der Analysis ist bekannt, dass lim,, ﬁ = 0 ist fiir jedes Polynom p
mit degp > 0. Der Grenzwert der linken Seite fiir n — 0o ist deshalb ¢,. Der Grenzwert
der rechten Seite ist aber 0. Also muss ¢, = 0 sein, im Widerspruch zur Annahme.

66. Sei (co,...,c;) € K™ mit ¢, # 0. Dann gilt:

U = {(an)2, € KN :VneN:ca,+ -+ cranr = 0} ist ein Untervektorraum

von KN,

Die Abbildung
h:U — K", h(ag,a1,...):= (ag,...,ar-1)

ist ein Isomorphismus.
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Beweis.

1. Zu zeigen: 0 € U und fiir alle u,v € U und alle o, 8 € K gilt au + fv € U. Dass 0 in U
liegt, folgt aus
c0+c10+---+¢0=0.

Sind u,v € U, so gilt
cou(n) + cru(n+1) + -+ cu(n+r) =0,
cov(n) +cro(n+1)+ -+ cv(n+r)=0

fir alle n € N. Multiplikation der ersten Gleichung mit o € K und der zweiten mit
B € K, und Addition der beiden resultierenden Gleichungen liefert

co(u(n) +v(n)) +cr(un+1)+v(n+1)) +-c(uln+r)+ov(n+r)) =0
fiir alle n € N. Also ist auch v +v € U.

2. Man iiberzeugt sich leicht, dass h ein Homomorphismus ist. Um zu zeigen, dass h bijektiv

ist, geniigt es zu zeigen, dass es fiir jeden Vektor (ag,...,a,—1) € K" genau eine Folge
a € U mit h(a) = (agp,...,ar—1) gibt. Zunéichst muss fiir jede solche Folge a offensichtlich
zumindest a(n) = a, fiir n = 0,...,7 — 1 gelten. Ferner gilt fiir beliebiges n > r, dass

es wegen der Rekurrenz fiir den Wert von a(n) genau eine Moglichkeit gibt, ndmlich

a(n) = —Clr (coa(n —7) +cra(n —r+1) + -+ c,_1a(n — 1)).

Durch Induktion nach n erhélt man, dass alle Terme der Folge a eindeutig festgelegt
sind. =

Beispiel. Die Losungsmenge der Rekurrenz
fn)+fin+1) = f(n+2)=0

ist ein zwei-dimensionaler Vektorraum. Jede Losung ist eindeutig festgelegt durch ihre beiden
Anfangswerte f(0) und f(1).

Insbesondere gibt es eine Losung f1 mit f1(0) = 0 und fi1(1) = 1 und eine Losung fo mit
f1(0) = 1 und f1(1) = 0. Die Folge f; ist die Folge der Fibonacci-Zahlen. Diese beiden
Losungen sind linear unabhéingig, weil die Vektoren h(f1) = (0,1) und h(f2) = (1,0) linear
unabhéingig sind. Es ist also {fi, fo} eine Basis von U.

Alle anderen Losungen f lassen sich damit als Linearkombination «.f; + Sf2 schreiben. Die
ersten Terme von f ergeben sich zu

B, a, a+ B, a+26, 20+ 353, 3a+56, da+38p3,...

Satz 67. Es sei a: N — K eine C-finite Folge, die eine Rekurrenz der Ordnung r erfiillt.
Dann gilt: Sind cg, ..., ¢, € K so, dass

coa(n) + cra(n+1)+---+can+r)=0
firmn=0,...,7r—1, so gilt

coa(n) +cra(n+1)+---+ca(n+r)=0

fir alle n € N.
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Beweis. Nach Annahme iiber a existieren gewisse Konstanten ég,...,¢ € K, von denen
wenigstens eine von Null verschieden ist, und fiir die gilt

éoa(n) + éoa(n+ 1)+ -+ éa(n+r) =0
fiir alle n € N. Betrachte den Vektorraum U C KY bestehend aus allen Folgen f mit
cof(n)+éof(n+1)+---+é&fln+r)=0

fiir alle n € N. Nach Satz 66 gilt dim U < r. Ferner gilt neben a € U auch (a(n+1))n>0 € U
fiir jedes fest gewéhlte ¢ € N, denn wenn

éoa(n) + éoa(n+ 1)+ -+ éa(n+r) =0
fiir alle n € N gilt, dann gilt auch
Zoa(n +14) + éoa(n +i+1) + -+ éa(n+i+r) =0
fiir alle n,7 € N. Da U ein Vektorraum ist, gehort auch die Linearkombination

b(n) := coa(n) +cra(n +1) + -+ cra(n+r)

zuU.
Nach Voraussetzung gilt nun b(0) = b(1) = --- = b(r — 1) = 0. Aus Teil 2 von Satz 66 folgt,
dass b(n) = 0 fiir alle n € N. ]

Beispiel. Satz 67 besagt, dass man die Koeffizienten der Rekurrenz fiir eine C-finite Folge a
rekonstruieren kann, wenn man die Ordnung r der Rekurrenz sowie die Terme a(0), ..., a(2r—
1) kennt. Man braucht dazu blof ein lineares Gleichungssystem zu lésen.

Ist etwa bekannt, dass a: N — Q eine Rekurrenz der Ordnung zwei erfiillt, so sucht man
Konstanten cg, ¢1, co € Q mit

coa(n) + cra(n+ 1) + ca(n+2) =0

fir alle n € N. Nach dem Satz geniigt schon, dass diese Bedingung fiir n = 0,1 erfiillt ist.
Wenn man aulerdem weif3, dass a mit den Termen 0, 1, 5, 19 beginnt, dann konkretisiert sich
die obige Gleichung fiir n = 0,1 zu

01 5\ (< 0
15 19) )~
Cc2

Der Losungsraum dieses Gleichungssystems wird aufgespannt von (6, —5, 1), und also erfiillt
a nach Satz 67 die Rekurrenz

6a(n) —5a(n+1) 4+ a(n+2) =0.

Wenn man die Ordnung r der Rekurrenz von a nicht kennt, dann kann man immer noch probieren,
ob man fiir ein frei gewéhltes r aus den bekannten Termen von a eine Rekurrenz rekonstruieren kann.
Man macht dazu wie im vorherigen Beispiel einen Ansatz fiir die Koeffizienten und stellt ein lineares
Gleichungssystem auf. Man sollte dabei r klein genug wéhlen, dass man aus den bekannten Termen
von a ein iiberbestimmtes Gleichungssystem konstruieren kann (also eines mit mehr Gleichungen als
Variablen). Solch ein System hat typischerweise keine Lésung aufler 0. Wenn man trotzdem eine Losung
bekommt, dann ist das ein Indiz (aber natiirlich noch kein Beweis), dass man die Koeffizienten der
wahren Rekurrenz von a gefunden hat.
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Beispiel. Betrachte die Folge a: N — Q mit a(n) = n F,,, wobei F,, die nte Fibonacci-Zahl
ist. Die ersten 10 Terme von a lauten 0,1,2, 6,12, 25, 48,91, 168, 306, 550. Ist a C-finit?

Versuchen wir es mit r = 3. Wenn

coa(n) + cra(n+1) + cea(n +2) + csa(n+3) =0

fiir alle n € N gelten soll, dann muss es auf jeden Fall auch fiir n =0,...,10 — 3 gelten. Das
fithrt auf das Gleichungssystem

0 1 2 6

1 2 6 12

2 6 12 25 co

6 12 25 48 al_g

12 25 48 91 c2 '

25 48 91 168 c3

48 91 168 306

91 168 306 550

Diese Gleichungssystem hat nur die triviale Losung (0,0, 0, 0). Daraus folgt, dass a ganz sicher

keine Rekurrenz der Ordnung drei (oder kleiner) erfiillt.
Es folgt aber nicht, dass a nicht C-finit ist. Es kann immer noch eine Rekurrenz hoherer
Ordnung erfiillen. Zum Beispiel r» = 4. In diesem Fall bekommt man mit den gleichen Daten

das lineare Gleichungssystem

0 1 2 6 12

1 2 6 12 25 co

2 6 12 25 48 c1

6 12 25 48 91 co | =0.

12 25 48 91 168 c3
25 48 91 168 306 c4
48 91 168 306 550

Obwohl es sich wieder um ein iiberbestimmtes System handelt, gibt es eine nichttriviale
Losung, ndmlich (1,2, —1,—2,1). Das legt die Vermutung nah, dass a die Rekurrenz

a(n)+2a(n+1)—a(n+2) —2a(n+3)+a(n+4) =0

erfiillt.
In der Tat ist nicht schwer zu zeigen, dass diese Vermutung korrekt ist, indem man n F,

in die Rekurrenz einsetzt und den entstehenden Ausdruck mithilfe der bekannten Rekurrenz
Fohio = Fpy1 + F, zu 0 vereinfacht.
Satz 68. Es seien (a,)52, und ()7, zwei C-finite Folgen. Dann gilt:

1. (an + bn)o2, ist C-finit.

2. (anbn)92, ist C-finit.

3. fiir jedes fixe u € N ist (ayn )2, C-finit.

4. (D gar)s, ist C-finit.
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Beweis. Wir zeigen den zweiten Teil. Die Beweise fiir die anderen Teile gehen #hnlich.

Nach Voraussetzung sind (a,,)%, und (b,)2%, C-finit. Es gibt also (ay, ..., aq,) € K"\ {0}
und (Bo, ..., Bs) € KST1\ {0} mit

Qoap + Q1041+ -+ Qrapy =0
Bﬂbn + ﬁlbn+1 + -+ Bsanrs =0.

Durch geeignete Wahl von r und s kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass «, # 0 und s # 0
ist. Aus den Rekurrenzen folgt dann, dass sich die Folgen (an4,)52 o und (by15)5%, als Linear-
kombinationen der Folgen (an)5, ..., (antr—1)neg bzw. (bn)50, - - (bnts—1)52 darstellen
lassen. Allgemeiner folgt durch Induktlon dass sich fiir jedes fixe i € N sogar die Folgen
(@n+i)oeo und (bp4i)o2, als Linearkombinationen dieser Folgen darstellen lassen.
Fiir den Vektorraum V C K, der von den Folgen (An4ibntj)oey mit 4,5 € N erzeugt wird,
gilt deshalb dim V' < rs; als Erzeugendensystem geniigen namlich die Folgen (apn+ibn+j)n
mt0<i<rund0<i<s.
Wegen dim V' < rs miissen je rs + 1 viele Elemente von V' linear abhéngig sein. Insbesondere
muss es eine lineare Abhéngigkeit zwischen den Folgen (anbp )0, - - -, (@ntrsbnirs)oe geben.
Es gibt also Konstanten 7y, ..., v,s € K, von denen mindestens eine von Null verschieden ist,
und fiir die gilt

’YOanbn + ’Ylan—i—lbn—i—l +--+ f)/san—ﬁ-rsbn-l—rs =0

fir alle n € N. [
Beispiel.

1. Sei a = (F,)22, die Folge der Fibonacci-Zahlen und b = (n)22,. Es sei bekannt, dass a
die Rekurrenz a(n) + a(n 4+ 1) — a(n + 2) = 0 und b die Rekurrenz b(n) — 2b(n + 1) +
b(n + 2) = 0 erfiillt. Gesucht sei eine Rekurrenz fiir ¢ = (n£,)52,

Es gilt
a(n+2) =a(n) +a(n+1) b(n+2)=—-b(n)+2b(n+1)
a(n+3) = a(n) + 2a(n + 1) b(n+3) = —2b(n) +3b(n+1)
a(n+4) =2a(n) + 3a(n+ 1) b(n+4) = —3b(n) + 4b(n + 1)

fiir alle n € N. Fiir die Produkte ergibt sich daraus

a(n)b(n) = a(n)b(n)
a(n+1)b(n+1) = a(n+1)b(n+1)
a(n+2)b(n+2) = —a(n)b(n) —a(n+1)b(n) +2a(n)b(n+1) +2a(n+1)b(n+1)
a(n+3)b(n+3) = — 2a(n)b(n) —4a(n + 1)b(n) + 3a(n)b(n+ 1) + 6a(n+ 1)b(n+ 1)
a(n+4)b(n+4) = — 6a(n)b(n) — 9a(n + 1)b(n) + 8a(n)b(n + 1) + 12a(n + 1)b(n + 1).

Die Koeffizienten der Rekurrenz findet man durch Losen des linearen Gleichungssystems

1 -2 6\ [°
1 -4 9| ™
2 3 8 ||
2 6 12/ ™

o O O
_ o o O
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Dass das System eine Losung haben muss, sieht man sofort daran, dass es mehr Va-
riablen als Gleichungen hat. Und tatséchlich stellt sich heraus, dass der Losungsraum
eindimensional ist und vom Vektor (1,2, —1, —2,1) aufgespannt wird. Daraus folgt, dass
die Folge ¢ = (nF},)32, die Rekurrenz

cn)+2c(n+1)—cn+2)—2c(n+3)+c(n+4) =0
erfiillt.

2. Auf der Grundlage von Satz 68 kann man ein Computerprogramm schreiben, das Iden-
titdten fiir C-finite Folgen automatisch beweist. Um zum Beispiel die Summationsformel

n
> FP = FuFup
k=0

zu beweisen, beginnt das Programm mit der Rekurrenz F), + Fj,+1 — Fj,4o = 0 fiir die
Fibonacci-Zahlen, die entweder vom Benutzer eingegeben oder aus einer Datenbank ge-
lesen wird. Dann berechnet es wie im vorherigen Beispiel je eine Rekurrenz fiir (F2)2
und fiir (F, F41)2% . Aus der Rekurrenz fiir (F2)22, lisst sich als niichstes eine Rekur-
renz fiir die Summe (3"_, F?)22, berechnen, und daraus schlieBlich eine Rekurrenz fiir

die Differenz d(n) := (Yp_o F?) — F,Fn41 von linker und rechter Seite. Das Ergebnis
dieser Rechnung lautet

din)—2d(n+1)—2d(n+2)+dn+3)=0

fiir alle n € N. Um zu zeigen, dass d(n) = 0 fiir alle n € N gilt, braucht man nach Teil 2
von Satz 66 nur noch nachzurechnen, dass d(n) = 0 fiir n = 0,1, 2 gilt.

23 Kodierungstheorie

Digitale Informationsverarbeitung beruht auf dem Prinzip, jede mogliche Information als eine Folge von
Nullen und Einsen darzustellen. Diese Folgen sind immer endlich, aber moglicherweise sehr lang. Die
Datei dieses Skriptums ist zum Beispiel mehrere Megabyte grofl. Das bedeutet, sie wird im Computer
dargestellt als eine Folge von mehreren Millionen Vektoren b € {0,1}%. Einen solchen Vektor nennt
man ein Byte. Die Koordinaten eines Bytes nennt man Bit.

Ein Bit kann je nach Kontext zum Beispiel Informationen wie an/aus, schwarz/weiss, 0/1, wahr /falsch,
rechts/links, ménnlich/weiblich codieren. In einem Byte kann man z. B. die natiirlichen Zahlen von 0
bis 255 codieren:

(0,0,0,0,0,0,0,0) = 0,
(0,0,0,0,0,0,0,1) =1,
(0,0,0,0,0,0,1,0) = 2,
( )=3
( )

0,0,0,0,0,0,1,1) =
0,0,0,0,0,1,0,0) = 4, etc.

i

Auch die Zeichen in einem Text kann man mit Bytes codieren, indem man z. B. durch eine Tabelle
festlegt, welches Byte welchem Buchstaben entsprechen soll. Die 256 verschiedenen Bytes sind mehr
als ausreichend, um die 52 Grofl- und Kleinbuchstaben, die 10 Ziffern, das Leerzeichen und einige
Interpunktions- und Sonderzeichen unterzubringen.
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Mit Folgen von Bytes 148t sich quasi alles codieren: Zahlen, Formeln, Texte, Computerprogramme,
geometrische Objekte, Kundendaten, Fahrpline, Musik, Fotos, Videos, Wetter- und Klimamodelle,
usw. In der Kodierungstheorie beschéftigt man sich mit dem Design solcher Codierungen. Allgemeiner
stellt man sich die Frage, wie man eine gegebene Codierung (d. h. eine gegebene Bitfolge) in eine andere
umwandeln kann, die zum Ubertragen oder Speichern der Information besser geeignet sind. Typische
Fragestellungen sind in diesem Zusammenhang:

e Datenkompression: Wie kann ich eine gegebene Bitfolge in eine kiirzere Bitfolge umwandeln, die
die gleiche Information enthilt? Oder: Kann ich aus einer gegebenen Bitfolge die ,, wesentliche®
Information von der ,junwesentlichen“ trennen, so dass ich nur die wesentliche speichern oder
iibertragen muss?

e Fehlererkennung: Wie kann ich eine gegebene Bitfolge so abiéndern, dass sich nach der Uber-
tragung feststellen lédsst, ob ein Teil der Bitfolge fehlerhaft iibertragen wurde? Lassen sich die
Fehler nachtriglich reparieren?

o Kryptographie: Wie kann ich eine gegebene Bitfolge verschliisseln, d. h. so abédndern, dass die
darin codierte Information ohne geeignetes geheimes Zusatzwissen nicht zu rekonstruieren ist.
Oder: wie kann ich eine gegebene Bitfolge signieren, d.h. so abdndern, dass ein Empfianger
verifizieren kann, dass die Nachricht wirklich von mir stammt?

Es gibt zu jedem dieser Punkte zahlreiche Techniken. Manche davon verwenden lineare Algebra. Als
Beispiel erkldren wir hier eine einfache Methode zur Fehlererkennung. Fiir Verallgemeinerungen und
andere Methoden sei auf entsprechende Lehrveranstaltungen oder die Literatur verwiesen.

Definition 48.

1. Das Gewicht eines Vektors a = (a1, ..., an) € Z3 ist definiert als
w(a):={i:a; #0} €{0,...,n}.

2. Fir a = (a1,...,a,),b = (b1,...,by,) € ZY heiBt d(a,b) := w(a — b) die Hamming-
Distanz von a und b.

3. Ein Untervektorraum U C Z§ der Dimension k heifit linearer Code von Linge n und
Rang k. Elemente von U heiflen Codewdrter. Die Distanz eines linearen Codes U C Z5
ist definiert als

d=min{w(u):ueU\{0}}eN.

4. Ist U C Z5 ein Code, dann heifit eine geordnete Basis A € ZSXk von U eine FErzeuger-

Zén—k) Xn

matriz und eine Matrix B € mit ker B = U eine Prifmatriz fiir U.

Beispiel.

1. w(1,0,0,1,1,0,1,0) = 4, w(0,0,1,0,1,1,1,1) = 5, w(0,1,1,0,1,0,1,1) = 5, etc.

d(a,b) ist die Anzahl der Positionen, an denen sich a und b voneinander unterscheiden,
zum Beispiel:

d((1,1,0,1,0,1,1), (1,1,0,1,0,0,1))
d((1,1,0,1,0,1,1), (1,1,0,1,1,0,1))
d((1,1,0,1,0,1,1), (0,1,0,1,1,0,1))

1
2
3
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d((1,1,0,1,0,1,1), (0,1,1,1,1,0,1))

4
d((1,1,0,1,0,1,1), (0,1,1,0,1,0,1)) =5

Es gilt d(a,b) = 0 genau dann, wenn a = b ist.

2. Der Unterraum U C Z3, der von u; = (1,0,1,1) und uy = (0,1,1,0) erzeugt wird,
besteht aus den folgenden Codewértern:

Ouy 4 Ouo = (0,0,0,0) Oui + luo = (0, 1, 1,0)
lug 4+ Oug = (1,0, 1, 1) luy + 1ug = (1, 1,0, 1).

Die Distanz dieses Codes ist 2.

Eine Erzeugermatrix fiir U ist A =

_ = O
O = = O

. .. C e ) (1 0 0 1
Eine Prifmatrix fiir U ist B = (1 11 0>.

Angenommen, man will £ Bits iiber einen Kanal {ibertragen. Rauschen auf dem Kanal kann jedes
iibertragene Bit mit einer bestimmten (kleinen) Wahrscheinlichkeit d&ndern. Wir wollen die k Bits so
codieren, dass der Empfénger eine korrekte Ubertragung von einer fehlerhaften unterscheiden kann,
solange in der Ubertragung weniger als d Fehler auftreten.

Man wiihlt dazu einen Code U € Z% vom Rang k und Distanz d. Statt des Codeworts v € Z& iibertrigt
man u := Av € Z, wobei A eine Erzeugermatrix von U ist. Beim Empfinger kommt ein Vektor 4 € Z%
an, den er sich als eine Uberlagerung @ = u + r des (ihm unbekannten) korrekten Codeworts u € Zj
und einem (ihm ebenfalls unbekannten) Bitvektor r € Z7, der dem Effekt des Rauschens entspricht.

Wenn @ € U gilt, dann ist auch » = @ —u € U und w(r) > d oder r = 0, nach der Definiton der
Distanz von U. Wenn der Empfinger also ein Codewort 4 enthiilt, dann ist entweder die Ubertragung
fehlerfrei gewesen oder es ist zu mindestens d Fehlern gekommen. Ob @ ein Codewort ist, kann der
Empfianger mit einer Priifmatrix B fiir U iiberpriifen: dies ist genau dann der Fall, wenn Bu = 0 gilt.

Beispiel. Betrachte den Code H € Z! mit

1 0 00

0100

0 010 1101001
A=]|0 0 0 1}, B=1[|1 011010

0111 0111100

1 011

1101

als Erzeuger- bzw. Priifmatrix. Dieser Code heiffit Hamming-Code.

Die Lénge ist n = 7, der Rang ist k¥ = 4. Die Distanz ist nicht direkt offensichtlich, aber da
es nur 2 = 16 Codewdrter gibt, kann man leicht alle auflisten und sich vergewissern, dass
d =3 ist.

Bei der Ubertragung zweier Codewérter uq,us durch einen verrauschten Kanal wurden die
beiden Worter a1 = (1,0,1,1,0,1,0) und ay = (1,1,0,1,1,1,0) empfangen.
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Wegen Bu; = (0,0,0) und Bug = (1,1,1) wurde das zweite nicht fehlerfrei iibertragen. Bei
der Ubertragung des ersten Worts gab es entweder keinen Fehler oder mehr als zwei.

Das zweite Wort enthélt ein oder mehrere falsche Bits. Wenn wir annehmen, dass nur ein Bit
verfilscht wurde, ldsst sich das korrekte Codewort uo aus s rekonstruieren. In diesem Fall
ist e = ug + e; fiir einen Einheitsvektor e;. Wir haben Bus = B(us +¢;) = Bug + Be; = Be;.
Da Be; die i-te Spalte von B ist und Bug = (1,1, 1) gilt, muss ¢ = 4 sein. Das gesendete Wort

war also entweder ugs = (1,1,0,0,1,1,0), oder es gab bei der Ubertragung mehr als einen
Fehler.

Satz 69. Sei U C Zj ein Code der Lénge n mit Rang £ und Distanz d. Dann gilt k+d < n+1.

Beweis. Wegen |Zy| = 2 und dim U = k gilt |U| = 2*.
Nach Definition der Distanz gilt w(u) > d fiir alle w € U \ {0}. Fiir je zwei verschiedene

Codewdrter u,v € U gilt dann auch d(u,v) = w(u —v) > d. Wenn also u = (uy,...,up)
und v = (vy,...,v,) ist, dann muss auch (ug,...,uy) # (vg,...,v,) gelten. Da es hochstens
27=4+1 yiele verschiedene Bitvektoren der Linge n +d — 1 gibt, muss also |U| < 279+ sein.
Daraus folgt ok < 2"*d+1, und daraus k <n—d+ 1. ]

Die Distanz d eines Codes sagt aus, wie viele Fehler auftreten diirfen, ohne dass dem Empfanger
die Fehlerhaftigkeit des empfangenen Wortes entgehen kann. Die Differenz n — k gibt an, wie viele
zusétzliche Bits der Code einsetzt, um diese Fehlererkennung zu gewéhrleisten. In der Praxis mdochte
man d moglichst groff und n (bzw. n—k) moglichst klein haben. Der obige Satz setzt diesem Zielkonflikt
eine Grenze.

Der Hamming-Code erreicht diese Grenze nicht: k +d =3+2 =5 <8 =7+ 1 = n + 1. Tatséchlich
gibt es iiberhaupt keine (brauchbaren) Codes, fiir die k + d = n + 1 gilt, zumindest solange man iiber
dem Korper Zs arbeitet. Codes, die fiir Speichermedien oder in Mobilfunknetzen verwendet werden,
verwenden daher Kérper K mit z. B. 28 = 256 Elementen. Fiir solche Kérper kann man (brauchbare)
lineare Codes konstruieren, fiir die k+d = n+1 gilt. Ein Beispiel sind die sogenannten Reed-Solomon-
Codes, deren Erklirung an dieser Stelle allerdings zu weit fithren wiirde.

24 Lineare Algebra in Maple, Mathematica und Sage

Mit Vektoren und Matrizen von Hand zu rechnen ist miihsam, zweitaufwendig, fehleranfillig — und
zum Gliick heute nicht mehr nétig. Es gibt eine ganze Reihe von Computerprogrammen, die diese
Arbeit bequem, schnell, und zuverlissig iibernehmen. Grob einteilen lassen sich diese Programme
in numerische und symbolische Software. Numerische Software ist auf den Fall spezialisiert, dass der
Grundkorper R oder C ist. In diesen Koérpern kann man im allgemeinen nur approximativ rechnen. Das
hat sowohl theoretische Griinde (eine reelle Zahl ist erst dann eindeutig festgelegt, wenn man all ihre
potentiell unendlich vielen Nachkommastellen kennt — die passen aber nicht in den endlichen Speicher
eines Computers) als auch praktische (wenn es sich um Messwerte einer physikalischen Anwendung
handelt, wird man von einer gewissen Fehlertoleranz bei der Messung ausgehen miissen). Wenn man
mit gerundeten Zahlen rechnet, stellt sich die Frage, wieviel Genauigkeit man durch die Rechnung
verliert, d.h. wie viele Nachkommastellen des Ergebnisses korrekt sind. Man kann sich dann auch
fragen, ob eine andere Rechnung, die mathematisch dquivalent ist, eventuell eine bessere Genauigkeit
liefert. Damit wollen wir uns hier nicht beschéftigen. Antworten auf Fragen dieser Art und einen
Uberblick iiber die entsprechenden Softwaresysteme bekommen Sie in den Lehrveranstaltungen des
Instituts fiir Numerik.

Symbolische Software ist auf die Fille spezialisiert, wo man die Elemente des Grundkorpers exakt
darstellen und ohne Genauigkeitsverlust mit ihnen rechnen kann. Das ist insbesondere der Fall fiir den
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Korper der rationalen Zahlen und fiir endliche Korper, aber zum Beispiel auch fiir den Koérper Q(X) der
rationalen Funktionen iiber Q. Wir geben hier fiir drei solche Systeme einige Beispiele, wie man einfache
Rechnungen mit Vektoren und Matrizen in diesen Systemen durchfiihrt. Man darf sich vorstellen, dass
intern das gleiche passiert, was auch bei einer Handrechnung passieren wiirde, auch wenn das nicht
unbedingt der Fall ist. Was diese Systeme wirklich tun, werden wir am Ende des zweiten Semesters
besprechen. Mehr dazu erfahren Sie am Institut fiir Symbolisches Rechnen oder am Institut fiir Algebra.

Beispiel.

1. Maple. Die Funktionalitéit fiir das Rechnen mit Vektoren und Matrizen wird in Maple
in einem Paket LinearAlgebra zusammengefasst, das man zunéchst laden muss, wenn
man Funktionen aus diesem Paket verwenden will. Danach hat man Funktionen zur
Verfiigung, mit denen man Vektoren und Matrizen erzeugen, auf deren Komponenten
zugreifen, sie addieren und multiplizieren und Gleichungssysteme losen kann. Es ist zu
beachten, dass Maple zwischen Zeilen und Spaltenvektoren unterscheidet.

with(LinearAlgebra) :
v := Vector([7, 4, —3]);
7
4
-3
v[2]
4
5-v
35
20
—15
v + Vector([1, 2, 3])
8
6
0
A = Matrix([[1, 2, 3], [4,5,6],[7,8,9]])
1 2 3
4 5 6
7 8 9
A2, 3]
6
Multiply (A4, v)
8
26
44

Multiply (v, A)

Error, (in Multiply) cannot multiply a column Vector and a Matrix

vt := Transpose(v);
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Multiply (vt, A)
[12 18 24]
B := Matrix([[1,1,1],[1, 2, 3],[1,4,9]])

—_
[\

Multiply (4, B)

6 17 34
15 38 73

24 59 112

275886 338985 402084

121824 149688 177552
429948 528282 626616

NullSpace(A)

LinearSolve(B, v)

StandardméfBig werden Zahlen von Maple als rationale Zahlen interpretiert. Man kann
aber auch mit Vektoren und Matrizen {iber einem endlichen Koérper Z, mit p € Z prim
rechnen. Funktionen dafiir gibt es im Unterpaket LinearAlgebra/Modular.

Modular[Multiply](17, A, B)

—
~N o &
0 =~ O
—

o v o

Modular([Inverse] (17, B)

,_.
= ow
NNGON
—_

5 ©

—_
N
Nej
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2. Mathematica. Vektoren sind in Mathematica einfach die Listen ihrer Koordinaten. Eine
Liste wird in Mathematica mit geschweiften Klammern geschrieben. Es handelt sich aber
wirklich um Listen, nicht um Mengen, d. h. Reihenfolge und Vielfachheit von Elementen
machen einen Unterschied. Vektoren kann man miteinander addieren oder mit einer
Konstanten multiplizieren.

m= {1,2,3} == {1, 2, 3, 3}
out[1]= False

w2 {1,2,3} == {1,3,2}
out2]= False

mal=v = {7,4, —3}

oupl= {7,4,—-3}

4= Length[v]

outidl= 3

infs):= v[[2]]

out[s]= 4

miel:= 5{1, 2, 3}

outlel= {5,10,15}
mr={1,2,3} + v

out[7= {8,6,0}

Matrizen werden in Mathematica als Listen von (Zeilen-)Vektoren dargestellt. Man
kann Matrizen miteinander addieren und multiplizieren, oder mit Zahlen oder Vektoren
multiplizieren. Auflerdem gibt es Funktionen zum Transponieren, Invertieren, und zum
Losen von Gleichungssystemen.

wel— A = {{1,2,3}, {4,5,6}, {7,8,9}}
ouggl= {{1,2,3},{4,5,6},{7,8,9}}
nfol= A[[2, 3]]
out[9]= 6
Inf10}= A.v
outf10)= {6, 30, 54}
nf11]= v.A
out11)= {2, 10, 18}
inf12:= Transpose[A]
ouizl= {{1,4,7},{2,5,8},{3,6,9}}
13— MatrixRank[A]

Out[13]= 2
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in14:= Nullspace[A]

oufua= {{1,—2,1}}

mpsi= B = {{1,1,1},{1,2,3},{1,4,9}}
oupisi {{1,1,1},{1,2,3},{1,4,9}}

6= 2A — B
ouie)= {{1,3,5},{7,8,9},{13,12,9}}
7= A.B

oupir- {{6,17,34}, {15,38, 73}, {24,59, 112} }
inj1s).= LinearSolve[B, v]

19 1
Out[18]= {?, -2, —5}

o= B.% — v
outi9= {0, 0,0}

in20:= Inverse[B]

51 31
Out[20]= {{37 753 5}3 {73,47 71}7 {17 753 5}}

Der Punkt beim Multiplizieren ist wesentlich: A.B bedeutet Matrix-Matrix oder Matrix-
Vektor-Multiplikation. Schreibt man A B oder AB, so werden die Eintrige komponen-
tenweise miteinander multipliziert — oder es gibt eine Fehlermeldung, falls das Format
nicht passt. Vorsicht auch beim Potenzieren: Wenn man A° eingibt, nimmt Mathema-
tica alle Eintréage der Matrix einzeln hoch fiinf, aber nicht die gesamte Matrix im Sinn
der Matrixmultiplikation. Um das zu tun, verwendet man die Funktion MatrixPower

npy= Ax B=— A.B

out21]= False

inf22]:= A5

our2= {{1, 32,243}, {1024, 3125, 7776}, {16807, 32768, 59049} }

3= MatrixPower[A, 5]

oure3)= {{121824, 149688, 177552}, {275886, 338985, 402084}, {429948, 528282, 626616 } }

StandardméfBig interpretiert Mathematica Zahlen als rationale Zahlen. Will man statt-
dessen in einem endlichen Kérper Z, mit p € Z prim rechnen, muss man den Modulus p
der jeweiligen Funktion als optionales Argument mitgeben.

in24):= Inverse[B, Modulus — 17]
oupa- {{3,6,9},{14,4,16}, {1,7,9}}
inzsj= LinearSolve[B, v, Modulus — 17]

outps}= {1,15,8}
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6= B.% — v
outpel= {17,51,136}
in7):= Mod[%, 17]
ouri= {0,0,0}

3. Sage. Dieses System basiert auf der Programmiersprache Python. Korrekter Python-
Code ist (fast) immer auch korrekter Sage-Code. Dariiber hinaus hat Sage einige Sprach-
konstrukte, mit denen man mathematische Objekte beschreiben kann. Jedes solche Sage-
Objekt ist entweder ein ,Parent* — dabei handelt es sich zum Beispiel um Gruppen,
Ringe, Korper, Vektorrdume — oder ein ,Element“ — das sind Objekte, die zu einem
Parent gehoren.

’ 2.parent() ‘

Integer Ring

[(1/3).parent() |
Rational Field

’ v = vector(QQ, [7, 4, —3]) ‘

E |

(7a 47 73)

’ v.parent() ‘

Vector space of dimension 3 over Rational Field

[0[0] |

7
] A = matrix(QQ, [[1,2, 3], 4,5, 6],[7,8,9]]) \

’B = matrix(QQ, [[1,1,1], [1, 2, 3], [1, 4, 9]]) ‘

’ A.parent/() ‘

Full MatrixSpace of 3 by 3 dense matrices over Rational Field

’A[l,?] ‘

[vxa |

(2,10,18)

(A% |

(6,30, 54)

[2¢4-B |
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’ A.transpose() ‘

1 4 7
2 5 8
3 6 9

’ A.right_kernel() ‘

Vector space of degree 3 and dimension 1 over Rational Field
Basis matrix:

(1 -2 1)

[ Arank() |
A+ B |

6 17 34
15 38 73
24 59 112

A5 |

275886 338985 402084

121824 149688 177552
429948 528282 626616

| B(-1)
3 —5/2 1/2
-3 4 -1
1 =3/2 1/2

’ B.solve_right(v)
(19/2, -2, —1/2)

Um {iber einem endlichen Kérper zu rechnen, muss man bei der Erzeugung der Vektoren
und Matrizen GF(p) fiir Z,, (p € Z prim) statt QQ fiir Q angeben. Die Kommandos fiir
die Rechnungen selbst dndern sich nicht.

’v = vector(GF(17), (7,4, —3]) ‘

| A = matrix(GF(17), [[1,2,3], [4,5, 6], [7,8, 9])) |

’ Aw ‘
(6,13,3)
’ A.right_kernel() ‘

Vector space of degree 3 and dimension 1 over Finite Field of size 17
Basis matrix:

(115 1)
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Systeme wie Maple, Mathematica und Sage stellen tausende mathematische Funktionen bereit. Allein
die Funktionen, die etwas mit linearer Algebra zu tun haben, sind zu zahlreich, um sie alle hier zu
erwiahnen. Einen vollstdndigen Uberblick finden Sie in den Dokumentationen dieser Systeme.
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Abbildung, 18
Abbildungsmatrix, 111
abelsche Gruppe, 25
Ableitung, 103

affine subspace, 118
affiner Unterraum, 118
Anfangswert, 133
antisymmetrisch, 12
dquivalent, 53
Aquivalenzklasse, 14
Aquivalenzrelation, 13
assoziativ, 23
aufspannen, 84, 88
Auge, 121

automatisches Beweisen, 137

Automorphismus, 101

Basis, 88
Basisergédnzungssatz, 94
Basiswechselmatrix, 111
Bidualraum, 116
bijektiv, 18

Bild, 21, 29, 101

Bit, 137

Brennweite, 123
Buchstabe, 28
Buchstaben, 137

Byte, 137

C-finit, 131
cardinality, 19
Co-Kern, 84
Codewort, 138
column space, 84
Cramer’s Regel, 82
cycle, 72, 128

Datenkompression, 138
degree, 34
Dehnung, 45

Determinante, 75, 113
Differentialgleichung, 85
Dimension, 92

direkte Summe, 97
disjoint, 7

disjunkt, 7, 72
Distanz, 130
divisibility, 11
Drehung, 45

duale Basis, 114
Dualraum, 113

Ebene, 118

echelon form, 52

edge, 11, 125
Eigenschaft, 6
Einheitsmatrix, 46
Einheitsvektor, 44
Eins, 25, 32

Element, 6
Elementarmatrix, 53
Elimination, 54
elliptische Kurve, 28
endliche Menge, 19
Endomorphismus, 101
Entfernungstabelle, 131
equal, 7

erzeugen, 84, 88
FErzeugendensystem, 88
Erzeugermatrix, 138
explizit, 59

Faktorraum, 100
Farbe, 123
Fehlererkennung, 138
Fibonacci-Zahlen, 133
field, 35

finite, 19

Fixpunkt, 72
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Folge, 131

formal power series, 34
formale Laurent-Reihe, 37
formale Potenzreihe, 34
freie Gruppe, 29
Funktion, 18

Funktional, 113

ganze Zahlen, 25, 33, 35
Gauf3-Algorithmus, 54
GauB-Elimination, 54
generating set, 88
geordnete Basis, 109
Gerade, 118
geschlossener Pfad, 128
Gewicht, 138
Gleichheit, 7
Gleichungssystem, 50, 65
Grad, 34

Graph, 11, 125
Grauton, 125

group, 25

Grundfarbe, 123
Gruppe, 25

Halbgruppe, 25

Halbordnung, 12
Hamming-Code, 139
Hamming-Distanz, 138
homogeneous, 65

homogenes Gleichungssystem, 65
Homomorphiesatz, 21, 31, 108
Homomorphismus, 29, 101, 126
hyper plane, 118

Hyperebene, 118

Identitéatsfunktion, 18
mmage, 21, 29
imaginére Einheit, 36
implizit, 59

infinite, 19
Information, 137
inhomogeneous, 65
inhomogenes Gleichungssystem, 65
injektiv, 18
intersection, 6
Inverse, 21, 23, 46
Invertierbarkeit, 23

isomorph, 29, 101, 126
Isomorphiesatz, 108
Isomorphismus, 29, 101, 126

Kante, 11, 125
kartesisches Produkt, 7
Kern, 29, 50, 84, 101
kernel, 29

Knoten, 11, 125
kommutativ, 23, 32
Komplement, 7
Komplementarraum, 98
komplexe Zahlen, 36, 140
Komponente, 7
Komposition, 19
Konvexkombination, 124
Koordinate, 109
Koordinatendarstellung, 109, 111
Korper, 35
Kryptographie, 28, 138

Laplace-Entwicklung, 80
leere Menge, 6

leeres Wort, 29

Lemma von Zorn, 93
Licht, 123

line, 118

linear abhéngig, 41, 88
linear unabhéngig, 41, 88
lineare Abbildung, 101
lineare Gruppe, 46
linearer Code, 138
lineares Gleichungssystem, 50
Linearkombination, 41
linkseindeutig, 16
linkstotal, 16

loop, 125

Losung, 50

Maéchtigkeit, 19
Magma, 25

map, 18

Maple, 141
Mathematica, 143
Matrix, 43
Matrixprodukt, 43
Menge, 6
Messwert, 140
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Monoid, 25

natiirliche Zahlen, 6, 25, 33
Netzwerk, 125
Neutralelement, 23

Null, 25, 32

Nullpolynom, 34
Nullvektor, 84

numerisch, 140

Obermenge, 7

Objekt, 6
order(ing), 12
Ordnung, 12

parallel, 120

partielle Funktion, 18
path, 128

Permutation, 26
Permutation, Vorzeichen, 75
Permutationsmatrix, 48
Pfad, 128

plane, 118

point, 118

Polynom, 34
Polynomfunktion, 102
Potenzmenge, 10
power set, 10
Priifmatrix, 138
preimage, 21
projektiver Raum, 121
Punkt, 39, 118

Python, 145

quotient space, 100
Quotientenraum, 100

Rang, 61, 113

rank, 61

rationale Funktion, 36
rationale Zahlen, 19, 25, 33, 35
rechtseindeutig, 16

rechtstotal, 16

reduced echelon form, 52
Reed-Solomon-Code, 140
reelle Zahlen, 19, 25, 33, 35, 140
reflexiv, 12

Rekurrenz, 86

Relation, 10
Relativitatstheorie, 27
reprisentantetnunabhéngig, 22
residue class ring, 33
Restklassenring, 33, 35

RGB, 124

Richtung, 39, 118

Ring, 32

Rot-Griin-Blindheit, 124

row space, 84

Sage, 145
Schachtelungstiefe, 10
Scherung, 45

Schleife, 125

Schnitt, 6, 119

semi group, 25

sequence, 131

set, 6

stgn, 75

signieren, 138
Skalarmultiplikation, 39, 84
solution, 85

Spalte, 43

Spaltenraum, 84

span, 86

Spektrum, 123

spezielle lineare Gruppe, 79
Standardbasis, 88

subset, 7

subspace, 86
Summationsformel, 137
superset, 7

surjektiv, 18

symbolisch, 140
Symmetrie, 26
Symmetriegrupe, 26
symmetrisch, 12
symmetrische Gruppe, 26

Teilbarkeit, 11
Teilmenge, 7

total, 12

Totalordnung, 12
Trégermenge, 25
transitiv, 12
Transposition, 47, 72, 115
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Treppenform, 52
Treppennormalform, 52
Treppenstufe, 52
Tupel, 7

Umkehrfunktion, 21
unendlich, 122
unendliche Menge, 19
union, 6

Unterraum, 86
Unterring, 34
Untervektorraum, 86
Urbild, 21

vector space, 84
Vektor, 39, 84
Vektorraum, 84
Vereinigung, 6
Verkettung, 19
Verkniipfung, 23
verschliisseln, 138
vertex, 11, 125
Vogel, 125
Vorzeichen, 75

wohldefiniert, 22
Wort, 28

Zeile, 43

Zeilenraum, 84

Zoom, 123

Zornsches Lemma, 93
Zusammenhang, 6
Zusammenhangskomponente, 14
Zyklus, 72, 128
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