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Besprechung am 25.01.2016

Aufgabe 1 Sei V der Vektorraum R? iiber R und f: V — R?, (z,y,2) — (z + 9,y + 2).
a) Berechnen Sie ker(f) und im(f).
b) Zeigen oder widerlegen Sie: In V/ker(f) gilt [(0,0, —2)]~ + [(0,2,10)]~ =2-[(1,2,3)]~.
c) Sind in V/ker(f) die Vektoren [(0,1,5)]~ und [(0,0,1)]. linear unabhéngig zueinander?
d) Geben Sie eine Basis des Quotientenraumes V/ker(f) explizit an.
e) Geben Sie einen Isomorphismus von V/ker(f) nach im(f) explizit an.

Aufgabe 2 Sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K. Man zeige:

a) Fiir jedes v € V mit v # 0 existiert ein Funktional «* € V* mit z*(v) # 0.
Hinweis: {v} ldsst sich zu einer Basis von V ergénzen.

b) Seien vy, ve aus V. Gilt *(v1) = x*(v) fiir alle z* € V*, dann folgt v = ve.

Aufgabe 3 Im C-Vektorraum V aller beliebig oft differenzierbaren Funktionen von R nach C
spannen die vier Funktionen b; = sin, by = cos, ¢; = x + € und cs = x +— ¢~ ** einen Unterraum
W auf.

a) Zeigen Sie: B = (b1, b2) und C = (¢1, ¢2) sind Basen von W.
b) Berechnen Sie die Basistransformationsmatrizen T, und T, 5.

¢) Berechnen Sie die Abbildungsmatrizen der Ableitung d : W +— W sowohl beziiglich B als
auch beziiglich C.
d) Berechnen Sie W/ ker(d), im(d), det(d) und Rang(d).
Hinweise: d(sin) = cos, d(cos) = —sin, d(z +— €%) = x +— e’ d(z — e %) = o — —ie'?;

T

€' = cos(z) + isin(x).
Aufgabe 4 Die Folge

n |01 23 4 5 6
a(n)]0 1 3 8 21 55 144

a:N—Q,

erfiillt eine lineare Rekurrenz zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten.
a) Berechnen Sie eine lineare Rekurrenz mit konstanten Koeffizienten der Ordnung 2 fiir a.
b) Wie lautet der néchste Folgeterm a(7)?
¢) Berechnen Sie eine Matrix A € Q2*?, die

VneN: (ZEZ i g) =4 (a(2(1)1)>
erfiillt.

d) Zeigen Sie fiir die Matrix A aus Teil (c¢) die Gleichung
: a(n) \ _ gn . (a(0)
Vn €N <a(n + 1)> =4 (a(l)

durch vollstédndige Induktion nach n.
Aufgabe 5 Seien V, W zwei K-Vektorrdume. Man zeige: Die Abbildung
T Hom(V, W) — Hom(W*,V*), hw h'

ist linear.



