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Aufgabe 1 Esseien Ry C Ry Korper und V ein Ro-Vektorraum. Es sei M ein endlich-dimensionaler
Ry-Vektorraum. Dann ist M auch ein R;-Vektorraum durch Einschréinken der Multiplikation auf
Skalare in R; (vergleiche Beispiel 8 auf Seite 239 im Skriptum). Wie héingen die Dimension von
M als Vektorraum iiber R; und die Dimension von M als Vektorraum iiber Ry zusammen, etwa
im Fall Ry = R und Ry, = C?

Aufgabe 2 Zeigen Sie,
a) dass Zs x Z3 und Zi5 als Z-Moduln zueinander isomorph sind;

b) dass Z als Z-Modul isomorph zum Untermodul Z5 ist (obwohl dieser ein echter Untermodul
ist).

Aufgabe 3 a) Es sei n € N ind K ein Koérper. Man zeige, dass K™ als K"*”-Modul (mit der
Matrix-Vektor-Multiplikation) keine Untermoduln auer K™ und {0} hat (die trivialen Untermo-
duln).
b) Es sei n > 2. Man konstruiere einen nichttrivialen Untermodul von K"”*™ als Modul iiber sich
selbst.

Aufgabe 4 Es sei M ein Z-Modul (aka eine abelsche Gruppe). Es sei N := Q ®z M.

a) Man zeige, dass jedes Element aus N eine Darstellung r ® m mit geeigneten r € Q, m € M
besitzt.

b) Man zeige, dass durch die Skalarmultiplikation - : Q x N — N, p- (r @ m) := (pr) @ m die
Menge N zu einem Q-Vektorraum gemacht wird.

Kommentar:

Allgemeiner: Es seien Ry und Rs Ringe, und M ein R1-Modul. Es sei h : Ri — Rp ein Ring-Homomorphismus.
Dann 148t sich auf dhnliche Weise eine Ro-Modulstruktur auf Ry ® g, M definieren. Im allgemeinen gilt
allerdings nicht mehr, dass jedes Element des Tensor-Moduls eine Darstellung als einfaches Tensorprodukt
besitzt, und das macht die allgemeine Konstruktion ein bisschen komplizierter. O

Aufgabe 5 Es sei R ein Integritéitsbereich. Man zeige, dass die folgenden Aussagen dquivalent
sind.

A Jeder Untermodul V jedes freien Moduls U besitzt einen Komplementéirmodul, d.h. einen
Modul W sodass V@ W = U ist.

B R ist ein Korper.

Hinweis: fiir A = B reicht es, U = Rund V = Ra C U (ein Hauptideal) mit a € R beliebig zu betrachten.

Kommentar:
Die Voraussetzung, dass R ein Integritétsbereich ist, ist notwendig (u.a.) wegen Beispiel 3b. O



