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Aufgabe 1 Sei V ein Vektorraum. Bestimmen Sie alle injektiven Projektionen h : V → V .

Lösung. Ist h eine Projektion, so gilt h2 = h, d.h. für alle x ∈ V gilt h(h(x)) = h(x), also
h(h(x) − x) = 0, also h(x) − x ∈ kerh. Ist h außerdem injektiv, so gilt kerh = {0}. Für alle
x ∈ V gilt dann also h(x) − x = 0, d.h. h(x) = x. Die einzige injektive Projektion ist also die
Identitätsabbildung.

Aufgabe 2 Seien σ1, . . . , σn ∈ R beliebig und Σ = diag(σ1, . . . , σn) ∈ Rn×n. Zeigen Sie:
‖Σ‖ = max{|σ1|, . . . , |σn|}. Dabei steht ‖ · ‖ für die zur Standardnorm gehörende Matrix-Norm.

Lösung. Sei x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn mit x21+· · ·+x2n = 1 beliebig. Schreibe σ = max{|σ1|, . . . , |σn|}.
Dann gilt ‖Σx‖ =
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σ2(x21 + · · ·+ x2n) = σ. Daraus folgt ‖Σ‖ ≤ σ.

Umgekehrt: Ist i ∈ {1, . . . , n} so, dass σ = |σi| gilt, so ist ‖Σei‖ = σ. Daraus folgt ‖Σ‖ ≥ σ. Aus
beidem zusammen folgt die Behauptung.


