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Aufgabe 1 Sei v =

(
1
2
2

)
∈ R3, und sei h : R3 → R3 die Drehung um 60◦ mit der Drehachse

〈v〉 ⊆ R3. (Sie können sich aussuchen, ob im Uhrzeigersinn oder im entgegengesetzten Sinn.)

a) Bestimmen Sie eine ONB B von R3 (bzgl. des Standardskalarprodukts), die 1
||v||v enthält.

b) Geben Sie die Abbildungsmatrix von h bezüglich B an. Dreht Ihre Version von h im Uhr-
zeigersinn oder entgegengesetzt?

c) Geben Sie die Abbildungsmatrix von h bezüglich der Standardbasis an.

d) Berechnen Sie h(w) für w =

(
1
1
1

)
.

Aufgabe 2 Seien A =

 5/6 −1/6 −2/6
−1/6 5/6 −2/6
−1/3 −1/3 1/3

 ∈ R3×3 und h : R3 → R3, h(x) = Ax.

a) Ist h eine Projektion? Eine Isometrie? Begründen Sie Ihre Antwort.

b) Ist h eine Orthogonalprojektion? Begründen Sie Ihre Antwort.

Aufgabe 3 Seien A ∈ Rm×n eine Matrix mit kerA = {0} und P = A(A>A)−1A>.

a) Zeigen Sie, dass A>A invertierbar ist. Hinweis: Betrachten Sie das Skalarproduct 〈x|y〉 :=
xAy für geeignete Vektoren.

b) Zeigen Sie: P> = P und P = P 2.

c) Beweisen Sie, dass P · x = A(A>A)−1A>x die Orthogonalprojektion von x ∈ Rm auf imA
ist. Hinweis: (im (A))⊥ = ker(A>)

d) Sei A =

1 0
2 0
0 1

 ∈ Q3×2. Berechnen Sie die Orthogonalprojektion von x =

(
0
1
0

)
auf imA.

Aufgabe 4 Sei A =

(
2 0
3 2

)
. Berechnen Sie eine Singulärwertzerlegung von A.

Hinweis: 1− 3t− 6t2 + 3t3 + t4 = (−1− t+ t2)(−1 + 4t+ t2)

Aufgabe 5 [Schriftlich für Studierende, deren Matrikelnummer bei Division durch 3 den Rest 0 er-
gibt] Sei A ∈ Rn×m und sei (U,Σ, V ) eine Singulärwertzerlegung von A. Es seien σ1, . . . , σmin(n,m)

die Singulärwerte von A, und es sei r ∈ {1, . . . ,min(n,m)} maximal mit σr 6= 0. Schreibe
V = (v1, . . . , vm). Zeigen Sie:

a) {v1, . . . , vr} ist eine ONB von coimA.

b) {vr+1, . . . , vm} ist eine ONB von kerA.


