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Aufgabe 1 (DFT als Koordinatendarstellung beziiglich einer Orthonormalbasis) Sei n > 2. Wir
definieren auf C" ein Skalarprodukt durch

n—1
((oy- oy Tne1), Wos-- vy Yn—1)) :=1n Z il
i=0

Sei w := €2™/™ eine primitive n-te Einheitwurzel. Wir definieren Vektoren by, . . ., b,_1 in ©" durch
(b;)j == %w*”.
a) Zeigen Sie, dass fiir alle k,l € {0,...,n—1} mit k # [ gilt, dass (bg, b;) = 0 und (bg, b,) = 1.
b) Schliefen Sie daraus, dass (b, ...,b,—1) iiber C linear unabhéngig und daher eine Basis
von C" ist.
c) Zeigen Sie, dass Sie fiir v = Z;:Ol a;b; die Koordinaten von v durch o; = (v,b;) gewinnen
konnen, und dass (ag,...,0q,_1) = DFT;“’) (Vo ey V1) T

d) Zeigen Sie, dass der Zusammenhang v = Z?;ol a;b; genau die Formel fiir die Inverse der
DFT, also v = DFTS"_l) (g, ..y an_q)T liefert.

Aufgabe 2 (DFT) Sei n > 2, und sei P, der Vektorraum der Polynome vom Grad < n iiber C.
Sei w := €2™/™ eine primitive n-te Einheitwurzel. Wir definieren ein Skalarprodukt auf P, durch
<Z?:_01 a; X, 22:01 Bi X1 = nZ;:Ol a;B;. Fiir i € {0,...,n — 1} sei b; := %Z;:ol wTiIX7I,

a) Zeigen Sie, dass fiir alle p,q € P, gilt: (p,q) = Z;:(Jl p(w?)q(wd).

b) Zeigen Sie, dass fiir alle 4,5 € {0,...,n — 1} mit i # j gilt, dass b;(w’) = 0 wenn i # j und

b,’ ((JJi) =1.
c) Zeigen Sie, dass Sie fiir v = Z?;Ol a;b; das Koordinatentupel (ao,...,a,—1) durch die
Auswertung (v(w?),...,v(w" 1)) gegeben ist.

Aufgabe 3 Losen Sie das folgende Gleichungssystem mit Eintrigen aus dem Polynomring R[X]
mithilfe der Cramerschen Regel. Rechnen Sie dazu die drei auftretenden Determinanten dadurch
aus, dass Sie verschiedene Werte fiir X einsetzen und anschliefend interpolieren.

(P2 1) ()

Aufgabe 4
a) Sei A= (a;;);';—; eine reelle n x n-Matrix, sodass in jeder Zeile das Diagonalelement gréfier
als die Summe der Betriige der anderen Eintrige ist. Das heifit, dass fiir alle i € {1,...,n}
gilt:
n
@i > Y ail.
j=1
G A

Zeigen Sie, dass A invertierbar ist. Hinweis: Betrachten Sie die Matrix
B := diag(-*, 2,..., 1) - A. Zeigen Sie, dass ||Is — B|| < 1 ist, wenn ||.|| die der

a1,1’ 2,2’ " Gnon
Maximumsnorm ||(z1,...,%,)|| := max{|z;| | i € {1,...,n}} zugeordnete Matrixnorm ist.




b) Bestimmen Sie die Losung des Gleichungssystems

06 —02\ [z _ 0

0.5 05 y /] \ 05
mithilfe eines Ndherungsverfahrens. Formen Sie dazu das Gleichungssystem A -z = b in
eine Iterationsvorschrift xy1 = (Is — A) - & + b um, und starten Sie bei zg := (0, 0).

Aufgabe 5 Wir losen Aufgabe 1 vom Blatt 7 aus dem Wintersemester nocheinmal, diesmal aber
unter Verwendung unseres seither erworbenen Wissens aus der linearen Algebra. Das Beispiel war:

Sei A, € Q™" diejenige Matrix ((ai,;));';—1, deren Eintréige folgendermaflen definiert
sind: a; ; = 1, falls ¢ # j, und a; ; = O fiir alle 7. Berechnen Sie det(A,,).

Sei J,, dazu die n x n-Matrix, deren Eintrége alle 1 sind. Dann gilt A, = J, — I,,.

a) Zeigen Sie: J, hat den Eigenwert 0 mit geometrischer Vielfachheit n— 1 und den Eigenwert
n mit Vielfachheit 1.

b) Schlieflen Sie daraus auf die Eigenwerte von A,, = J,, — L,.
¢) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom c4, = det(A,, — X I,,).
d) Berechnen Sie daraus cy4, (0), und damit die Determinante.

Wir wiinschen Thnen schone Ferien!



