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Reduction:

...
+

a⊗ b⊗ c

+ a⊗ b⊗ c ′

...

=

...
+

a⊗ b⊗ (c+ c ′)

...

Flip:

...
+ a⊗ b⊗ c

+ a⊗ b ′ ⊗ c ′
...

=

a⊗ b⊗ c

− a⊗ b ′ ⊗ c↑...
+

a⊗ (b− b ′)⊗ c

+ a⊗ b ′ ⊗ (c ′ + c)

↓...
a⊗ b ′ ⊗ c ′

+ a⊗ b ′ ⊗ c
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(a0 + a1x)(b0 + b1x) = c0 + c1x+ c2x
2

a0 ⊗ b0 ⊗ c0
a0 ⊗ b1 ⊗ c1
a1 ⊗ b0 ⊗ c1
a1 ⊗ b1 ⊗ c2

a0 ⊗ b0 ⊗ (c0 − c1)
a0 ⊗ (b1 + b0)⊗ c1
a1 ⊗ (b1 + b0)⊗ c1
a1 ⊗ b1 ⊗ (c2 − c1)

a0 ⊗ b0 ⊗ (c0 − c1)
(a0 + a1)⊗ (b1 + b0)⊗ c1

a1 ⊗ b1 ⊗ (c2 − c1)

Standard Karatsuba’s
algorithm algorithm

Chen and Kauers, ArXiv:2502.06264 5
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(
a1,1 a1,2

a2,1 a2,2

)(
b1,1 b1,2

b2,1 b2,2

)
=

(
c1,1 c1,2
c2,1 c2,2

)

standard
algorithm

Strassen’s
algorithm

Kauers and Moosbauer, ISSAC’23 6
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




∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗


 =




∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗



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1
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Kauers and Moosbauer, ISSAC’23 8



Kauers and Moosbauer, ISSAC’23 9



(
a1,1 a1,2

a2,1 a2,2

)(
b1,1 b1,2 b1,3

b2,1 b2,2 b2,3

)
=

(
c1,1 c1,2 c1,3
c2,1 c2,2 c2,3

)

= ⊕
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(
a1,1 a1,2

a2,1 a2,2

)(
b1,1 b1,2 b1,3 b1,4

b2,1 b2,2 b2,3 b2,4

)
=

(
c1,1 c1,2 c1,3 c1,4
c2,1 c2,2 c2,3 c1,4

)

= ⊕
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(was: 56)

=



⊕

59 −→ 56

⊕

58 −→ 56

⊕

58 −→ 57

⊕

61 −→ 56

⊕

60 −→ 54

⊕

64 −→ 57
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:
56↓
54

:
56↓
55

:
66↓
64

:
74↓
73

:
64↓
63

:
67↓
66

:
74↓
73

:
80↓
79

:
94↓
90

:
109↓
104

:
110↓
108

:
115↓
111

:
130↓
129

:
149↓
145

Kauers and Wood, ArXiv:2510.19787 15



Symmetries

Moosbauer and Poole, ISSAC’25; Ikenmeyer and Moosbauer, ArXiv:2503.05467 16



+ a1,1 ⊗ b1,1 ⊗ c1,1

+ a2,2 ⊗ b2,2 ⊗ c2,2

+ a1,1 ⊗ b1,2 ⊗ c2,1

+ a2,1 ⊗ b1,1 ⊗ c1,2

+ a1,2 ⊗ b2,1 ⊗ c1,1

+ a2,2 ⊗ b2,1 ⊗ c1,2

+ a1,2 ⊗ b2,2 ⊗ c2,1

+ a2,1 ⊗ b1,2 ⊗ c2,2

+ (a1,1 + a2,2)⊗ (b1,1 + b2,2)⊗ (c1,1 + c2,2)

− (a1,1 + a2,2)⊗ (b1,1 + b2,2)⊗ (c1,1 + c2,2)

− a1,1 ⊗ b1,1 ⊗ c1,1

− a2,2 ⊗ b2,2 ⊗ c2,2

− a1,1 ⊗ b1,1 ⊗ c2,2

− a2,2 ⊗ b1,1 ⊗ c1,1

− a1,1 ⊗ b2,2 ⊗ c1,1

− a2,2 ⊗ b2,2 ⊗ c1,1

− a1,1 ⊗ b2,2 ⊗ c2,2

− a2,2 ⊗ b1,1 ⊗ c2,2

flip!
+ a1,1 ⊗ b1,2 ⊗ (c2,1 + c2,2)

+ (a2,1 + a2,2)⊗ b1,1 ⊗ c1,2

+ a1,2 ⊗ (b2,1 + b2,2)⊗ c1,1

+ a2,2 ⊗ b2,1 ⊗ (c1,1 + c1,2)

+ (a1,1 + a1,2)⊗ b2,2 ⊗ c2,1

+ a2,1 ⊗ (b1,1 + b1,2)⊗ c2,2

− a1,1 ⊗ (b1,1 + b1,2)⊗ c2,2

− a2,2 ⊗ b1,1 ⊗ (c1,1 + c1,2)

− (a1,1 + a1,2)⊗ b2,2 ⊗ c1,1

− a2,2 ⊗ (b2,1 + b2,2)⊗ c1,1

− a1,1 ⊗ b2,2 ⊗ (c2,1 + c2,2)

− (a2,1 + a2,2)⊗ b1,1 ⊗ c2,2

+ a1,1 ⊗ (b1,2 − b2,2)⊗ (c2,1 + c2,2)

+ (a2,1 + a2,2)⊗ b1,1 ⊗ (c1,2 − c2,2)

+ (a1,2 − a2,2)⊗ (b2,1 + b2,2)⊗ c1,1

+ a2,2 ⊗ (b2,1 − b1,1)⊗ (c1,2 + c1,1)

+ (a1,2 + a1,1)⊗ b2,2 ⊗ (c2,1 − c1,1)

+ (a2,1 − a1,1)⊗ (b1,2 + b1,1)⊗ c2,2

Moosbauer and Poole, ISSAC’25; Ikenmeyer and Moosbauer, ArXiv:2503.05467 17



+ a1,1 ⊗ b1,1 ⊗ c1,1

+ a2,2 ⊗ b2,2 ⊗ c2,2

+ a1,1 ⊗ b1,2 ⊗ c2,1

+ a2,1 ⊗ b1,1 ⊗ c1,2

+ a1,2 ⊗ b2,1 ⊗ c1,1

+ a2,2 ⊗ b2,1 ⊗ c1,2

+ a1,2 ⊗ b2,2 ⊗ c2,1

+ a2,1 ⊗ b1,2 ⊗ c2,2

+ (a1,1 + a2,2)⊗ (b1,1 + b2,2)⊗ (c1,1 + c2,2)

− (a1,1 + a2,2)⊗ (b1,1 + b2,2)⊗ (c1,1 + c2,2)

− a1,1 ⊗ b1,1 ⊗ c1,1

− a2,2 ⊗ b2,2 ⊗ c2,2

− a1,1 ⊗ b1,1 ⊗ c2,2

− a2,2 ⊗ b1,1 ⊗ c1,1

− a1,1 ⊗ b2,2 ⊗ c1,1

− a2,2 ⊗ b2,2 ⊗ c1,1

− a1,1 ⊗ b2,2 ⊗ c2,2

− a2,2 ⊗ b1,1 ⊗ c2,2

flip!
+ a1,1 ⊗ b1,2 ⊗ (c2,1 + c2,2)

+ (a2,1 + a2,2)⊗ b1,1 ⊗ c1,2

+ a1,2 ⊗ (b2,1 + b2,2)⊗ c1,1

+ a2,2 ⊗ b2,1 ⊗ (c1,1 + c1,2)

+ (a1,1 + a1,2)⊗ b2,2 ⊗ c2,1

+ a2,1 ⊗ (b1,1 + b1,2)⊗ c2,2

− a1,1 ⊗ (b1,1 + b1,2)⊗ c2,2

− a2,2 ⊗ b1,1 ⊗ (c1,1 + c1,2)

− (a1,1 + a1,2)⊗ b2,2 ⊗ c1,1

− a2,2 ⊗ (b2,1 + b2,2)⊗ c1,1

− a1,1 ⊗ b2,2 ⊗ (c2,1 + c2,2)

− (a2,1 + a2,2)⊗ b1,1 ⊗ c2,2

+ a1,1 ⊗ (b1,2 − b2,2)⊗ (c2,1 + c2,2)

+ (a2,1 + a2,2)⊗ b1,1 ⊗ (c1,2 − c2,2)

+ (a1,2 − a2,2)⊗ (b2,1 + b2,2)⊗ c1,1

+ a2,2 ⊗ (b2,1 − b1,1)⊗ (c1,2 + c1,1)

+ (a1,2 + a1,1)⊗ b2,2 ⊗ (c2,1 − c1,1)

+ (a2,1 − a1,1)⊗ (b1,2 + b1,1)⊗ c2,2
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+ a2,1 ⊗ b1,2 ⊗ c2,2
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− a1,1 ⊗ b2,2 ⊗ c2,2

− a2,2 ⊗ b1,1 ⊗ c2,2

flip!
+ a1,1 ⊗ b1,2 ⊗ (c2,1 + c2,2)

+ (a2,1 + a2,2)⊗ b1,1 ⊗ c1,2

+ a1,2 ⊗ (b2,1 + b2,2)⊗ c1,1

+ a2,2 ⊗ b2,1 ⊗ (c1,1 + c1,2)

+ (a1,1 + a1,2)⊗ b2,2 ⊗ c2,1

+ a2,1 ⊗ (b1,1 + b1,2)⊗ c2,2

− a1,1 ⊗ (b1,1 + b1,2)⊗ c2,2

− a2,2 ⊗ b1,1 ⊗ (c1,1 + c1,2)

− (a1,1 + a1,2)⊗ b2,2 ⊗ c1,1

− a2,2 ⊗ (b2,1 + b2,2)⊗ c1,1

− a1,1 ⊗ b2,2 ⊗ (c2,1 + c2,2)

− (a2,1 + a2,2)⊗ b1,1 ⊗ c2,2

+ a1,1 ⊗ (b1,2 − b2,2)⊗ (c2,1 + c2,2)

+ (a2,1 + a2,2)⊗ b1,1 ⊗ (c1,2 − c2,2)

+ (a1,2 − a2,2)⊗ (b2,1 + b2,2)⊗ c1,1

+ a2,2 ⊗ (b2,1 − b1,1)⊗ (c1,2 + c1,1)

+ (a1,2 + a1,1)⊗ b2,2 ⊗ (c2,1 − c1,1)

+ (a2,1 − a1,1)⊗ (b1,2 + b1,1)⊗ c2,2
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+ a1,1 ⊗ b1,1 ⊗ c1,1

+ a2,2 ⊗ b2,2 ⊗ c2,2

+ a1,1 ⊗ b1,2 ⊗ c2,1

+ a2,1 ⊗ b1,1 ⊗ c1,2

+ a1,2 ⊗ b2,1 ⊗ c1,1

+ a2,2 ⊗ b2,1 ⊗ c1,2

+ a1,2 ⊗ b2,2 ⊗ c2,1

+ a2,1 ⊗ b1,2 ⊗ c2,2

+ (a1,1 + a2,2)⊗ (b1,1 + b2,2)⊗ (c1,1 + c2,2)

− (a1,1 + a2,2)⊗ (b1,1 + b2,2)⊗ (c1,1 + c2,2)

− a1,1 ⊗ b1,1 ⊗ c1,1

− a2,2 ⊗ b2,2 ⊗ c2,2

− a1,1 ⊗ b1,1 ⊗ c2,2

− a2,2 ⊗ b1,1 ⊗ c1,1

− a1,1 ⊗ b2,2 ⊗ c1,1

− a2,2 ⊗ b2,2 ⊗ c1,1

− a1,1 ⊗ b2,2 ⊗ c2,2

− a2,2 ⊗ b1,1 ⊗ c2,2

flip!
+ a1,1 ⊗ b1,2 ⊗ (c2,1 + c2,2)

+ (a2,1 + a2,2)⊗ b1,1 ⊗ c1,2

+ a1,2 ⊗ (b2,1 + b2,2)⊗ c1,1

+ a2,2 ⊗ b2,1 ⊗ (c1,1 + c1,2)

+ (a1,1 + a1,2)⊗ b2,2 ⊗ c2,1

+ a2,1 ⊗ (b1,1 + b1,2)⊗ c2,2

− a1,1 ⊗ (b1,1 + b1,2)⊗ c2,2

− a2,2 ⊗ b1,1 ⊗ (c1,1 + c1,2)

− (a1,1 + a1,2)⊗ b2,2 ⊗ c1,1

− a2,2 ⊗ (b2,1 + b2,2)⊗ c1,1

− a1,1 ⊗ b2,2 ⊗ (c2,1 + c2,2)

− (a2,1 + a2,2)⊗ b1,1 ⊗ c2,2

+ a1,1 ⊗ (b1,2 − b2,2)⊗ (c2,1 + c2,2)

+ (a2,1 + a2,2)⊗ b1,1 ⊗ (c1,2 − c2,2)

+ (a1,2 − a2,2)⊗ (b2,1 + b2,2)⊗ c1,1

+ a2,2 ⊗ (b2,1 − b1,1)⊗ (c1,2 + c1,1)

+ (a1,2 + a1,1)⊗ b2,2 ⊗ (c2,1 − c1,1)

+ (a2,1 − a1,1)⊗ (b1,2 + b1,1)⊗ c2,2
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+ a1,1 ⊗ b1,1 ⊗ c1,1

+ a2,2 ⊗ b2,2 ⊗ c2,2

+ a1,1 ⊗ b1,2 ⊗ c2,1

+ a2,1 ⊗ b1,1 ⊗ c1,2

+ a1,2 ⊗ b2,1 ⊗ c1,1

+ a2,2 ⊗ b2,1 ⊗ c1,2

+ a1,2 ⊗ b2,2 ⊗ c2,1

+ a2,1 ⊗ b1,2 ⊗ c2,2

+ (a1,1 + a2,2)⊗ (b1,1 + b2,2)⊗ (c1,1 + c2,2)

− (a1,1 + a2,2)⊗ (b1,1 + b2,2)⊗ (c1,1 + c2,2)

− a1,1 ⊗ b1,1 ⊗ c1,1

− a2,2 ⊗ b2,2 ⊗ c2,2

− a1,1 ⊗ b1,1 ⊗ c2,2

− a2,2 ⊗ b1,1 ⊗ c1,1

− a1,1 ⊗ b2,2 ⊗ c1,1

− a2,2 ⊗ b2,2 ⊗ c1,1

− a1,1 ⊗ b2,2 ⊗ c2,2

− a2,2 ⊗ b1,1 ⊗ c2,2

flip!
+ a1,1 ⊗ b1,2 ⊗ (c2,1 + c2,2)

+ (a2,1 + a2,2)⊗ b1,1 ⊗ c1,2

+ a1,2 ⊗ (b2,1 + b2,2)⊗ c1,1

+ a2,2 ⊗ b2,1 ⊗ (c1,1 + c1,2)

+ (a1,1 + a1,2)⊗ b2,2 ⊗ c2,1

+ a2,1 ⊗ (b1,1 + b1,2)⊗ c2,2

− a1,1 ⊗ (b1,1 + b1,2)⊗ c2,2

− a2,2 ⊗ b1,1 ⊗ (c1,1 + c1,2)

− (a1,1 + a1,2)⊗ b2,2 ⊗ c1,1

− a2,2 ⊗ (b2,1 + b2,2)⊗ c1,1

− a1,1 ⊗ b2,2 ⊗ (c2,1 + c2,2)

− (a2,1 + a2,2)⊗ b1,1 ⊗ c2,2

+ a1,1 ⊗ (b1,2 − b2,2)⊗ (c2,1 + c2,2)

+ (a2,1 + a2,2)⊗ b1,1 ⊗ (c1,2 − c2,2)

+ (a1,2 − a2,2)⊗ (b2,1 + b2,2)⊗ c1,1

+ a2,2 ⊗ (b2,1 − b1,1)⊗ (c1,2 + c1,1)

+ (a1,2 + a1,1)⊗ b2,2 ⊗ (c2,1 − c1,1)

+ (a2,1 − a1,1)⊗ (b1,2 + b1,1)⊗ c2,2
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+ a1,1 ⊗ b1,1 ⊗ c1,1

+ a2,2 ⊗ b2,2 ⊗ c2,2

+ a1,1 ⊗ b1,2 ⊗ c2,1

+ a2,1 ⊗ b1,1 ⊗ c1,2

+ a1,2 ⊗ b2,1 ⊗ c1,1

+ a2,2 ⊗ b2,1 ⊗ c1,2

+ a1,2 ⊗ b2,2 ⊗ c2,1

+ a2,1 ⊗ b1,2 ⊗ c2,2

+ (a1,1 + a2,2)⊗ (b1,1 + b2,2)⊗ (c1,1 + c2,2)

− (a1,1 + a2,2)⊗ (b1,1 + b2,2)⊗ (c1,1 + c2,2)

− a1,1 ⊗ b1,1 ⊗ c1,1

− a2,2 ⊗ b2,2 ⊗ c2,2

− a1,1 ⊗ b1,1 ⊗ c2,2

− a2,2 ⊗ b1,1 ⊗ c1,1

− a1,1 ⊗ b2,2 ⊗ c1,1

− a2,2 ⊗ b2,2 ⊗ c1,1

− a1,1 ⊗ b2,2 ⊗ c2,2

− a2,2 ⊗ b1,1 ⊗ c2,2

flip!
+ a1,1 ⊗ b1,2 ⊗ (c2,1 + c2,2)

+ (a2,1 + a2,2)⊗ b1,1 ⊗ c1,2

+ a1,2 ⊗ (b2,1 + b2,2)⊗ c1,1

+ a2,2 ⊗ b2,1 ⊗ (c1,1 + c1,2)

+ (a1,1 + a1,2)⊗ b2,2 ⊗ c2,1

+ a2,1 ⊗ (b1,1 + b1,2)⊗ c2,2

− a1,1 ⊗ (b1,1 + b1,2)⊗ c2,2

− a2,2 ⊗ b1,1 ⊗ (c1,1 + c1,2)

− (a1,1 + a1,2)⊗ b2,2 ⊗ c1,1

− a2,2 ⊗ (b2,1 + b2,2)⊗ c1,1

− a1,1 ⊗ b2,2 ⊗ (c2,1 + c2,2)

− (a2,1 + a2,2)⊗ b1,1 ⊗ c2,2

+ a1,1 ⊗ (b1,2 − b2,2)⊗ (c2,1 + c2,2)

+ (a2,1 + a2,2)⊗ b1,1 ⊗ (c1,2 − c2,2)

+ (a1,2 − a2,2)⊗ (b2,1 + b2,2)⊗ c1,1

+ a2,2 ⊗ (b2,1 − b1,1)⊗ (c1,2 + c1,1)

+ (a1,2 + a1,1)⊗ b2,2 ⊗ (c2,1 − c1,1)

+ (a2,1 − a1,1)⊗ (b1,2 + b1,1)⊗ c2,2
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+ a1,1 ⊗ b1,1 ⊗ c1,1

+ a2,2 ⊗ b2,2 ⊗ c2,2

+ a1,1 ⊗ b1,2 ⊗ c2,1

+ a2,1 ⊗ b1,1 ⊗ c1,2

+ a1,2 ⊗ b2,1 ⊗ c1,1

+ a2,2 ⊗ b2,1 ⊗ c1,2

+ a1,2 ⊗ b2,2 ⊗ c2,1

+ a2,1 ⊗ b1,2 ⊗ c2,2

+ (a1,1 + a2,2)⊗ (b1,1 + b2,2)⊗ (c1,1 + c2,2)

− (a1,1 + a2,2)⊗ (b1,1 + b2,2)⊗ (c1,1 + c2,2)

− a1,1 ⊗ b1,1 ⊗ c1,1

− a2,2 ⊗ b2,2 ⊗ c2,2

− a1,1 ⊗ b1,1 ⊗ c2,2

− a2,2 ⊗ b1,1 ⊗ c1,1

− a1,1 ⊗ b2,2 ⊗ c1,1

− a2,2 ⊗ b2,2 ⊗ c1,1

− a1,1 ⊗ b2,2 ⊗ c2,2

− a2,2 ⊗ b1,1 ⊗ c2,2

flip!
+ a1,1 ⊗ b1,2 ⊗ (c2,1 + c2,2)

+ (a2,1 + a2,2)⊗ b1,1 ⊗ c1,2

+ a1,2 ⊗ (b2,1 + b2,2)⊗ c1,1

+ a2,2 ⊗ b2,1 ⊗ (c1,1 + c1,2)

+ (a1,1 + a1,2)⊗ b2,2 ⊗ c2,1

+ a2,1 ⊗ (b1,1 + b1,2)⊗ c2,2

− a1,1 ⊗ (b1,1 + b1,2)⊗ c2,2

− a2,2 ⊗ b1,1 ⊗ (c1,1 + c1,2)

− (a1,1 + a1,2)⊗ b2,2 ⊗ c1,1

− a2,2 ⊗ (b2,1 + b2,2)⊗ c1,1

− a1,1 ⊗ b2,2 ⊗ (c2,1 + c2,2)

− (a2,1 + a2,2)⊗ b1,1 ⊗ c2,2

+ a1,1 ⊗ (b1,2 − b2,2)⊗ (c2,1 + c2,2)

+ (a2,1 + a2,2)⊗ b1,1 ⊗ (c1,2 − c2,2)

+ (a1,2 − a2,2)⊗ (b2,1 + b2,2)⊗ c1,1

+ a2,2 ⊗ (b2,1 − b1,1)⊗ (c1,2 + c1,1)

+ (a1,2 + a1,1)⊗ b2,2 ⊗ (c2,1 − c1,1)

+ (a2,1 − a1,1)⊗ (b1,2 + b1,1)⊗ c2,2
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+ a1,1 ⊗ b1,1 ⊗ c1,1

+ a2,2 ⊗ b2,2 ⊗ c2,2

+ a1,1 ⊗ b1,2 ⊗ c2,1

+ a2,1 ⊗ b1,1 ⊗ c1,2

+ a1,2 ⊗ b2,1 ⊗ c1,1

+ a2,2 ⊗ b2,1 ⊗ c1,2

+ a1,2 ⊗ b2,2 ⊗ c2,1

+ a2,1 ⊗ b1,2 ⊗ c2,2

+ (a1,1 + a2,2)⊗ (b1,1 + b2,2)⊗ (c1,1 + c2,2)

− (a1,1 + a2,2)⊗ (b1,1 + b2,2)⊗ (c1,1 + c2,2)

− a1,1 ⊗ b1,1 ⊗ c1,1

− a2,2 ⊗ b2,2 ⊗ c2,2

− a1,1 ⊗ b1,1 ⊗ c2,2

− a2,2 ⊗ b1,1 ⊗ c1,1

− a1,1 ⊗ b2,2 ⊗ c1,1

− a2,2 ⊗ b2,2 ⊗ c1,1

− a1,1 ⊗ b2,2 ⊗ c2,2

− a2,2 ⊗ b1,1 ⊗ c2,2

flip!
+ a1,1 ⊗ b1,2 ⊗ (c2,1 + c2,2)

+ (a2,1 + a2,2)⊗ b1,1 ⊗ c1,2

+ a1,2 ⊗ (b2,1 + b2,2)⊗ c1,1

+ a2,2 ⊗ b2,1 ⊗ (c1,1 + c1,2)

+ (a1,1 + a1,2)⊗ b2,2 ⊗ c2,1

+ a2,1 ⊗ (b1,1 + b1,2)⊗ c2,2

− a1,1 ⊗ (b1,1 + b1,2)⊗ c2,2

− a2,2 ⊗ b1,1 ⊗ (c1,1 + c1,2)

− (a1,1 + a1,2)⊗ b2,2 ⊗ c1,1

− a2,2 ⊗ (b2,1 + b2,2)⊗ c1,1

− a1,1 ⊗ b2,2 ⊗ (c2,1 + c2,2)

− (a2,1 + a2,2)⊗ b1,1 ⊗ c2,2

+ a1,1 ⊗ (b1,2 − b2,2)⊗ (c2,1 + c2,2)

+ (a2,1 + a2,2)⊗ b1,1 ⊗ (c1,2 − c2,2)

+ (a1,2 − a2,2)⊗ (b2,1 + b2,2)⊗ c1,1

+ a2,2 ⊗ (b2,1 − b1,1)⊗ (c1,2 + c1,1)

+ (a1,2 + a1,1)⊗ b2,2 ⊗ (c2,1 − c1,1)

+ (a2,1 − a1,1)⊗ (b1,2 + b1,1)⊗ c2,2
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+ a1,1 ⊗ b1,1 ⊗ c1,1

+ a2,2 ⊗ b2,2 ⊗ c2,2

+ a1,1 ⊗ b1,2 ⊗ c2,1

+ a2,1 ⊗ b1,1 ⊗ c1,2

+ a1,2 ⊗ b2,1 ⊗ c1,1

+ a2,2 ⊗ b2,1 ⊗ c1,2

+ a1,2 ⊗ b2,2 ⊗ c2,1

+ a2,1 ⊗ b1,2 ⊗ c2,2

+ (a1,1 + a2,2)⊗ (b1,1 + b2,2)⊗ (c1,1 + c2,2)

− (a1,1 + a2,2)⊗ (b1,1 + b2,2)⊗ (c1,1 + c2,2)

− a1,1 ⊗ b1,1 ⊗ c1,1

− a2,2 ⊗ b2,2 ⊗ c2,2

− a1,1 ⊗ b1,1 ⊗ c2,2

− a2,2 ⊗ b1,1 ⊗ c1,1

− a1,1 ⊗ b2,2 ⊗ c1,1

− a2,2 ⊗ b2,2 ⊗ c1,1

− a1,1 ⊗ b2,2 ⊗ c2,2

− a2,2 ⊗ b1,1 ⊗ c2,2

flip!

+ a1,1 ⊗ b1,2 ⊗ (c2,1 + c2,2)

+ (a2,1 + a2,2)⊗ b1,1 ⊗ c1,2

+ a1,2 ⊗ (b2,1 + b2,2)⊗ c1,1

+ a2,2 ⊗ b2,1 ⊗ (c1,1 + c1,2)

+ (a1,1 + a1,2)⊗ b2,2 ⊗ c2,1

+ a2,1 ⊗ (b1,1 + b1,2)⊗ c2,2

− a1,1 ⊗ (b1,1 + b1,2)⊗ c2,2

− a2,2 ⊗ b1,1 ⊗ (c1,1 + c1,2)

− (a1,1 + a1,2)⊗ b2,2 ⊗ c1,1

− a2,2 ⊗ (b2,1 + b2,2)⊗ c1,1

− a1,1 ⊗ b2,2 ⊗ (c2,1 + c2,2)

− (a2,1 + a2,2)⊗ b1,1 ⊗ c2,2

+ a1,1 ⊗ (b1,2 − b2,2)⊗ (c2,1 + c2,2)

+ (a2,1 + a2,2)⊗ b1,1 ⊗ (c1,2 − c2,2)

+ (a1,2 − a2,2)⊗ (b2,1 + b2,2)⊗ c1,1

+ a2,2 ⊗ (b2,1 − b1,1)⊗ (c1,2 + c1,1)

+ (a1,2 + a1,1)⊗ b2,2 ⊗ (c2,1 − c1,1)

+ (a2,1 − a1,1)⊗ (b1,2 + b1,1)⊗ c2,2
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+ a1,1 ⊗ b1,1 ⊗ c1,1

+ a2,2 ⊗ b2,2 ⊗ c2,2

+ a1,1 ⊗ b1,2 ⊗ c2,1

+ a2,1 ⊗ b1,1 ⊗ c1,2

+ a1,2 ⊗ b2,1 ⊗ c1,1

+ a2,2 ⊗ b2,1 ⊗ c1,2

+ a1,2 ⊗ b2,2 ⊗ c2,1

+ a2,1 ⊗ b1,2 ⊗ c2,2

+ (a1,1 + a2,2)⊗ (b1,1 + b2,2)⊗ (c1,1 + c2,2)

− (a1,1 + a2,2)⊗ (b1,1 + b2,2)⊗ (c1,1 + c2,2)

− a1,1 ⊗ b1,1 ⊗ c1,1

− a2,2 ⊗ b2,2 ⊗ c2,2

− a1,1 ⊗ b1,1 ⊗ c2,2

− a2,2 ⊗ b1,1 ⊗ c1,1

− a1,1 ⊗ b2,2 ⊗ c1,1

− a2,2 ⊗ b2,2 ⊗ c1,1

− a1,1 ⊗ b2,2 ⊗ c2,2

− a2,2 ⊗ b1,1 ⊗ c2,2

flip!

+ a1,1 ⊗ b1,2 ⊗ (c2,1 + c2,2)

+ (a2,1 + a2,2)⊗ b1,1 ⊗ c1,2

+ a1,2 ⊗ (b2,1 + b2,2)⊗ c1,1

+ a2,2 ⊗ b2,1 ⊗ (c1,1 + c1,2)

+ (a1,1 + a1,2)⊗ b2,2 ⊗ c2,1

+ a2,1 ⊗ (b1,1 + b1,2)⊗ c2,2

− a1,1 ⊗ (b1,1 + b1,2)⊗ c2,2

− a2,2 ⊗ b1,1 ⊗ (c1,1 + c1,2)

− (a1,1 + a1,2)⊗ b2,2 ⊗ c1,1

− a2,2 ⊗ (b2,1 + b2,2)⊗ c1,1

− a1,1 ⊗ b2,2 ⊗ (c2,1 + c2,2)

− (a2,1 + a2,2)⊗ b1,1 ⊗ c2,2

+ a1,1 ⊗ (b1,2 − b2,2)⊗ (c2,1 + c2,2)

+ (a2,1 + a2,2)⊗ b1,1 ⊗ (c1,2 − c2,2)

+ (a1,2 − a2,2)⊗ (b2,1 + b2,2)⊗ c1,1

+ a2,2 ⊗ (b2,1 − b1,1)⊗ (c1,2 + c1,1)

+ (a1,2 + a1,1)⊗ b2,2 ⊗ (c2,1 − c1,1)

+ (a2,1 − a1,1)⊗ (b1,2 + b1,1)⊗ c2,2
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+ a1,1 ⊗ b1,1 ⊗ c1,1

+ a2,2 ⊗ b2,2 ⊗ c2,2

+ a1,1 ⊗ b1,2 ⊗ c2,1

+ a2,1 ⊗ b1,1 ⊗ c1,2

+ a1,2 ⊗ b2,1 ⊗ c1,1

+ a2,2 ⊗ b2,1 ⊗ c1,2

+ a1,2 ⊗ b2,2 ⊗ c2,1

+ a2,1 ⊗ b1,2 ⊗ c2,2

+ (a1,1 + a2,2)⊗ (b1,1 + b2,2)⊗ (c1,1 + c2,2)

− (a1,1 + a2,2)⊗ (b1,1 + b2,2)⊗ (c1,1 + c2,2)

− a1,1 ⊗ b1,1 ⊗ c1,1

− a2,2 ⊗ b2,2 ⊗ c2,2

− a1,1 ⊗ b1,1 ⊗ c2,2

− a2,2 ⊗ b1,1 ⊗ c1,1

− a1,1 ⊗ b2,2 ⊗ c1,1

− a2,2 ⊗ b2,2 ⊗ c1,1

− a1,1 ⊗ b2,2 ⊗ c2,2

− a2,2 ⊗ b1,1 ⊗ c2,2

flip!

+ a1,1 ⊗ b1,2 ⊗ (c2,1 + c2,2)

+ (a2,1 + a2,2)⊗ b1,1 ⊗ c1,2

+ a1,2 ⊗ (b2,1 + b2,2)⊗ c1,1

+ a2,2 ⊗ b2,1 ⊗ (c1,1 + c1,2)

+ (a1,1 + a1,2)⊗ b2,2 ⊗ c2,1

+ a2,1 ⊗ (b1,1 + b1,2)⊗ c2,2

− a1,1 ⊗ (b1,1 + b1,2)⊗ c2,2

− a2,2 ⊗ b1,1 ⊗ (c1,1 + c1,2)

− (a1,1 + a1,2)⊗ b2,2 ⊗ c1,1

− a2,2 ⊗ (b2,1 + b2,2)⊗ c1,1

− a1,1 ⊗ b2,2 ⊗ (c2,1 + c2,2)

− (a2,1 + a2,2)⊗ b1,1 ⊗ c2,2

+ a1,1 ⊗ (b1,2 − b2,2)⊗ (c2,1 + c2,2)

+ (a2,1 + a2,2)⊗ b1,1 ⊗ (c1,2 − c2,2)

+ (a1,2 − a2,2)⊗ (b2,1 + b2,2)⊗ c1,1

+ a2,2 ⊗ (b2,1 − b1,1)⊗ (c1,2 + c1,1)

+ (a1,2 + a1,1)⊗ b2,2 ⊗ (c2,1 − c1,1)

+ (a2,1 − a1,1)⊗ (b1,2 + b1,1)⊗ c2,2
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+ a1,1 ⊗ b1,1 ⊗ c1,1

+ a2,2 ⊗ b2,2 ⊗ c2,2

+ a1,1 ⊗ b1,2 ⊗ c2,1

+ a2,1 ⊗ b1,1 ⊗ c1,2

+ a1,2 ⊗ b2,1 ⊗ c1,1

+ a2,2 ⊗ b2,1 ⊗ c1,2

+ a1,2 ⊗ b2,2 ⊗ c2,1

+ a2,1 ⊗ b1,2 ⊗ c2,2

+ (a1,1 + a2,2)⊗ (b1,1 + b2,2)⊗ (c1,1 + c2,2)

− (a1,1 + a2,2)⊗ (b1,1 + b2,2)⊗ (c1,1 + c2,2)

− a1,1 ⊗ b1,1 ⊗ c1,1

− a2,2 ⊗ b2,2 ⊗ c2,2

− a1,1 ⊗ b1,1 ⊗ c2,2

− a2,2 ⊗ b1,1 ⊗ c1,1

− a1,1 ⊗ b2,2 ⊗ c1,1

− a2,2 ⊗ b2,2 ⊗ c1,1

− a1,1 ⊗ b2,2 ⊗ c2,2

− a2,2 ⊗ b1,1 ⊗ c2,2

flip!
+ a1,1 ⊗ b1,2 ⊗ (c2,1 + c2,2)

+ (a2,1 + a2,2)⊗ b1,1 ⊗ c1,2

+ a1,2 ⊗ (b2,1 + b2,2)⊗ c1,1

+ a2,2 ⊗ b2,1 ⊗ (c1,1 + c1,2)

+ (a1,1 + a1,2)⊗ b2,2 ⊗ c2,1

+ a2,1 ⊗ (b1,1 + b1,2)⊗ c2,2

− a1,1 ⊗ (b1,1 + b1,2)⊗ c2,2

− a2,2 ⊗ b1,1 ⊗ (c1,1 + c1,2)

− (a1,1 + a1,2)⊗ b2,2 ⊗ c1,1

− a2,2 ⊗ (b2,1 + b2,2)⊗ c1,1

− a1,1 ⊗ b2,2 ⊗ (c2,1 + c2,2)

− (a2,1 + a2,2)⊗ b1,1 ⊗ c2,2

+ a1,1 ⊗ (b1,2 − b2,2)⊗ (c2,1 + c2,2)

+ (a2,1 + a2,2)⊗ b1,1 ⊗ (c1,2 − c2,2)

+ (a1,2 − a2,2)⊗ (b2,1 + b2,2)⊗ c1,1

+ a2,2 ⊗ (b2,1 − b1,1)⊗ (c1,2 + c1,1)

+ (a1,2 + a1,1)⊗ b2,2 ⊗ (c2,1 − c1,1)

+ (a2,1 − a1,1)⊗ (b1,2 + b1,1)⊗ c2,2
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“preconditioned”

standard algorithm

Strassen’s

algorithm
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94↓
93

:
160↓
153
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74↓
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:
109↓
104

:
116↓
110

:
122↓
118

:
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:
133↓
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:
137↓
130

:
151↓
144

:
159↓
150

:
176↓
170
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The Ground Ring
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Flip:

...
+ a⊗ b⊗ c

+ a⊗ b ′ ⊗ c ′
...

=

...
+

a⊗ (b− λb ′)⊗ c

a⊗ (b− b ′)⊗ c

+

a⊗ b ′ ⊗ (c ′ + λ c)

a⊗ b ′ ⊗ (c ′ + c)
...

How to choose λ ?
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, There is just one choice for K = Z2.

/ But schemes working for K = Q would be more interesting.

, Hensel lifting translates schemes from Z2 to Z2ℓ .

, Rational reconstruction translates schemes from Z2ℓ to Q.

/ Sometimes.
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23∑
ℓ=1

3∑
i1,i2,j1,j2,k1,k2=1

αℓ
i1,i2

βℓ
j1,j2

γℓ
k1,k2

(ai1,i2 ⊗ bj1,j2 ⊗ ck1,k2)

!
=

3∑
i,j,k=1

ai,j ⊗ bj,k ⊗ ck,i
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∀ i1, i2, j1, j2, k1, k2 ∈ {1, 2, 3} :

23∑
ℓ=1

αℓ
i1,i2

βℓ
j1,j2

γℓ
k1,k2

= δi1,k2δj1,i2δk1,j2

23 · 3 · 3 · 3 variables and 36 equations
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5α2 − 23α+ 12 = 0: one variable, one equation

α = 1α0 + 2α1 + 4α2 + 8α3 + 16α4 + 32α5 + · · ·︸ ︷︷ ︸︸ ︷︷ ︸
=(mod 2)

︸ ︷︷ ︸
=(mod 22)

︸ ︷︷ ︸
=(mod 23)

︸ ︷︷ ︸
=(mod 24)

︸ ︷︷ ︸
=(mod 25)

︸ ︷︷ ︸
=(mod 26)

α = 1α0 + 2α1 + 4α2 + 8α3 + 16α4 + 32α5 + · · ·
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5α2 − 23α+ 12 = 0: one variable, one equation

α = 1 · 1+ 2 · 1+ 4 · 1+ 8 · 0+ 16 · 0+ 32 · α5 + · · ·

α = 7+ 32α5 mod 64

5(7+ 32α5)
2 − 23(7+ 32α5) + 12 = 0 mod 6432+ 32α5 = 0 mod 641+ α5 = 0 mod 2α5 = 1 mod 2
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5α2 − 23α+ 12 = 0: one variable, one equation

α = 39 mod 64

α = 103 mod 128α = 103 mod 256α = 103 mod 512α = 615 mod 1024α = 1639 mod 2048

qα = 1639q mod 20485α = 3 mod 2048
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solution in Z2Flip graphs

solution in Z2ℓ
Hensel
lifting

might
not
exist

solution in QRational
reconstruction
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not
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Kauers and Moosbauer, ISSAC’23 27



solution in Z2Flip graphs

solution in Z2ℓ
Hensel
lifting

might
not
exist

solution in QRational
reconstruction

might
not
exist

Kauers and Moosbauer, ISSAC’23 27



solution in Z2Flip graphs

solution in Z2ℓ
Hensel
lifting

might
not
exist

solution in QRational
reconstruction

might
not
exist

Kauers and Moosbauer, ISSAC’23 27



solution in Z2Flip graphs

solution in Z2ℓ
Hensel
lifting

might
not
exist

solution in QRational
reconstruction

might
not
exist

Kauers and Moosbauer, ISSAC’23 27



format best rank best ground domain source

7 Z Strassen

47 Z2 AlphaTensor

63 Z[ 13 ,
1
5 ,

1
7 ] Flip graphs

40 Z[ 12 ] Smirnov
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Other Tensors

Wood, SYNASC’25 29



a1,1 a1,2 a1,3

a2,1 a2,2 a2,3

a3,1 a3,2 a3,3

b1,1 b1,2 b1,3

b2,1 b2,2 b2,3

b3,1 b3,2 b3,3


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a1,1 a1,2 a1,3

a2,1 a2,2 a2,3

a3,1 a3,2 a3,3

b1,1 b1,2 b1,3

b2,1 b2,2 b2,3

b3,1 b3,2 b3,3
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a1,1 a1,2 a1,3

a2,1 a2,2 a2,3

a3,1 a3,2 a3,3

b1,1 b1,2 b1,3

b2,1 b2,2 b2,3

b3,1 b3,2 b3,3


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b1,1 ⊗ a1,1 ⊗ c1,1

a1,1 ⊗ b1,1 ⊗ c1,1

+ a1,2 ⊗ b2,1 ⊗ c1,1

+ a1,3 ⊗ b3,1 ⊗ c1,1

+

b1,1 ⊗ a2,1 ⊗ c1,2

a2,1 ⊗ b1,1 ⊗ c1,2

+ a2,2 ⊗ b2,1 ⊗ c1,2

+ a2,3 ⊗ b3,1 ⊗ c1,2

+

b1,1 ⊗ a3,1 ⊗ c1,3

a3,1 ⊗ b1,1 ⊗ c1,3

+ a3,2 ⊗ b2,1 ⊗ c1,3

+ a3,3 ⊗ b3,1 ⊗ c1,3

+

b1,2 ⊗ a1,1 ⊗ c2,1

a1,1 ⊗ b1,2 ⊗ c2,1

+ a1,2 ⊗ b2,2 ⊗ c2,1

+ a1,3 ⊗ b3,2 ⊗ c2,1

+ · · ·
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...
+ a⊗ (b−b ′)⊗ c
+ (a+a ′)⊗ b ′ ⊗ c

...

=

...
+ a⊗ b⊗ c
+ a ′ ⊗ b ′ ⊗ c

...

=

...
+ (a−a ′)⊗ b⊗ c
+ a ′ ⊗ (b+b ′)⊗ c

...

=

...
+ b⊗ (a−b ′)⊗ c
+ (b+a ′)⊗ b ′ ⊗ c

...

=

...
+ b⊗ a⊗ c
+ a ′ ⊗ b ′ ⊗ c

...

=

...
+ (b−a ′)⊗ a⊗ c
+ a ′ ⊗ (a+b ′)⊗ c

...
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Theorem (Rosowski, JSC’23). Multiplying an n×m matrix
with an m× p matrix over a commutative ground ring costs no
more than

(m(np+ n+ p− 1) +min(n, p) − 1)/2
if m is odd and n, p are even

m(np+ n+ p− 1)/2 otherwise

multiplications in that ring.

Flip graph searches match this bound for all n,m, p ≤ 5.

No better multiplication scheme was found in this range.
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(a0 + a1x)(b0 + b1x) = c0 + c1x+ c2x
2

a0 ⊗ b0 ⊗ c0
a0 ⊗ b1 ⊗ c1
a1 ⊗ b0 ⊗ c1
a1 ⊗ b1 ⊗ c2

a0 ⊗ b0 ⊗ (c0 − c1)
a0 ⊗ (b1 + b0)⊗ c1
a1 ⊗ (b1 + b0)⊗ c1
a1 ⊗ b1 ⊗ (c2 − c1)

a0 ⊗ b0 ⊗ (c0 − c1)
(a0 + a1)⊗ (b1 + b0)⊗ c1

a1 ⊗ b1 ⊗ (c2 − c1)

Standard Karatsuba’s
algorithm algorithm

Chen and Kauers, ArXiv:2502.06264 34
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(a0 + a1x)(b0 + b1x) = c0 + c1x+ c2x
2

(a0 + ξ1a1 + ξ21a2)⊗ (b0 + ξ1b1 + ξ21b2)⊗
ξ2ξ3c0 + (ξ2 + ξ3)c1 + c2

(ξ1 − ξ2)(ξ1 − ξ3)

+ (a0 + ξ2a1 + ξ22a2)⊗ (b0 + ξ2b1 + ξ22b2)⊗
ξ1ξ3c0 + (ξ1 + ξ3)c1 + c2

(ξ2 − ξ1)(ξ2 − ξ3)

+ (a0 + ξ3a1 + ξ23a2)⊗ (b0 + ξ3b1 + ξ23b2)⊗
ξ1ξ2c0 + (ξ1 + ξ2)c1 + c2

(ξ3 − ξ1)(ξ3 − ξ2)

Chen and Kauers, ArXiv:2502.06264 34



(a0 + a1x)(b0 + b1x) = c0 + c1x+ c2x
2

Fact: If the ground field is not too small, multiplication of a degree
n polynomial with a degree m polynomial has tensor rank n+m+1.

Question: Is this scheme reachable from the standard algorithm in
the flip graph (without “going up”)?

Answer: Yes.
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← optimal algorithm

← any other algorithm

← common ancestor

standard
algorithm↓

Chen and Kauers, ArXiv:2502.06264 35



← optimal algorithm

← any other algorithm

← common ancestor

standard
algorithm↓

Chen and Kauers, ArXiv:2502.06264 35



← optimal algorithm

← any other algorithm

← common ancestor

standard
algorithm↓

Chen and Kauers, ArXiv:2502.06264 35



← optimal algorithm

← any other algorithm

← common ancestor

standard
algorithm↓

Chen and Kauers, ArXiv:2502.06264 35



← optimal algorithm

← any other algorithm

← common ancestor

standard
algorithm↓

Chen and Kauers, ArXiv:2502.06264 35



← optimal algorithm

← any other algorithm

← common ancestor

standard
algorithm↓

Chen and Kauers, ArXiv:2502.06264 35



Is this also true for matrices?

Can we traverse the flip graph more systematically?

Which other tensors should we consider?
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