Mathematik
und Logik Aussagell

2011W

Was ist Logik? Die mathematische Logik verwendet mathematische Methoden, um
Elementare

Zahlentheorie das logische Denken formal zu beschreiben.

Natiirliche Zahlen . L. . . .

Tei » Populédre Definition: Eine Aussage ist ein Satz, der entweder
Gemeinsame Teller falsch oder wahr ist.

Diophantische Gleichungen

reterveme avien Problem: Wie definiert man wahr und falsch?
Primzahlen

Ein Beweis stellt sicher, daf} eine Aussage wahr ist.

RSA-Verschliisselung
Logik » DEFINITION: Eine Aussage ist eine Konstruktion, durch welche
Aussagenlogik festgelegt wird, wie ihre Beweise zu konstruieren sind.

Logische Implikation, =

posiche Kojukin, ¢ » Eine Aussage, die wir nicht beweisen kénnen, muf3 nicht
unbedingt falsch sein.

Logische Disjunktion,

Pridikatenlogik
Allquantor, V/

Existenzquantor, 5

Datentypen

Logische Implikation,
Logische Konjun
Logische Disjunki
Curry-Howard-
Isomorphismus

Listen

Lineare Algebra




Mathematik cy 0 . .
und Logi Definition der Implikation, =

2011W

Was ist Logik?

Elementare FOR]\JATION
Zahlentheorie Sind P und @ Aussagen, dann bezeichnet P = @ ebenfalls eine

Natiirliche Zahlen

e Aussage, die Implikation von P und Q.

Gemeinsame Teiler

Diophantische Gleichungen IN TRODUKTION

Teilerfremde Zahlen

AL U P = () zu beweisen, mufl man @ beweisen, wobei man einen

Primzahlen

[ONV—— Beweis von P voraussetzen darf.

Logik

ELIMINATION

Aussagenlogik
Lo Hat man einen Beweis von P = (@), so reicht ein Beweis von P, um

Logische Konjunktion, /

WS auch () zu beweisen.

Logische Disjunktion,

i _ SCHLUSSREGELN
Pradikatenlogik
Allquantor, P

Existenzquantor, 5

Datentypen .
Logische Implikation,
Logische Konjunl A
Logische Disjunktion, Q
—. P=Q P
Isomorphismus 7#1 _— =
Listen P Q Q

Lineare Algebra




Mathematik cy 0 . .
und Logic Definition der Konjuktion, A

2011W

Was ist Logik?

Elementare FORMATION

Zalentheorte Sind P und @ Aussagen, dann bezeichnet P A @Q ebenfalls eine
el Aussage, die Konjunktion von P und Q.

Gemeinsame Teiler

Diophantische Gleichungen

Teilerfremde Zahlen INTRODUKTION

Modulare Arithmetik

Primaatien Um P A @ zu beweisen, mufl man sowohl P als auch () beweisen.

RSA-Verschliisselung

Logik ELIMINATION
Aussagenlogik Hat man einen Beweis von P A @ so auch einen Beweis von P, und

Logische Implikation, = K .
T oo auch einen Beweis von Q).

he Aquivalenz,

e S C1.USSREGELN

Pridikatenlogik

Allquantor, ¥

Existenzquantor, 35 P P /\ P /\
L Q. PA09g, PAQ
Logische Implikation, = P AN Q P Q

Logische Konjun

1

Logische Disjunki

Curry-Howard-
Isomorphismus

Listen

Lineare Algebra



Mathematik . o) e . .
und Lok Kommutativitat der Konjunktion

2011W

Was ist Logik?

Elementare SATZ

Zahlentheori . . . . . . .

aenthere Die logische Konjunktion ist kommutativ, d.h. die Aussage

Natiirliche Zahlen
Teilbarkeit
Gemeinsame Teiler

Diophantische Gleichungen A /\ B = B /\ A
Teilerfremde Zahlen
Modulare Arithmetik . . . .
Primmatien ist allgemeingiiltig.

RSA-Verschliisselung

Logik BEWEIS.
Aussagenlogik A /\ B

Logische Implikation, =

Logische Konjunktion, A

Logische Aquivalenz, A A B/\(‘: ANB
< P — 1 -
Logische Disjunktion, B A
Pridikatenlogik BAA

ANB=BANA

NEy

AL

=T

Existenzquantor, 5

Datentypen

Logische Implikation,
Logische Konjun
Logische Disjunki
Curry-Howard-

Isomorphismus

Listen

Lineare Algebra



Mathematik o0 x .
und Logik Definition der Aquivalenz, <=

2011W

Was ist Logik?

Elementare NOTATION

Zalentheorte Die logische Aquivalenz wird mit P <= (@ bezeichnet und ist
e lediglich eine Abkiirzung fir (P = Q) A (Q = P).

Gemeinsame Teiler

Diophantische Gleichungen

Teilerfremde Zahlen B EMERKUNG

Modulare Arithmetik

Primzahlen Zwei Aussagen sind dquivalent wenn sie vom logischen Standpunkt

S LI oS betrachtet gleichwertig sind.
Logik

Aussagenlogik

Logische Implikation, =
Logische Konjunktion, /

Logische Aquivalenz,
S ad

Logische Disjunktion,

Pridikatenlogik
Allquantor, V/

Existenzquantor, 5

Datentypen
Logische Implikation,
Logische Konjunl
Logische Disjunk
Curry-Howard-

Isomorphismus

Listen

Lineare Algebra



Mathematik o) . .« e .
und Lok Definition der Disjunktion, V

2011W

Was ist Logik?

Elementare FORMATION

Zalentheorte Sind P und @ Aussagen, dann bezeichnet P V @ ebenfalls eine
el Aussage, die Disjunktion von P und Q.

Gemeinsame Teiler

Diophantische Gleichungen

Teilerfremde Zahlen INTRODUKTION

Modulare Arithmetik

Primaaien Um P V Q zu beweisen, geniigt es, P zu beweisen, oder @ zu
RSA-Verschliisselung beweisen'

Logik

Aussagenlogik ELII\/IINATION

Logische Implikation, =

(TP [ 0lct irgendeine Aussage R sowohl aus P als auch aus @), dann folgt
MO sic auch aus P V @ (Beweis durch Fallunterscheidung).

Logische Disjunktion, \/

Pradikatenlogik SCHLUSS REGELN
:II.q:l:wnlar. vl P

xistenzquantor, 3 \/I() Q
Datentypen P \VJ Q

Logische Implikation,

P=R Q=R
—VT — T "~ V&
PvQ " PV Q R

Logische Konjun
Logische Disjunki
Curry-Howard-

Isomorphismus

Listen

Lineare Algebra



Mathematik
und Logik

2011W

Was ist Logik?
Elementare
Zahlentheorie
Natiirliche Zahlen
Teil
Gemeinsame Teiler
Diophantische Gleichungen
Teilerfremde Zahlen
Modulare Arithmetik
Primzahlen

RSA-Verschliisselung
Logik

Aussagenlogik
Logische Implikation, =
Logische Konjunktion, /

he Aquivalenz,

Logische Disjunktion,

Pridikatenlogik
Allquantor, ¥/

Existenzquantor, 5

Datentypen

Logische Implikation,
Logische Konjun
Logische Disjunki
Curry-Howard-
Isomorphismus

Listen

Lineare Algebra

Allquantor, V

» Sei X ein Datentyp, und P[z] fiir jedes z € X eine Aussage.
Dann bezeichnet V,.x P[z] eine All-Aussage.

Die All-Aussage driickt eine universelle Quantifizierung aus.

Ein Beweis von V,.x P[z] konstruiert fiir jedes beliebige z ¢ X
einen Beweis von Plz].

» Praktisch: Es sei Ve x Plz] zu beweisen.
Vorgangsweise: Annahme z € X; beweise P[z].

» Hingt P[z] nicht von z ab, dann liegt eine normale Implikation
vor: Vgex P ist dasselbe wie X — P.



Mathematik . . . .
und Logik Allquantor, Introduktion und Elimination

2011W
Was it Logik » Um V,ex P[z] zu beweisen, mufl man P[z] fiir ein beliebiges
Elementare .
Zahlentheoric z € X beweisen.

Natiirliche Zahlen .
) » VY- .
Tei V-Introduktion reX

Gemeinsame Teiler

Diophantische Gleichungen

Teilerfremde Zahlen i

Modulare Arithmetik .
Primzahlen

RSA-Verschliisselung P [.T]
Logik

— V7
VweX P[.’L‘]

Aussagenlogik

Logische Implikation, =

Logische Konjunktion, / » Wurde V,x P[z] bewiesen, und ist a € X, dann hat man einen
he Aquivalenz, .
i Beweis von Pla).

Logische Disjunktion,
Pridikatenlogik » V-Elimination: VireXx P[(E] aeX

Allquantor, ¥/

Existenzquantor, 3 P[a]

vE

Datentypen

Logische Implikation,
Logische Konjun
Logische Disjunki
Curry-Howard-
Isomorphismus

Listen

Lineare Algebra




Mathematik . .
und Logik Allquantor, Beispiel

2011W

Was ist Logik?

Elementare
Zahlentheorie

Natirliche Zahlen VaeX A[CE] V Ver B[y]

Teilbarkeit

Gemeinsame Teiler

Diophantische Gleichungen T € X

Teilerfremde Zahlen

Modulare Arithmetik

Primzahlen Y € Y

RSA-Verschliisselung

Logik .

Aussagenlogik
Logische Implikation, = A [.’L’]

V
Logische Konjunktion, /
Vyey (Alz]
(
]

Logische Aquivalenz,

Blyl
v

Bl
Az] v Bla))
:>V$6X\V/er(A['r} \% B[y])

Logische Disjunktion,

A

Pridikatenlogik queX Vys

Allquantor, ¥/

Existenzquantor, 3 vxex A[Z] V Vye Y B[

=7

Datentypen

Logische Implikation,
Logische Konjunktion, A
Logische Disjunkti
Curry-Howard-
Isomorphismus

Listen

Lineare Algebra




Mathematik

mos Allquantor: Beispiel (Fortsetzung)

2011W

Was ist Logik? Annahmen: Vg.x A[.T] V Yyey B[y], zeX, yeY
Element, S
Zahlentheorie Zu beweisen:

Natiirliche Zahlen

Teilbarkeit
Gemeinsame Teiler VzeX A [fL‘] qu Y B[y]

Diophantische Gleichungen

RSA-Verschliisselung A[‘T] v B[y] A[I] N B[y]
ek Vaex Alz] V Vyey Bly] = Alz] vV Bly]

Aussagenlogik

Logische Implikation, = Die beiden Fille:

Logische Konjunktion,

VE

Logische Aquivalenz,

Logische Disjunktion, VaeX AIE;:] T € ng Vyey B[By] ye ng
Pradikatenlogik

s 7] i y] VT,
Existenzquantor, 3 A [I] vV B [y] A [x] \Y B [y]

Datentypen

Logische Implikation, =>

Logis

Listen

Lineare Algebra




Mathematik .
und Logi Existenzquantor,

2011W

Was ist Logik? » Sei X ein Datentyp, und P[z] fiir jedes z € X eine Aussage.
Elementare

Zahlentheorie Dann bezeichnet 3,.x P[z] eine Existenz-Aussage.

Natiirliche Zahlen . . . . . . . .

Tei » Die Existenzaussage driickt eine existenzielle Quantifizierung
G.nmcmsa.nm Tcilc.r aus .

Diophantische Gleichungen

Teilerfremde Zahlen

Tl Zatle » Ein Beweis von 3,.x P[z] konstruiert ein a € X und einen
Primzahlen Beweis von P[a]

RSA-Verschliisselung

Logik » Praktisch: Es sei 3;.x P[z] zu beweisen.
Aussagenlogik Vorgangsweise: Man wéhlt ein passendes a € X, und versucht
Logische Implikation, = damlt P[a] 71 beweisen.

Logische Konjunktion, /

he Aquivalenz,

» Hangt P[z] nicht von z ab, dann liegt eine normale Konjunktion
vor: Jz.x P ist dasselbe wie X A P.

Logische Disjunktion,

Pridikatenlogik
Allquantor, V/

Existenzquantor, 3

Datentypen

Logische Implikation,
Logische Konjun
Logische Disjunki
Curry-Howard-
Isomorphismus

Listen

Lineare Algebra




Mathematik

und Logik Existenzquantor: Introduktion und

2011w . . .
Elimination

Was ist Logik?

Elementare
Zahlentheorie

. Um 3,cx P[z] zu beweisen, mufl man ein a € X finden und
Tebarei damit P[a] beweisen.

Gemeinsame Teiler

Diophantische Gleichungen » H_Introduktion: a € X P[G]El

Teilerfremde Zahlen
Modulare Arithmetik JreXx P[:E]

Primzahlen
[YS— » Wurde 3,.x P[z] bewiesen, so kann man fiir’s weitere

Logik annehmen, daf} es ein soches Objekt gibt.

Aussagenlogik L. .
Logische Implikation, = > H—Ellmlnatlon:

Logische Konjunktion, /

Logische Aquivalenz, Y€ X P[

gische Disjunktion,

Pridikatenlogik

Allquantor, ¥
Existenzquantor, 3 HIEX p [.I' } Q

Datentypen Q

Logische Implikation,

3&

Logische Konjun
Logische Disjunki

Curry-Howard-
Isomorphismus

Listen

Lineare Algebra



