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Listen
» Durch Hintereinanderreihung von Objekten entsteht eine Liste.
» Ist 3 eine Menge, dann bezeichne >* die Menge der Listen tiber
dem Grunddatentyp X.
» Die einfachste Liste ist die leere Liste: ¢ € 3.
> Ist @ € ¥ und u € ¥*, dann ist auch au € ¥*.
BEISPIEL

Seien a, b, ¢, d € X.
€, ae, a(be), a(b(c(de))), d(ce), b(c(c(a(be)))) sind Listen.

NOTATION
Rechts-assoziative Klammerung: afu = a(fu).
Das Zeichen fiir die leere Liste ist oft entbehrlich.

BEISPIEL
€, ae, abe, abede, dce, becabe.
Oder noch einfacher: €, a, ab, abed, dc, becab.
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Listen

Durch die Lange wird jeder Liste eine Zahl zugeordnet.
Notation: |u].

Die leere Liste hat Léange 0.

vV V. v Y

Fiigt man einer Liste ein Element hinzu, dann wird sie um 1
langer.

» Es gelten daher die Gleichungen:

le] =0 (len-nil),
Y oV Jaul =1+ ul (len-pre).
acX uek*

» Frage: Ist die Lange damit ordentlich definiert?
> Beispiel:

|abec| = |a(b(c(ce ))il L4 [b(c(ce )|)

1T+ (14 |e(ee)))
1+ (14(14]ce])) +(14+(1+(1+| =1+

| = -
) =1+(1+(1+(1+0))) = 4
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Listen

Linge » Die Léange ist fiir die leere Liste definiert.

Induktion

Pm— » Ist die Lénge fiir eine Liste u definiert, dann auch fiir jede Liste

Anhiingen

Spiogeln der Form au.

» Jede Liste 148t sich aus der leeren Liste durch Hinzufiigen von
Elementen konstruieren.

» Daher ist die Lange fiir jede Liste definiert.

» Die Schlufifolgerung erfolgte nach folgendem Schema:

Ple) Vv V Pu) = P(au)
aEX uex*

P
wGVE* (w)

List &

Dabei ist P eine beliebige Eigenschaft fiir Listen.

» Dieses Induktionsprinzip bedeutet gerade, daf3 jede Liste durch
die beiden Konstruktoren, leere Liste und Voranstellen,
konstruiert werden kann.

» Es schliefit insbesondere aus, dafl Listen unendlich lange sein
konnten.
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Listen-Rekursion

> |abee| =4, |abe| = 3.

» Wenn abcc = abe, dann ist 4 = 3.

» Dann wiére die Lénge nicht wohldefiniert.
>

Listen sollten nur dann gleich sein, wenn sie gleich konstruiert
wurden.

» Dies wird durch das folgende Rekursionsprinzip garantiert:
Fiir jede Menge X, jedes x € X und jedes
@Y% — ¥ — X — X definiert das Gleichungssystem

fle) =
V. v flaw)

acX uex*

Z (f_nﬂ)7
a@f(u)  (f-pre).

genau eine Funktion f : ¥* — X.
> (1) =u e
> flabc) =abc'pz=ap by cyu.
be ¢ €
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Append — Hinten anhangen

DEFINITION

Analog zum Voranstellen
definieren wir eine Funktion die
ein Element hinten anhangt,
z.B. (abed)b = abedb. Sie sollte
erfiillen:

v ef = Be
BES
(app-nil),

v V. VvV (auw)pb=a(uf)
BEY aeX ues*

(app-pre).

BEMERKUNG
In auf brauchen wir keine
Klammern.

SATZ

Esgilt ¥ Vv |wf|=14+]w]|.
BES wen*

BEWEIS.
> Essei g eX.

» Wir miissen zeigen:
Vo |wB] =1+ |wl.
weD*

» Dies erledigen wir geméaf
dem Induktionsprinzip:

» Wir zeigen, dafl € diese
Eigenschaft hat.

» Und wir zeigen, daf
wenn ein v € X* diese
Eigenschaft hat, dann
auch jedes au.
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oo Induktionsbeweis: VvV |wiG| =1+ |w|
N ex

Listen

» Induktionsanfang:
Wir zeigen |e8] = 1+ |e|:

|eB] = |e] (app-nil)
=1+ |el (len-pre).

» Induktionsschritt:
Wir nehmen nun fiir ein » € ¥* die Induktionshypothese
|uf| =1+ |u| an.
Fiir jedes a € ¥ zeigen wir nun |(au)f| = 1 + |aul:

[(au)B| = [a(up)]| (app-pre)
=1+ |uf (len-pre)
=1+ (1+u|) (IH)
=1+ |oul (len-pre-R).
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Listen DEFINITION
Die Spiegelung (reversion)

definieren durch

au = uo

SATZ
FiraeX, ue X* gilt

ufp = B
SATZ
u=u (rev-inv).

SATZ
[u| = |u| (len-rev).

reversion - Spiegelung

T e ¥* — ¥* 1aBt sich rekursiv

€=¢ (rev-nil),

(rev-pre).

(rev-app).

BEWEIS. N
» TA: Zu zeigen ¢ = fe:

B =Pe  (app-nil)
=¢f (rev-pre)
=€f (rev-nil)
= fe (app-nil)
= e (rev-nil-R);

» IS mit IH: uﬂ Bu;
Zu zeigen: ( u)f = 6(au)

(au)B = a(uB) (app-pre)
= uBa (rev-pre)
= (Bu)a  (IH)
= B(ua) (app-pre)
= Bau (rev-pre-R).
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Spiegelung und Allaussagen

SATZ
Sei P eine Figenschaft fiir Listen. Dann gilt

v Plu) <= VY . P(u).
BEWEIS. e e

» Von links nach rechts:

Annahme: V P(u); zu zeigen: vV P(u).
ueS* ueS*

Weitere Anname: v € ¥*; nur noch zu zeigen: P(u).
Es gilt u € ¥*; wir wenden daher die erste Annahme auf u an
und erhalten somit P (%), was zu zeigen war.

» Von rechts nach links:

Annahme: VvV P(u); zu zeigen: V P(u).
uer* uer*
Weitere Annahme: u € ¥*; nur noch zu zeigen: P(u).

Es gilt u € ¥*; wir wenden daher die erste Annahme auf u an
und erhalten somit P(%)

Da @ = u, ist auch P(ﬁ) <= P(u), insbesondere somit

P(ﬁ) = P(u), woraus unser Beweisziel unmittelbar folgt.
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Listen SATZ
Sei P € ¥X* — [P eine Eigenschaft. Dann gilt das Induktionsprinzip

Ple) vV v Plw) = P(wp)
BES weL*
Y P(w)
weX*

BEWEIS.

Wir setzen die beiden Préamissen voraus. Statt der Konklusion zeigen

wir die dazu dquivalente Aussage VYV P(w). Mit der Eigenschaft
we*

P~ (w) : <= P(w)

1af3t sich dies als v P~ (w) schreiben und mit Induktion beweisen.
IA: Wir zeigen PNU)(QS. GeméB obiger Definition, P~ (e) <= P(€),
und wegen € = €, auch P(€) <= P(¢). Letzteres ist in der
Voraussetzung.

IS mit TH: P~ (u) (Aquivalent zu P(%)). Zu zeigen haben wir

P~ (au), das ist P(aw), also P(u«). Die Voraussetzung liefert (wir
setzen ¥ fiir w ein): P(u) = P(u«). Mit IH sind wir fertig. O
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Palindrom

DEFINITION

Eine Liste ist ein Palindrom, kurz PD(u), wenn sie von vorne und
hinten gelesen gleich erscheint. Dies 148t sich induktiv durch die
folgenden Introduktionsregeln ausdriicken:

aceY weX* PDu) ack
PD(e) PD(a) PD(aux)

Die zugehorige Eliminationsregel lautet dann

Ple) V¥V Play ¥V V Plaua)
aed %ﬁE;aeE

v P(u)
ueEL™
PD(u)

flir eine beliebige Eigenschaft P € ¥* — P.

SATZ

Y PD(u) < u=".
ues*
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» Wir definieren die Verkettung von Listen, eine binére
Verkniipfung von Listen, welche die Elemente einfach
aneinanderreiht, z.B. (ab)(cbb) = abebb.

» Sie sollte fiir alle u, v € ¥* und a € ¥ diese beiden Gleichungen
erfiillen:

V=10 (cat-nil),

(au)v = a(uv) (cat-pre).

» GemafB Rekursionsprinzip gibt es genau eine Funktion mit
diesen Eigenschaften.

BEISPIEL
(abc)(cbb) = (a(b(ce) ))(

a(b((ce) (c(b(b ))) )=
abcebb.
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Assoziativitat

SATZ
Die Listenverkettung ist assoziativ, d.h.

vV (w)w = u(vw).
U, v, WEL*

BEWEIS.
» Es seien v, w € X*.
» Wir miissen zeigen, dafl
vV (w)w = u(vw).
uexr*

» Dies erledigen wir geméf dem Induktionsprinzip:

» Wir zeigen, dafl € diese Eigenschaft hat.
» Und wir zeigen, dafl wenn ein v € ¥* diese Eigenschaft hat,
dann auch jedes au.
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Listen

» Induktionsanfang:
Wir zeigen (ev)w = e(vw):

(ev)w = vw (cat-nil)
= e(vw) (cat-nil-R).

» Induktionsschritt:
Wir nehmen nun fiir ein u € ¥* die Induktionshypothese
(uwv)w = u(vw) an.
Fiir jedes a € ¥ zeigen wir nun ((au)v)w = (au)(vw):

((aw)v)w = (a(uv))w (cat-pre)
= a((uwv)w) (cat-pre)
= a(u(vw)) (IH)
= (au)(vw) (cat-pre-R)
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€ ist ein neutrales Element

LEMMA
Die leere Liste verhdlt sich bei Listenverkettung neutral, d.h.

Y €u= u= ue.
uer*

BEWEIS.
Der Teil eu = u ist Bestandteil der Definition. Wir zeigen noch
ue = u mittels Listeninduktion:

€€ =¢ (cat-nil);
(au)e = a(ue) (cat-pre)
=au (IH).
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Lange als Homomorphismus

LEMMA
Die Linge ist ein Homomorphismus in die Halbgruppe der
natirlichen Zahlen mit Addition, d.h.:

|uv| = [ul + o]

SATZ
Die Spiegelung ist ein Anti-Homomorphismus: uv = Uu.
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Kiirzungsregeln

SATZ
Fiir Listen u,v,w € ¥* gelten die Kirzungsregeln:

U = uw = V= w,

UWw = — u = 0.

BEWEIS.

» TA: Es sei ev = ew, dann ist v = w (cat-nil);

> IS mit IH wv = uw = v=w:
Zu zeigen: (au)v = (au)w = v=w
Annahme: (au)v = (qu)w;
Nur noch zu zeigen v = w.
Mit (cat-pre) erhalten wir aus der Annahme a(uv) = a(uw). Da
Listen nur dann gleich sind, wenn sie gleich konstruiert sind, ist
somit uv = uw. Die (IH) liefert nun v = w.

O
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