Mathematik und Logik

2. Ubungsaufgaben
bis 2008-10-21, Loésungen

1. Definieren Sie Lénge einer Liste mittels Rekursion ,von hinten®
Berechnen Sie dann mit dieser Rekursion |abc|.
Losung:
lef =0
lual =1+ |u|

Bsp.: |abc| = |(((ea)b)c] = 1+ |(ea)b| = 1+ 1+ |ea] = 1+1+1+|¢] =
1+414+140=3.

2. Definieren Sie die Operation ,prepend“ (vorne Einfiigen) mittels Re-
kursion ,,von hinten®, also via ,append*.
Rechnen Sie auch dazu ein kleines Beispiel.

Losung:

Bsp.: z(abc) = z(((ea)b)c) = (z((ea)b))ec = ((x(ea))b)c = (((we)a)b)c =
(((ex)a)b)c = wabe.

3. Beweisen Sie (mittels Listen-Induktion)

Y uv=7vu
u,veEL*
Losung:

o TA: Es gilt év = v = ve = ve;



e IS mit IH wv = vu:
Zu zeigen: (au)v = vau

Wir formen um: (au)v = a(uww) = uwva = (va)a = v(ua) = vau.

4. Beweisen Sie (mittels Listen-Induktion)

v wo] = luf |v]
E*

u,v

5. Zeigen Sie, dafl jedes Palindrom in zwei bis auf Spiegelung gleiche Teile
zerféllt; genauer:

Y 3 (w:uﬁ vV 3 w:uo[ﬁ)
WEX® ueyX* ace¥
PD(w)
Anmerkung:
Eine Aussage der Form 3,cx P(x), ist dabei zu lesen als: | Es gibt ein
x vom Typ X sodal P(x) gilt.* Oder: ,Man kann ein x vom Typ X
so konstuieren, dafl P(x) erfiillt ist.“ Oder ,Es existiert ein x ...“ Das
Zeichen V ist als ,,oder* zu lesen, und bedeutet, dafl zumindest eine der
beiden damit verbundenen Aussagen wahr sein (oder bewiesen werden)
sollte.

Versuchen Sie zuerst, die Behauptung anhand von ein paar Beispielen
zu bestétigen.

Versuchen Sie dann, die Behauptung mittels PD(w) <= w = w zu
folgern.

Wenn [hnen das nicht gut gelingt, verwenden Sie das Induktionsschema,
welches wir im Zusammenhang mit induktiven Definition von PD ken-
nengelernt haben.

Lésung: Die Aussage Jyex+ <w =utt V Jaecxw = uaﬁ) bezeichnen wir

mit P(w). Wir zeigen dann:

(a) P(e);

(b) ,@Zz P(B);

(©) ¥ v (Pw) = P(3ug),

Geméf der induktiven Definition von PD gilt dann v P(w).

Im Detail:



(a) Z.z.: Juex~ <e =uu V Jacx € = uo[d)

Wir wéhlen u = €, und damit ist der linke Teil erfiillt.

(b) Sei € X. Z.z.: Jyex~ (ﬁ =ul V Jaex 0 = uaﬂ)

Wir wahlen v = € und o = 3, und damit ist der rechte Teil erfiillt.

(c) Sei g€ X, we X" mit IH J,ex- <w =uu V Jpexw = uaﬂ)

Z.7.: Juesx <ﬂwﬁ =ull V ey fwl = uozﬂ)

Wegen der TH koénnen wir annehmen, dafl es ein ug € X* gibt, wel-
ches zumindest eine der beiden Bedingungen erfiillt. Wir zeigen die
Behauptung fiir jeden der beiden Félle:

e Es gelte: w = uguyg. .

Dann gilt auch: pwf = PuoupB = (Bup)Bug. Wir wihlen also
u = Bug, und damit ist der linke Teil erfiillt.

e Es gelte: Jpexw = wopaug. Wir nehmen daher an, dafi es ein
ag gibt, sodal w = upagug. Es gilt dann: fwf = Buoaouof =
(Bug)apPup. Wir wahlen daher u = fup, und mit o = «p gilt
dann der rechte Teil.

6. Sei c € ¥. Wir definieren induktiv die Eigenschaft F, mittels der beiden
Regeln:
we X weX FEJ(w) aelX
E.(cw) E.(aw)

Moglicherweise einfacher zu lesen (und gleichbedeutend dazu) sind die
beiden Axiome:

vV E.(cw) vV VY E.(ow)
weX* %§%3a62

Finden Sie Beispiele von Listen, welche diese Eigenschaft haben; und
auch solche, die sie nicht haben.

Mit welchem Induktionsprinzip lassen sich Aussagen tiber alle Listen,
welche die Eigenschaft F, haben, beweisen?

Losung: Das zugehorige Induktionsprinzip lautet

YV P(ew) Y VYV Plaw)
weS* %e(g;aez

v P(w)
wex*
Ee(w)




7. Dieses Beispiel sollten Sie erst probieren, wenn Sie sich ausreichend
intensiv mit dem Beispiel 6 auseinandergesetzt haben. Danach verglei-
chen Sie mit

vV _Plew) v vV Plow)
weD* WEX* aeX
P(w)
v P(w)

wex*
Ee(w)

und beweisen damit die Aussage

Y 4 w =ucv
weX* u,ver*
E.(w)

Lésung: Wir beweisen geméafl der induktiven Definition von FE.. Wenn wir
die Aussage 3y, vex+ w = ucv mit P(w) bezeichnen, haben somit zu zeigen:

(a) wevz* P(cw).

(b) VvV P(aw).
weX*
P(w)

Gemé$ Induktionsprinzip gilt P(w) dann fiir alle Listen, welche die Eigen-
schaft P. haben.

(a) Sei w € ¥*. Z.z. Jypex+ cw = ucv.

Wir wahlen v = € und v = w.

(b) Es gelte die IH: 3, yex+ w = ucv.
Sei weiters o € X. Dann ist z.z.: 3, yex+ aw = ucv.

Geméaf IH konnen wir die Existenz von ug, vg € 3* voraussetzen, sodafl
w = ugcyg. Es gilt dann

aw = a(ugevy) = (aug)cvg

Wir wahlen daher u = aug und v = vy.

8. Definieren Sie mittels Listenrekursion ein Funktion ¢ : ¥* — »* welche

Y oV tlau) =u

aEY uex*

erfullt.

Losung: Wir haben die Werte fur t(€) und ¢(au) festzulegen. Letztere ergibt
sich sofort aus der Angabe. Den Wert fiir t(e) dagegen kénnen wir beliebig

4



10.

festlegen; es muf} lediglich ¢(¢) € ¥* sein. Die leere Liste bietet sich hier
besonders an. Also:

Man beachte, daf§ hier gar keine echte Rekursion vorliegt (denn #(u) kommt
gar nicht vor), sondern nur eine Fallunterscheidung.

. Warum genau kann es nicht sein, dafl ¢ = au, fiir passendes a € ¥ und

u € 2*7

Losung: Seien 1 und T zwei Elemente einer beliebigen Menge. Dann kénnen
wir mit Rekursion eine Funktion definieren, die

erfillt. Wenn nun ¢ = au, dann wire wegen der Wohldefiniertheit von &
auch k(e) = k(au), was aber L = T zur Folge hitte. Das heifit dann aber,
daf alle Elemente einer beliebigen Menge gleich wéren, z.B. 0 = 1, oder dafl
alle Aussagen logisch dquivalent seien. Wéare also € = au wahr, hitte dies
allen Unsinn der Welt zufolge, was mit iiblicherweise so ausdriickt, dafl man
sagt, die Aussage € = au ist falsch.

Ein Liste u heiflt ein Prdfiz einer Liste w, wenn es eine Liste v gibt,
sodafl w = uw. Definieren Sie ein Funktion, welche die Liste aller Préafixe
einer Liste bestimmt.

T'ip: Rechnen Sie zuerst ein paar Beispiele (fiir sehr kurze Listen) hén-
disch durch.

Losung: Die leere Liste ist ein Prafix von jeder Liste, auch der leeren Liste.

Die Liste aller Préfixe einer leeren Liste ist einfach zu bestimmen: es handelt
sich um die Liste mit einem Element, der leeren Liste.

Sind dagegen p1, p2, ps3, . . . die Prafixe einer Liste w, dann sind api, apa, aps
Prifixe von aw.

Zusammenfassend 148t sich somit eine Funktion prefixes : ¥* — (¥*)* defi-
nieren durch:
prefixes(e) = [¢]
prefixes(au) = €, prependall , (prefixes(u))



wobei wir die Hilfsfunktion prependall : ¥ — (¥*)* — (¥*)* definieren
durch

prependall,,([]) = [a]
prependall  (uL) = au, prependall , (L)

Beispiel:

prefixes(abc) = €, prependall , (prefixes(bc))

a

= ¢, prependall, (¢, prependall, (prefixes(c)))

a

= ¢, prependall ¢, prependall . (prefixes(¢))))

¢, prependall ([e])))
[e,c]))

€, prependall,

a

= ¢, prependall , (¢, prependall,

a

Py

= ¢, prependall , (¢, prependall,

[e,b,bc])

a

o~ o~ o~ o~ o~ o~

= ¢, prependall,,
= ¢, [a, ab, abc]

= [e, a, ab, abc].



