Johannes Kepler Universitat Linz 2007W
Institut fiir Algebra

Vorlesungsnotizen

Mathematik und Logik

Franz Binder

28. November 2007

www.algebra.uni-linz.ac.at/Students/Win


www.algebra.uni-linz.ac.at/Students/Win

Inhaltsverzeichnis

3
2  Datentypen| 4
[3_Rekursion| 5
3.1 Naturliche Zahlen|. . . . . . . ... ..o 5
8.2 Arithmetikl . . . . . . . . e )
B3 Tastenl . . . . . oo 5
Introduktion und Eliminationl . . . . . . . . . . . ... .. ... ... ... )

|Lange einer Liste| . . . . . . . . . ... 7
[Konkatenationl . . . ... ... ... . .. .. oo 7
MEerferenl . . . . . o v v e e e e 9
Omkehren] . . . . . o o oot 9
|[Komponentenweise Bearbeitung|. . . . . . . ..o 0000000 11
ARkumulafion] . . . . .« o o 12

|[Listen als Mengen| . . . . . . . . ... Lo 14
IMehrfache Vorkommen|. . . . . . . . ... oo 15
[Direkter Zugriff] . . . . . . . . oL 16
Sortieren|. . . . . . . .. 16

3.4 Binarbaume| . . . . . ..o 16
3.5 Wohlfundierte Relationenl . . . . . . ... ... .. ... ... ... 16
3.6 Folgen| . . . . . .. L 16

A Algeb 16
17
[6 Formale Sprachen| 18
[7_Reele Zahlen| 19



3 Rekursion

3.1 Natiirliche Zahlen
3.2 Arithmetik
3.3 Listen

Introduktion und Elimination

3.3.1 DEFINITION. Zu jeder Menge . definieren wir die Menge ¥* aller Listen tiber 3
induktiv mittels der beiden Konstruktoren:

() e X,
dex—Y" =3

Dabei sollten zwei Elemente genau dann gleich sein, wenn sie auf dieselbe Art konstruiert
wurden.

3.3.2 BEMERKUNG. Diese Definition besagt sehr viel, vor allem:

e () und < sind Konstruktoren, d.h. daf erstens () eine Liste ist, und zweitens, daf,
wann immer « € ¥ und w € ¥*, dann auch o <w eine Liste ist. Formal 148t sich
dies durch die folgenden Introduktionsregeln ausdriicken.

aed weX*
() € 3% adw e X*

Beispielsweise sind fiir a, b, ¢,d € ¥ neben () auch a< (), a<b< (), a<xbacad«(),
d<c<(),bac<c<aa<aba() alles Listen.

Ein Ausdruck der Form a < 3 <wu ist dabei immer wie a <t (5 <u) zu lesen.

e Die Definition ist induktiv. D.h., jede Liste 1t sich mit den angegebenen Kon-
struktoren bilden. Dies 148t sich formal durch eine Eliminationsregels ( das Induk-
tionsprinzip fir Listen) ausdriicken:

P(()) AR P(u) = P(a<u)

Y P(w)

weX*

Dies schliefit insbesondere aus, daf3 Listen unendlich lange werden kénnten.



3 Rekursion

e Die beiden Konstruktoren sind wohldefinierte Funktionen, d.h. sie bilden Gleiches
auf Gleiches ab:

a=pfe¢X u=veX*
() = () eX* adu=LFdveX*

e Wenn zwei Listen gleich sind, dann miissen sie auch auf dieselbe Art konstruiert
worden sein. Dies bedeutet insbesondere, da flirz e X und p e ¥ — ¥* - X — X
durch jede Rekursion der Gestalt

fQO)) ==
f(Oé > 'LL) - (P(CV?UH f(u))

eine wohldefinierte Funktion f € ¥* — X definiert wird.

3.3.3 FOLGERUNG. Fs gilt
YV w={_)V 3 J w=adu.

we* aed uex*

3.3.4 FOLGERUNG. Fir alle a € X, u € X* gilt

adu ()

3.3.5 FOLGERUNG. Fir a,f € X und u,v € X* gilt
adu=0<dv = a=0 AN u=nv.

BEWEIS. Wir definieren eine Funktion ¢t € ¥* — X* durch

Dann erhalten wir wegen der Wohldefiniertheit von t aus a <u = < v die Gleichung
t(aw<u) = t(f <v). Einsetzen der Definition von ¢ ergibt dann u = v.
Fiir die zweite Gleichung kann man &hnlich vorgehen. O

3.3.6 SATZ. Wenn X diskret ist, dann auch X*.

3.3.7 NOTATION. Ein Audruck wie f<y<y<aa<f<() wirkt bei mehrmaliger Verwendung
doch etwas plump. Man verwendet daher statt diesem z.B. (3,v,v,a,3). Oft werden
auch andere Klammern verwendet ((53,7,7,, ), [5,7,7, @, 5]) oder ganz weggelassen:
B,7,7,a, B, gerne auch noch ohne Beistriche: Syvyag.



3 Rekursion

Lange einer Liste

3.3.8 DEFINITION. Die Ldnge einer Liste ist eine Funktion vom Typ ¥* — N, wird im
folgenden mit |w| bezeichnet und erfiillt die rekursive Definition

101 =0

la<dqw| =1+ |w].

3.3.9 BEISPIEL. ((3,7,7,3,3)| =5.

Konkatenation
3.3.10 DEFINITION. Die bindre Operation der Listenverkettung ¢ € ¥* — ¥* — X* ist
rekursiv definiert durch

Yov=w (3.3.3)

(a<u)ov=a<(uowv)
fir alle o € X und u, v € 3*.

3.3.11 BEMERKUNG. Insbesondere ist (o) ov = (o ())ov =a< (() ov) = a<v. Somit
kann ¢ als Verallgemeinerung von < aufgefafit werden.

3.3.12 BEISPIEL. (3,4,2) ¢ (2,1,7,4) = (3,4,2,2,1,7,4), wie leicht durch Einsetzen in
die rekusiven Gleichungen erkennbar ist.

3.3.13 LEMMA. Die Listenverkettung ist assoziativ, d.h.

vV (uov)ow=uo(vow)
UV, WEN*

BEWwWEIS. Wir verwenden Listeninduktion:

(Hov)ow=vow
=()o(vow).
((a<u)ov)ow = (a<d(uov))ow
=a<d((uov)ow)
=ad(uo (vow))
)

= (a<u)o (vow).

3.3.14 LEMMA. Die leere Liste verhdlt sich bei Listenverkettung neutral, d.h.

vV ou=u=uo).

ueX*
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BEWEIS. Der Teil () ¢ u = u ist Bestandteil der Definition. Wir zeigen noch u ¢ () = u
mittels Listeninduktion:

(a<u)o () =a<(uo())

= a<dU.

3.3.15 SATZ. Es gibt genau eine Funktion o : X* — X% — ¥* welche

() ou=a<u
(You=u

uo(vow) = (uov)ow
erfillt.
3.3.16 LEMMA. Es gelten:

wov| = Ju| + o]

3.3.17 LEMMA.

V.Y uo(aav) £ ()

u,veNF aed

3.3.18 LEMMA. Ist uov =), dann gilt u= () N v= ).

3.3.19 SArz. Fiir die Listenverkettung gilt die Kirzungsregel, d.h. fir u,v,w e ¥* gilt

USV=uow = v=uw, (3.3.5)

USW =VOW — U=1.

BEWwWEIS. Wir zeigen die erste Beziehung mittels Induktion nach u.
Fiir den Induktionsanfang ist zu zeigen: () ov = () ow = v = w, was trivial ist.
Fiir den Induktionsschritt nehmen wir uov = uow = v = w an und zeigen
damit (e <u)v = (a<u)w = v = w. Es gelte also (¢ <u)v = (o <u)w, und somit

ad(uov) = a<d(uow). Inversion liefert dann u ¢ v = u ¢ w, woraus mittels der
Induktionsannahme sofort v = w folgt.
Fiir die zweite Beziehung ist analog vorzugehen. O
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Iterieren
3.3.20 DEFINITION. Wir definieren rekursiv eine Funktion N — ¥* — >*:

u’ =)

1+n

U =you”

3.3.21 LEMMA. Es gelten die tiblichen Rechengesetze fiir Potenzen:

u ou™ =yt
0" =10
3.3.22 LEMMA. FEs gelten:
[ =n-|u
und insbesondere
(@) =n

3.3.23 LEMMA. Ist uow =vow und |u| = |v|, dann gilt u = v.
3.3.24 LEMMA. Ist uow = vow' und |u] < |v|, dann gibt es ein v’ € X*, sodaff v = uov’.

3.3.25 SATZ.

uov=0vou < 3J J u=t"ANv=t"
teX* n,melN

BEwEISs. Die Richtung von rechts nach links folgt sofort aus den Rechengesetzen fiir
Potenzen.

Fiir die andere Richtung seien u,v € ¥* mit uo v = v ¢ u. Wir beweisen nun die
Existenz passender ¢,n, m durch Induktion iiber die Lange von u.

Wenn |u| = 0, dann ist u = () und somit u = v°. Wir withlen also t := u, n := 0,
m = 1.

Wenn |u| > 0, und ist |u| < |v|, dann ist u ¢ v' = v, mit [v'| < |v|. Die Induktionsvor-
aussetzung liefert dann u = ¢, v’ = t™. Dann ist v = u o v’ = t"™ = "™,

Ist dagegen |u| > |v|, dann vertauschen wir die Rollen von v und v, und die Indukti-
onsvoraussetzung liefert v = ", u = t"™. O

Umkehren

3.3.26 DEFINITION. Die bindre Operation > € »* — ¥ — X* wird rekursiv definiert
durch

()>B=p<(), (>)
(aqu)>f=aa(unpf). (>q)

Ean
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3.3.27 Sarz. FiraeX, ueX* gilt
lu>al =1+ |ul.
3.3.28 DEFINITION. Die Spiegelung ~ e ¥* — X* 148t sich rekursiv definieren durch

0=0

—~— ~

adu=uba.
3.3.29 Sarz. FiraeX, ueX* gilt

uba=qadu.
3.3.30 SATz. |u| = |ul.

3.3.31 SATZ. uov=vou.

o

3.3.32 SATZ. U = u.
3.3.33 SaTZ. Sei P ¢ ¥* — P eine Figenschaft. Dann gilt das Induktionsprinzip
P(()) Y. VY Plura)

ueX* aeX
P(u)
V. P(w)

weX*

3.3.34 FOLGERUNG. FEs gilt

YV w={(V IeX I w=uprf;.
wex* Jé] ues*

3.3.35 DEFINITION. Eine Liste ist ein Palindrom, kurz PD(u), wenn sie von vorne und
hinten gelesen gleich erscheint. Dies 148t sich induktiv durch die folgenden Introduktions-
regeln ausdriicken:

aeY wueX* PDu) aeX
PD(()) PD({a)) PD(a<ub )

Die zugehorige Eliminationsregel lautet dann

P(<>) aYZ P(<Oé>) u;Vé* o:Z/E P(OZQUDQ)
P(u)

flir eine beliebige Eigenschaft P ¢ ¥* — [P.

10



3 Rekursion

3.3.36 SATZ. Eine Liste ist genau dann eine Palindrom, wenn sie mit threr Spiegelung
tbereinstimmt, d.h. fiir jedes u € ¥* gilt

BEWEIS. Wir zeigen zuerst

mittels der Eliminationsregel:

o ()= (~> ist per definition erfiillt.

o (a) = <Aa/) ist ebenfalls fir jedes a € ¥ erfillt (setze u = () in|3.3.28)).

o Fiir a € X, u € ¥* gelte u = w. Wir haben zu zeigen, dafl dann auch a<u>a =

—_—

o’ qu b a. Tatséchlich gilt o< (u>a) =ubaba = (a<q@)>a = (a<u)b>a.

Fiir die Umkehrung haben wir zu zeigen, dafl

PD(w).
o (w)

Sei dazu w € ¥* vorgeben. Anwendung von [3.3.3| and [3.3.34] ergibt

w={_)V FJw=()V I I w=adu>pf.
aeX ueX* o,fBeX

In den ersten beiden Féllen folgt P(w) sofort. Im letzten Fall folgt aus w = w schnell
a = (3 sowie u = u. Da |u| < |w| kénnen wir mittels Induktions iiber die Linge von w
fortfahren. Dann ist v ein Palindrom, und somit auch w = a<uv a. O

Komponentenweise Bearbeitung

3.3.37 DEFINITION. Eine Funktion f e ¥; — X5 148t sich durch elementweises An-
wenden zu einer Funktion f* € ¥7 — X5 hochziehen, die sich rekursiv folgendermafien
ausdricken 1a83t:

0 =10,
[fla<u) = faa fru.

3.3.38 BEISPIEL. f*(1,2,3) = (f(1), f(2), f(3)).

3.3.39 Sarz. f* ist ein Homomorphismus, d.h.

ffluowv) = ffuo fru.

11



3 Rekursion

BEWEIS. Listeninduktion nach wu:

[T (Qov)=fv

=(ofv
= [T o .

ff(a<u)ov) = ff(ad(uov))
= fa< ff(uov)
= fa<a(ffuo ffv)
= (fa<a ffu)o ffv
= ffa<u)o fru.

O

3.3.40 NOTATION. In Anlehnung an eine weitverbreitete Notation bei Mengen, schreibt
man fiir f*(u) gerne auch (f(«) | o € u), was besonders praktisch ist, wenn f durch
einen Term gegeben ist, z.B. (22 | x € £) ergibt die Liste der Quadrate der Elemente in
der Liste /.

3.3.41 SATz. Die Abbildung * : (X — X) — (X* — X*) erfiullt
(t2)" = 13+,
(go f)* =g o f".
Man nennt sie daher auch einen Funktor.

3.3.42 SATZ.
| ful = u] .

Akkumulation

3.3.43 DEFINITION. Sei A eine beliebige Menge und ¢ € ¥ — A — A. Wir schreiben ¢
wie eine bindre Operation, also a ¢ e statt ¢(«,e), und der Ausdruck a ¢ 3 ¢ e ist wie
ay (B ee) zu lesen.

© 148t sich dann zu einer Funktion € ¥* — A — A, der Rechtsakkumulation (engl.:
fold right) von ¢, erweitern:

() Pe=e,
(a<du)pe=ap(upe).
3.3.44 BEMERKUNG. Damit ergibt sich z.B.
(4,3,2,1) 0 0=4¢p 390290 1¢0.

Da dies wie 4 ¢ (3¢ (2 ¢ (1 ¢ 0))) zu lesen ist beginnt dabei die Abarbeitung der Liste
am rechten Rand (daher: Rechtsakkumulation) und setzt sich von dort nach links fort
(entsprechend der Pfeilrichtung).

12



3 Rekursion

3.3.45 BEISPIEL. Ist A eine Menge, in der man verniinftig addieren kann, dann definieren
wir eine Funktion > € A* — A, sodaf fiir alle u € A*,

Zu::u:O.

Somit gilt:

>_0=0,
Z(adu):a—i—Zu.

3.3.46 NOTATION. Fur n € N verwendet man die Notation

Zak:Z<ak | ke(l,2,...,n)).
k=1

3.3.47 BEISPIEL. Zu < € ¥ — %* — ¥* erhalten wir < ¢ £* — X* — ¥* und es gilt

—
4 =9

Selbstverstandlich kann man alles auch verkehrt-herum durchfiithren:

3.3.48 DEFINITION. Sei A eine beliebige Menge und ¢ ¢ A — ¥ — A. Wir schreiben ¢
wie eine bindre Operation, also e ¢ «a statt ¢(e,«), und der Ausdruck e ¢ o ¢ [ ist wie

(e p ) ¢ B zu lesen.
¢ 1aBt sich dann zu einer Funktion @ € A — X* — A, der Linksakkumulation (engl.:

fold left) von ¢, erweitern:

3.3.49 BEMERKUNG. Damit ergibt sich z.B.
0% (1,2,3,4)=0p1p2p3p4

Da dies wie (((0 ¢ 1) ¢ 2) ¢ 3) ¢ 4 zu lesen ist beginnt dabei die Abarbeitung der Liste
am linken Rand (daher: Linksakkumulation) und setzt sich von dort nach rechts fort
(entsprechend der Pfeilrichtung).

3.3.50 SATZ.

13



3 Rekursion

3.3.51 BEISPIEL. Ist A eine Menge, in der man verniinftig addieren kann, so gilt fiir alle

ue A*,
Zu =0 i U,
sodaB gilt:
>0 =0,
Z(a<1u) = a—i—Zu.
3.3.52 BEISPIEL. Zu > € ¥* — ¥ — Y* erhalten wir & € ©* — X* — %* und es gilt

N
> =<

Listen als Mengen

3.3.53 DEFINITION. Die zweistellige Relation €: ¥ — ¥* — P 14t sich induktiv defi-
nieren durch

a € adu,

BEu = B E€adu.
3.3.54 LEMMA. a €Euov < a€u V a €.
3.3.55 LEMMA. Fiir B e, weX* gilt
few <= I w=uo(fav).

U,VEXF

3.3.56 LEMMA. Es gilt stets

ad (),

a€fdu <= a=0V a€u.

3.3.57 LEMMA.
w=() <= vza ¢ w,
w# () <= 3J acw.

[e7)

3.3.58 LEMMA. Ist ¥ diskret, dann auch X*.

14



3 Rekursion

3.3.59 LEMMA. Ist X diskret, dann ist € entscheidbar:

V a€cuV adu,

u, Ve

wobei sich tatsdchlich fir jeden konkreten Fall bestimmen lifit, welche Alternative zu-
trifft. Somit ist € in diesem Fall eine Funktion vom Typ ¥ — ¥* — B.

3.3.60 DEFINITION. Fiir diskretes ¥ 148t sich ferner definieren:

rmg() = (),
rmg(a<du) =rmgu falls o =0,
rmg(a<du) =a<drmgu sonst.

3.3.61 DEFINITION. Sei b € ¥* — B eine entscheidbare Eigenschaft. Dann bilden wir die
die Teilliste (u | b) bestehend aus allen Elementen von u, welche b erfiillen, durch:

(0 10) =1,
(a<u|b) =a<(u|b) falls  b(«),
(a<u | b) = (u|b) sonst.

3.3.62 NOTATION. Statt (u | o — b(a)) schreiben wir einfacher (« € u | b(«a)), z.B.
(x eu| (z | 60)) um die Teiler von 60 auszuwéhlen; fir v = (4,6,7,2,4,5,5,12, 8) ergibt
sich dann z.B. (4,6,2,4,5,5,12).

3.3.63 Sarz. Es gilt
rmgu = (e | o).

Mehrfache Vorkommen

3.3.64 DEFINITION. Fir diskretes ¥ kann man definieren.

[0ls =0,
ladulg =1+ [ulg falls o =0,

la<dulg = Julg sonst.

3.3.65 LEMMA. Fiir diskretes 3 gilt

BeEw < |wlz >0,
w=() < Vz‘w’azo,

wly = [{eew|a=p)|.

15
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Direkter Zugriff

3.3.66 DEFINITION.

(@ qu)[0] = a,
n < |lu] = (a<u)[l+n]=uln].
0<n<|ul = u[-n]=ul|ul —nl.

Sortieren

3.4 Binarbaume
3.5 Wohlfundierte Relationen

3.6 Folgen
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