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Definition

Jov=w

(a<qu)ov=a<(uov)

I>¢=¢<]

(a<qu)>(=a<(ur()
L. (uov)ow=uo(vow).
Beweis. Fiir einen beliebigen Datentyp A ist zu zeigen

u:YLX*v:VA*w:VA*(UOU) cw=ue (’UO'LU).

Dies ist eine Allaussage iiber einen Listendatentyp. Es bietet sich somit
ein Beweis mittels Listen-Induktion an.

Induktionsanfang Wir haben ([] ¢ v) o w = [] ¢ (v ¢ w) fiir beliebige
v,w: A* zu zeigen. Tatsdchlich gilt:

(Jov)ow=vow (Definition von ©)

=[l¢(wow) (Definition von ¢, <, mit v := v o w).
Induktionsschritt Fiir ein beliebiges u: A* nehmen wir

U:vA*w:vA*(uov)ow =uo(vow)

als Induktionshypothese an und zeigen damit fiir jedes a: A

U:VA*W‘V’A*((QQU)OU)O@U = (a<u)o (vow)



Tatséchlich gilt:

(a<u)ov)ow = (a<d(uov))ow
=a<d((uov)ow)
=ad(uo(vow))

)

= (a<u)o (vow

]

2. uofl=u=1[ou.

Bewers. Als erstes ist fiir einen beliebigen Datentyp A zu zeigen

u:vA* uo | =u.

Dies ist eine Allaussage iiber einen Listendatentyp. Es bietet sich somit
ein Beweis mittels Listen-Induktion an.

Induktionsanfang Wir haben [| ¢ [] = [] zu zeigen, was sofort aus der
Definition von ¢ folgt.

Induktionsschritt Fiir ein beliebiges u: A* nehmen wir
uol]=wu

als Induktionshypothese an und zeigen damit fiir jedes a: A

(a<u) o] = a<u.
Tatséchlich gilt:
(aqu)o[]=a<x(ucl]]) (Def von ¢)
=a<u (IndHyp).

Die zweite Gleichheit folgt direkt aus der Definition.

3. uo(v() = (uov)>C(.
Beweis. Fiir einen beliebigen Datentyp A ist zu zeigen

V V¥V VYV (uov)p(=uo(ve>().

u: A*v: A¥ (A

Dies ist eine Allaussage iiber einen Listendatentyp. Es bietet sich somit
ein Beweis mittels Listen-Induktion an.



Induktionsanfang Wir haben ([] o v)>( = [] ¢ (v > () fiir beliebige
v: A*, (. A zu zeigen. Tatséchlich gilt:

([ov)>(=v>( (Definition von ©)

=[eo(wr()  (Definition von o, «—, mit v := v > ().
Induktionsschritt Fiir ein beliebiges u: A* nehmen wir

v:vj’q*C:VA(uov)DC:uo(vDC)

als Induktionshypothese an und zeigen damit fiir jedes a: A

U:VA*CZVA((QQU)OU)DCZ (a<u)o (v ()

Tatséchlich gilt:

(a<u)ov)p( = (a<(uov))>¢  (Def von o)

(
=a<d((uov)> (Def von >, mit u :=u o v, v:= ()
(IndHyp)
(

Def von o, <, v:=v>().

¢)
ad(uo(vr())
9)

= (a<u)o(v>
O
4. U= .
Beweis. Fiir einen beliebigen Datentyp A ist zu zeigen

\vd 5 = U.
u: A*
Dies ist eine Allaussage iiber einen Listendatentyp. Es bietet sich somit
ein Beweis mittels Listen-Induktion an.

Induktionsanfang Wir haben [| = [] zu zeigen, was sofort durch zwei-
malige Anwendung der Definition folgt.

Induktionsschritt Fiir ein beliebiges u: A* nehmen wir

U=1mu

als Induktionshypothese an und zeigen damit fiir jedes a.: A



Tatséchlich gilt:

e (Def von ™)
qau (Satz iiber )
qQu (IndHyp).

Hier wurde der folgende Satz verwendet:

vV V¥ us(=(aa.
u: A* (: A

Diesen zeigt man ebenfalls mit Induktion:

Induktionsanfang H\D/C = m :ﬁ»g: Ne-¢=(«[ = Cqﬁ.

Induktionsschritt (a<u)>(=a<(ur() = uNDCDOé = ((qu)pa =
(<(uva)=_aadu.

. ffluov) = ffuo ffu.
Bewets. Auch hier fiihrt eine einfache Induktion nach u zum Ziel.

Induktionsanfang f*([[ov) = ffv =[] ¢ ffv = f[ ¢ f*v.
Induktionsschritt f*((a<u)ov) = f*(a<(uov)) = fad f*(uov) =
faa(ffuo f*v) = (faa ffu)o ffv = f"(a<u) o f*v.

c(gof)y=gof"

Bewers. Fiir die Gleichheit von Funktionen zeigen wir die Extensiona-
litat:

v (9o f)u=(g"cf")u,

u: A*

was wiederum mit einfacher Induktion erfolgt.

Induktionsanfang (go f)*[| = [| = ¢"[] = g"(f*[]) = (¢ o f7)[].

Induktionsschritt (go f)*(a<u) = (go fla<(go f)*u=(go fla<
(g7 0 fM)u = g(fa) <g"(f*u) = g"(fa < fru) = g"([*(aqu)) =
(g7 o f)(a<u).



T frueC) = fruv fC.

Beweis. Sehr dhnlich zu Beispiel [ O

8. Falls man P([]) und

v <Pu = Vv P(ub()),
u: A* ¢: A

dann gilt auch

Y Pu.
u: A*

Ein Versuch, dies mit Induktion zu zeigen scheitert. Stattdessen ver-
wenden wir, dafl fiir alle Eigenschaften P: A*— > Q gilt:

P — P(u).

Damit erhalten wir aus der Voraussetzung
P(u) = P(ur ,
(@ = v r@e0)

was sich zu

A (P(a) = v, P(Cqu) ,

umformen 148t. Damit ergibt sich mittels normaler Induktion

P
u:\v;l* (U)’

woraus dann das Beweisziel folgt.



