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Definition der Implikation, =

Formation
Sind P und @ Aussagen, dann bezeichnet P = () ebenfalls eine
Aussage, die Implikation von P und Q.

Introduktion
Um P = @ zu beweisen, mufl man () beweisen, wobei man einen
Beweis von P voraussetzen darf.

Elimination
Hat man einen Beweis von P = @, so reicht ein Beweis von P, um
auch Q) zu beweisen.

Schlufiregeln
P

Q
=7 Lwi

P=qQ Q




Definition der Konjuktion, A

Formation
Sind P und @ Aussagen, dann bezeichnet P A Q ebenfalls eine

Aussage, die Konjunktion von P und Q.

Introduktion
Um P A @ zu beweisen, mufl man sowohl P als auch @ beweisen.

Elimination
Hat man einen Beweis von P A Q so auch einen Beweis von P, und
auch einen Beweis von Q.

Schlufiregeln

P Q.
PAQ P Q




Kommutativitat der Konjunktion

Satz
Die logische Konjunktion ist kommutativ, d.h. die Aussage

ANB — BAA

st allgemeingiiltig.

Beweis.
ANB
ANB ANB
; NEL 2 AEo
AT
BANA

=7

ANB = BAA



Definition der Aquivalenz, <=

Notation
Die logische Aquivalenz wird mit P <= (@) bezeichnet und ist
lediglich eine Abkiirzung fiir (P = Q) A (Q = P).

Bemerkung

Zwei Aussagen sind dquivalent wenn sie vom logischen Standpunkt
aus betrachtet gleichwertig sind.



Definition der Disjunktion, V

Formation
Sind P und @ Aussagen, dann bezeichnet P V @ ebenfalls eine
Aussage, die Disjunktion von P und Q.

Introduktion
Um PV (@ zu beweisen, geniigt es, P zu beweisen, oder @) zu beweisen.

Elimination
Folgt irgendeine Aussage R sowohl aus P als auch aus @, dann folgt
sie auch aus PV @ (Beweis durch Fallunterscheidung).

Schlufiregeln
P VT, Q VI, P=R Q=R
PVvQ PVvQ PvVQ=R

VE




Implikation, =

v

vV v.v v .Y

Schlufiregeln:

/[.1‘]: Q
=
e tx] P=Q

Der Beweis einer Implikation ist ein Algorithmus,

T

[ P=Q

xr

P

fr:Q

=3

der fiir jeden Input vom Typ P einen Output vom Typ @ liefert.
Funktionsdatentyp: Schreibweise: P — @ oder QF.

Konstruktor: Abstraktion: (—);

Selektor: Funktionsanwendung: apply.



Logische Konjunktion, A

» Introduktion und Elimination
. P : 2. P 2 P
M/\I 7/\Q/\50 7/\Q/\51
(r.y): PANQ fstz: P sndz: Q

Ein Beweis der Konjunktion P A @ ist ein Paar,
dessen Komponenten die Typen P bzw. ) haben.
Verbunddatentyp (Direktes Produkt): P x Q.
Konstruktor: (,): P — Q — P X @Q;

Selektoren: fst: P x Q@ — P, snd: P x Q — Q.

vV v v v Y



Kommutativitat der Konjunktion

Satz
ANB — BAA.
» Bewelis:
c:ANB
c: ANB c: ANB
——ANE — A&
snde: B} fstc: A °

AT

(snde,fste): BAA
cr(snde,fste): ANB = BAA

=7

» commute: A x B— B x A, ¢+ (snde,fste),
» Intuitiver: (a,b) — (b, a).

» Aquivalenz:
(e (snde,fste),c— (snde,fste)): ANB <= BAA.



Logische Disjunktion, V

» Introduktion und Elimination

v P 7, v Q

_—V —— V7
Leftr: PV Q Righty: PV @

/i P=R g/:Q:>R\/
either fg: PVQ = R

» Ein Beweis der Disjunktion PV @ ist einer von P oder von @,
und als solcher gekennzeichnet.

» Disjunkte Vereinigung (Direkte Summe): P + Q.

» Konstruktoren: Left: P — P+ @, Right: Q — P+ Q;

» Selektor: either: (P — R) — (Q — R) —» (P +Q — R).



Beispiel: AV(BAC) = AV B

y: BANC
a: A B
CA ‘l/f.t’-/\BC/\g1
a: VI, | sty: VI,
Lefta: AV B Right(fsty): AV B

=7 _ =1
av Lefta: A=AV B y +— Right(fsty): BAC = AV B

vE
either(a — Lefta) (y — Right(fsty)): AV(BAC)= AV B

Mit

fiAV(BAC)=AVB
g: AV(BAC)= AV C

erhalten wir auch:
(f,9): AV(BAC)=(AVB)A(AVC)

Es gibt auch: h: (AVB)A(AVC)= AV (BACQC)



Curry-Howard-Isomorphismus

» Eine Aussage legt den Datentyp ihrer Beweise fest.

» Ein Datentyp entspricht der Aussage, dafl es ein Objekt dieses
Typs gibt.

» Jeder Algorithmus, der ein Objekt eines bestimmten Datentyps
konstruiert, ist ein Beweis, daf3 es ein solches gibt.

» Aussagen entsprechen Programmspezifikationen.
» Beweise entsprechen Programmen.

» Man kann Aussagen beweisen, indem man ein Objekt vom
passenden Typ konstruiert.

» Aus mathematischen Beweisen lassen sich verifizierte Programme
extrahieren.

» Fehlerfreie Software beliebiger Komplexitit ist moglich.
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