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Kapitel 1

Logik

Die mathematische Logik verwendet mathematische Methoden, um das logische
Denken formal zu beschreiben. Neben dem klassischen Zweck, die verschiede-
nen Moglichkeiten des logischen SchlieSens zu beschreiben, zu prézisieren und
dariiber zu reflektieren, dient die mathematische Logik in jiingerer Zeit in zu-
nehmendem Mafle vor allem dazu, Wissen aller Fachgebiete exakt darzustel-
len, abzufragen, zu iiberpriifen und allgemein einer automatischen Verarbeitung
zuganglich zu machen.

1.1 Awussagen und Beweise

Zentrales Objekt der Betrachtung in der Logik sind die Aussagen, zusammen
mit Kriterien um festzustellen, ob (und warum) diese wahr oder falsch sind. Es
liegt somit nahe, zuerst den Begriff Aussage néher zu prézisieren.

Nicht jeder Satz einer natiirlichen Sprache kommt als Aussage in Frage.
Frage- und Befehlsséitze kommen selbstverstdndlich nicht als Aussagen in Be-
tracht; aber auch viele Sétze, die in einem grammatikalischem Sinne Aussa-
gesitze sind, bezeichnen nicht wirklich Aussagen, etwa: zynische oder aus dem
Zusammenhang gerissene Sétze, oder allgemein Sétze, deren Bedeutung nicht
klar definiert ist.

Da die Giiltigkeit von Aussagen ein zentrales Thema ist, wird als populére
Definition gerne verwendet, dafl genau diejenigen Sétze als Aussagen zugelassen
sind, die entweder wahr oder falsch sind. Dabei tritt das prinzipielle Problem
auf, daf} eigentlich zuerst definiert werden sollte, wann ein Satz wahr oder falsch
ist (was gerade die Aufgabe der Logik wire). Diese Definition wird daher oft
modifiziert zu: Aussagen sind Sétze, von denen es einen Sinn macht zu fragen,
ob sie wahr oder falsch sind. Damit ist das Problem auf die Sinnfrage reduziert,
welche auflerhalb von Mathematik und Linguistik behandelt wird, und wohl fiir
immer ungeltst bleiben wird.

Der klassische Ansatz, um dieses Problem zu l6sen ist, eine formale Sprache
zu definieren, welche genau die mathematischen Aussagen enthiilt, und von die-
sen dann implizit festzulegen, welche wahr und welche falsch sein sollten. Dieser
Ansatz war tatséchlich sehr erfolgreich, und der Grofiteil der Kenntnisse in der
mathematischen Logik wurde auf diese Weise gewonnen. Ob dadurch tatséchlich
das logische Denken beschrieben wird, ist freilich eine andere Frage. Immerhin



kann man die Ergebnisse auf deren praktische Verwertbarkeit iiberpriifen.

Es stellt sich heraus, dafl es fiir die Praxis gar nicht so wichtig ist, festzulegen,
was Aussagen tatséchlich sind, und auch nicht, ob sie wahr oder falsch sind. Ein
klassisches Resultat der Logik besagt sogar, dafl dies sowieso unmoglich ist.
Aus praktischer Sicht viel wichtiger ist vielmehr, ob man die Giiltigkeit einer
Aussage feststellen (beweisen) kann, oder nicht. Es geht also primér darum,
welche Beziehungen zwischen einer Aussage und moglichen Beweisen bestehen.
Wir prézisieren die beiden Begriffe daher vorerst nur durch eine einfache, sich
in der Folge aber als sehr wirkungsvoll herausstellende nicht-formale Annahme.

1.1.1 DEFINITION (AUSSAGE). Eine Aussage(proposition) ist eine Konstrukti-
on, durch welche festgelegt wird, wie ihre Beweise(proof) zu konstruieren sind.
Eine Aussage, fiir welche ein Beweis konstruiert werden kann, heifit wahr(true).

Diese Definition vermeidet bewuft jede unnotige néhere Festlegung von Be-
griffen wie Aussage, Beweis, wahr, falsch Sinn, Bedeutung. Auch, ob es, neben
den beweisbaren Aussagen, noch weitere wahre Aussagen gibt, wird durch die-
se Definition bewufit nicht festgelegt. Jedenfalls gilt eine Aussage aber nicht
unbedingt als falsch, wenn sie nicht bewiesen werden kann.

Der hier verwendete Begriff des Beweises ist freilich noch néher festzulegen.
Die allgemeine Vorgangsweise dazu ist die, dal verschiedene logische Opera-
toren definiert werden, mit der mehrere Aussagen verkniipft werden, um eine
neue Aussage zu erhalten. Von jedem Junktor mufi dann nur noch festgelegt
werden, wie die Beweise der betroffenen Aussagen mit denen der neuen Aussage
in Beziehung stehen.

1.1.2 BEISPIEL.

1. Aussagen wie 5 > 3 sind trivial bzw. leicht nachzurechnen. Wie deren Be-
weise aussehen, hingt hauptséchlich davon ab, was man unter natiirlichen
Zahlen und dem GroBerbegriff genau versteht, und ist fiir die Praxis irre-
levant. Wichtig ist hier nur, ob es einen Beweis gibt oder nicht.

2. Die Aussage 3 > 5 hat keinen Beweis.

3. Jede natiirliche Zahl ist eine Beweis, dass es eine natiirliche Zahl gibt.
Daher kann man die Mengen der natiirlichen Zahlen mit der Gesamtheit
aller Beweise von ,es gibt eine natiirliche Zahl“ identifizieren.

4. Die Aussage ,,Zu jeder natiirlichen Zahl gibt es eine grofiere” erfordert als
Beweis unter anderem eine Konstruktion, welche imstande ist, zu jeder
beliebigen natiirlichen eine gréfiere zu konstruieren. Die ,, Funktion“ (+1),
also x — x+1, kann das. Ebenso (42), (+100), (2%), (27), und viele mehr.



1.2 Aussagenlogik

Implikation, (=)

Formation

1.2.1 DEFINITION. Sind P und @ Aussagen, dann bezeichnet P = @ ebenfalls
eine Aussage, die Implikation von P und Q.

Introduktion

1.2.2 DEFINITION. Um P = @ zu beweisen, mufl man () beweisen, wobei man
einen Beweis von P voraussetzen darf.

Diese Definition wird formal durch die folgende Regel ausgedriickt:

1.2.3 AXIOM (=-EINFUHRUNGSREGEL).

P

Q
P=4qQ

Dabei bezeichnet der eingerahmte Teil einen Beweis-Rahmen(proof bozx).
Dieser bedeutet, dal man, mit Hilfe der oberhalb des Rahmens bezeichneten
Annahme (Hypothese) P, die Aussage @ am unteren Rand des Rahmens herlei-
ten kann.

In der Praxis werden Beweise verbal wiedergegeben. Die obige Regel liest
sich dann etwa folgendermaflen:

Wir mochten P = @ beweisen. Dazu nehmen wir an, es gelte P. Daraus
leiten wird nun Q her.

=7

Elimination

Wurde P = @ mittels der Introduktionsregel bewiesen, so gibt es einen Beweis
von (), welcher unter der Annahme P funktioniert. Steht nun zusétzlich ein
Beweis von P zur Verfiigung, so hat man einen Beweis von Q:

1.2.4 AXIOM (=-ELIMINATIONSREGEL, Modus Ponens).
P=Q P
Q

In verbalen Beweisen spiegelt sich die Eliminationsregel etwa folgendermaflen
wieder:
Da wir P bewiesen haben, gilt wegen P = Q auch Q.

=&

Transitivitéat
1.2.5 SATZ. Die Implikation ist transitiv, d.h. wir haben die hergeleitete Schlufs-
regel

A= 1B B=C
A=C

=~ Transitivitdit



Beweis.

=7

A=C

Oder verbal:

Annahmen: A = B und B = C. Zu zeigen haben wir A = C. Gemifl =7
nehmen die zusitzliche Hypothese A an und versuchen damit C herzuleiten.
Zweimaliges Anwenden von =& liefert aus A und A = B zuerst B, und daraus
dann, zusammen mit B = C, die Behauptung C. |

Konjunktion (Logisches Und, A, &)
Formation

1.2.6 DEFINITION. Seien P und @ Aussagen. Dann bezeichnet P A @) ebenfalls
eine Aussage, die Konjunktion von P und Q.

Introduktion

1.2.7 DEFINITION. Um die Aussage P A @ zu beweisen, mufl man sowohl P als
auch @) beweisen.

Diese Definition lit sich mit der folgenden FEinfiihrungsregel(introduction
rule) formalisieren:

1.2.8 AXIOM (A-EINFUHRUNGSREGEL).

P Q

0L (1.1)

Diese Regel ermoglicht es, eine Konjunktion aus anderen Aussagen herzu-
leiten, also in die Gesamtheit der bewiesenen Aussagen einzufiithren. Bei dieser
Notation steht die neu eingefithrte Aussage unter dem Strich, und die Aussagen,
welche vorher zu beweisen sind, stehen iiber dem Strich.

Durch die Regel AZ wird das umgangssprachliche Und, so wie es in der
Mathematik gebraucht wird, vollstdndig beschrieben, d.h. es gibt keine weiteren
Einfithrungsregeln fiir A. Man beachte aber, daf§ das Wort ,,und“, vor allem
auflerhalb der Mathematik, oft auch in anderen Bedeutungen gebraucht wird,
etwa ,und daher“, ,und trotzdem*, ,,und dann“, ,aber®, usw.

Elimination

Die Bemerkung, daf} es nur die eine Einfithrungsregel fiir die Konjunktion gibt,
148t sich nicht direkt in Form einer Regel anschreiben. Wir kénnen diese Tat-
sache aber auch folgendermaflen verstehen: Wurde P A @) bewiesen, dann hat
man auch einen Beweis von P und einen von @, da ja ein Beweis von P A @



gerade aus diesen zwei Beweisen besteht. Auf diese Art 1483t sich das Wissen um
einen Beweis von P AQ verwerten. Fiir jede der Priamissen der Einfiihrungsregel
erhalten wir eine dazgehorige Eliminationsregel (elimination rule).

1.2.9 AXIOM (A-ELIMINATIONSREGELN).

PAQ PAQ
P/\Eo Q/\

Die Eliminationsregeln driicken aus, dal wenn P A @ bewiesen worden ist,
dass dann irgendwann einmal auch P und ) bewiesen worden sind, und daher
auch deren Beweise zur Verfiigung stehen miissen . Bei den Eliminationsregeln
steht der betroffene Operator stets oberhalb des Striches.

& (1.2)

Kommutativitét
1.2.10 SATZ. Fualls AN B bewiesen werden kann, dann auch B A\ A.

Beweis. Der formale Beweis

ANB
ANB ANB
NET NEy
b A AT
BAA

kann folgendermaflen gelesen werden (in (sehr) verbaler Ausfithrung): Die An-
nahme besagt A A B. Zu zeigen ist B A A. Aus der Annahme erhalten wir mit
AE1, daBl B gilt, und ebenso mit A&y, dal A gilt. Damit erhilt man mit AZ
schliefllich B A A, wie zu zeigen war. O

Analog gestaltet sich der Beweis fiir die Assoziativitit der Konjunktion:

(ANB)AC
AN(BAC)

AN(BAC)

——————~ A-associative
(ANB)AC !

A-associativeg

Logische Aquivalenz

1.2.11 DEFINITION. Die logische A quivalenz P < Q ist definiert als Abkiirzung
fir (P= Q)N (Q=P).

1.2.12 NOTATION. Statt P = @ kann man auch gleichbedeutend ) <= P schrei-
ben.

1.2.13 THEOREM. Die logische Aquivalenz ist eine Aquivalenzrelation, d.h. es
gelten

Reflexivitit A < A;
Symmetrie Wenn A < B, dann auch B < A;

Transitivitit Wenn A < B und B < C, dann auch A < C.



Disjunktion, Logisches Oder

Formation

1.2.14 DEFINITION. Seien P und @ Aussagen. Dann bezeichnet PV @ ebenfalls
eine Aussage, die Disjunktion von P und Q.

Introduktion

1.2.15 DEFINITION. Um die Disjunktion AV B zu beweisen, ist P zu beweisen
oder auch @

Auch diese Definition 148t sich in Form von logischen Schlufiregeln formulie-
ren:

1.2.16 AXIOM (V-EINFUHRUNGSREGELN).

P
VZo

VT
PVQ PvQ Tt

Hier erhalten wir zwei Einfiihrungsregeln, weil es zwei Moglichkeiten gibt,
eine Disjunktion zu beweisen.
Elimination

Jede der Einfiihrungsregeln hat nur eine Pramisse, daher gibt es auch nur eine
Eliminationsregel. Sie ist aber etwas komplizierter, weil zwei Fille unterschieden
werden miissen.

1.2.17 AxioM (BEWEIS DURCH FALLUNTERSCHEIDUNG).

P —= RQ = R
PVQ = R

VE

Distributivitit
Wir zeigen eines der beiden Distributivgesetze:

1.2.18 SaATzZ.
AN(BVC)& (AANB)V(ANC).

Beweis. Diese Aussage ist eine Konjunktion (Aquivalenz ist ja nur die Abkiirzung
fiir die Konkjuntion der Implikationen in beide Richtungen). Wir haben also
beide Richtungen zu zeigen.
= : Es gelte AN (BV (). Zu zeigen ist (AN B) V (A A C). Mittels AE
erhalten wir B V C. Fiir jeden dieser Félle zeigen wir (A A B) V (B A C):
Fall: es gelte B. Wir erhalten A aus der Voraussetzung mittels A&y, und
daher mittels AZ auch A A B, was mit VI zu (AA B) V (B A C) wird.



Fall: es gelte C: Analog zum vorigen Fall, erhalten wir ebenfalls (A A B) V
(BAC).

AAN(BVCO)
B c
AAN(BVC AAN(BVC
#/\g B #Ag C
A AT A AT
ANB vT ANC
ANBVO) o (AAB)V (AAC) (AAB)V (AAO)
BV C VE
(AANB)V(AANC)

<=: Wir nehmen wegen (=7) an, dafl (AA B)V (AAC) und versuchen sowohl
A als auch BV C herzuleiten (AZ). Gemif (VE) betrachten wir zuerst den Fall
(AN B). Dann gilt sowohl A (mit AE0) als auch B (mit AE1), und damit BV C
(mit VZO0). Analog fiir den Fall AA C. O

Die Umkehrung haben wir hier verbal, aber nicht streng formal gemacht; die
andere Variante ist eine gute Ubung!



1.3 Konstruktionen/Beweise

Objekte unserer Betrachtung seien nun nicht mehr die Aussagen, sondern deren
Beweise. Jeder Aussage entspricht eine gewisse Klasse von Beweisen, ndmlich
die Beweise dieser Aussage.

Bisher haben wir uns nur damit beschéftigt, ob eine Aussage einen Beweis
hat oder nicht. Nun sehen wir uns die Beweise selbst etwas genauer an.

1.3.1 NOTATION. Ist z ein Beweis der Aussage A, dann schreiben wir x: A.

Umgekehrt kann man jede Zusammenfassung von Objekten mit einer Aus-
sage identifizieren. Damit kann x: A auch bedeuten, dal x den Datentyp A hat,
was oft mit x € A bezeichnet wird.

Implikation
Konstruktor

Wir annotieren die Einfithrungsregel fiir die Implikation mit den konkreten Be-
weisen. Der Beweis von A ist rein hypothetisch und wird mit einer Variablen, die
sonst noch keine Bedeutung hat, bezeichnet. Die Notation ¢[z] bedeutet dann,
daf ¢ irgend eine Konstruktion ist, in der das x vorkommen kann.

1.3.2 AXIOM (FUNKTIONSDEFINITION).

t[m].: B
z—tlz]: A= B

=T

Ein Beweis von A = B ist also eine ,Funktion“ von A nach B und die
Einfithrungsregel entspricht der iiblichen Art, wie man Funktionen definiert.
Eine klassische Variante dieser Schreibweise ist Az . t[z] (daher A-Kalkil). Statt
einer Definition f = x + 22 schreibt man iiblicherweise f(z) = 2. Dabei sind
oft auch Muster erlaubt, etwa in

f(z,y) = (y,2).

Dies ist insbesondere im Zusammenhang mit Konstruktoren sinnvoll.

Selektor
1.3.3 AXIOM (FUNKTIONSANWENDUNG).

ftA=B x: A

fx: B =€

Einem Beweis mit der Eliminationsregel entspricht also Anwendung einer
Funktion. Oft scheibt man statt fz auch f(z). Fiir spezielle Funktionen sind
auch andere Konventionen {iblich, etwa die Formen zf oder =/ (vgl.: 5!, sin’).

10



Nun annotieren wir auch den Beweis der Transitivitét:

A
fiA=B x: A
fx: B
g(fz): C
z—g(fr): A=C

g: B=C
=&

=T

Der Beweis der Transitivitdt der Implikation entspricht also der Hintereinan-
derausfiihrung von Funktionen. Fiir die Konstruktion x — g¢(fx) schreiben wir

gof.

Konjunktion
Konstruktor

Wir annotieren die Einfithrungsregel der Konkunktion mit den entsprechenden
Beweisen:

1.3.4 Ax1oM (PAAR-KONSTRUKTOR).

x: A y: B

— KNI
(x,y): ANB

Die Konstruktion (,) zum Paare bilden macht aus einem Beweis z von A
und einem Beweis y von B den Beweis (x,y) von A A B. Man spricht daher von
einem Konstruktor.

Die Aussage AAB entspricht daher einem Datentyp, dessen Objekte aus zwei
Komponenten bestehen, einem vom Typ A, und einem vom Typ B. Die meisten
hoheren Programmiersprachen bieten die Moglichkeiten, neue Datentypen auf
diese Weise zu definieren. Dabei kénnen natiirlich auch mehr als zwei Objek-
te zu einem zusammengefaf3t werden. Die Details, wie das gemacht wird, sind
recht unterschiedlich, ebenso wie die Namen (Verbund-Datentypen, Records,
Strukturen, Datensétze). In Java verwendet man Klassen. Einem Konstruktor
entspricht in Java eine Konstruktor-Methode, mit der ein neues Objekt der
Klasse angelegt wird.

Selektoren

Wir annotieren nun auch die beiden Eliminationsregeln mit den entsprechenden
Beweisen.

(ac,y):A/\B/\gO (ac,y):A/\B/\

x: A y: B 2

Hier haben wir die Konstruktion des Beweises von A A B explizit angeschrieben
(ein Beweis von A A B muf} ja so aussehen). Die Konstruktion eines Beweises
von A bzw. B besteht dann im Selektieren der passenden Komponente. Eine
alternative Notation ist die folgende:

z:A/\B/\g z:A/\B/\g
fst 2z 0 snd z !

11



Hier war es nicht notwendig, die Konstruktion des Beweises der Préamisse anzu-
schreiben, dafiir wurden die Selektoren explizit bezeichnet.
Auch in Java gibt es in einer Klasse {iblicherweise Selektor-Methoden, mit
denen auf die Komponenten der Objekte einer Klasse zugegriffen werden kann.
Kommutativitdt mit Beweisannotation:

(z,y): ANB
ANB ANB
NE1 NEy
y: B x: A AT
(y,z): BAA

Damit haben wir die Regel fiir die Kommutativitit der Konjunktion

ANB

——— A-Kommutativitét,
BANA

eine hergeleitete Schlufiregel (derived rule) (kein Axiom!) hergeleitet; und ein
Beweis davon ist die Konstruktion, welche die beiden Komponenten eines Paares
vertauscht.

Disjunktion
Konstruktoren
1.3.5 AXIoM.
x: A y: B
— VT VT
Leftz: AVB ~°  Righty: AVB

Ein Beweis von A V B ist also entweder ein Beweis von A oder ein Beweis
von B; der verwendete Konstruktor gibt an, welcher dieser beiden Fille eintritt.
Es handelt sich also um die ,, Vereinigung“ der Beweise von A und der Beweise
von B. Es liegt somit eine Vereinigung von zwei Datentypen vor.

Selektor
Wir erhalten damit die folgenden ergénzten Schlufiregeln

1.3.6 AXIOM (FALLUNTERSCHEIDUNG, (IF, SWITCH, CASE)).

x: A y: B

2: AVB alz]: €| | dlyl: C
case Left x +— afz]
case Right y — bly]

\Z

switch z

Dabei sind wieder afz] und b[y] irgendwelche Terme, in denen x bzw. y
vorkommen kénnen.

12



1.4 Priadikatenlogik

Um eine Aussage der Form A . , A[z] zu beweisen, muss man A[z] fiir ein
beliebiges x: X zeigen. Die entsprechende Regeln lautet hiermit:

1.4.1 AXIOM.

A[m]
N Alz]

Eine alternative Schreibweise ist V(x: X).A[z].

vE

1.4.2 BEMERKUNG. Die Implikation ergibt sich als Spezialfall einer All-Aussage,
in der A[x] nicht von z abhéngt.

Elimination

Wenn Alx] fiir ein beliebiges x bewiesen wurde, dann kann man auch fiir die
Variable z einen beliebigen Ausdruck ¢ einsetzen. Die Notation A[t] bezeichnet
jene Aussage, die aus A[z] entsteht, wenn alle Vorkommen der Variablen z durch
t ersetzt werden.

1.4.3 AXIOM.

Konstruktor

Die Natur der Beweise einer All-Aussage ergibt sich wieder durch Annotation
der Einfithrungsregel:

1.4.4 AXIOM.

t[z] :.A[m]
x — t[z] /\ Alx]

vE

Damit ergibt sich prinzipiell derselbe Konstruktor wie bei der Implikation.
Allerdings haben hier die Funktionswerte nicht alle denselben Datentyp, sondern
den Typ A[z], welcher von x abhéingen kann.

13



Selektor
1.4.5 AXIOM.

f: /\A[x] t: X

ft: Alt] ve

Auch hier handelt es sich um eine Verallgemeinerung der iiblichen Funkti-
onsanwendung, bei der die Datentypen des Ergebnisses vom Input abhingen
koénnen.

Existenz-Quantor
Formation
Alx] bezeichne eine Ausage, in er z vorkommen kann.

1.4.6 DEFINITION. Ist A[z] fiir jedes x: X eine Aussage, dann ist auch \/, . y Alx]
eine Existenz-Aussage.

Eine alternative Schreibweise ist 3(x: X).A[z].

Introduktion

1.4.7 DEFINITION. Um eine Aussage der Form \/,. y Alz] zu beweisen, muss
man a: X konstruieren, sodafl man Afa] beweisen kann.

1.4.8 AxioM (\/-EINFUHRUNGSREGEL).
a: X Alal
V Al
z: X

1.4.9 BEMERKUNG. Die Konjunktion ergibt sich als Spezialfall einer Existenz-
Aussage, in der A[z] nicht von x abhéngt.

az (1.3)

Elimination

1.4.10 AxXIoM.

\/ Alx] c
z: X
3€
C
Diese Eliminationsregel entspricht der Einfithrung von ,,einem solchen x so-
daBl Afz] gilt“. Genauer: es gelte \/. y Alz] und die Aussage C sei zu beweisen;
dann darf man ein neues Symbol y einfithren und annehmen, da§ A[y] gilt. Die-
ses neue Symbol darf in C' nicht vorkommen (sonst wére es nicht neu), es darf
aber mitunter mit dem z iibereinstimmen, da das x innerhalb der Existenzaus-
sage nur innerhalb dieser eine Bedeutung hat (es ist durch den Existenzquantor
gebunden).

14



Konstruktor
1.4.11 Axiom (\/-EINFUHRUNGSREGEL).
a: X t: Alal

_— 1.4
(a,t): \/ Alx] (14
z: X

Der Beweis einer Existenzaussage ist somit ein Paar; allerdings darf der
Datentyp der zweiten Komponente von der ersten Komponente abhéngen.

Selektoren

1.4.12 AXIOM.

y: X u: Aly]

\/ Alz] f[y,é]: ¢
(a,t): X

() = @iC g ) %

Der Selektor ist daher eine lokale Definition.
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1.5 Boolsche Logik

Negation

Sind P und @ Aussagen, die bewiesen wurden, dann gilt jedenfalls P <—= @,
d.h. alle bewiesenen Aussagen sind dquivalent. Mit dem Symbol T (sprich: top)
mochten wir irgendeine solche Aussage bezeichnen (andere Bezeichnungswei-
sen: T, W, true, wahre Aussage). Umgekehrt soll L (sprich: bottom) einen Wi-
derspruch (falsche Aussage) bezeichnen (andere Bezeichnungsweisen: F, false,
falsum, & ). Wir kénnen diese Begriffe wie gewohnt mit Schlufiregeln definieren.

1.5.1 AXIOM. Sei P irgendeine Aussage. Dann gelten die Schluffregeln:

P L
=17 —1&
T P

Es gibt aber keine TE&- oder 1Z-Regeln. Fiir T ist alles ein Beweis, dafiir
kann man aus T aber auch nichts schliefen. Umgekehrt kann man aus L alles
herleiten, aber es gibt keine Moglichkeit, 1 aus anderen Aussagen zu beweisen.

Der Sinn des Symbols L besteht darin, die Negation von Aussagen zu de-
finieren. Die Idee ist: wenn einer Aussage jede andere gefolgert werden kann,
dann muf} sie wohl falsch sein. Die Aussage ,,Jede Aussage ist wahr* wére ei-
ne derartige Aussage; aber auch aus etwas konkretem, wie etwa 0 = 1, kann
man jede Aussage herleiten. Ganz allgemein nennt man ein logisches System
widerspriichlich, wenn darin jede Aussage herleitbar ist.

1.5.2 DEFINITION. Die Formel —A (nicht A) ist eine Abkiirzung fir A = L
und bedeutet, daff A falsch ist.

1.5.3 SATZ. Die aussagenlogische Formel
AN-A = L
ist allgemeingiiltig.

Beweis. Direkt aus der Definition durch einfache Anwendung der Implikations-
Elimination. ([l

1.5.4 SATZ. Die Aussage
A = —-—A
ist allgemeingiiltig.
Beweis. Dies ist ein Spezialfall von A —= (A = () = C. O

1.5.5 BEMERKUNG. Bemerkenswerterweise 143t sich die Allgemeingiiltigkeit
von -—A = A mit den bisher besprochenen Regeln nicht herleiten.

1.5.6 SATZ. Die Aussage

ist allgemeingiiltig.
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Beweis. Dies ist ein Spezialfall von (A = C) = (C) = () =
A = C. O

1.5.7 BEMERKUNG. Dieser Satz besagt insbesondere, da3 die Umkehrung von
1.5.4 zumindest fiir alle Aussagen der Form —A gilt.

1.5.8 SATZ. Die aussagenlogische Formel
-(AVB) < -AA-B
ist allgemeingiiltig.

Beweis. Dies ist ein Spezialfall von (AVB = () <— (A = C)AN(B =

). O
1.5.9 FOLGERUNG. Die Aussage
——(AV —A)
ist allgemeingiiltig.
Beweis. In 1.5.8 setzen wir statt —A fiir B ein. Den Rest erledigt 1.5.3. O

Entscheidbare Aussagen

Die doppelte Negeation in 1.5.9 ist etwas unbefriedigend. Sicherlich interessant
sind Aussagen, fiir welche dies vermieden werden kann.

1.5.10 DEFINITION. Eine Aussage A heifit entscheidbar, wenn AV —A bewiesen
werden kann.

1.5.11 BEMERKUNG. Man beachte, dafl der Entscheidbarkeitsbegriff im Kon-
text der klassischen Logik anders definiert wird.

1.5.12 SATZ. Die Aussage
AV-A = (-—A = A).
ist allgemeingiiltig.

Beweis. Gemafl zweimaliger Implikations-Introduktion nehmen wir die Aussa-
gen AV —A und =—A an und haben A herzuleiten. Wir fiihren eine Fallunter-
scheidung (V&) nach AV-A durch. Im ersten Fall ist nichts mehr zu zeigen. Gilt
aber A, so kénnen wir, zusammen mit -—A, mittels (=€) den Widerspruch L
herleiten, woraus mit L& (unter anderem) A folgt. O

1.5.13 BEMERKUNG. Die Umkehrung von 1.5.4 gilt somit auch fiir alle ent-
scheidbaren Aussagen.

1.5.14 BEMERKUNG. Entscheidbare Aussagen erfiillen somit in jedem Fall A v
—-A und ——A <= A, sowie, leicht anders formuliert:

(A<= T)V(A < 1)

Das macht deutlich, daBl die Menge der entscheidbaren Aussagen mit der lo-
gischen Aquivalenz als Gleichheitsbegriff nur zwei Elemente hat; man schreibt
dafiir

B={T,L}.
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Wahrheitstafeln

Die Giiltigkeit von aus entscheidbaren Aussagen zusammengesetzten Formeln
148t sich stets durch Fallunterscheidungen iiberpriifen. Diese wird iiblicherweise
in Tabellenform vorgenommen, wie im folgenden Satz.

1.5.15 SATZ. Fiir alle entscheidbaren Aussagen A, B gilt
-(AAB) & (mAV -B).

Beweis. Wir untersuchen tabellarisch alle méglichen Wahrheitswerte fiir A und
B:

A B|AAB —(AAB) -A -B —-AV-B|—-(AAB)& (-AV-B)
T T T 1 L 1 L T
T L] L T LT T T
LT L T T 1 T T
T T T T T T

Da in der letzten Spalte lauter T stehen, ist die Aussage ~(AAB) < (mAV-B)
somit fiir alle entscheidbaren Aussagen giiltig. O

1.5.16 BEMERKUNG. Satz 1.5.15 ist dual zu Satz 1.5.8, der fiir allgemeine Aus-
sagen bewiesen wurde. Ohne die Zusatzvoraussetzung gilt im Satz 1.5.15 nur
die Implikation von rechts nach links.

1.5.17 BEMERKUNG. Man beachte, dafy die Methode mit den Wahrheitstafeln
ganz entscheidend davon abhiingt, dafl alle verwendeten Aussagen entscheidbar
sind.

Gleichungen der Boolschen Algebra

1.5.18 THEOREM. Die Operationen A,V,— auf B erfiillen fir entscheidbare
Aussagen a,b, ¢ die folgenden Gleichungen:

(anb)ANc=aN(bAc) (avb)Ve=aV (bVec)
aANb=bAa aVb=bVa
an(dVe)=(aNb)V(aAc) aV(bAe)=(aVb)A(aVc)
aN-a=_1 aV-a=T
—(aANb)=—-aV b —(aVb)=-aA-b

1.5.19 DEFINITION. Jede Menge mit Operationen, welche diese Gleichungen
erfiillen, heif3t eine Boolsche Algebra.

Disjunktive Normalform

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns nur mit entscheidbaren Aussagen,
bzw. gelte das Prinzip von ausgeschlossenen Dritten.

Eine Aussage wie =(A = (B A C)) hat viele dquivalente Formen. Mitunter
ist es sinnvoll eine kanonische Form zu berechnen. ,, Ausmultiplizieren® ist eine
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Méglichkeit. Dabei wird zuerst die jede Implikation der Form A = B durch
- AV B ersetzt. Dann werden die Gesetze von De Morgan

~(AAB) & ~AV -B
~(AVB) & ~AN-B

immer von links nach rechts angewendet, sodafl alle Negationen immer weiter
nach innen wandern, bis sie nur noch unmittelbar vor elementaren Aussagen
vorkommen. Doppelte Negationen werden weggelassen. Ebenso werden die Dis-
tributivgesetze

AAN(BVC) & (AAB)V(AAC)
AV(BAC) & (AVB)A(AVC)

so angewendet, dafl die Konjunktionen immer weiter nach innen wandern. Am
Schlufl ergibt sich damit eine Disjunktion von Konjunktionen von elementaren
Aussagen oder deren Negation. Beispiel: =(A = (BAC)) = -(mAV (B A
C) = —AAN-(BAC) = AAN(-BV C) = (AAN-B)V (AA-C). Dies
ist allerdings noch nicht die disjunktive Normalform. Fiir diese ist zusétzlich
gefordert, daf in jeder der Konjunktionen jede in der Gesamtaussage auftretende
elementare Aussage vorkommt (negiert oder nicht). Dies erreicht man mit der
allgemeingiiltigen Regel A < (AAB)V (AA—-B). Im Beispiel rechnen wir daher
weiter: = (AA=BAC)V (AA=BA=C)V (AANBA=C)V (AN-BA-C) =
(AN=-BAC)V(AN=BA-C)V(AABA-C). Diese logische Formel ist jetzt
eine disjunktive Normalform.

1.5.20 DEFINITION. Eine logische Formel ist in disjunktiver Normalform, wenn
sie eine Disjunktion von Konjunktionen aller darin vorkommenden elementaren
Aussagen oder deren Negationen ist.

1.5.21 SATZ. Die disjunktive Normalform ist, bis auf Umordnungen, eindeutig
bestimmt.

Statt durch Ausmultiplizieren kann die disjunktive Normalform auch an der
Wahrheitstafel abgelesen werden: Beispiel:

A B C|BAC A= (BAC)|~(A= (BAC))
T T T T 1
T T L] 1 1 T
T L T| 1L 1 T
T o1 1| 1 1 T
LT T T T L
L T L] 1 T 1
L L T] 1 T 1
L1 1] 1 T L

Die drei Zeilen, in denen in der letzten Spalte ein T steht, entsprechen exakt
der disjunktiven Normalform: (AA B A -C)V (AAN-BAC)V (AAN-BA-C).

1.5.22 SATZ. In der Boolschen Logik sind die Aussagen A = B und -AV B
gleichbedeutend.
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Beweis. Ubung! O

Jeder Term, der sich aus Variablennamen und den Operationssymbolen A, V, —
syntaktisch korrekt zusammensetzt, heif3t ein Boolscher Ausdruck.

1.5.23 THEOREM. Sei f: B™ — B eine Funktion in beliebig vielen Variablen
mit Werten in B. Dann gibt es einen boolschen Ausdruck t[xy,...,z,], sodafs
flx, .. xn) =t ...,z

Beweis. Ein passender Ausdruck (sogar in disjunktiver Normalform) kann un-
mittelbar aus der Wertetabelle abgelesen werden. O

1.5.24 BEMERKUNG. Dieser Satz hat die praktische Bedeutung, daf} sich jede
derartige Funktion (und damit eigentlich jede Funktion zwischen endlichen Men-
gen) aus einfachen Schaltkreisen fiir die logischen Operationen (UND-, ODER-
und NICHT-Gatter) realisieren 148t. Freilich ist die Verwendung der disjunkti-
ven Normalform fiir diesen Zweck nicht unbedingt sinnvoll; daher gibt es Ver-
fahren, um die Anzahl bzw. Komplexitit der verwendeten Bauelemente zu mi-
nimieren

Klassische Logik

Die klassiche Logik zeichnet sich durch Annahme eines der folgenden Prinzipien
aus.

1.5.25 AX10M (REDUCTIO AD ABSURDUM). Die aussagenlogische Formel =—A =
A ist allgemeingiiltig.

1.5.26 AXIOM (TERTIUM NON DATUR). Die aussagenlogische Formel AV —A
ist allgemeingiiltig.

1.5.27 THEOREM. Die beiden Prinzipien reductio ad absurdum wund tertium
non datur sind dquivalent.

Beweis. Satz 1.5.9 beweist die eine und Satz 1.5.12 die andere Richtung. O

1.5.28 SATZ. Bei Verwendung von klassischer Logik gilt stets
\V A@) = - N\ -A).
z: X xr: X

Beweis. Ubung. O

1.5.29 BEMERKUNG. Die hier besprochenen Regeln gehen von der Idee aus, dafl
es eine absolute Wahrheit gibt, auch wenn sie uns Menschen verborgen bleibt.
So ist es zwar moglich, dafl eine Aussage weder beweisbar noch widerlegbar ist,
aber im Prinzip muf sie doch wahr oder falsch sein (bzw.: wenn sie nicht falsch
ist, so muf sie doch wahr sein).

Daneben hat die klassische Logik den Vorteil, daf sich einige Sdtze der Ma-
thematik einfacher formulieren oder beweisen lassen (z.B. durch Verzicht auf
doppelte Negationen). Auflerdem 148t sich die Giiltigkeit aussagenlogische For-
meln einfach mittels Wahrheitstabellen entscheiden.
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Die iiberwéltigende Mehrheit der mathematischen Literatur im 20. Jahrhun-
dert wurde vom Standpunkt der klassischen Logik aus verfafit, d.h. sie verwendet
diese zusétzlichen Prinzipien ohne jeden Kommentar.

In neuerer Zeit gibt es aber immer mehr Anwendungen von nicht-klassischen
Logik-Systemen. So lassen sich die in der Informatik so bedeutenden Begriffe der
Entscheidbarkeit und der Berechenbarkeit in einer klassischen Logik nicht direkt
ausdriicken, sodal man gezwungen ist, diese Konzepte iiber die Hintertiir (z.B.
mittels Maschinenmodell) quasi in einer eigenen Welt kiinstlich einzufiihren. In
der Physik spielt die (dort so bedeutende) Frage der Mefibarkeit eine &hnliche
Rolle.

Dies fiihrt zu der Betrachtungsweise, dafl ein Objekt, welches nicht berechnet
(oder gemessen) werden kann, denselben Effekt hat wie eines, das gar nicht
existiert.

In diesem Skriptum wird zumeist nicht mit der klassischen Logik, sondern
mit der konstruktiven Logik (also ohne die soeben besprochenen zusétzlichen
Prinzipien) gearbeitet, eben weil sich so einige wichtige Konzepte der Informa-
tik treffender beschreiben lassen. Auf wesentliche Unterschiede zur klassischen
Logik wird aber stets hingewiesen.
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Kapitel 2

Mengen

2.1 Aquivalenzrelationen

Laut Cantor: Fine Menge ist eine Zusammenfassung bestimmter wohlunter-
scheidbarer Objekte unserer Anschauung.

Um zu bestimmen, welche Objekte in die Zusammenfassung aufgenommen
werden sollen, ist festzulegen, wie diese zu konstruieren sind. Dies entspricht
exakt unserer Definition des Begriffs Aussage.

Objekte, die zu einer Menge zusammengefafit werden, sollten aber dariiberhinaus
auch wohlunterscheidbar sein. Das heif3t, es muf} ein verniinftiger Gleichheits-
begriff festgelegt werden. Verniinftig heifit hier, da3 der Gleichheitsbegriff auf
jeden Fall den Regeln fiir eine Aquivalenzrelation gentigen muf.

2.1.1 DEFINITION. Eine biniire Relation (=): X — X — Q heiit Aquivalenzrelation,
wenn fiir alle x,y, z: X gilt:

r=z (reflexiv);
T=y <= y==zx (symmetrisch);
rT=yANy=2 = x=2 (transitiv).

2.1.2 BEMERKUNG. Um eine Menge vollstéiindig zu definieren, ist also (im Prin-
zip) dreierlei zu tun:

e Festlegen, welche Objekte dazugehoren;
e Eine Relation definieren;

e Beweisen, dafl diese Relation tatséchlich die Eigenschaft einer Aquivalenzrelatio
erfiillt.

Diese Arbeit kann man sich natiirlich sparen, wenn einfache Methoden zur
Verfiigung stehen, um aus bekannten Mengen neue zu konstruieren.

2.1.3 BEMERKUNG. Man beachte, daf je zwei Objekten lediglich eine Aussage
zugeordnet werden muB; d.h. es muf klar sein, was bewiesen werden miifite, um
zwei Objekte als gleich nachzuweisen. Es ist aber keinesfalls erforderlich, daf
festgestellt werden kann, ob es so einen Beweis auch tatséchlich gibt.
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2.1.4 NOTATION. Jede Menge kommt zusammen mit einem Gleichheitsbegriff.
Mit z =y : X ist gemeint, dafl  und y gleiche Objekte von X bezeichnen. Oft
ist aus dem Zusammenhang klar, dal = und y als Elemente von X zu betrachten
sind, soda3 man stattdessen einfach x = y schreibt. Die Notation z: X kann
auch als Abkiirzung fiir x = x : X aufgefafit werden.

2.1.5 DEFINITION. Eine Menge X heifit diskret, wenn fiir alle x: X gilt:
x=zV-(rx=ux).

2.1.6 BEMERKUNG. Diese Bezeichnung macht keinen Sinn, wenn die Regel vom
ausgeschlossenen Dritten (klassische Logik) angenommen wird. Fiir diesen Fall,
muf} diskret anders (etwa mit einem Maschinenmodell) definiert werden.

2.1.7 BEISPIEL. Die Gesamtheit aller logischen Aussagen, zusammen mit der
logischen Aquivalenz, bildet eine Menge (es war einfach, nachzuweisen, daB die
logische Aquivalenz tatsichlich ein Aquivalenzrelation ist). Wir bezeichnen sie
mit 2, und nennen sie manchmal auch die Menge aller Wahrheitswerte. In klas-
sischer Logik (d.h. mit reductio ad absurdum) gilt natiirlich Q = B.

2.1.8 BEISPIEL. Die wahrscheinlich fundamentalste aller Mengen ist die Menge
der natiirlichen Zahlen N. Diese ist diskret.

2.2 Konstruktionen fiir Mengen

Funktionen

Sind A und B Mengen, so ist auch die Gesamtheit aller Funktionen zwischen
ihnen eine Menge. Dies ist als Verfeinerung des Begriffs der Implikation von
Aussagen aufzufassen und wird daher mit den entsprechenden Introduktions-
und Eliminationsregeln beschrieben:

2.2.1 AXIOM (—-INTRODUKTIONSREGEL).

Genauer:

o) - ) A=B *

Dabei wird mit t[z] der Term ¢ bezeichnet und gleichzeitig ausgedriickt, dafl
darin an bestimmten Stellen ein x vorkommen kann.

Fir die Konstruktion z +— t[z] ist auch die Notation Az.t[z] gebrduchlich,
und sie heifit daher auch A-Abstraktion. In Java wiirde man fiir f = (z — t[z]) :
A — B in etwa folgendes schreiben:
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Bf (Ax){
return (t[x]);

}

(Fiir A und B sind natiirlich konkrete Java-Datentypen einzusetzen, fiir t[x]
irgendein Ausdruck, in dem typischerweise das x vorkommt.

2.2.2 AXIOM (—-ELIMINATIONSREGEL).

f:A—B x: A
fx: B

— &

Genauer:
f=9g:A— B r=y:A
N
fr=gy:B

Der zur A-Abstraktion gehorige Selektor ist damit die Funktionsanwendung
(Funktionsapplikation). Statt fx ist die Notation f(z) sehr gebriuchlich, wenn
deutlich gemacht werden soll, daf3 es sich um keine Multiplikation handelt. Fiir
viele spezielle Funktionen sind auch Postfix, Infix, oder andere spezielle Nota-
tionen gebriuchlich.

Der Zusammenhang zwischen der A-Abstraktion und der Funktionsapplika-
tion ergibt sich wieder aus den passenden ( und n-Regeln.

2.2.3 AxioM (B-REGEL). Ist t[z]: B, fir jedes x: A, und a: A, so gilt

&

(x — t[z])a = t[a] : B.
Dabei bezeichnet t[a] jenen Ausdruck, welcher entsteht, wenn in t[z] jedes
Vorkommen von x durch a ersetzt wird.
2.2.4 AXIOM (n-REGEL). Fir f: A — B gilt
(x— fx)y=f:A— B.
2.2.5 SATZ. Zwei Funktionen f,g: A — B sind genau dann gleich, wenn fx =
gz : B, fiir alle x: A.

Dies bedeutet, daf es fiir die Gleichheit von Funktionen nicht entscheidend
ist, wie diese konstruiert wurden, sondern ob sie bei jedem Input identische Er-
gebnisse liefern, also von aufen betrachtet gleich erscheinen. (Auch eine even-
tuelle Laufzeit spielt fiir den Gleichheitsbegriff keine Rolle.)

Von der Implikation haben wir gezeigt, dafl sie transitiv ist. Die entsprechen-
de Konstruktion ist eine grundlegende Operation fiir Funktionen:

2.2.6 DEFINITION. Seien f: A — B, g: B — C. Dann heifit
gof=(@m—yg(fr):A=C
die Hintereinanderausfiihrung (Komposition) der Funktionen f und g.

2.2.7 SATZ. Die bindre Operation (o): (B - C) — (A — B) — (A — C) ist
assoziativ, d.h. fir alle f: A— B, g: B— C, h: C — D gqilt

ho(gof)=(hog)of.

Insbesondere bildet daher die Menge der Funktionen A — A, zusammen mit
der Komposition, eine Halbgruppe; die identische Funktion id A = (z — z) :
A — A ist das neutrale Element dieser Halbgruppe.
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Direktes Produkt

Sind A und B Mengen, so ist auch die Gesamtheit aller Paare, die man daraus
bilden kann, eine Menge. Dies ist als Verfeinerung des Begriffs der Konjunktion
von Aussagen aufzufassen und wird daher, so wie diese, mit Introduktions- und
Eliminationsregeln beschrieben:

2.2.8 AXIOM (X-INTRODUKTIONSREGEL).

x: A y: B

—xT 2.1
(x,y): Ax B % (2.1)
Genauer:
T1=T9: A ylzyQ:BXI (2.2)
(r1,91) = (x2,2) : AX B
2.2.9 AXIOM (X-ELIMINATIONSREGEL).
z: Ax B z: Ax B
_ _— 2.
fstz: A x& sndz:Bxg (2:3)
Genauer:
21:ZQZA><B 21:ZQZA><B
& & 2.4
fstzlzfstzQ:A>< sndzlzsnsz:B>< (2.4)

Die Notation (, ) bezeichnet einen Konstruktor, wihrend fst und snd Selekto-
ren bezeichnen. Der Zusammenhang wird mit den folgenden Regeln beschrieben:

2.2.10 AXIOM (B-REGEL). Firz: A und y: B gilt
fst(z,y)=z: A snd(z,y) =y : B
2.2.11 AxioM (n-REGEL). Fir z: A x B gilt
(fstz,sndz)=2: Ax B
Damit ist garantiert, daf§ Paare genau dann gleich sind, wenn sie auf dieselbe
Weise konstruiert wurden, d.h. wenn beide Komponenten iibereinstimmen.

Direkte Summe

Sind A und B Mengen, so bildet auch die Gesamtheit derjenigen Objekte, welche
zu einer dieser beiden Mengen gehoren, ebenfalls eine Menge. Dies ist als eine
Verfeinerung des Begriffs der Disjunktion aufzufassen und wird daher mit den
entsprechenden Introduktions- und Eliminationsregeln beschrieben:

2.2.12 AXIOM (+-INTRODUKTIONSREGELN).

z: A 4T z: B T
Leftz: A+ B Rightz: A+ B
Genauer:
T1 =29 A 7 Y1 =1y2: B I

Leftz; = Left x5 : A+ B+ Right y; = Rightys : A+ B+
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Statt A 4+ B ist auch die Bezeichnung A W B iiblich.

Die Verwendung von zwei verschiedenen Konstruktoren stellt sicher, dafl von
jedem Element von A + B entschieden werden kann, ob es aus A oder aus B
stammt, insbesondere auch dann, wenn A und B dieselbe Menge bezeichnen.

2.2.13 AXIOM (+-ELIMINATIONSREGEL).

fiA=C g:B—C z: A+ B
either fgz: C

+&

Genauer:

fi=f:A—-C g1=¢g:B—>C z1=2:A+B
either f1 g1 z1 = either fo go 29 : C

+&

So wie bei der Disjunktion, haben wir auch hier eine etwas kompliziertere
Eliminationsregel. Sie ist aber etwas besser zu verstehen, wenn man folgendes
beachtet: Fiir jedes z: A+ B gilt either f g z: C; daher ist either f g: A+B — C.
Der Selektor either entspricht damit einer Fallunterscheidung: either f g verhilt
sich auf A so wie f, auf B aber so wie g. Dies verdeutlicht vor allem die folgende
Regel:

2.2.14 AxioM (B-REGEL). Fir f: A—C,g: B—C, z: A, y: B gilt
either f g (Leftz) = fx : C either f g (Righty) =gy : C
2.2.15 AXIOM (n-REGEL). Fiir z: A+ B gilt

either Left Right z =2 : A 4+ B.

2.3 Potenzmenge

Teilmengen

Es sei G eine Menge, die im folgenden Grundmenge genannt wird. Fiir eine
Eigenschaft P: G — Q sollte { g: G | P(g) } eine Menge bezeichnen, die all jene
Elemente von G umfafit, welche die Eigenschaft P besitzen.

2.3.1 DEFINITION. Um ein Element der Menge { g: G | P(g) } zu konstruieren,
mufl man ein Element ¢g: G konstruieren und dann P(g) beweisen. Es ist also
ein Beweis (g,¢): V. o P(g) zu konstruieren.

Als Gleichheitsbegriff legen wir fest

(91,01) = (92,92): {9: G| P(g) } : &= g1 =g2: G,

was tatsichlich eine Aquivalenzrelation ist.
Die Menge { g: G | P(g) } nennt man eine Teilmenge von G.

2.3.2 BEMERKUNG. Ist (g,¢): {g: G | P(g)}, so ist wegen dem gewéhlten
Gleichheitsbegriff der Beweis ¢ irrelevant; relevant ist nur, daf es einen solchen
gibt. Dennoch ist es nicht ganz korrekt, wenn man g: {g: G | P(g) } schreibt.
Wir definieren deshalb ein geeigenetes 2-stelligen Pradikat.
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2.3.3 DEFINITION. Ist (g,¢): {g: G | P(g)}, dann sagen wir, daf g in der
Teilmenge {g: G | P(g) } enthalten ist und schreiben fiir diesen Sachverhalt

ge€{g: G| P(g)}. D.h.
9€{9:G|P(g)}: <+ Plg).
Damit definieren wir eine Ordnungsrelation fiir Teilmengen.

2.3.4 DEFINITION. Seien A und B Teilmengen von GG. Dann definieren wir

ACB: = /\(geA = g€ B),
geG

welche reflexiv und transitiv ist, und geméf Antisymmetrie den folgenden Gleich-
heitsbegriff

A=B < ACBABCA,

ergibt, welcher bedeutet, dafl zwei Teilmengen genau dann gleich sind, wenn
sie dieselben Elemente enthalten. Damit ist auch die Gleichheit von Teilmengen
festgelegt; Die (geordnete) Menge aller Teilmengen von G heifit deren Potenz-
menge und wird mit #G bezeichnet.

2.3.5 BEMERKUNG. Leicht anders formuliert haben wir
A=B:2G) <= N (9eA < geB).
g: G
Dies bedeutet, dafl zwei Teilmengen genau dann als gleich betrachtet werden,
wenn sie dieselben Elemente haben. Man beachte aber, dal dies nur dann wirk-

lich Sinn macht, wenn klar ist, auf welche weise die betroffenen Mengen in einer
gemeinsamen Grundmenge enthalten sind.

Mengenalgebra

Sind A, B zwei Mengen, die nichts miteinander zu tun haben, und ist a: A,
b: B, dann macht es im allgemeinen keinen Sinn zu fragen, ob a ein Element
von B ist, oder ob a = b. Es muf} zuerst festgelegt werden, wie die Elemente
von A und B zu identifizieren sind. Dies ist insbesondere dann klar, wenn beide
Teilmengen einer gemeinsamen Grundmenge sind. Dann lassen sich die iiblichen
Mengenoperationen definieren:

2.3.6 NOTATION. Statt —(g € G) schreibt man iiblicherweise g € G.
2.3.7 DEFINITION. Seien A, B: & (G). Mengentheoretische Vereinigung, Durch-

schnitt und Differenz werden definiert durch
AUB={g:G|ge AVge B},
ANB={g:G|ge ANnge B},
A\B={g:G|ge Ang¢&B}.
Eine spezielle Rolle spielen die leere Menge @ = {g: G | L} und die Ge-
samtmenge {g: G | T}, welche iiblicherweise mit der Grundmenge G selbst

identifiziert wird. Ist die Grundmenge aus dem Zusammenhang klar, definiert
man auch das mengentheoretischen Komplement

CA=G\A (Komplement).
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Fiir das Komplement sind auch die Notationen A’ und A gebriuchlich.

Ist G C H, so kann jede Teilmenge von G auch als Teilmenge von H aufgefafit
werden. Fiir die meisten der oben definierten Operationen spielt dies keine Rolle,
wohl aber beim Komplement: denn wire T: #H, dann wire 0T = H \ T, und
nicht G\ T.

2.3.8 BEMERKUNG. Identifiziert man G mit {g: G | T }, so verschwindet formal
der Unterschied zwischen g: G und g € G. Ersteres ist eine deklarative Variante,
d.h. g wird als Element von G eingefiihrt. Letzteres dagegen ist eine Aussage,
welche gegebenenfalls zu beweisen ist.

Die Rechenregeln fiir diese Operationen ergeben sich ziemlich direkt aus den
entsprechenden Regeln fiir Aussagen. Im folgenden beschiiftigen wir uns aber
nur mit einer speziellen Klasse von Teilmengen.

Ohne reductio ad absurdum kann es natiirlich passieren, dal weder g € B
noch g ¢ B bewiesen werden kann.

2.3.9 DEFINITION. Sei G eine Menge. Ein A: &(G) heifit entscheidbar wenn
fiir alle g: G gilt

geAvVgd A

Diese Definition macht natiirlich nur Sinn, wenn reductio ad absurdum nicht
generell angenommen wird. In klassischer Logik definiert man entscheidbare
Teilmengen daher anders (némlich, als mittels einer abstrakt definierten Ma-
schine entscheidbar).

2.3.10 SATZ. Die entscheidbaren Teilmengen sind gerade diejenigen, welche
sich als

A={g:G|P(9)},
darstellen lassen, mit P: G — B (nicht nur mit P: G — Q).

2.3.11 BEMERKUNG. Hier ist vor allem gemeint, dal das P tatsichlich bere-
chenbar ist.

2.3.12 SATZ. Die entscheidbaren Teilmengen bilden mit Vereinigung, Durch-
schnitt und Komplement eine Boolsche Algebra.

Beweis. Alle erforderlichen Gleichheiten ergeben sich unmittelbar aus der Defi-
nition und der entsprechenden Gleichheit in der Boolschen Logik. O

2.3.13 BEMERKUNG. Die Menge der entscheidbaren Teilmengen ist schon we-
sentlich besser handhabbar als die ganze Potenzmenge, aber fiir den praktischen
Einsatz, etwa in Datenbanken, immer noch zu grofl bzw. kompliziert. Daher be-
schrankt man sich bei derartigen Anwendungen {iblicherweise auf die Menge al-
ler endlichen Teilmengen. Allerdings bilden diese keine Boolsche Algebra mehr,
da das Komplement einer endlichen Menge nicht mehr endlich sein mufl (wenn
die Grundmenge unendlich ist). Man kann aber stattdessen die Mengendifferenz
verwenden (die Differenz endlicher Teilmengen einer diskreten Menge ist wieder
endlich). Die Gesetze von De Morgan miissen ersetzt werden durch

A\ (BUC) = (A\B)N(A\C),
AN (BNC) = (A\B)U(A\C);
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und die Regeln fiir das Komplement durch
AN(B\A) =0 AU(B\ A) =B.

Eine solche algebraische Struktur heifit Boolscher Ring. Mit endlichen Teilmen-
gen einer diskreten Menge konnen alle relevanten Operationen und Vergleiche
effektiv durchgefiihrt werden (fiir blof entscheidbare Teilmengen hat man dage-
gen z.B. kein allgemeines Verfahren, um festzustellen, ob eine solche leer ist. In
der Theorie der formalen Sprachen werden diverse Zwischenstufen diskutiert. So
bilden etwa die reguldren Sprachen eine Boolsche Algebra, die auch unendliche
Mengen umfafit und in der alles entscheidbar und berechenbar bleibt.

Beispiele

Sei (—0): N — Z definiert durch (—0)(z) =  — 0. Damit wird eine Teilmenge
von Z definiert, ndmlich {x — 0 | x: N }: HZ, die positiven ganzen Zahlen. Die
Teilmenge der negativen ganzen Zahlen erhélt man analog mit (0—): N — Z,
(0=)(x)=0—=zals {0—=z | x: N}: £Z. Die Quadratzahlen erhalten wir mit
{z? | x: N}, aber auch z.B. mit {22 | x: Z}. Die Abbildung (—0) ist besonders
natiirlich, insbesondere ist sie eine injektive Funktion, d.h. es gilt

r=y:N<= -0=y—-0:7%;
auBerdem ist sie mit der Addition vertriglich:
(z-0)+(y—-0)=(r+y) -0,
und auch mit der Multiplikation:
(x—=0)(y —0) =zy — 0.

Da es nur eine derart natiirliche Funktion von N nach Z gibt, sind wir geneigt, N
selbst als Teilmenge von Z anzusehen. Die dabei unterstellte natiirliche Funktion
gibt dann an, wie die Elemente dabei zu identifizieren sind, ndmlich als

r=x—0:7, fur z € N.

Man schreibt daher auch N = {& — 0 | z: Z}; oder z: Z, falls z: N, und
daher auch N: #Z. Zu Miverstéindnissen kann es dabei kaum kommen, weil
die Funktion (—0) mit allen Operationen vertriglich ist.

Auch die Funktion (0—) ermdglicht es, N mit den negativen ganzen Zahlen
zu identifiziern. Dies geht jedoch nur so lange gut, als keine Multiplikation vor-
kommt: werden x, y: N als natiirliche Zahlen multipliziert und dann mittels (0—)
mit einer ganzen Zahl identifiziert, erhélt man 0 — zy; multipliziert man dagegen
die entsprechenden ganzen Zahlen, so erhiilt man (0 — z)(0 — y) = zy — 0, was
im allgemeinen nicht dasselbe ist. Diese Identifikation ist daher nicht natiirlich.

Auf analoge Weise kann man Z als Teilmenge von Q auffassen, mit z = % : Q.
Diese Identifikation mag (so wie die vorherige) recht trivial erscheinen. Man
beachte aber, daf} in vielen Programmiersprachen sehr wohl zwischen der ganzen
Zahl 3 und der rationalen Zahl %, dargestellt als Paar von ganzen Zahlen oder als
Gleitkommazahl, zu unterscheiden ist. Die Identifikation geschieht dann durch

implizite oder explizite Typumwandlung.
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2.4 Gleichmichtigkeit

Es ist fiir eine Menge eigentlich vollig irrelevant, welche konkreten Objekte sie
enthilt. So besteht die Menge der natiirlichen Zahlen konzeptionell aus den Ob-
jekten O, S0, S(S0),S(S(S0)),.... Praktischerweise werden sie aber meist als
Dezimalzahlen 0,1,2,3,...,756,... notiert, also durch bestimmte Zeichenket-
ten. In der Informatik wahlt man statt dessen gerne das Bindrsystem, d.h. man
stellt Zahlen durch Zeichenketten iiber {0,1} dar, welche im Computer wie-
derum durch Folgen elektrischer oder magnetischer Zusténde realisiert werden.
Dabei ist stets klar, wie zwischen diesen Darstellungen hin und her gewechselt
werden kann.

2.4.1 DEFINITION. Eine Funktion f: A — B heif}t bijektiv (oder eine Bijekti-
on), wenn es eine Funktion g: B — A gibt, sodafl

go f=idy fog=idp.

Die Funktion g ist, wenn sie existiert, durch diese Figenschaft eindeutig be-
stimmt, heiBt die Umkehrfunktion von f und wird oft mit f~! bezeichnet.

Eine Bijektion bewirkt damit so etwas wie eine andere Darstellung (Umbe-
nennung, Codierung) der Elemente von A durch die Elemente von B. Wegen der
Umkehrbarkeit kann man jederzeit wieder zu den urspriinglichen Elementen von
A zuriickkehren. So ist z.B. die Darstellung von abstrakten oder realen Objek-
ten in einem Computer eine Bijektion zwischen der Menge der Objekte, die man
eigentlich betrachtet, und einer bestimmten Menge von (irgendwie realisierten)
Bitfolgen.

2.4.2 DEFINITION. Zwei Mengen A, B heiflen gleichmdchtig wenn es eine Bi-
jektion f: A — B gibt. Man schreibt dann

Al = |B].
2.4.3 SATZ. Gleichmdchtigkeit ist eine Aquivalenzrelation fir Mengen.
Beweis. Wir miissen iiberpriifen, ob sie reflexiv, symmetrisch und transitiv ist:
Reflexivitit: id: A — A ist bijektiv, denn
id,! =ida.
Daher ist |A| = |A|.

Symmetrie: Sei |A| = |B|. Dann gibt es laut Definition eine Bijektion f: A —
B, und auch f~': B — A ist ebenfalls bijektiv, denn es gilt

(fH"=r
Daher ist |B| = |A].

Transitivitéit: Sei |[A] = |B| und |B| = |C|. Laut Definition gibt es daher
Bijektionen f: A — B und g: B — C. Dann ist aber auch go f: A — C
eine Bijektion, denn es gilt

(gof)y™t=fTog™"
Daher ist |A| = |C].
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O
Damit ist die Gleichmé&chtigkeit ein zuléssiger Gleichheitsbegriff fiir Mengen.

2.4.4 SATZ. Sind A und A’ gleichmdchtig, und ebenso B und B', also |A| = |A|'
und |B| = |B|', so gelten auch

|Ax B] =|A" x B'|;
|A+ B| =|A"+ B|;
|A— B| =|A"— B'[;
|2 (A)] =[2(A)].

Damit ist die Gleichméchtigkeit mit den géngigen Operationen fiir Mengen
vertraglich und scheint tatséchlich ein sinnvoller Gleichtheitsbegriff fiir Men-
gen zu sein. Allerdings bezeichnet man die Mengen mit diesem Gleichheitsbe-
griff iiblicherweise als Kardinalzahlen, damit es zu keiner Verwechslung mit dem
Gleichheitbegriff fiir Teilmengen kommt, die nur dann als gleich betrachtet wer-
den, wenn sie dieselben Elemente enthalten (was aber nur dann Sinn macht,

wenn klar ist, auf welche Weise sie in einer gemeinsamen Grundmenge einge-
bettet sind; sieche Abschnitt iiber Potenzmengen).

2.4.5 DEFINITION. Eine Funktion f: A — B heif}t

1. injektiv falls fur alle z,y: A gilt

fr=fy:B = z=y:A;

2. surjektiv falls es zu jedem y: B ein z: A gibt sodaf
y=fx:B.

Man beachte, dal diese beiden Eigenschaften in einem gewissen Sinne dual
zu den beiden Eigenschaft sind, die jede Funktion erfiillen muss: die Injektivitat
ist dual zur Wohldefiniertheit (x = y : A = fa = fy : B) ist; und die
Surjektivitit ist dual zur Totalitdt von Funktionen (zu jedem x: A gibt es ein
y: B, soda} fx =y : B.

2.4.6 SATZ. Sei f: A — B. Dann gilt
1. f ist injektiv wenn es ein g: B — A gibt, sodaf$ go f =id A.
2. f ist surjektiv wenn es ein g: B — A gibt, sodaff f og=1id B.
3. f ist genau dann bijektiv wenn sie injektiv und surjektiv ist.

Man nennt daher eine injektive Funktion auch links-invertierbar und eine
surjektive Funktion auch rechts-invertierbar. Bijektive Funktionen sind hiermit
(beidseitig) invertierbar.

2.4.7 DEFINITION. Sei A eine Menge. Dann heifit A
1. endlich falls es ein n: N gibt sodafl

Al = K{0,....,n — 1}
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2. unendlich falls es eine Injektion N — A gibt (oder, wenn es zu jeder
endlichen Teilmenge ein weiteres Element gibt).

3. abzdahlbar unendlich falls
|A] = |N[;

4. in B einbettbar (|A| < |B|) falls es eine Injektion von A nach B gibt.

Statt [{0,...,n —1}| kann man auch einfach n schreiben. Weiters werden
gelegentlich verwendet: |N| = R und |R| = ¢.
2.4.8 SATZ.

1. Firn,m: N gilt
HO,...,n—=1}={0,...,m -1} < n=m;
2. Fiir endliche Mengen A, B gilt
|Ax Bl = [A]-|B|
|A+ Bl = [A] +|B],
4 B =B/
daher verwendet man auch die Notation B4 fir A — B.

3. Ist die Menge A in die unendliche Menge B einbettbar, so gilt

Bl = |[Ax B|, (falls |A| > 1),
|B| =|A+ BJ,
|B| <|A— BJ;

4. Falls B mindestens 2 verschiedene Elemente hat, dann gibt es keine Sur-
jektion von A nach A — B.

2.4.9BEISPIEL. 0 <1< ---<n=1{0,...,n—1} ={1,...,n}| =1{2,4,...,2n}| <
IN| =1Z| = Q| = 1@ x Q| = |Q"| = |Q*| = |A|. Die Mengen R, Q — B, R — R
sind dagegen nicht abzihlbar.

Weiters: [A?| = 1, sogar wenn A = @, d.h. [@?| = 1. Dagegen ist |@| = 0,
sofern |A] > 1.

Um zu sehen, dafl N — B nicht abz#hlbar ist, gehen wir folgendermaflen vor:
Sei f: N — (N — B). Dann definieren wir g: N — B durch

g9(n) = ~(f(n)(n)).

Wenn f surjektiv ist, dann gibt es ein n: N, sodal g = f(n). Dann ist aber auch
g(n) = f(n)(n), was genau der Definition von ¢ widerspicht. Es kann daher
keine Surjektion von N nach N — B geben.

2.5 Konstruktion der Zahlenmengen

Ganze Zahlen

Es gibt zwei unterschiedliche Moglichkeiten, die ganzen Zahlen auf die natiirlichen
Zahlen zuriickzufiihren.
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1. Variante

Die erste funktioniert so dhnlich wie das Geldwesen: alle Geldscheine sind zwar
positiv, konnen aber in beide Richtungen wandern (Einnahmen/Ausgaben).

2.5.1 AXIOM (Z-INTRODUKTIONSREGEL).

Ny N (2.5)
rT—y:Z

Der Ausdruck x — y ist hier rein formal zu verstehen (Konstruktor, keine
Rechnung) und bedeutet bei der obigen Interpretation: Einnahmen in der Hohe
von x Euro stehen Ausgaben in der Hohe von y Euro gegeniiber.

Diese Regel hat dieselbe Form wie die Introduktionsregel fiir das direkte Pro-
dukt. Eine ganze Zahl wird durch zwei natiirliche Zahlen dargestellt. Entspre-
chend der Tatsache, dafl hohere Einnahmen durch gleichviel hohere Ausgaben
ausgeglichen werden (den selben Gewinn ergeben), verwenden wir allerdings als
Gleichheitsbegriff nicht den fiir Paare, sondern den folgenden.

2.5.2 AXIOM. Fliir x1,y1,x2,y2: N definieren wir
T1—Y1=x2—Y2: L <= x1+ys=x2+y2:N. (2.6)

Damit wurde der Gleichheitsbegriff fiir ganze Zahlen auf den fiir die natiirlichen
Zahlen zuriickgefiihrt. Freilich mufl nachgewiesen werden, daf} dieser Gleichheits-
begriff tatséichlich eine Aquivalenzrelation ist, was aber nicht schwer ist.

Die Addition l#8t sich ebenfalls leicht auf Z definieren (wie bei einer Zusam-
menlegung von 2 Konten):

2.5.3 DEFINITION. Fiir 1 — y1: Z und x2 — yo: Z definieren wir

(1 —y1) + (22 —y2) = (z1 + 22) — (y1 + y2) : Z.

Damit wird (Z,+) nicht nur zu einer Halbgruppe oder einem Monoid (mit
0 — 0 als neutralem Element), sondern auch zu einer Gruppe, mit inversem
Element:

—(z—y)=y-=
Und mit der {iblichen Multiplikation
(m1 —nq)(me —n2) = (Mmimg — ning) — (Ming + mony) : Z

erhélt man sogar einen Ring.
Eine echte Rechnung ergibt sich, wenn man einen Kontoausgleich vornimmt:

2.5.4 SATZ. Zu jedem z: Z gibt es ein eindeutiges n: N sodafs
z=n—-0:ZV z2z=0—n:7Z.

Damit erhélt jede ganze Zahl eine kanonische Darstellung. Das hier konstru-
ierte n wird iiblicherweise mit |z| bezeichnet. Den Ausdruck 0 — n kiirzt man
iiblicherweise mit —n ab, wihrend n — 0 als +n oder, noch einfacher, als n ge-
schrieben wird. Die ganze Zahl 0 — 0 kann auf beide Arten interpretiert werden,
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daher ist —0 = 40 : Z Das Vorzeichen gibt an, welcher der Félle fiir ein z: Z
eintritt:

+1 falls z =n — 0, aber nicht z =0 — n;
sgnz =< —1 falls z=0—n, aber nicht z=n —0;

0 falls z2=n—0und 2z =0 —n.

Es gilt stets z = |z| - sgn z.

2. Variante

Die andere Art der Konstruktion der ganzen Zahlen aus den natiirlichen geht
von der zuletzt erwdhnten Notation aus und verwendet eine Vorgangsweise wie
bei der direkten Summe:
2.5.5 AXIOM (Z-INTRODUKTIONSREGELN).
n: N : N
71 ”
+n: Z —n:Z

Die Gleichheit wird dann &hnlich wie bei der direkten Summe festgelegt

+7

+m=+4n:7Z < m=n:N
-m=-n:2Z <= m=n:N

aber
+m=-n:Z < m=0=n:N.
(im Gegensatz zu Leftx = Righty : A+ B < 1).

Die iiblichen Operationen lassen sich dann durch Fallunterscheidung (either)
definieren. Dabei ist zu beachten, dafi fiir f, g: N — C die Konstruktion either f g
nur dann eine Funktion Z — C' ergibt, wenn f(0) = ¢(0). Beispiel:

|.| = eitherid id,
wobei id: N — N die identische Funktion bezeichnet. Oder, ausgeschrieben:
[+n] =n: N,
|-n| =n:N,
fir alle n: N.
Ahnlich ergibt sich die Negation
(=) =either(=)(+):Z x Z

Dabei bezeichnet das (—) auf der linken Seite die uniire Operation, wihrend die
Zeichen rechts die Konstruktoren bezeichnen. Ausgeschrieben wird es ein wenig
deutlicher:

—(4+n)=-n:7Z
—(—n)=+n:7Z
Bei der Addition hat man vier Fille zu unterscheiden. Die bindre Subtraktion
ergibt sich dann als a — b =a + (=b) : Z.
Der Minusoperator ist hier schon ziemlich iiberladen. Er hat mehrere Be-

deutungen, abhéingig von den Datentypen der Objekte, auf die er angewandt
wird:
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N — N — Z: bindrer Konstruktor, gemé&f 1. Konstruktionsmethode;

):
): Z — Z: unidre Operation;
): Z — Z — Z: bindre Operation;

(—
(—
(—
(=): N — Z: undre Funktion bzw. Konstruktor nach der zweiten Kon-

struktionsmethode.

Die Uberladung ist hier kein Problem, weil sie mit der natiirlichen Einbettung
der von N in Z stets kompatibel ist.

Rationale Zahlen

Die Konstruktion der rationalen Zahlen aus den ganzen erfolgt fast genauso
wie die der ganzen aus den natiirlichen (erste Variante). Der einzige wesentliche
Unterschied besteht darin, dafl 0 nicht als Nenner auftreten darf.

2.5.6 AXIOM (Q-INTRODUKTIONSREGEL).

p: 7 q:7Z q#0:7Z
27

QI (2.7)

ISl k]

Die Gleichheit wird dann genau analog definiert.

2.5.7 DEFINITION. Fiir 2: Q und 2—3: Q definieren wir

q1

B_P.Q = pe=pauZ
0 q2
Die Definition der Multiplikation entspricht dann exakt der Definition der
Addition fiir ganze Zahlen, wihrend fiir die Addition die etwas kompliziertere
Version mit dem gemeinsamen Nenner erforderlich ist.
Dem Kontoausgleich bei den ganzen Zahlen entspricht bei den rationalen
Zahlen das Kiirzen. Entsprechend erhélt man fiir jede rationale Zahl durch
Kiirzen eine kanonische Form,

2.5.8 SATZ. Zu jeder rationalen Zahl r: Q gibt es genau ein Paar von ganzen
Zahlen p,q: Z sodaf

r= g :Q q>0 D, q sind teilerfremd.

Auch eine der 2. Konstruktionsmethode fiir ganze Zahlen entsprechende Va-
riante gibt es hier: dabei rechnet man ausschliellich mit gekiirzten Briichen.

Ahnlich wie das Minuszeichen bei den ganzen Zahlen, ist hier der Bruchstrich
iiberladen: Als Z — Z — Q ist er ein Konstruktor, als Q — Q — Q ist er eine
binédre Operation (Doppelbruch).

Die rationalen Zahlen sind das Standardbeispiel fiir einen Korper; d.h. alle
vier Grundrechnungsarten kénnen wie gewohnt ausgefiihrt werden.
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Irrationale Zahlen

Schon seit der Antike ist bekannt: es 148t sich kein : Q finden, sodafl 2 = 2, was
geometrisch bedeutet, daf sich kein Zahlenverhé&ltnis gibt, welches die Diagonale
eines Quadrats mit dessen Seitenldnge in Verbindung bringt. Dies ist leicht zu
erkennen. Sei etwa r = %, dann ist 72 = 2 gleichbedeutend zu p? = 2¢?, ¢ # 0.
Die hochste Zweierpotenz, welche p? teilt, ist gerade; dasselbe gilt fiir ¢2, weshalb
sie fiir 2¢% ungerade sein muf}. Weil aber 2¢% = p? ist, folgt eine Widerspruch.

Man kann das Problem 16sen, indem man /2 als weitere (irrationale) Zahl
zuléBt, unter Fortfithrung der {iblichen Rechengesetze, was durchaus moglich
ist. Allerdings fehlen dann immer noch die Zahlen v/3, ¥/2. Man kann auch als
Zahlen alle Losungen von Gleichungen beliebig hohen Grades mit rationalen Ko-
effizienten zulassen. Die Gesamtheit aller Losungung solcher Gleichungen bildet
den Korper A der algebraischen Zahlen. Auch in diesem kénnen alle Grund-
rechnungsarten durchgefithrt werden, allerdings nur mit groflem Aufwand. Aber
selbst unter diesen gibt es z. B. keine Zahl, welche das Verhéltnis des Umfangs
eines Kreises zu dessen Diagonale beschreibt. D.h., 7 ist keine algebraische Zahl,
sondern transzendent (konkret: a,m™ + ...+ ag = 0 ist nur moglich, wenn alle
Koeffizienten a; = 0). Dasselbe gilt fiir die Eulersche Zahl e und viele weitere
Zahlen, welche bei der Bildung von Grenzwerten auftreten. Es gibt also immer
noch , Liicken* auf der Zahlengeraden.

Reelle Zahlen

Alle Liicken auf der Zahlengeraden lassen sich schliefen, wenn man die Liicken
selbst als Zahlen auffafit. Dies fithrt zur Konstruktion der reellen Zahlen R.
Auf die Details sei hier verzichtet. Wesentlich ist, dafl man jede reelle Zahl mit
rationalen Zahlen beliebig genau approximieren kann. D.h.: Sei z: R; dann gibt
es zu jedem € > 0 ein ¢: Q, sodafl

v —q|<e

Ist etwa ¢ = 1075, so hat man eine Approximation auf 5 Nachkomma-Dezimalstellen.
Es bietet sich daher an, reelle Zahlen als Folge immer besser werdender Appro-
ximationen darzustellen. Auf diese Weise entsteht erneut ein Koérper, d.h. auch
innerhalb der reellen Zahlen kénnen alle Grundrechnungsarten uneingeschrankt
und mit den gewohnten Rechengesetzen ausgefithrt werden. Ebenso die diversen
Grenzwertiibergénge, die in der Infinitesimalrechnung unerléfllich sind. Freilich
mufl man sich diesen Fortschritt teuer erkaufen: fiir reelle Zahlen ist die Gleich-
heit unentscheidbar, d.h. es gibt kein allgemeines Verfahren, welche von zwei
reellen Zahlen feststellt, ob sie gleich sind oder nicht; oder: die Aussage

r=y:R4+z#y:R

ist ohne Prinzip des ausgeschlossenen Dritten nicht mehr allgemeingiiltig (d.h.
die Gleichheit von reellen Zahlen ist nicht entscheidbar), und das exakte Rechnen
mit reellen Zahlen ist sehr rechenaufwendig (aber nicht unméglich!!!). Compu-
ter verwenden daher heutzutage immer noch Gleitkommazahlen (floating point)
statt denn echten reellen Zahlen. Diese bestehen nur aus einer einzigen Appro-
ximation (etwa auf 15 Stellen). Auf diese Weise kann schnell gerechnet wer-
den. Allerdings konnen sich die Rundungsfehler sehr iibel auswirken, was zu
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bosen Uberraschungen fithren kann. Insbesondere erfiillen die Gleitkommazah-
len nicht die iiblichen Rechengesetze, vor allem nicht das Assoziativgesetz. Die
Nicht-Entscheidbarkeit der Gleichheit fiir reelle Zahlen wirkt sich so aus, dafl
Gleitkommazahlen, die sehr nahe beisammen liegen (innerhalb des Rundungs-
fehlers, mit dem zu rechnen ist), iiberhaupt nicht verglichen werden kénnen
(bzw. diirften). Jeder Test der Form = = y fiir Gleitkommazahlen ist sinnlos;
stattdessen ist stets festzustellen, ob |z —y| < &, was bedeutet, daB = und y
gleich sein kénnten (wobei e dem zu erwartenden Rundungsfehler entspricht).
Um die Gleichheit definitiv feststellen zu kénnen, miiBten unendlich viele Stellen
verglichen werden.

2.6 Kombinatorik

Permutationen

2.6.1 DEFINITION. Sei L eine Liste der Lénge n, deren Elemente alle verschieden
sind. Eine Liste die daraus durch Umordnen der Elemente entsteht, heif3t eine
Permutation von L. Die Anzahl aller moglichen Permutationen von L hingt nur
von n ab (nicht von den konkreten Elementen in der Liste). Sie heifit Fakultdit
von n und wird meist mit n! bezeichnet.

In der leeren Liste kann nicht viel umgeordnet werden: es gibt genau eine
Permutation davon. Von einer Liste mit n + 1 Elementen bilden wir zuerst alle
Permutationen der ersten n Elemente. Fiir das letzte Element bleiben dann
genau n + 1 Stellen, an denen es eingefiigt werden kann. Damit erhalten wir die
Beziehungen

ol'=1,
m+1)=(Mm+1)- nl

welche als rekursive Definition verwendet werden kénnen.

Kombinationen

2.6.2 DEFINITION. Sei A eine Menge mit n Elementen. Die Anzahl der k-
elementigen Teilmengen (Kombinationen) von A hingt nur von n ab (nicht von
A), heiBt Binomialkoeffizient und wird meist mit (Z) bezeichnet.

Jede Menge hat genau eine 0-elementige Teilmenge. Die leere Menge hat
sonst keine Teilmenge. Sei nun eine Menge mit n + 1 Elementen gegeben. Wir
zdhlen zuerst die (k+1)-elementigen Teilmengen, welche das letzte Element nicht
enthalten; dies sind (,%,). Dann ziihlen wir die (k4 1)-elementigen Teilmengen,
welche das letzte Element sehr wohl enthalten. Diese entsprechen genau den
k-elementigen Teilmengen, welche das letzte Element nicht enthalten. Daraus

ergibt sich

@:1 (kL):o (Zi)%kil%@

2.6.3 SATZ. Seien n, k: N mit 0 < k <n. Dann gilt
n\ n!
k) El(n —k)!
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Beweis. Induktion nach n. O

2.6.4 THEOREM (BINOMISCHER LEHRSATZ). Sein: N und a,b aus irgendeiner
Menge, in der die iblichen Rechenregeln fir + und * gelten. Dann gilt

(a+b)" = zn: (Z) akph

=0

Beweis. Induktion nach n. O
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Kapitel 3

Rekursion

3.1 Natiirliche Zahlen

Konstruktoren

Eine grundlegende Eigenschaft der natirlichen Zahlen ist, dafl es zu jeder natiirlichen
Zahl eine weitere (grofiere) gibt, deren Nachfolger. Ebenso grundlegend ist, daf
es iiberhaupt eine natiirliche Zahl gibt, etwa die Null. Das bedeutet:

Um eine natiirliche Zahl zu konstruieren, kann man sie entweder als Nach-
folger einer bereits konstruierten natiirlichen Zahl konstruieren, oder man kon-
struiert die spezielle natiirliche Zahl 0. Dies 148t sich formal durch die folgenden
Einfiihrungsregeln beschreiben.

3.1.1 AxioM.

NI, — _NZ,
Sk:N 7 0:N
So wie bei der Disjunktion bzw. direkten Summe gibt es zwei Einfithrungsregeln
und entsprechend die zwei Konstruktoren 0 und S.

Peano-Induktion

Eine weitere grundlegende Eigenschaft der natiirlichen Zahlen ist, daf§ man mit
den oben eingefithrten Konstruktionsmethoden alle natiirlichen Zahlen konstru-
ieren kann. Dies 148t sich wieder durch eine entsprechende Eliminationsregel
beschreiben, allerdings, so wie bei der Disjunktion, in einer etwas komplizierte-
ren Form mit Fallunterscheidung. Dazu sei A[n] irgendeine Ausage, in der die
natiirliche Zahl n vorkommen kann. Um zu zeigen, daf sie fiir jedes beliebige
n: N gilt, kann man folgendermaflen vorgehen: Wir zeigen, dafl, wenn die Aus-
sage A[k] fur irgendein k: N gilt, dann gilt sie auch fiir dessen Nachfolger, d.h.
es muf} dann auch A[Sk] gelten. AuBerdem zeigen wir A[0]. Damit haben wir
die Aussage fiir jedes n gezeigt, welches geméifl Einfiihrungsregeln konstruiert
wurde. Wenn es keine weiteren Moglichkeiten geben soll, natiirliche Zahlen zu
konstruieren, dann ist damit tatséchlich A[n] fiir alle n bewiesen.
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3.1.2 AxioM (PEANO-INDUKTION).

/\A — A[SK]  A[0]

/\An]

Die erste Voraussetzung heiflt Induktionsschlufs, die zweite Induktionsanfang.

Man kann das Induktionsprinzip auch folgendermaflen begriinden: Wenn
A[n] fiir alle n: N gezeigt werden sollte, und wenn es aufler 0, .50, 550, 5550, 55550, .
keine weiteren natiirlichen Zahlen gibt, dann reicht es, jede der Aussagen A[0],
A[S0], A[SS0], A[SSS0], A[SSSS0], usw beweisen. Haben wir aber A[0] bereits
bewiesen, so kann man diese Tatsache im Beweis von A[S0] ausnutzen, d.h. man
muf nur noch zeigen, dafl man A[S0] aus A[0] herleiten kann. Ebenso kann man
dann beim Beweis von A[SS0] verwenden, daf man bereits A[S0] gezeigt hat.
Wir gehen also folgendermaflen vor:

NE

A[0] A[S0] A[SS0] A[SSS0]

Al0] A[So] A[éso] A[séso} A[Sésso]

Dabei sind immer noch unendlich viele Beweise zu fithren. Diese sind aber alles
spezielle Fille des Induktionsschlusses.

Selektoren

Wir fiihren eine Bezeichnung fiir den Beweis der Konklusion in der Eliminati-
onsregel ein.

3.1.3 DEFINITION.
o: \(Ak] = A[SK])  a: A[0]

k: N
NE
recQ: /\ Aln]

n: N

Das ¢ ordnet jedem k: N und jedem x: A[k] ein ¢ (x): A[Sk] zu. Der erste
Parameter wird der Ubersichtlichkeit halber als Index geschrieben. Man kann
das auch als ¢y : A[k] = A[Sk] lesen.

Gleichheit

Wie bei den allgemeinen Konstruktionen fiir Mengen, ergénzen wir auch hier
die Regeln um den Gleichheitsbegriff.

3.1.4 AxioM (N=-ELIMINATION).

p=1: H k] — A[SK])  a=b: A0

NE=
recpa=recya: H Aln]
n: N
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Dies bedeutet insbesondere, daf$ der bindre Operator
rec: [ [ (A[k] — A[SK]) H Aln
k: N
wohldefiniert ist.

Durch verschiedenartige Anwendung dieser Regeln ergeben sich wieder die
zugehorigen (- und n-Regeln:

3.1.5 AxXIioM.

k] — A[S a: A n:
p: H [Sk]) [0] N a: Al

recpa0=a: A[0]

Nfs

recpa (Sn) = p,(recpan) : A[Sn] Nbo

3.1.6 SATZ. Sei f =recya, mit Datentypen wie oben. Dann gilt
f(O) =a,
f(5n) = @n(f(n)),

und f ist die einzige Funktion diese beiden Gleichungen erfillt.

Beweis. Wir setzen die Definition ein und vereinfachen mit §-Regeln:

f(0) =recpal (Vorraussetzung)
=a (Nfo);

f(Sn) =recpa(Sn) (Vorraussetzung)
= pp(recpan) (NGs)
= on(f(n)) (Voraussetzung).

Damit ist der erste Teil bewiesen.

Um die Eindeutigkeit zu zeigen, sei f irgendeine Funktion, welche diese Glei-
chungen erfiillt. Dazu zeigen wir, da8 f = rec p a. Gemifl Extensionalitéit heifit
das, daf§ wir fiir jedes n: N zu zeigen haben: f(n) = recan. Dies erledigen wir
mit Induktion nach n.

Induktionsanfang: zu zeigen ist: f(0) = rec¢ a0, was sofort folgt.

Induktionsschritt: Wir nehmen an, da8 f(n) = rec p an, und haben zu zei-
gen: f(Sn) =recpa (Sn). Auch dieser Schritt besteht in einfachem Nachrechen:

f(Sn) = en(f(n)) (Annahme)
= pn(recpan) (Induktionshypothese)
=recypa (Sn) (NZgs).

O

Der erste Parameter des Rekursionsoperators (¢) hat einen abhingigen Da-
tentyp: Der Typ von ¢y hidngt von k ab. So wichtig diese Form beim Beweisen
mit Induktion ist, so wenig unterstiitzen heutige Programmiersprachen diesen
Datentyp. Fiir den Fall, dal in der Aussage A gar kein k vorkommt, erhalten
wir eine deutlich einfachere Variante der Rekursion, insbesondere wenn wir uns
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auch noch auf den Fall beschridnken, daf§ auch ¢ nicht von k abhéngt. Dann
kann man den Rekursionsoperator auch als

rec: ( A—-A) - A—-N—-A

betrachten. Die - und n-Regeln lauten dann:

p:A— A a: A n: N a: A

N ﬁs N/BO

recpa(Sn) = p(recpan): A recpal=a:A
n: N
recSO0n=mn: NN77

Intuitiv bedeutet rec ¢ an damit einfach, dafy die Funktion ¢ auf a n-mal ange-
wendet wird, d.h.

recoan = o(...o(p(a))...)
n-mal

Mit dieser Betrachtungsweise ist auch die allgemeinere Variante besser zu ver-
stehen:

recpan = @n—1(-..p1(po(a))...)
Vorganger
3.1.7 LEMMA. Fiir alle m,n: N gilt
Sm=5Sn = m=n.

Beweis. Wir definieren die Vorginger-Funktion (Predecessor). Sie sollte die
Gleichungen

P(Sn)=n
P 0O =0
erfiillen. Tatséchlich 1483t sich eine solche Funktion darstellen als
P =rec(n+— x+—n)0.

Wir nehmen nun Sm = Sn an und wenden auf beide Seiten P an. Damit haben
wir P(Sm) = P(Sn) hergeleitet. Wegen P(Sm) = m und P(Sn) = n erhalten
wir daher m = n, womit die Behauptung Sm = Sn = m = n bewiesen
ist. O

3.1.8 SATZ. Fiir alle m: N gilt
0=5Sm = 0=250.

Beweis. Wir beweisen mit Induktion nach m.

Induktionsanfang: Zu zeigen ist: 0 = S0 = 0 = S0, was trivialerweise
erfiillt ist.

Induktionshypothese: 0 = Sm = 0 = S0. Zu zeigen: 0 = S(Sm) =
0 = 50.
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Wir nehmen also 0 = S(Sm) an und haben 0 = S0 zu zeigen. Dazu wen-
den wir die Vorgédnger-Funktion P auf beide Seiten der Voraussetzung an, und
erhalten

PO = P(S(Sm)).

Da PO = 0 und P(S(Sm)) = Sm ist, erhalten wir somit 0 = Sm, was gerade
die Voraussetzung in der Induktionshypothese ist. Daher gilt auch 0 = S0. O

Notation: Wir verwenden die Abkiirzung 1 := SO0.

3.1.9 SATZ. Fiir alle m,n: N gilt
m=nV(im=n = 0=1).

Beweis. Wir fiithren eine Induktion nach m.

Induktionsanfang: Wir haben zu zeigen: 0 =n Vv (0 =n = 0 = 1). Dies
wird im Lemma 3.1.10 unten gezeigt.

Induktionshypothese: m =nV(m=n = 0=1)

Zu zeigen: Sm=nV (Sm=n = 0=1).

Wir zeigen wieder mit Induktion, diesmal nach n: Induktionsanfang: Zu zei-
gen: Sm =0V (Sm =0 = 0=1). Der zweite Teil dieser Aussage wurde im
Satz 3.1.8 gezeigt.

Induktionshypothese: Sm=nV (Sm=n = 0=1).

Zu zeigen: Sm = SnV (Sm=5Sn = 0=1).

Die neue Induktionshypothese brauchen wir nicht, wohl aber die vorige. Da
diese eine Disjunktion ist, gehen wir mit Fallunterscheidung vor.

Fall m = n: Dann ist auch Sm = Sn, und damit der erste Teil der Behaup-
tung bewiesen.

Fall m = n = 0 = 1: Dann versuchen wir den zweiten Teil zu beweisen.
Da dieser eine Implikation ist, nehmen wir Sm = Sn an und versuchen damit
0 = 1 herzuleiten. Wir wenden beiderseits die Vorgidnger-Funktion an P(Sm) =
P(Sn), woraus sich durch deren Definition m = n ergibt, und die Voraussetzung
fiir diesen Fall angewandt werden kann. O

3.1.10 LEMMA. Sein: N; dann gilt
0=nv(0=n = 0=1).

Beweis. Induktion nach n.
Induktionsanfang:
Zu zeigen: 0=0V (0=0 = 0=1).
Offensichtlich gilt der linke Teil.
Induktionshypothese: m =0V (m=0 = 0=1)
Zu zeigen: Sm=0V (Sm=0 = 0=1).
Wegen Satz 3.1.8 gilt der rechte Teil. (Die Induktionshypothese wurde nicht
gebraucht.) O

3.1.11 SATz. Seien P,Q: Q) beliebige Aussagen. Dann gilt

0=1 = (P < Q)
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Beweis. Wenn 0 = 1, so gilt wegen der Wohldefiniertheit von rec auch
recoPO=recpP1l:Q,

wobei ¢: 0 — Q eine konstante Funktion ist: ¢(R) = @. Da aber recp PO =
P:QundrecpPl=@Q:Qist, mul auch P =Q : Q sein, dh. P <— Q. O

Addition

Mittels Rekursion kann man Funktionen auf den natiirlichen Zahlen definieren.
Die einfachste ist rec S. Dies ist eine Funktion in zwei Variablen. Bei rec Smn
wird von n ausgehend m mal der Nachfolger gebildet, was offensichtlich der
Summe von m und n entspricht. Die §-Reduktionen Regeln ergeben damit

recSm0 =n,
recSm (Sn) = S(recSmn).

Dies 148t sich leichter lesen, wenn statt rec S der binédre Operator (+) verwendet
wird:

m+ 0 =n,
m+ Sn = S(m+n).

3.1.12 DEFINITION. Die lineare Ordnung fiir natiirliche Zahlen m,n: N wird
festgelegt durch

m<n < \/m+p:n.
p: N

3.1.13 SaTz. Die lineare Ordung < auf den natirlichen Zahlen ist eine Or-
dungsrelation.

3.1.14 SaTz. Seien a,b,c: N; dann gilt
a<b = a+c<b+c
3.1.15 SaTz. Fira,b: N gilt

0<b
—(Sa <0)
Sa<Sb < a<b

3.1.16 SATZ. Fir alle a,b: N gilt
a<bV-(a<d)
3.1.17 Sarz. Fiir alle a,b: N gilt

a<bVvb<a
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3.2 Teilbarkeit

3.2.1 DEFINITION. Eine Zahl d: Z heif3t ein Teiler von n: Z wenn es ein q: Z
gibt sodafl n = gd. Man sagt dann auch d teilt n, und schreibt d | n. Es gilt also

d|n < \/nzqd. (3.1)
q: 7
Man beachte die Analogie zur Definition von m < n.
3.2.2 SATZ. Teilbarkeit ist transitiv, d.h. fir alle a,b,c: Z gilt
al|bAb|lec = alc

Beweis. Seien a | bund b | c. GeméB der Definition der Teilbarkeit gibt es daher
x,y: Z, sodal b = z - a und ¢ = y - b. Einsetzen der ersten Gleichheit in die
zweite ergibt damit ¢ = y- (z - a) = (y - ) - a (Assoziativgesetz), was wieder
genau er Definition von a | ¢ entspricht. O

3.2.3 SATz. Seinen d,n,m,z: Z und d | n, d | m. Dann gelten auch d | n+ m,
d|n—m, und d| zn.

3.2.4 BEMERKUNG. Die Teilbarkeitsrelation in Z ist nicht definit: fiir jede ganze
Zahl a: Z gelten zwar a | (—a) und (—a) | a, aber nicht a = —a (aufler wenn
a=0).

3.2.5 SATZ. Seine a,b: Z; dann gilt
albAb|la <= lal =|b|.

Eigentlich kann man sich bei der Teilbarkeit auf die von positiven Zahlen
beschrénken, den es gilt:

3.2.6 SATZ. Seien a,b: Z. Dann gilt

alb < |a| |||

Schriankt man die Teilbarkeit auf die natiirlichen Zahlen ein, so erhélt man
tatséchlich eine Ordungsrelation.

3.2.7 BEMERKUNG. Teilbarkeit fiir natiirliche Zahlen m, n: N wird am natiirlichsten
als

d|n < \/nzq-d. (3.2)
q: N

Identifiziert man aber m,n: N mit den ganzen Zahlen m,n: Z, erhélt man je-
doch aus der Definition der Teilbarkeit fiir ganze Zahlen

d|n <= \/n:q-d,
q: 7

was ein wenig anders aussieht (man beachte, daf§ hier ¢: Z statt ¢: N). Erst wenn
nachgewiesen ist, dafl beide Definition iibereinstimmen (was in diesem Fall leicht
ist) kann man natiirliche Zahlen auch im Zusammenhang mit Teilbarkeit in der
iiblichen Weise mit ganzen Zahlen identifizieren.
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3.2.8 DEFINITION. Man nennt d einen gemeinsamen Teiler von a,b: Z, wenn
d|nund d|m gilt.

3.2.9 BEMERKUNG. Man beachte: Jede Zahl teilt 0, denn es gilt stets 0 = x -0,
woraus unmittelbar z | 0 folgt. Es gilt sogar 0 | 0. Andere Zahlen teilt 0 jedoch
nicht, denn 0 | a bedeutet ja gerade dafl a = z - 0, woraus aber a = 0 folgt.

0 ist damit die grofite Zahl, wenn diese nach Teilbarkeit geordnet werden.
Die Zahl 1 dagegen teilt jede andere Zahl, und ist damit die kleinste.

3.2.10 SATz. Istd ein gemeinsamer Teiler von m und n, undt ein Teiler von d,
dann ist auch t ein gemeinsamer Teiler von m und n.

Beweis. Geméfl Voraussetzung gibt es Zahlen a, b, ¢: Z, sodafl
m = adn = bdd = ct;
einfaches Einsetzen ergibt dann mit der Assoziativitéit
m = (ac)tn = (be)t,
womit die Behauptung unmittelbar folgt. O

3.2.11 DEFINITION. Ein gemeinsamer Teiler d von a und b heifit ein grifster
gemeinsamer Teiler, wenn jeder andere gemeinsame Teiler ¢ von a und b bereits
ein Teiler von d ist.

Man beachte, daB sich das gréBer in dieser Definition auf die Teilbarkeitsre-
lation bezieht, und vorerst nichts mit der normalen linearen Groéflerrelation zu
tun hat. Es ist damit auch nicht von vorneherein klar, ob es iiberhaupt grofite
gemeinsame Teiler gibt, und ob diese eindeutig bestimmt sind. Letzteres ist aber
einfach:

3.2.12 SATzZ. Seien a,b: Z. Zwei grofite gemeinsame Teiler von a und b stim-
men bis auf das Vorzeichen tiberein.

Als den grofiten gemeinsamen Teiler bezeichnet man dann meistens die po-
sitive Variante.
Manchmal ist der gréfite gemeinsame Teiler leicht zu bestimmen.

3.2.13 SATZ. Ist d ein Teiler von a, so ist d ein grofiter gemeinsamer Teiler
von d und a.

Beweis. Weil d | d (Teilbarkeit ist reflexiv) ist d klarerweise ein gemeinsamer
Tiler von d und a. Ist nun ¢ ein weiterer gemeinsamer Teiler von d und a, dann
ist insbesondere ¢ ein Teiler von d, weshalb d tatsdchlich ein grofiter gemeinsame
Teiler ist. u

3.2.14 LEMMA. Seien m,n: Z und m = qn +r, mit q,r: Z. Dann ist ein d: 7
genau dann ein gemeinsamer Teiler von von m und n wenn d ein gemeinsamer
Teiler von n und r ist.

Beweis. Wir nehmen an, dal d | m und d | n, und zeigen damit daf d | n und
d | r. Der erste Teil steht schon in der Voraussetzung. Wegen r = m — gn, und
weil d | m und d | n | gn, gilt wegen Satz 3.2.3 auch d | r.

Die Umkehrung funktioniert ganz dhnlich. [l
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3.2.15 THEOREM (EUCLIDISCHER ALGORITHMUS). Seien m,n: Z. Dann gibt
es genau einen (bis auf das Vorzeichen) grifiten gemeinsamen Teiler d: N. Fer-
ner gibt es ganzzahlige Koeffizienten x,y: Z sodafs

d=axm+ yn.

Beweis. Wir beweisen mit Induktion nach |n|.

Ist n = 0, so ist m ein grofiter gemeinsamer Teiler von m und n. Wegen
d =m = 1m + On sind auch geeignete Koeffizienten leicht gefunden.

Ist |n| > 0, dann gibt es Zahlen ¢,r mit m = gn +r und 0 < r < |n|. Laut
Induktionsvoraussetzung haben n und r einen gréfiten gemeinsamen Teiler d,
und dieser 1a8t sich als d = axn + yr darstellen, mit passenden Koeffizienten
x,y: Z. Wegen Lemma 3.2.14 ist aber d auch ein grofiter gemeinsamer Teiler
von m und n. Weiters gilt d = zn 4+ yr = zn + y(m — gn) = ym + (z — yq)n.
Damit sind auch fiir n und m passende Koeffizienten gefunden. O

Dieser Beweis liefert ein einfaches und trotzdem recht effizientes Verfahren,
um den gréfiten gemeinsamen Teiler, und auch passende Koeffizienten zu finden.
Die einfachere Variante berechnet nur den ggT:

gedm 0 = m;

gcdmn =gednr wobeim=qgn+r, 0 <r <|n|.
Die erweiterte Variante berechnet gleichzeitig auch passende Koeffizienten:
xgedm 0 = m;
xgedmn = (d,y,x —yq) wobeim=gn+r,0<r < |n|
und (d,z,y) = xgednr.
3.2.16 BEMERKUNG. Die Einschrankung fiir r bei diesem Algorithmus ist nicht

die einzig mogliche. Eine sinnvolle Alternative ist es zum Beispiel, den be-
tragsméBig kleinsten Rest zu verwenden, d.h. r < |Z|.

3.2.17 SATz. Sei m: N. Dann gibt es zu jedem e: Z mit gcdme = 1 einen
Kehrwert modulo m, d.h. ein d: Z, sodaf$ de =1 (mod m).

Beweis. Mit dem Euklidischen Algorithmus (3.2.15, erweiterte Version) erhalten
wir ganzzahlige Koeflizienten z,y sodafl 1 = xm + yn gilt, was unmittelbar
1 =yn (mod m) zur Folge hat. Der Koeffizient y ist also eine geignete Wahl fiir
das geforderte d. |

3.3 Modulare Arithmetik

3.3.1 DEFINITION. Sei m: N; dann heiflen ganze Zahlen a,b: Z kongruent mo-
dulo m (Schreibweise: a =, b) falls m ein Teiler von deren Differenz a — b
ist.

Neben der erwihnten sind noch die Schreibweisen: a = b (mod m), oft auch
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abgekiirzt zu a = b (m), und auch a = b (mod m) bzw a = b (m) iiblich. Also:

m|(a—b) < a=,b

a=b (modm)
a=b (m)
a=>b (modm)
a=b (m).

Wenn das m aus dem Zusammenhang klar ist, schreibt man oft auch nur a = b
oder sogar a = b.

Es ist ist leicht nachzurechnen, dafl die Kongruenz modulo m stets eine
Aquivalenzrelation ist. Man kann also den Gleichheitsbegriff auf Z durch die
Kongruenz modulo m ersetzen.

3.3.2 DEFINITION. Sei m: N. Dann bezeichnet Z,, = Z/ =,, die Menge der
Restklassen modulo m.

Damit erhalten wir eine weitere Notation fiir a =,,, b, ndmlich: a = b : Z,,.

3.3.3 Satz. Die Kongruenz modulo m ist mit der Addition, der Subtraktion
und der Multiplikation vertrdglich, d.h. sind a =, b und ¢ =,,, d, so gelten auch

at+c=,b+d a—c=,b—d a-c=,b-d

Dieser Satz garantiert, dafl diese drei Grundrechnungsarten auch fiir Rest-
klassen wohldefiniert sind. Man beachte, daf} dies fiir die Division nicht funk-
tioniert: z.B.: 40 =5 30 und 10 =5 15, aber es gilt nicht 40/10 =5 30/15. Dafiir
kann man auch Potenzieren (mit ganzzahligen Exponenten):

3.3.4 SATZ. Seim:7Z,a="0b:Zy, n: N; dann gilt
a=b": 7,

Somit kann man modulo m ganz normal rechnen, falls keine Divisionen dabei
sind.

3.3.5 SAatz. Sei m: N und a: Z,,. Dann gibt es genau dann ein b: Z,, mit
ab=1:Zy, falls ggT(a,m) = 1.

Beweis. Gilt ggT'(a,m) = 1, so liefert der erweiterte Euklidische Algorithmus
Losungen z,y: Z, sodafl ax + my = 1. Diese Gleichung gilt natiirlich auch
modulo m, und vereinfacht sich in diesem Fall zu ax = 1 : Z,,, womit jedes
b=z : Z,, eine passende Losung ist.

Fiir die Umkehrung sei ab = 1 : Z,,. Das heif3it aber, daf es ein y gibt, sodafl
ab—1 =my, bzw ab — my = 1. Jeder gemeinsame eiler von a und m ist damit
auch ein Teiler von 1, d.h. g¢gT(a,m) = 1. O

3.3.6 SATZ. Die Berechnung von a™: Zy, ist durch sukzessives Quadrieren (und
sofortiges Reduzierem modulo m) effizient maglich.

Beweis. Wir verwenden die Gleichungen;
a’ =1;

2n n\2.

a = (a")%;

a2n+1 _ a(an)2.
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Fiir ganze Zahlen bringt das nichts, weil sie bei jedem Quadrieren doppelt so lan-
ge werden. Wenn wir aber in jedem Schritt modulo m reduzieren kénnen, bleiben
alle Zwischenergebnisse durch m beschrinkt. Ist etwa n in der Groenordung
von 21990 (also etwa 300 Dezimalstellen), so mufl man damit nur etwa 1000 mal
Quadrieren und etwa ebensooft multiplizieren. Mit dem normalen Verfahren
wiirde man dagegen 2'°% ~ 103%° Multiplikationen benétigen, was selbst mit
Computern in astronomischer Gréfle unmdoglich wére. O

3.4 Primzahlen

3.4.1 DEFINITION. Ein natiirliche Zahl n > 1 heifit Primzahl wenn sie keine
echten Teiler hat (alsonur 1 und n selbst. 1 ist per Definition keine Primzahl.

3.4.2 LEMMA. Fine natiirliche Zahl p > 1 ist genau dann eine Primzahl, wenn
gilt:

/\ (plnm = p|nVvp|m).

n,m: N

Ein bekanntes Verfahren zur Bestimmung aller Primzahlen ist das Sieb des
Eratosthenes: Man schreibt alle natiirlichen Zahlen ab 2 in einer Liste an.
(Freilich ist die Liste eigentlich unendlich lange, aber man kann ja nach Bedarf
weiterschreiben.) Die erste Zahl (also 2 wird als Primzahl gekennzeichnet und all
ihre nicht-trivialen Vielfachen werden aus der Liste gestrichen (denn diese sind
keine Primzahlen). Die néchste (noch nicht gestrichene Zahl ist 3. Auch diese
wird als Primzahl gekennzeichnet und ihre Vielfachen gestrichen. Die néchste
Zahl nicht gestrichene Zahl ist daher 5, welche ebenfalls als Primzahl gekenn-
zeichnet wird, und deren Vielfache gestrichen werden. Auf diese Weise fihrt man
unendlich lange fort und findet weiters die Primzahlen 7,11,13,17,19,23,....

Man beachte: dieses Verfahren lduft unendlich lange. Dies ist aber kein Pro-
blem, da dennoch jede einzelne Primzahl nach endlicher Zeit gefunden wird.

Um zu Testen, ob eine Zahl n prim ist, kann man nachsehen, ob sie in
der vom Sieb des Eratosthenes erzeugten Liste aufscheint (nie gestrichen wird).
Oder man testet alle Zahlen bis zu ca y/n, ob sie n teilen (wenn nicht, ist n
eine Primzahl). Beide Verfahren sind fiir grofe Zahlen (z.B. 300-stellige Zahlen)
allerdings nicht brauchbar. In der Praxis verwendet man probabilistische Tests,
welche bedeutend schneller sind, und fiir die ausreichend zuverlissig arbeiten
(siehe unten).

3.4.3 THEOREM (HAUPTSATZ DER ARITHMETIK). Jede natirliche Zahl n hat
eine eindeutige Zerleqgung in Primfaktoren

_ k1 Km
n—pl oo P

wobei alle p; Primzahlen sind, mit p; < pi+1, und k; > 1.

Leider ist das Auffinden von Primfaktor-Zerlegungen fiir grofle Zahlen ist im
allgemeinen noch schwieriger als ein Primzahltest, und es gibt auch kein probabi-
listisches Verfahren. ,, Leider sollte man hier allerdings nicht sagen, denn gerade
diese Tatsache, daf sich fiir groe Zahlen die Primzahlzerlegung praktisch nicht
bestimmen [48t, ist die Grundlage der gingigsten Verfahren zur Verschliisselung
von Daten (siehe unten) und daher von grofiter Bedeutung in der Praxis.
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3.4.4 SATZ. Seien p,q verschiedene Primzahlen, und fir x,y: Z gelte
=y (modp) wund xz=y (mod q).
Dann gilt auch

z=y (mod pq).

Beweis. Laut Vorausetzung gilt p | (x — y) und ¢ | (z,y), und daher auch
pq | (x—y). O

3.4.5 DEFINITION. Sein n: N. Dann bezeichnet p(n) die Anzahl der Zahlen
k: N, k < n, welche zu n teilerfremd sind. Die Funktion ¢ heifit die Eulersche
p-Funktion.

Ist p eine Primzahl, so gilt ¢(p) = p—1, und allgemeiner, p(p*) = p*~1(p—1).
Ferner gilt o(mn) = ¢(m)p(n), falls m und n teilerfremd sind. Damit kann man
@ fiir alle Zahlen leicht berechnen, fiir die man die Primfaktorzerlegung kennt.

3.4.6 THEOREM. Fiirn: N und alle a: Z teilerfremd zu n gilt
a?™ =1 (mod n).

3.4.7 FOLGERUNG. Seien p,q verschiedene Primzahlen, dann gilt fir beliebige
a:Z

a?=a (modp) und a?PPT =4 (mod pq).

Beweis. Der erste Teil ist trivial, falls @ = 0 (mod p); ansonsten folgt er aus
dem vorigen Satz mittels Multiplikation mit a.

Fiir den zweiten Teil zeigen wir zunéichst dal die Kongruenz modulo p gilt:
Wieder ist der Fall @ =0 (mod p) trivial; ansonsten folgt wieder mit dem vori-
gen Satz:

aPPD+1 — (=1 (g—D+1 _ (ap—l)q_la =1 (mod p).

Analog zeigt man die Kongruenz modulo ¢, woraus mit Satz 3.4.4 auch die
Kongruez modulo pq folgt. O

Die Eigenschaft a?~! = 1 (mod p) kann als Primzahltest gebraucht wer-
den: ist sie fiir ein beliebiges a < p verletzt, so weifl man, dafl p keine Prim-
zahl sein kann. Ist sie dagegen fiir ein a erfiillt, so kann man vermuten, daf
sie eine Primzahl ist, gilt sie fiir mehrere a, dann ist es schon ziemlich wahr-
scheinlich. Damit hat man einen einfachen brauchbaren Test; allerdings gibt
es Nicht-Primzahlen, die nach diesem Test wie Primzahlen aussehen (Pseudo-
primzahlen). Besser ist der Miller-Rabin-Test: Dieser funktioniert nach einem
dhnlichen Prinzip, ermoglicht es aber die Fehlerwahrscheinlichkeit tatséchlich
beliebig klein zu wihlen.
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RSA-Verfahren

Das RSA-Verfahren ist das bekannteste asymmetrische Verschliisselungsverfahren.
Der Grundgedanke dabei ist, dafl jeder Teilnehmer an einem Kommunikati-
onssystem zwei Schliissel bekommt: einen 6ffentlichen Schliissel P, der sowie
eine Telefonnummer oder Email-Adresse allen anderen Teilnehmern bekannt
gemacht wird, und einen geheimen Schliissel S, welchen jeder Teilnehmer fiir
sich behilt. Ein Schliissel ist dabei eine Funktion, welche eine Nachricht in eine
andere Nachricht umwandelt; dabei sollte aber gelten

PoS=id=SoP.

Wir nehmen jetzt an, dafi Alice eine geheime Nachricht a an Bob senden will.
Dazu verschliisselt Alice die Nachricht a mit Bob’s offentlichem Schliissel (der
ist ja allgemein bekannt); dabei entsteht eine unleserliche Nachricht P(a). Diese
kann bedenkenlos z.B. via Internet verschickt werden. Bob kann sie aber lesen,
denn er (und nur er) hat ja den dazupassenden geheimem Schliissel .S, und es
gilt ja S(P(a)) = a.

Nun mochte Bob eine Nachricht b verschicken (egal an wen) und dabei si-
cherstellen, daf} jeder garantiert weif}, daf3 diese tatséchlich von ihm stammt.
Dazu verschliisselt er mit seinem geheimen Schliissel, d.h. er verschickt S(b).
Jeder kann iiberpriifen, dafl diese Nachricht tatséchlich von Bob stammt, da
die Anwendung seines offentlichen Schliissels auf diese Nachricht P(S(b)) = b
ergibt, und nur Bob eine solche Nachricht erzeugen kann.

Das ganze System funktioniert natiirlich nur dann, wenn es praktisch unmdoglich
ist, den geheimen Schliissel zu finden, selbst wenn man den 6ffentlichen Schliissel
und vielleicht auch noch zahlreiche mit dem geheimen Schliissel verschliisselte
Nachrichten kennt.

Der Grundgedanke beim RSA-Verfahren ist es nun, sich zu Nutze zu ma-
chen, dal es zwar relativ leicht ist, zwei Zahlen miteinander zu multiplizieren
(selbst wenn sie hunderte Stellen haben), es aber umgekehrt im allgemeinen sehr
schwierig ist, die Primfaktoren einer solchen Zahl zu bestimmen, obwohl diese
ja auch eindeutig bestimmt sind.

Dabei geht man (leicht vereinfacht) folgendermafien vor:

Man wihlt zwei grofie Primzahlen p und ¢ (512 bit grofe Zahlen gelten
heutzutage als sicher, das sind etwa 150 Dezimalstellen, Primzahltest!), und
bilde deren Produkt n = pq, sowie ¢ = (p — 1)(q — 1). Weiters wiihle man eine
zu @ teilerfremde Zahl e. Damit erhilt man den 6ffentlichen Schliissel

P(a) = a® mod m.
Bekanntgegeben werden also m und e, nicht aber die Primzahlen p, ¢ und auch
nicht .
Um den dazupassenden geheimen Schliissel zu erhalten, bestimmen wir ein

d mit de =1 (mod ¢), was moglich ist, weil e zu ¢ teilerfremd gewihlt wurde
(Erweiterter Euklidischer Algorithmus). Der geheime Schliissel ist dann

S(a) = a? mod m.

Tatséchlich gilt wegen de =1 (mod ¢) und a¥ =1 (mod m),

S(P(a))= (@) =a=a'=1 (modm).
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Ist also a < m, so kann a tatsdchlich rekonstruiert werden.

Man beachte, dal wir, um d zu bestimmen, die Zahl ¢ gebraucht haben,
welche wiederum leicht aus p und ¢ berechnet werden kann. Es ist aber nicht
ersichtlich, wie es direkt aus dem Produkt m = pq bestimmt werden kann. Auf
der Annahme, daf} dies tatséichlich praktisch unmoglich ist, beruht das RSA-
Verfahren. Bisher ist es nicht geknackt worden.
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3.5 Listen

Sei im folgenden A ein beliebiger Datentyp.

Introduktion: Listen-Konstruktoren

3.5.1 DEFINITION. Der Datentyp aller Listen iiber A wird mit List A oder A*
bezeichnet und folgendermaflien definiert: Um ein Element von A* zu konstu-
ieren, mufl man entweder die leere Liste [|] konstruieren oder consht, d.h. ein
Element h: A zusammen mit einer Liste t: A*.

3.5.2 NOTATION. Der Ausdruck consht sollte bedeuten, dafl h bei der Liste
t vorne eingefiigt wird. Wir verwenden dafiir daher die suggestivere Notation
h < t; und ein Ausdruck der Form a <b </ ist so wie a < (b <¥) zu verstehen
(andersherum wiirden die Datentypen gar nicht passen). Weiters verwenden wir
oft [a,b,c,...,z] als iibersichtlichere Darstellung statt a<b<c<...<z<[]; also
insbesondere [a] = a <[] und [a,b] = a<b<]].

Ein Beispiel fiir eine Liste iiber N ist 2<6<1<17<]] (oder einfacher notiert:
2,6,1,17]).

Die Definition konnen wir formal durch die folgenden Einfithrungsregeln no-
tieren:

3.5.3 AxXIioM.
h: A t: A*

List| T
! hat: A

[]:7 LlStq T

Oder wir legen einfach die Datentypen der betroffenen Konstruktoren fest:

[J: A%
4 A — AY — A*.

Elimination: Listen-Induktion

Sei P: A* — () eine beliebige Eigenschaft auf A*, d.h. ein Prédikat, welches
jeder Liste eine Aussage zuordnet. Wenn es gelingt, jede der Aussagen

(D),
P(ll

P
P

!

) = P(A7<(l),
7<[l) = P(al7<]])),
<

17<[]) = P([6<11<17«]]])
zu beweisen, dann ist klarerweise (mehrmalige Anwendung der =¢&) auch die

Aussage P([6 <1<17<][]]) bewiesen.
Gelingt es nun, fiir alle h: A und t: A* die Aussage

P(t) = P(h<t)

nebst P([]) zu beweisen, so sind auch alle Aussagen der Form P(a<b<...<qz4]])
(bzw. Pla,b, ..., z]) fir beliebige a,b, ..., z: A bewiesen, d.h. fiir alle Listen, die
sich auch [] und < aufbauen lassen. Die folgende Eliminationsregel besagt daher
gerade, dafl tatsichlich alle Listen derart entstehen.
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3.5.4 AxioM (PRIMITIVE INDUKTION UBER LISTEN).

N (Pt) = /\met) P[]
BA List- €

/\P

l: A*

Das bedeutet: Kann man zeigen, dafl eine Aussage fiir die leere Liste gilt
und, wenn sie fiir eine Liste ¢ gilt, dann auch fiir jede Liste der Form h<t, dann
gilt sie fiir jede Liste.

Selektor: Rekursion
Wir ergéinzen die Listen-Eliminationsregel durch den passenden Selektor:
3.5.5 AXioM (PRIMITIVE REKUSION UBER LISTEN).

©: /\ (P(t) = /\P(th)) a: P([])

t: A h:A List- &
listrecp a: /\ P[/]
£: A*

P(t) kann dabei durchaus ein beliebiger Datentyp sein (nicht nur eine Aus-
sage). Dieser Selektor hat somit den Typ:

listrec: H —>HP h<1t — A — H P
t: A* 0 A

wobei P als beliebiger durch A* parametrisierter Datentyp zu verstehen ist.
Wenn P nicht parametrisiert ist, dann verschwinden die abhéingigen Typen (All-
aussagen werden zu Implikationen) und alles vereinfacht sich zu

listrec: (A* = P —-A—-P)—A— A" - P.

Dies ist die iibliche Form, wie Funktionen auf Listen rekursiv definiert werden.

Gleichheit

Wenn es fiir A einen verniinftigen Gleichheitsbegriff gibt, dann sollte dieser auch
auf A* iibertragen werden.

Zwei Listen sollten genau dann gleich sein, wenn sie auf dieselbe Weise kon-
struiert wurden. Aus den Introduktions- und Eliminationsregeln ergibt sich da-
mit:

3.5.6 AXIOM.

61262214* (11:(12:A
H = H A* a1 <l =as <ly: A*

Y1 = pa: /\ (P(t) = /\ P(h<t)) a1 = az: P(]])
t: A* h:A List- &
listrec 1 ay, listrec s as: /\ P¢]
0: A*
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Wir eruieren nun, wie die Konstruktoren [] und < mit dem Selektor listrec
zusammenhéngen. Wir verwenden dazu die Notation wie in der Regel fiir die
Listen-Rekursion. Wurde A,. ,. P(¢) mit Listenrekursion bewiesen, dann be-
zeichnet der Ausdruck listrec¢ppf stets einen Beweis von P({). Fiir die leere
Liste [] haben wir zwei Beweise: p: P[] und listrec ¢ p[]. Ebenso fiir eine Liste
der Form h «t: listrecpopt und ptqa, wenn g: P(t) ist. Tatséichlich entspricht
es gerade der Intention, dafl diese jeweils gleich sind.

3.5.7 AXiIoM ({-REGEL FUR LISTEN-REKURSION).

listrec o p ] =p
listrecop (h<t) = pht (listrecppt)

Ist nun f = listrec ¢ p, dann gilt somit

f1 =p
f(hat)=g@ht(ft)

Dies ist im Prinzip eine Definition mit Fallunterscheidung; allerdings kommt das
zu definierende f in der zweiten Gleichung auf beiden Seiten for. Es ist daher
nicht selbstverstédndlich, dafl es eine solche Funktion iiberhaupt gibt. Genau das
besagt aber die Regel fiir die Listen-Rekursion. Wichtig dabei ist, daf} das f auf
der rechten Seiten nicht an beliebiger Stelle vorkommen darf, sondern nur in der
Kombination ft, also ein bestimmter (leichter zu bestimmender) Funktionswert
(Rekursionsprinzip).

3.5.8 NOTATION. Das ¢ ist eine dreistellige Operation; dessen Anwendung da-
her etwas uniibersichtlich. Aber fiir jedes £: A* ist @f eine bindre Operation,
welche man als Infixoperator schreiben kann. Das ¢ wird dabei sinnvollerweise
als Index geschrieben. Wir verwenden also statt ¢ £ a ¢ die Notation:

a e q,

wobei die Klammern in einem Ausdruck wie a ¢; (b ¢ q) weggelassen werden
diirfen.

3.5.9 BEISPIEL. Sei f = listrec pp wir berechnen den Funktionswert an der
Stelle [1, 2, 3]:

f11,2,3] = f(1<2<34«])
=1l¢ps f(2<34]])

]
=13 20 f3a]])
=1gp3 293 3¢y f(])
=1p32¢p 3P

3.5.10 SATZ. Fiir h,h': A und t,t': A* sowie jede belicbige Aussage P gelten

hat=h' <t = h=h~h At=1t;
hat=[] = P.
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Lange

3.5.11 BEISPIEL. Sei A ein beiliebiger Datentyp. Die Lénge einer Liste, length: A* —
N, wird definiert als length = listrec S0, d.h.

lengthl] = 0;
length(h <t) = S(lengtht).

3.5.12 NOTATION. Statt length ¢ schreiben wir einfacher |¢|. Damit lesen sich
die obigen Gleichungen als

Il =0;
hat| =St

Hintenanfiigen und Umkehren

Die Funktion cons wird als Einfiigen eines Elements am Beginn der Liste in-
terpretiert (z.B. 5<[1,2,3] = [5,1,2,3]). Wir definieren nun eine Funktion,
die dementsprechend am hinteren Ende einer Liste ein Element anhéngt, z.B.
[1,2,3]>5=11,2,3,5].

3.5.13 DEFINITION. Sei A ein beiliebiger Datentyp. Die Operation >: A* —
A — A* wird definiert durch

Jba  =aq]
(h<t)pa=h<a(tra)

Auch dies ist tatséchlich eine giiltige rekursive Definition. Man kann sie, wenn
auch wegen dem zweiten Parameter etwas umsténdlicher, auch mit dem Rekur-
sionsoperator schreiben:

a4 = listrec(t — qg—h—ar— h<(t>a))(a — a<]])

3.5.14 BEMERKUNG. Man beachte, dal durch Vertauschen der Seiten auch die
Definition von < durch > entsteht:

h< =[>h
ha(tea)=(h<t)>a

3.5.15 SATz. Fiira: A und {: A* gilt
[6>al =5 .

Beweis. Wir beweisen mit Listenindution nach 4.
Induktionsanfang: Zu zeigen ist

> al = ST
Tatsédchlich gilt
[[[>al =la<]] (Definition von )

=S| (Definition von length).
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Induktionsschritt: Fiir ¢: A* verwenden wir die Induktionshypothese
[t>al =S|t
und zeigen, dafl dann fiir alle h: A auch
[(h<t)>al=S|hat]

gilt. Tatsédchlich ergibt sich

|[(h<t)>a| =|h<(t>a)l (Definition von )
=S|tral (Definition von length)
= S5(S|t]) (Induktionshypothese)
=S |hat| (Def. von length, von rechts nach links).

O

3.5.16 DEFINITION. Wir definieren eine Funktion reverse: A* — A* die die Rei-
henfolge der Elemente in einer Liste umkehrt, z.B. reverse[l, 2, 3,4] = [4, 3,2, 1].
Sei A ein beiliebiger Datentyp. Die rekursiven Gleichungen sind leicht hinzu-
schreiben:

reverse]] =,

reverse(h <t) = reverset > h.
Auch diese Definition 158t sich mittels Rekursionsoperator ausdriicken (Ubung).
3.5.17 SATZ. Fiir alle (: A* gilt
[reverse | = |¢].

Beweis. Einfache Ubung fiir einen Beweis mit Listeninduktion. [l

Listenverkettung

3.5.18 BEISPIEL. Wir definieren die Listenverkettung als eine binére Operation
o A* — A* — A*, welche zwei Listen zusammenhéngt, z.B. [1,2,3] ¢ [5,6] =
[1,2,3,5,6]. Sie erfiillt die Gleichungen

[[o¢ =/
(h<at)ol=ha(tol)

und ist damit durch eine primitive Rekursion {iber Listen wohldefiniert.
3.5.19 SATz. Fir alle u,v,w: A* gilt

(uov)ow=uo(vow);

Jou=u=uol.
Beweis. Ubung (Induktion nach ). O

Die Listenverkettung ist somit eine assoziative Operation und die leere Liste
ist ein neutrales Element. Man sagt auch, sie bildet ein Monoid.
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3.5.20 SATZ. Sei A eine beliebige Menge. Dann gilt stets
[Cor| =[]+ Ir].

Beweis. Wir verwenden Induktion nach £.

Induktionsanfang: Zu zeigen ist |[] o v| = [[]|+|r|, was wegen der Definitionen
klar ist.

Induktionshypothese: [( o r| = |£] + |r|. Zu zeigen: |(a <€) or| = |a <]+ |r|.
Wir rechnen:

[(a<l)or] =la<(for)]
=S |lor|
=S¢ +Irl)
= (S [eh)+Ir|
=la<f]+]r|.

O

3.5.21 DEFINITION. Seien A und B beliebige Datentypen und f: A — B. Dann
148t sich f durch ,elementweises“ Anwenden auf eine Funktion f*: A* — B*
hochziehen:

=1
J(@at) = (fe)a [ L.

Die Funktion wird oft auch mit map bezeichnet und hat den Typ map: (A —
B) — (A* — B*).

3.5.22 NOTATION. Eine weitere Notation fiir map ist
[fx |z «— ] :==map f{= [,

welche besonders dann praktisch ist, wenn f duch einen Ausdruck wie z.B. in
f = (z — 2?) gegeben ist, weil man dann einfach [2? | z « [2,3,4]] schreiben
kann. Diese Notation (list comprehension) ist auf vielfiiltige Weise erweiterbar.

3.5.23 SaTZ (FUNKTOR-EIGENSCHAFT). Es seien A, B,C beliebige Mengen.
Dann gilt fiir alle f: A— B undg: B— C:
(ida)* = id 4~
(gof)"=g"of"
Beweis. Es geht um die Gleichheit von Funktionen. Wir setzten auf beiden

Seiten ein beliebiges Element ein (vgl. Extensionalitéit) und rechnen nach.
Fiir die erste Gleichung haben wir zu zeigen:

N\ (da) € =ida- ¢
0. A*

Wir beweisen mit Induktion nach ¢. Fiir den Induktionsanfang ist zu zeigen:
(ida)*[] = ida-[]; die linke Seite ist gem&f der Definition von map gleich [}, die
rechte Seite geméfl der Definition von id. Fiir den Induktionsschritt verwenden
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wir die Induktionshypothese ida«t = ida«t und zeigen, dafl dann auch, fiir

beliebiges h: A, gilt (ida)*(h<t) =ida~(h <t):
(ida)*(h<t) =idah<(ida)*t (Definition von map)
=ida h<idast (Induktionshypothese)
=hat (Definition von id)
=ida-(h<t) (Definition von id)

Fiir die zweite Gleichung haben wir zu zeigen:

N (o f) t=(g"0 1),

£: A
was wir wiederum mit Induktion nach ¢ zeigen. (Ubung!) O
Aufgrund der obigen Eigenschaft nennt man map einen Funktor.
3.5.24 SATZ. Ein paar weitere nette Figenschaften von map:

length o f* = length;
frlbor) = frlo frr

f* oconcat = concato(f*)*.

Beweis. Ubung! O

Auswahl

3.5.25 DEFINITION. Sei b: A — B. Dann definieren wir

filter b [] =
filter b (a < ¢) = if ba then a < filter b ¢ else filter b ¢

Der Funktor map verédndert normalerweise die Elemente einer Liste, 148t
aber deren Lange unverdndert. filter dagegen veréindert normalerweise die Lénge
einer Liste, &ndert aber nichts an den Elementen selbst.

3.5.26 NOTATION.
[a]a«— ¢, ba] :=filterb ¥

Diese Notation kann mit der dhnlichen fiir map nach Belieben kombiniert wer-
den, insbesondere:

[fa | a«— £, ba] := map f (filter b )
und noch deutlich allgemeinere Varianten, mit stets offensichtlicher Bedeutung.
Beispiel: [#? | 2 « [1,2,3,4,5,6,7,8,9], x ist Primzahl | = [4,9, 25,49)].

3.5.27 DEFINITION. Sei A ein Menge auf der eine Addition definiert ist. Dann
wird die Summe aller Elemente einer Liste definiert durch:

> =0
da<at)=a+) ¢
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Anders geschrieben: > = listrec+ 0. Die Notation wird iiblicherweise folgen-
dermaflen modifiziert:

Zak = Z[ak | & — [1..n]]
k=1

Wir haben daher insbesondere:

k=1
Sn n

E ap = E ak + agn
k=1 k=1

3.5.28 SATZ. Finige elementare Beziehungen fiir Summen:

Zak+bk Zak+zbk
k=1

;ak Zbk —Zzakbe

k=1£=1
E ap = E k41
k=1 k=0

Beweis. Alle derartigen Aussagen lassen sich recht einfacht mittels Induktion

nach n aus den elementaren Eigenschaften der Grundrechnungsarten gewinnen.
O

Geordnete Listen
Sei A eine beliebige Menge, auf der eine Ordnung <: A* — A* — ) definiert
ist.
3.5.29 DEFINITION. Das Pridikat issorted: A* — 2 sollte ausdriicken, daf3 eine
Liste sortiert ist. Es sei induktiv durch die folgenden Regeln definiert:
issorted]]
issorted(a <)
issorted(h <t) = a <h = issorted(a <h<t)
Dies ist so zu verstehen, dafl umgekehrt eine Liste nur dann sortiert sein sollte,

wenn dies aus einer dieser Regeln folgt. Daraus ergibt sich auf natiirliche Weise
wieder ein Induktionsprinzip:

AN AN Nlssorted(hat) = A\ (a =h = P(aahat))) = A @

a: A t: A* hat a: A £: A*

3.5.30 DEFINITION. Die Relation A* — A* — Q sollte ausdriicekn, dafl zwei
Listen bis auf die Reihenfolge ihrer Elemente tibereinstimmen. Sie sei induktiv
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durch die folgenden Regeln definiert. (bezeichnet mit ~), definieren wir drei
Regeln:

[~
t1 ~tyg = 2<4t] ~ 21y
t1 ~ta = NAp<At; ~pdn iz

3.5.31 SATZ. Sei A eine beliebige Menge, auf der eine entscheidbare lineare
Ordnung = definiert ist, und £: A*. Dann gibt es genau eine Liste ¢’ sodaf
£~ (' und issorted ¢'.

Quicksort. Die folgende Funktion liefert einen konstruktiven Beweis:

sort =

sort(a<f) = sortjx | x «— £, x < a]o[a] osort[z |z — £, x > a]

Die Rekursion fiihrt hier {iber die Linge der Liste. [l
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