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Worter

2008S, F. Binder

— » Das Alphabet X sei eine endliche Menge von Symbolen.

Formale Sprachen

Reguldre Sprachen » Die Listen uber X heiflen Worter.

Endliche Automaten

» Fir a, (3,7 € ¥ und u, v, w € ¥* schreiben wir:

Grammatiken 0 __ n+l _ n
uv, au, vG, Ul =€, u = u"u

» und es gilt (wv)w = u(vw) und we = u = eu
sowie |e] = 0 und |uv| = |u| + |v|.

THEOREM

Sei M ein beliebiges Monoid. Dann lafit sich jede
Abbildung f: ¥ — M zu genau einem
Homomorphismus f*: X* — M fortsetzen.
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Sprachen

DEFINITION
Eine formale Sprache iiber ¥ ist eine Teilmenge von ¥*.

BEMERKUNG
Sind Ly, Ly Sprachen, so auch Ly N Lo, Ly U Ly, Ly \ Lo.

DEFINITION
Fir L, Ly, Ly C ¥* definieren wir weiters

LiLy={wv|uel, ve Ly} (Verkettung)
L0 ={¢} (einelementig)
"t =L (fiir n: N)
(Tteration)

L* = ULk
k: N

N N /N /N
\V)
z I = —
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Endliche Sprachen

BEMERKUNG
Triviale Sprache: {a },{€e}, @.

BEMERKUNG
Die endlichen Sprachen lassen sich somit auch als jene Klasse von
Sprachen charakterisieren, welche gerade grofl genug ist, daf} sie

» die oben erwéhnten trivialen Sprachen enthélt,
» gegeniiber Verkettung abgeschlossen ist, und
» gegeniiber Vereinigung abgeschlossen ist.

Zuséatzlich ist die Klasse aller endlichen Sprachen gegeniiber
Durchschnitt und Differenz abgeschlossen, nicht aber gegeniiber
Komplement und Iteration.
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Formale sprachen [ SDIIINIUNTOIN

LEEEEEE Die kleinste Klasse von formalen Sprachen, welche alle endlichen
Bl Sprachen umfafit und abgeschlossen ist gegeniiber Verkettung,
Grammatiken Vereinigung und Iteration, heifit die Klasse der reguldren Sprachen.

DEFINITION

Sei ¥ ein Alphabet. Dann ist € und jedes a € ¥ ein regulérer
Ausdruck, und wenn r, s regulire Ausdriicke sind, dann auch (rs),
(r|s) und r*, entsprechend den definierenden Konstruktionen fir
regulére Sprachen.

DEFINITION
Jedem regulédren Ausdruck r wird geméf der folgenden induktiven
Definition eine regulére Sprache L(r) zugeordnet:
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Regulare Ausdriicke in Programmen

BEMERKUNG

Dariiberhinaus verwenden die gédngigen Programme zur
Verarbeitung von reguldren Ausdriicken aus praktischen Griinden
diverse Abkiirzungen, z.B.

r? = (rle)
rTo=rr*
[zyz] = z|ylz
=alfy. ¢ falls X ={a, 8,7, .,C )
[c—u] = c|d|...|tlu
[Czyz] = Lkl ... |, falls 2\ {z,y,2} ={h,..., L}

und viele mehr. Details dazu findet man z.B. in
http://en.wikipedia.org/wiki/Regular_expression.

Einen guten Vergleich der Syntaxregeln fiir reguldre Ausdriicke in
verschiedenen Programmiersprachen bietet:
http://www.greenend.org.uk/rjk/2002/06/regexp.html
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Zustandsiiberfithrungsrelation

DEFINITION
Eine Funktion vom Typ ¢ : ¥ — (@ — @ — IP) heifit eine
Zustandsiiberfithrungsrelation.

BEMERKUNG

>

d(a) schreiben wir als J,,.-

» Jedes 4, ist eine Relation und wird oft durch einen Digraphen

dargestellt.
Um alle d,, in einem einzigen Graphen darzustellen,
kennzeichnen wir die Kanten von 6, mit «.

Eine mit a bezeichnete Kante von 7 nach j bedeutet dann, dafl
die Eingabe o einen Ubergang vom Zustand 7 ind den Zustand j
erlaubt.

Der Zustand j heifft dann auch ein emphFolgezustand von 7 bei
der Eingbe a.;

d4(%) bezeichnet die Menge aller Folgezusténde von ¢ bei der
Eingabe «.

Fiir 7 C O definieren wir 5. (7) =1 1. .5.(7)
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Fortsetzeung, Sprache

BEMERKUNG
§:Y — (Q — @ — P) 1aBt sich eindeutig zu einem
Homomorphismus ¢* : ¥* — (@ — @ — P) fortsetzen.

DEFINITION
Fiir 4,7 € @ definieren wir

Ls(i,j) = {uex [ %}

BEMERKUNG
> Ls(i,7) ist eine Sprache iiber X.
» Wird schreiben L(i,7) wenn ¢ aus dem Zusammenhang klar ist.

» Fir I C @ und J C @ setzen definieren wir
L(I,J)=UielIje JL(3,j).
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Automat

DEFINITION
Ein nicht-deterministischer, endlicher Automat besteht aus

» einer endlichen Menge ¥, dem Eingabealphabet;
» einer endlichen Menge @ von Zustdnden (states);
» einer entscheidbaren Zustandsiiberfiihrungsrelation
0: 3 —(Q— Q— B);
» einer Teilmenge I C @ von Initialzustanden;
» einer Teilmenge F' C ) von Finalzustanden.
Diese Konstruktion wird dann auch mit dem
Quintupel (X, @, 6, I, F) bezeichnet.

DEFINITION

Die Sprache L(47) eines Automaten & = (3, @, 9, I, F'), besteht aus
allen Wortern, die einen Ubergang von einem Initialzustand in einen
Finalzustand erlauben, d.h. L(«7) := L(I, F). Man sagt auch, der
Automat erkennt oder akzeptiert die Sprache L(<7), bzw. jedes Wort
in dieser Sprache.
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Grammatik

DEFINITION
Eine Grammatik G = (T, N, S,P) besteht aus

einem Alphabet ¥ von Terminalzeichen;

v

» einem Alphabet N von Nicht-Terminalzeichen;
» einem Startsymbol S € N;
>

einer Menge von Produktionsregeln der Form
=,

mit € (NUX)*\ * und r € (NUX)*.

DEFINITION

Sei G = (X, N, S, P) eine Grammatik, und u, w € (N U X)*. Dann ist
w aus u ableitbar (Schreibweise: u — w) wenn es Zerlegungen

u = ale und w = are gibt, sodafl | = r eine Produktionsregel der
Grammatik ist.
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Rechtslineare Sprachen

DEFINITION
Eine Grammatik (G = (X, N, S, P) heifit rechtslinear, falls alle
Produktionsregel die Form

A=z oder A = zB
haben, mit A, B€ N, z € (NUX)*.

THEOREM
Eine Sprache lafit sich genau dann durch eine rechtslineare
Grammatik definieren, wenn sie requldr ist.
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Regulare Sprachen

THEOREM
Eine Sprache ist genau dann reguldr wenn sie

>

>

durch
durch
wird;

durch
wird;

durch
durch

einen reguldren Ausdruck beschrieben werden kann;

einen deterministischen reguldren Automaten erkannt
eine nicht-deterministischen requldren Automaten erkannt

eine rechtslineare Grammatik beschrieben werden kann;

eine linkslineare Grammatiken beschrieben werden kann.
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Kontexfreie und kontextsensitiv

DEFINITION
Eine Grammatik G = (3, N, S, P) heifit kontextfrei, falls alle
Produktionsregel die Form

A=r

haben, mit A € N, r € (N U X)*. Eine Sprache heifit kontextfrei
wenn sie durch eine kontextfreie Grammatik definiert werden kann.

DEFINITION
Eine Grammatik G = (X, N, S, P) heifit kontextsensitiv, falls alle
Produktionsregel die Form

uAv = urv

haben, mit A € N, r,u,v € (N UX)*, r # e. Eine Sprache heif}t
kontextsensitiv wenn sie durch eine kontextsensitive Grammatik
definiert werden kann.

DEFINITION
Eine Sprache heif3t kontextfrei (bzw. kontextsensitiv) wenn sie durch
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