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Automat

DEFINITION
Ein nicht-deterministischer, endlicher Automat besteht aus
einer endlichen Menge Y., dem Eingabealphabet;
einer endlichen Menge ) von Zustinden (states);
einer entscheidbaren Zustandsiiberfithrungsrelation
§: X —(Q— Q—B)
» einer Teilmenge I C @ von Initialzustanden;
» einer Teilmenge F' C @ von Finalzustédnden.

Diese Konstruktion wird dann auch mit dem
Quintupel (X, @, 6, I, F) bezeichnet.
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erkennt die Worter: b, ab, abbbb, baaaa, abbbbbaaaaa;
nicht aber: aa abab, bb.
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Sprache eines Automaten

(Q — @ — Q) bildet mit dem Relationenprodukt ein Monoid.
58— (Q— Q)

wird fortgesetzt zu einem Homomorphismus:
6 (Q— Q — Q)

DEFINITION

Die Sprache eines Automaten

5
L) ={uw:2"| 3 3 i35}
i: Iy J

besteht aus allen Wértern, die einen Ubergang von einem
Initialzustand in einen Finalzustand erlauben.

Man sagt auch, der Automat erkennt oder akzeptiert die
Sprache L(.7), bzw. jedes Wort in dieser Sprache.
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Beispiel

Der Automat

akzeptiert die Sprache, die durch den folgenden reguléren Ausdruck
(b] ab*b)a*

beschrieben wird.

Dieser Automat arbeitet nicht-deterministisch.
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Automat

DEFINITION

Ein

vV v v Yy

>

deterministischer, endlicher Automat besteht aus

einer endlichen Menge @) von Zusténden;

einer endlichen Menge 3, dem Eingabealphabet;

einer Zustandsiiberfihrungsfunktion 6: ¥ — (Q — @Q);
einem Initialzustand qq: @;

einer Teilmenge F' C @) von Finalzustinden.

Diese Konstruktion wird dann auch mit dem
Quintupel (X, @, 9, g, F') bezeichnet.
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ist deterministisch und akzeptiert die Sprache bestehend allen
0-1-Folgen, welche eine gerade Anzahl von Nullern oder Einsern
aufweisen.
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Partieller Automat

DEFINITION
Ein partieller (deterministischer) Automat hat zu jedem Input
hochstens einen Folgezustand.

Ein partieller Automat kann leicht vervollstdndigt werden, indem
man einen neuen Zustand w (weder initial noch final), der immer
dann als Folgezustand verwendet wird, wenn sonst keiner zur
Verfiigung steht.
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AT Ein partieller (deterministischer) Automat hat zu jedem Input
vl 1. chstens einen Folgezustand.

und Automaten

Eigenschaften Ein partieller Automat kann leicht vervollstdndigt werden, indem

regulirer Sprachen

Durch eine man einen neuen Zustand w (weder initial noch final), der immer
rammaik definierte dann als Folgezustand verwendet wird, wenn sonst keiner zur
Verfiigung steht.

BEISPIEL
Ein patieller deterministischer Automat iiber dem
Alphabet { a, 0, u }:
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Durch eine man einen neuen Zustand w (weder initial noch final), der immer
rammaik definierte dann als Folgezustand verwendet wird, wenn sonst keiner zur
Verfiigung steht.
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Durch eine
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NS B EWELS.

Man betrachte die Teilmengen von @ als Zustéande:

5:% — 2(0Q) — 2(Q) O
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Deterministisch dquivalent zu
Nicht-deterministisch

SATZ
Zu jedem michi-deterministischen Automaten gibt es einen
deterministischen Automaten, der dieselbe Sprache erkennt.

BEWEIS.
Man betrachte die Teilmengen von @ als Zustéande:

BEISPIEL 5lal b
0 1] 2
1 12
2
122112
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Eigenschaften

I WA ([ (crministischen Automaten, der dieselbe Sprache erkennt.

Durch eine

Grammatik definierte [ BJONVADIESR
Sprachen . . -
" Man betrachte die Teilmengen von @) als Zustéande:

5:% = 2(0Q) — 2(Q) O
BEISPIEL 5lal b

0|12

1 12

2

12 12

Initialzustand: I.

Finalzusténde: Alle, die ein Element von J enthalten. b
Betrachte nur erreichbare Zustandsmengen.
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— Seien &7, o/ zwei Automaten tiber demselben Eingabealphabet.

Regulire Sprachen
und[Sutomaten Parallelschaltung : @7 + o/

Eigenschaften

VNREECE Scrienschaltung : o7 o%

Durch eine .
Pt | (i ckkoppelung : o7

Sprachen

SATZ
Seinen o), oty endliche Automaten. Dann gilt

L(sh ) = L(eh)L(ts)
L(h + ) = L(h) U L(s#h)
L(o") = L(h)*.

FOLGERUNG
Zu jeder reguldren Sprache gibt es einen erkennenden Automaten.
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Aut 1t . . . .
B Jede von einen endlichen Automaten erkannte Sprache ist reguldr.

Regulire Sprachen
und Automaten

BEWEIS.

Eigenschaften

reguldrer Sprachen RZ.Y]. bestehe aus all jenen Wortern, die vom Zustand ¢ in den
;

Durch eine

pinergremil / stand j fithren, und dabei zwischendurch nur in Zustande aus der

Sprachen

Menge Y fiihren. Dann gilt
L(«) = | R}
JEF

Es reicht also zu zeigen, dafl jedes RLYJ regulédr ist.
Rekursion:

R = RV URY(RY)'RY,,

Und die Rf ; sind endliche Teilmengen von X. O
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Eige'\ﬂschaﬁen {13213} {1 2} {1 2} {1 2} * {1 2}
regulirer Sprachen 71,2 | (TB 3 )
Durch eine {12} {1} {1} {1} * {1}
Grammatik definierte s =n ) T
Sprachen 1,2 | ( 2,2 ) 2,2
_ { Ly, {1H*
=72 (r22”)

= 0(e | 00)* = 0(00)*
Pb2Y (1) (1)

=T3 73,2
—1|0(00) (1|01)—0*
1 1 1h* 1
7”:5{,3 { }|7”:§{2}(7’i{2}) { !

|(0| 1)(0 )(1|01)=6|(0|1)0*1

{12} {1}( {1})*
=T32 (22

= (0] 1)(00)"
ri > = 0(00)* | 0°1((0 | 1)0"1)*(0 | 1)(00)*
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A . . . .

uromaten Die Klasse der requldren Sprachen ist gegeniiber allen boolschen
Reguldre Sprachen . .

und Automaten Mengenoperationen (also auch Durchschnitt und Komplement)

Eigenschaften

reguldrer Sprachen B E W EI S .

Durch eine

Pt [ ist nicht offensichtlich, wie ein reguldrer Ausdruck fiir das

Sprachen

Komplement einer regulérer Sprache ausschauen soll. Dafir kann
man zu jedem Automaten 7 ganz einfach jenen konstruieren, der
alle Worter erkennt, die o/ nicht erkennt: man verwendet einfach
@\ F als Finalzustdnde. Fiir den Durchschnitt kann man dann etwa
ein De Morgan Gesetz verwenden:

LinNLy = B(BLl U CLQ)

O

Ferner ist die Klasse der reguldren Sprachen gegeniiber Spiegelung,
homomorphen Bildern und Substitutionen abgeschlossen.

Fir die Spiegelung mufl man lediglich den reguléren Ausdruck
spiegeln.
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Deterministische DEFINITION
Ein vollstdndiger deterministischer endlicher Automat <7 heifit

Automaten

Reguldre S h .. . .

Wil 11)i1)i1112] wenn jeder andere Automat, der dieselbe Sprache erkennt,

Eigenschaften mindestens soviel Zustinde wie <7 hat.

reguldrer Sprachen

Durch ei

R [ 1 1IN 1TION

Sprachen Aquivalente Zusténde: i ~j <= v (05(i) € F < &;(j) € F)
U X

SATZ
Zu jeder reguldren Sprache gibt es, bis auf Isomorphie, genau einen
diese erkennenden minimalen Automaten.

BEWEIS.

Aquivalente Zusténde lassen sich identifizieren.

7 jedem erreichbaren Zustand k gibt es einen Inputstring wuy: X%,
sodal 47 (qo) = k.

Ist ein &7’ ein weiterer Automat, der dieselbe Sprache erkennt, dann
entspricht der Zustand §7; (¢j) in &7’ dem Zustand k in o7

Gilt 67,(go) = 67 (o), dann ist 657 (gg) ~ &, (qp)- u
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Entscheidungsprobleme fiir regulére Sprachen

SATZ
Alle folgenden Probleme sind fiir requlire Sprachen entscheidbar:

1.

Ut

L=9;

2. L ist endlich;
3.
4. L1 = LQ,’

wE L;

L, C Ls.

BEWEIS.

3 Festzustellen, ob ein Wort zu einer Sprache gehort oder nicht,

ist gerade die Aufgabe, die ein erkennender Automat (optimal)
beherrscht.

4 Man kann von beiden einen minimalen Automaten berechnen

und feststellen, ob diese isomorph sind. Alternative:
Zuriickfiihrung auf Durchschnittsberechnung und Punkt 1.

5 Ly C Ly gilt genau dann wenn Ly U Ly = Ly (oder wenn

LinN []LQ = @).
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Endliche Automaten

Deterministische

Automaten PUMPING LEMMA BEWEIS.
Regulére Sprachen . . . o . . .
und Automaten Sei L eine reguldre Sprache. Deterministischer endlicher

Sl » Dann gibt es n € N, sodaff  Automat.

reguldrer Sprachen

Durch eine > ]edes zZ € L mlt |Z| Z n > Sel n = |Q|.
Grammatik definierte .
Sprachen > derart in z = uvw zerlegt » Wenn |z| > n, werden
. — )
werden kann, daff gilt: mindestens n + 1 Zustande

> o] > 1;
> |uv| < n;
» whw e L, fir alle k € N.

durchlaufen.

> Sei j der erste wiederholte
Zustand.

> Zerlege z = uvw geméaf:
.U . v .w
Jedes ausreichend lange Wort i—=j—=j—=f

einer reguliren Sprache 148t sich Dann gilt:
saufpumpen®. > fu[ > 15
> Ju| <

» Jedes wv®w fithrt nach f.

O
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Endliche Automaten

Deterministische

Automaten DEFINITION DEFINITION
Reguladre Sprachen . . . .
und Automaten Eine Grammatik G = (T, N, S,P) Sei G = (X, N, S, P) eine
Eigenschaften besteht aus Grammatik, und u, w € (N UX)*.
regulirer Sprachen X
vr—— > emem Alphabet % von » Dann ist w aus u ableitbar
Eorpmiacin Terminalzeichen; (Schreibweise: u — w) wenn
» einem Alphabet N von es
Nicht-Terminalzeichen; » Zerlegungen u = ale und

w = are gibt,

. » sodal | = r eine

> einer Menge von Produktionsregel der
Produktionsregeln der Form Grammatik ist.

> einem Startsymbol S € N;

» Die von G erzeugte Sprache

=,
ist definiert durch

mit [ € (NUX)*\ * und

re(NUX)*. LG) ={ueX" | S —"u}.
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Endliche Automaten

Deterministische DEFINITION

Automaten

Regulire Sprachen » Eine Grammatik heiflit kontextfrei wenn jede Produktionsregel
und Automaten .
die Form

Eigenschaften
reguliirer Sprachen

Durch eine A =T

Grammatik definierte
Sprachen

hat, wobei
» A ein Nichtterminalsymbol;
> 71 beliebig.

» Sie heifit rechtslinear wenn dariiberhinaus r die Form z oder =B
hat, wobei z terminal und B nichtterminal ist.

DEFINITION
FEine Sprache heifit kontextfrei bzw rechtlinear wenn sie durch eine
kontextfreie bzw. rechtslineare Grammatik definierbar ist.

SATZ
Kontextfreie Sprachen werden durch Kellerautomaten erkannt.
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erkennt {a"b?" | n: N}
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Abschluf3- und Entscheidbarkeitseigenschaften

Operation reg  ktf  kts  rek ra
Verkettung ja ja ja ja ja
Iteration ja ja ja ja ja
Vereinigung ja ja ja ja ja
Durchschnitt | ja nein  ja ja ja
Komplement | ja nein ja ja  nein
weL ja ja ja ja  nein
L=9o ja ja nein nein nein
L endlich ja ja nein nein nein
Ly = Lo ja  mnein nein nein nein
L1 C Ly ja  nein mnein nein nein
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