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JKU MATHESEMINAR 2016

1. EIN TYPISCHES PROBLEM

1.1. Quellcodierung und Datenkompression. Wir wollen eine Nachricht iiber
einen digitalen Kanal, der nur 0 oder 1 iibertragen kann, schicken. Die Nachricht
ist eine Folge aus den Zeichen A, B, C,D, E. Eine typische Nachricht wére etwa

AABAAAAAAAAACAAAAAAAABAAAAAAAAAEAAAAAAAAAAAEAAEAAEAAAAA
AAAEAACAABBAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA
EAAAAAAAAAAAAAAEAAAAAABAAAAABAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA
AAAAAAAAAAAAEAAEAAAAAAAAAAAAAAAAABAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAB
EAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAACAAAACAAAAAAAAAABAAAAAAB
AAAAAAAAAAAAAAAAAAAACABAAAABAAAAEAAAAAAAAAAAAABAAAAAAAA
CAAAABAAAAAAEAAAABAAAAAAAAAAAACAAAAAAAAAAAAAAAABAAAAAAA
BAAAAAACAAABAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAABAAAAAAAAAAAAAAAAAAAB
AAAAAAAAABAAAAAABAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAABAAAABB
AAAAA

Dabei wissen wir, dass an jeder Stelle der Nachricht mit Wahrscheinlichkeit 0.9
ein A, mit 0.06 ein B, mit 0.015 ein C, mit 0.015 ein D und mit Wahrscheinlichkeit
0.01 ein E vorkommt.

Ziel ist es, fiir die Ubertragung diese Nachricht als Folge von 0 und 1 zu kodie-
ren. Dabei sollen wir fiir jedes Zeichen im Durchschnitt nur héchstens 0.8 Bits
benotigen — eine Folge von 100 Zeichen sollte im Durchschnitt also auf 80 Bits
komprimiert werden konnen.

Ist es moglich, eine solche Nachricht so stark zu komprimieren? Versuchen Sie,
ein Verfahren zur Kompression zu finden!

Date: 14. Januar 2016.
Erhard  Aichinger, Institut fiir Algebra, Johannes Kepler Universitit Linz,
http://www.algebra.uni-linz.ac.at/.
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2. EINIGE BEGRIFFE DER INFORMATIONSTHEORIE

Ein Kommunikationssystem besteht aus folgenden Teilen (s. [HQ95, Ash90]).

(1) Nachrichtenquelle

(2) Quellencodierer

(3) Kanalcodierer

(4) Kanal

(5) Rausch- oder Fehlerquelle
(6) Kanaldecodierer

(7) Quellendecodierer

(8) Nachrichtensenke

Die Begriffe “Verschliisselung” und “Codierung”.
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3. WORTER UND EINDEUTIG DECODIERBARE CODES

Definition 3.1. Worter iiber {0, 1}, Zusammenhingen von Wortern, {0, 1},
Lénge eines Wortes, |IV].

Definition 3.2. Sei k € N, und seien py,ps, ..., pr € [0,1] so, dass Zlepi =1,
seien Aq,..., A € {0,1}*, und sei C = (A, Ao, ..., Ay). Die durchschnittliche
Wortlinge m von C beziiglich (p1, ..., px) ist gegeben durch
= pi|Ar] 4+ pa|Aa| + - - + pr|Ag|.

Definition 3.3. Sei k € N. Ein Code aus k Codewdrtern ist eine Folge (A, ..., Ax)
von Wortern in {0, 1}*, sodass fiir alle 4,5 € {1,...,k} mit i # j auch A; # A;
gilt.
Definition 3.4. Sei & € N, und sei C = (Ay,..., Ax) ein Code. C ist eindeutig
decodierbar, wenn fiir alle m,n € N und fiir alle D¢, ..., D,, aus C und Ey,..., E,
aus C folgendes gilt: Wenn

Dl*DQ*“-*Dm:El*EQ*---*En,
dann gilt m = n, und fir alle ¢ € {1,...,m} gilt D; = E;.

Wie findet man eindeutig decodierbare Codes?
Ubungsaufgaben 3.5.

(1) [HQ95, S.36] Zeigen Sie, dass der Code {0, 10,011,11111} eindeutig decodierbar
ist.

(2) Ist der Code {a,c,ad,abb, bad, deb, bbede} eindeutig decodierbar?

(3) Seien V,W € {0, 1}*, also Worter iiber dem Alphabet {0,1}. Wie miissen V
und W aussehen, damit V « W =W x V gilt? (Dabei ist V « W das Wort, das

durch Zusammenhéngen von V und W entsteht.
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4. PRAFIXFREIE CODES

Definition 4.1. Seien A, B Worter iiber {0,1}. A ist ein Prdifiz von B, wenn
A = B, oder wenn es ein Wort C' gibt, sodass A« C = B.

Definition 4.2. Seien Ay, Ao, ..., Ay Worter tiber {0,1}. (Ay, Ag, ..., Ag) ist ein
prifizfreier Code, wenn es keine i,j € {1,2,...,k} gibt, sodass i # j und A; ein
Prifix von A; ist.

Satz 4.3. Prdfizfreie Codes sind eindeutig decodierbar.

Satz 4.4. Ser k € N, und setenny,no, ..., ni € N. Dann gibt es genau dann einen
prifizfreien Code (Aq, As, ..., Ag) tber {0,1}, sodass |A1| = nq, ..., |As| = no,
|Ag| = ng, wenn

i + i 4+ 4 L <1

o1 ong o, — :

Es gilt sogar fiir jeden eindeutig decodierbaren Code (nicht nur fiir jeden préfixfrei-

en Code), dass
1 1 1 <1
o + o + - F o = 1
Das ist aber schwieriger zu beweisen (cf. [Ash90, S. 35]).

Ubungsaufgaben 4.5.

(1) Zeigen Sie: Prifixfreie Codes sind eindeutig decodierbar.

(2) Sei k € N, und seien nj,na,...,n; € N. Zeigen Sie: Es gibt genau dann einen
Prifixcode (A1, Aa, ..., Ag) iiber {0, 1}, sodass |A1| = ni, ..., |A2| = ng, |Ak| =
ng, wenn

1 1 1
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5. ENTROPIE

Definition 5.1. (Entropie) H(p1,...,px) := Zle —pilogy(p;). Es gibt ein Pro-
blem, falls ein p; = 0 ist.

Ubungsaufgaben 5.2. Bestimmen Sie H(0.5,0.5), H(0.3,0.7), H(0.1,0.9), H(.5, .25, .25),
H(0.6,0.3,0.05,0.05).

Satz 5.3. (Noiseless coding theorem) Sei k € N, und seien py,pa,...,pr € (0,1]
so, dass Zlepi =1, sei C = (A1, Ay, ..., Ax) ein Prifixcode, und sei o die
durchschnittliche Wortlinge von C beziiglich (p1, ..., px). Dann gilt

ﬁZ H(p1a7pk>

Satz 5.4. Sei k € N, seien p1,ps,...,pr € (0,1] so, dass Zle pi = 1, und sei
H = H(p1,...,px). Dann gibt es fir diese Wahrscheinlichkeiten einen bindren
Prifixcode (Aq, ..., Ay), fir dessen durchschnittliche Wortlinge w beziiglich (p1, - . . , px)
qgilt:

H+1>n>H

["Jbungsaufgaben 5.5. In einer aus den drei Zeichen zusammengesetzten Nachricht
kommen die Zeichen x1,x2,x3 mit den Wahrscheinlichkeiten 0.9,0.05,0.05 vor. Wir
wollen diese Zeichen durch 0, 1-Folgen iibertragen.

(1) Man kann beweisen, dass wir das mit einem Code machen kénnen, dessen
durchschnittliche Codewortléinge im Intervall

[H(0.9,0.05,0.05), H(0.9,0.05,0.05) + 1]

liegt. Finden Sie einen solchen Codel!

(2) Wir fassen jetzt immer zwei Nachrichtenzeichen zusammen und iibertragen die-
se Ausginge gemeinsam. Wieviele Zeichen brauchen Sie jetzt im Durchschnitt
fiir die Ubertragung eines Nachrichtenzeichens?
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6. KONSTRUKTION OPTIMALER CODES

Sei k € N, und seien py, ..., py Zahlen in (0, 1] mit Zle p; = 1. Ein préfixfreier
Code C = (C1,Cy, ..., Cy) ist optimal fiir (py, ..., px), wenn es keinen préfixfreien
Code mit kleinerer durchschnittlicher Codewortlénge gibt.

Satz 6.1. Sei k > 3, seien py,...,px € [0,1] so, dass Zle p; =1 und py > py >
p3 > o > pre1 > pr > 0, und sei D = (Dq, Ds, ..., Dy_1) ein optimaler Code
fiir die Wahrscheinlichkeiten

(P1:D2s - - s Pl—2, Ph—1 + Di)-
Sei C = (C1,Cy,...,Cx_1,C%) gegeben durch C; = D; fir i € {1,2,...,k —
2}, Cxo1 = D1 %0, Cy, = Dy_1 x 1. Dann ist C ein optimaler Code fir die
Wahrscheinlichkeiten (py, ..., pg)-

Dieser Satz liefert den Huffman-Algorithmus.
Ubungsaufgaben 6.2.

(1) Konstruieren Sie — etwa mit dem Verfahren von Huffman — optimale binére Co-
des fiir folgende Wahrscheinlichkeiten, und berechnen Sie die durchschnittliche
Codewortlédnge.

(a) (0.6,0.3,0.05,.05)

(b) [Ash90] (0.3,0.25,0.2,0.1,0.1,0.05)

(c) (0.2,0.2,0.2,0.2,0.2).

(d) [Ash90] (.2,.18,.1,.1,.1,.061,.059,.04, .04, .04, .04, .03, .01).
(e) (0.9,0.06,0.015,0.015,0.01).

(2) (cf. [CT06, Problem 5.25]) Seien p; > p2 > ps > p4 so, dass p1+p2+p3+ps =1
und p; > % Zeigen Sie, dass in einem mit dem Huffman-Algorithmus erzeugten
optimalen bindren Code (C4, Cq, Cs3, Cy) fiir (p1,p2, p3, pa) das Wort C; Lénge
1 hat.

(3) Finden Sie p; > pa > p3 > p4 mit p; = 0.39, sodass in dem mit dem Huffman-
Algorithmus erzeugten bindren Code das Codewort fiir p; Léange 2 hat.

Buchstabenhdufigkeit (in Promille) in deutschen Texten ([Pom04)):

AB CD EF GHTIJ XK LM NOUPQU RSTUYV
9

60 17 27 54 180 16 32 41 81 3 13 33 23 106 27 8 0 72 69 57 46 1

WXY
500

1

Z
1
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7. UBERBLICK UBER DIE INFORMATIONSTHEORIE

(Das ist das Kapitel 1 von [Aic07]).

7.1. Einige Begriffe der Informationstheorie. Ein Kommunikationssystem
besteht aus folgenden Teilen (s. [HQ95, p. 1]).

(1) Nachrichtenquelle

(2) Quellencodierer

(3) Kanalcodierer

(4) Kanal

(5) Rausch- oder Fehlerquelle

(6) Kanaldecodierer

(7) Quellendecodierer

(8) Nachrichtensenke

7.2. Quellencodierung und Datenkompression. Wir stellen uns vor, wir ha-
ben eine Nachrichtenquelle, die jede Sekunde eines der Zeichen A, B, C', D liefert.
Dabei sind 60% der Zeichen A, 30% der Zeichen B, 5% der Zeichen C' und 5%
der Zeichen D. Wir nehmen an, die Nachrichtenquelle produziert die Zeichen
unabhéngig voneinander; die Auswahl des néchsten Zeichens wird also von den
bisher gelieferten Zeichen nicht beeinflusst.

Wir wollen eine von dieser Nachrichtenquelle produzierte Nachricht moglichst
effizient als 0/1-Folge speichern.

Als erste Idee ersetzen wir jedes der 4 Zeichen durch eine 0/1 Folge. Wir verglei-
chen drei verschiedene Vorschlége.

Zeichen | Vorschlag 1 | Vorschlag 2 | Vorschlag 3

A 00 0 0

B 01 10 10
C 10 110 110
D 11 01 111

Wir iiberlegen uns, wie lange die 0/1-Folge ist, die wir brauchen, um eine Datei
mit n Zeichen aus dieser Nachrichtenquelle zu speichern.

(1) Im Vorschlag 1 brauchen wir 2 - n Zeichen fiir jede Datei mit n Zeichen.
Wir brauchen also 2 Bits pro Nachrichtenzeichen.

(2) Der Vorschlag 2 hat folgenden Nachteil: DB und AC werden beide durch
0110 dargestellt. Daher ist ein eindeutiges Decodieren nicht mehr moglich.

(3) Im Vorschlag 3 ist ein eindeutiges Decodieren moglich. Hier werden ver-
schiedene Dateien der Lénge n zu moglicherweise unterschiedlich langen
Dateien kodiert. Wenn wir eine “typische” Datei wéhlen, so hat diese Da-
tei etwa 0.6n mal das Zeichen A, 0.3n mal das Zeichen B und jeweils
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0.05n mal die Zeichen C' und D. Diese Datei wird mit
1-06n+2-03n+3-0.05n+3-0.05n
= 1.5n Bits dargestellt. Wir brauchen also 1.5 Bits/Nachrichtenzeichen.
Typische Resultate iiber die Quellcodierung:

(1) Shannon’s Quellcodierungssatz (Noiseless Coding Theorem): Wenn die
Zeichen Ay, As, ..., A, mit Wahrscheinlichkeiten pq, po, ..., p, auftreten,
so braucht jedes Quellcodierungsverfahren, das fiir beliebig lange Dateien
funktioniert, im Mittel zumindest

= 1
E pi - logy(—)
i=1 pi

Bits pro Nachrichtenzeichen. Durch geeignete Codierungsverfahren kann
man dieser Schranke beliebig nahe kommen. Fiir das obige Beispiel ist
diese Schranke ungefdhr 1.395 Bits pro Nachrichtenzeichen.

(2) Huffman-Algorithmus [Ash90, p. 42], [Mac03, p.99]: Fiir gegebene Zei-
chen A, Ay, ..., A, mit Wahrscheinlichkeiten (pi,po,...,p,) produziert
der Huffman-Algorithmus die beste zeichenweise Codierung von
Ay, Ag, ..., A, als 0/1-Folgen.

7.3. Kanalcodierung. Wir stellen uns vor, wir haben einen Kanal zur Verfiigung,
der 0 und 1 iibertrégt. Dabei kommt das Eingabezeichen 0 mit Wahrscheinlich-
keit f (Fehlerwahrscheinlichkeit) als 1 und mit Wahrscheinlichkeit 1 — f als 0
an. Ebenso kommt ein gesandter ler mit Wahrscheinlichkeit f als 0 und mit
Wahrscheinlichkeit 1 — f als 1 an. Wir suchen nun Codierungsverfahren die so
funktioneren:

(1) Eine Folge x1xox3x4 ... von Bits soll {ibertragen werden.

(2) Der Kanalcodierer fiigt Kontrollbits dazu und macht aus xjxexsx, die
Folge y1y2y394Y5Y6 - - --

(3) Diese Folge y1y2y3yaysys - .. wird iiber den Kanal gesendet. Die Folge
21292324%5%6 - - . kommt an. Wir nehmen an, dass mit Wahrscheinlichkeit
1 — f ein z; mit dem ausgesandten y; tibereinstimmt.

(4) Der Kanaldecodierer versucht, die vermutlich ausgesandte Folge x1zox324 . . .
zu rekonstruieren. Er liefert also eine Bitfolge ujuqusuy . . ..

Die Bitfehlerrate ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Nachrichtenbit x; nicht mit
dem decodierten Bit u; iibereinstimmt.

Die Ubertragungsrate ist die Anzahl der Nachrichtenbits pro gesendetem Ka-
nalbit. Wir vergleichen zwei Varianten, um eine Bitfolge iiber einen Kanal zu
schicken.
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(1) “Keine” Codierung und Decodierung: Wir schicken die Nachricht ohne
Kontrollstellen iiber den Kanal. Wenn f gegeben ist, kénnen wir die Bit-
fehlerrate b und die Ubertragungsrate r bestimmen:

b= fund r=1.

(2) Wir wiederholen jedes Bit drei Mal und decodieren durch Mehrheitsent-
scheidung. Es gilt:

b=f+3f*(1—f)und r = %
Bei einem Kanal mit Fehlerwahrscheinlichkeit f = 0.1 kénnen wir so eine Bitfeh-
lerrate von 0.028 erreichen. Wenn wir durch den gleichen Kanal jedes Bit 1001
mal schicken und dann durch Mehrheitsentscheidung decodieren, erhalten wir die
Fehlerwahrscheinlichkeit b = 8.0276 - 1072?°. Der Preis, den wir dafiir bezahlen,
ist eine Ver-1001-fachung der Ubertragungskosten, die Ubertragungsrate ist in
diesem Fall ja nur r = ﬁ.
Wo liegen die theoretischen Grenzen fiir die Bitfehlerrate b bei gegebener Kanal-
fehlerrate f und Ubertragungsrate r? Shannons Kanalcodierungssatz beantwortet
diese Frage (cf. [Mac03, p. 15]).

(1) Wenn r < 1+ f -logy(f) + (1 — f) - logy(1 — f) ist, und wenn ¢ eine
vorgegebene maximal zuléssige Bitfehlerrate mit ¢ > 0 ist, dann gibt
es eine Codierung und Decodierung mit Ubertragungsrate r, fiir die die
Bitfehlerrate kleiner als ¢ ist.

Der Preis, den wir fiir diese Sicherheit zahlen miissen, ist, dass wir
eventuell lange Blocke von N Nachrichtenzeichen abwarten miissen, um
diese dann als NV - % Bits zu kodieren. Dann erst senden wir diese % Bits
iiber den Kanal.

(2) Wenn r > 1+ f-logy(f) + (1 — f) - logy(1 — f), dann ist die bestenfalls
erreichbare Bitfehlerrate b jene Losung der Gleichung

re (14 b logy(b) + (1 b) - logy(1 — b))
=1+ f-logy(f) + (1 = f) - logy(1 - f),

fiir die b < % ist. Kleinere Bitfehlerraten als dieses b sind unméglich. Es
gibt Codierungsverfahren (wieder mit Puffern der Nachricht), die diesem
b beliebig nahe kommen.

Die Codierungstheorie bemiiht sich, praktisch durchfithrbare Codierungsverfah-
ren zu finden, die bei gegebenem r und f das b moglichst klein werden lassen
(siche [Wil99]).
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