PROJEKTION VON VEKTOREN, NORMALVEKTOREN

Zunachst 2 &tze zu Normalvektoren von Geraden und Ebenen.

a
Satz 1: Seiax+ by+ cz=d die Gleichung einer Eberein R3. Dann ist( b )
c

ein Normalvektor auf die Ebene.
a

Beweis: Wir miissen zeigen, dass der Vektprb | auf alle Vektoren in der
c
Ebenee senkrecht steht. S&iundB ein beliebiger Punkt in der EbeeDann ist

Xa Xp
AB ein beliebiger Vektor in der Eberee SeiA = ( Va ) undB = ( Yo ) Da-

Zy Zy
_ Xp — Xa . a
raus folgtAB= | yp—VYa |. Wir bilden nun das SkalarproduktAB, [ b | >
h—Zy c
und erhaltera(Xa — Xp) + b(Ya — Yb) + €(Za — Zp) = aXa + bya + €za — (aXp + byp +
a
cz,) = d —d = 0. Damit steht der VektoAB senkrechtauf b |.
c

Vollig analog zeigt man den folgenden Satz:

Satz 2: Seiax+ by = d die Gleichung einer Geradgyin R2. Dann ist< E > ein

Normalvektor auf die Gerade.

Gleichungsdarstellungen von Ebenen und Geraden bieten also deii, \dass
man sofort Normalvektoren ablesen kann.

Satz 3: Seiena undb zwei Vektoren (nicht Null) inR? oderR3. Dann gilt: Der
Projektionsvektog; des Vektorsi auf den Vektorb ist gegeben durch den Vektor

<ab>p
P = ===—D.
% |Iblf2 . .
Beweis: Wir betrachten die vo@ und b aufgespannte Ebené und b schlieRen
einen Winkelg ein. Da wir auf den Vektob projizieren muss der entstehende

Projektionsvektor die Richtung vob oder die entgegengesetzte Richtunghzu

haben, dies im Fall, dags> 90°. Es gilt alsod; = x- ﬁ -b, wobeix geeignet zu

alsox =

<&ab>
[[b]]

<ab>

=, . Einsetzen
(& |-{]bf]

bestimmen ist. Es gilt aber n% =Cos Q=
fir x ergibt: & = T%ﬁ’j -b.

Bemerkung: Falls & und b einen Winkelg einschlie3en der kleiner oder gleich
9(r ist sieht man etwa aus einer Skizze sofort, qﬁﬁ% cos @ (x ist dann positiv).

Ist @ groRer als 90, so muss gelted; = —A - ﬁ ‘b, wobeiﬁ = cos(180— @) =
1
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—cos ¢. Also folgt ebenscs; = —(—|[d]|cos @) - ﬁéu -b=|a]cos - % -b=

<&ab> b

B[z~

Mit Hilfe von Projektionsvektoren kann man sehr einfach dareksten Abstand,
also den Normalabstand, zwischen eines Punktes und einer EbeRé bzw.

zwischen eines Punktes und einer Geradei®fiberechnen.

P1
Satz 4: Der Normalabstand eines PunkteP = p2 | zu einer Ebene: ax+
P3
—di 3 __ |p1at+pob+-psc—d|
by+cz=dim R° ist gegeben durch= Ry
Xa
Bewels. SeiA= | vya | ein (beliebiger ) Punkt der Ebene. Wir denken uns
Zy
a
den Normalvektori= | b | der Ebene in diesen Punkt gesetzt und bilden den
c
. . P1—Xa
VerbindungsvektoAP zum PunkP. AP= [ p2—VYa |. Nun projizieren wir den
P3—2Za

Vektor AP auf den Normalvektor der Ebene. Diahgesdieses Projektionsvektors

ist dann der Normalabstand des Punktes zur Ebene. Sonﬁ@ﬂﬁm? A

< AP, >= (p1 —Xa)a+ (P2 — Ya)b+ (p3 — za)c = p1a+ p2b+ psc—d. s=
|Pra+peb+psc—d| | ||| = |pra+pob+psc—d| _ |paa+pab+psc—d|
(A2 ([l VaZ+b2+c2

Vollig analog zeigt man:
Satz 5: Der Normalabstand eines Punkte® = E; > zu einer Geradeq:

|pra+p2b—d|

—di 2 o
ax+ by =d im R< ist gegeben durch= T



