
DETERMINANTEN VON MATRIZEN

Zum Abschluss der Vorlesung beschäftigen wir uns noch mit Determinanten von
Matrizen. Dieses Kapitel wird auch im Vorlesungsskriptum behandelt, jedoch
möchte ich es hier auf einige wesentliche Eckpunkte herunterbrechen. Wirbe-
handeln Matrizen̈uber einem K̈orper K. Sei A ∈ Kn×n. Dann istdet(A) ∈ K.
Die Determinante ist also eine Zahl inK. Jede Matrix hat eine Determinante.
Wie berechnet man nun Determinanten und warum braucht man Determinanten
überhaupt?
Satz bzw. Definition: Sei A ∈ Kn×n. Dann istA j,i jene Matrix die man aus der
Matrix A durch Streichen derj-ten Zeile undi-ten Spalte erḧalt. Insbesondere ist
A j,i ∈ K(n−1)×(n−1)

(1) SeiA ∈ K1×1, alsoA = (a) mit a ∈ K. Dann istdet(A) = a. (Gut, das ist
nicht sehr interessant.)

(2) SeiA ∈ K2×2, etwaA =

(

a b
c d

)

, dann giltdet(A) = ad − cb.

(3) SeiA =





a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33



, dann giltdet(A) = a11a22a33+ a12a23a31+

a13a21a32−a31a22a13−a32a23a11−a33a21a12 (dafür gibts ein Merkschema
- siehe Vorlesung).

(4) Der allgemeine Fall der Berechnung der Determinante einern × n Ma-
trix l ässt sich immer auf die Berechnung von Determinanten vom Format

3 bzw. 2 zur̈uckführen. SeiA =







a11 . . . a1i . . . a1n
...

...
...

an1 . . . ani . . . ann






. Dann

gilt det(A) = ∑n
j=1(−1) j+ia jidet(A j,i) (sogenannter Entwicklungssatz von

Laplace,i ist ein beliebiger Spaltenindex der Matrix undüber den Zeilenin-
dex j wird summiert.)

Bevor wir Beispiele rechnen, warum braucht man Determinanten. Betrachten wir
etwa ein lineares GleichungssystemAx = b mit A ∈ Kn×n. Dann gilt (ohne Beweis)
Folgendes:

Satz:

(1) Fallsdet(A) 6= 0, so ist die MatrixA invertierbar.
(2) (Cramersche Regel) Fallsdet(A) 6= 0 ist das GleichungssystemAx = b ein-

deutig l̈osbar und es gilt f̈ur i ∈ {1, . . . ,n}: xi =
Dxi

det(A) wobeiDxi die Deter-
minante jener Matrix ist, die man aus der MatrixA erḧalt indem man die
i-te Spalte durch den Vektorb ersetzt.

Mit der Cramerschen Regel erspart man sich also das Gauss’sche Eliminationsver-
fahren falls das Gleichungssystem eindeutig lösbar ist, alsodet(A) 6= 0 (ansonsten
ist die Division durchdet(A) nicht möglich).
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Es gibt noch eine Vielzahl weiterer wichtiger Anwendungen von Determinanten,
wir gehen nicht darauf ein.

Beispiele:SeiA =





1 3 −1
0 2 1
4 1 −3



, det(A) = −6+12+0− (−8+1+0) = 13.

SeiA =









3 2 3 4
0 1 2 3
0 4 5 6
0 7 8 0









, det(A) = 3·det(A1,1) undA1,1 =





1 2 3
4 5 6
7 8 0



. Aus-

rechnen ergibtdet(A1,1) = 27, also folgtdet(A) = 3·27= 81.

Wir betrachten abschließend das GleichungssystemAx = b der Form





1 3 −1
0 2 1
4 1 −3



 ·





x1

x2

x3



 =





1
1
1



. Dadet(A) = 13 ist das Gleichungssystem eindeutig lösbar.

Wir möchtenx2 berechnen und m̈ussen daf̈ur Dx2, die Determinante von





1 1 −1
0 1 1
4 1 −3





berechnen. Wir erhaltenDx2 = 4. Also istx2 = 4
13.


