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\Vorwort

Die VorlesungAlgebrasoll die Grundlagen der linearen Algebra liefern, die wapr
chen, um geometrische Objekte und Bewegungen dieser @lzekteschreiben. Dazu
wird das Rechnen mit Vektoren und Matrizen vermittelt. Auléen werden endliche
Korper behandelt, da sie in vielen Algorithmen der Krypgpéound Codierungstheorie
verwendet werden.

Viele Rechnungen werden mit mathematischer Software (da#tica) durchgefihrt.
Einige Mathematica-Programme sind auf

http://ww. al gebra. uni-1inz.ac. at/ Student s/ Mat hl nf/

vl ws05/ Mat hemat i caPr ogr anme/

zu finden und werden den Studierenden ausschlief3lich fiNdizung im Rahmen
des Kurse®\lgebrazur Verfiigung gestellt.

Fir die Erstellung dieses Skriptums habe ich Unterlagentzérdie fir Vorlesungen
an der Johannes Kepler Universitat Linz und der FH Oben@sotr, Standort Ha-
genberg, verwendet worden sind. An diesen Unterlagen hisllaetin Burger, Jirgen
Ecker, Julia Greslehner, Dénes Koch, Livia Koch, Peter MAgrnadette Mayrhauser,
Christian Neumaier und Axel Riese mitgearbeitet. Peter My flr die Vorlesung
im Wintersemester 2007 einige Teile neu hinzugeflugt, Eakigen ergdnzt und Fehler
korrigiert. Herzlichen Dank!

Ich freue mich Uber Rickmeldungen zum Skriptum (auch GbérkiKund lade Sie
ein, mir aner har d. ai chi nger @ ku. at Ihre Bemerkungen zu senden. E.A.
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KAPITEL 1

Geometrie in der Ebene und im Raum

1. Koordinaten
Wir beschreiben — nach einer Idee von René Descartes (15860} 4 jeden Punkt in

der Ebene durch ein Paar reeller Zahlen. Die Menge der PaelterrZahlen kirzen
wir mit R x R oderR? ab.

R xR :={(})Ix € R undy € R}.

Fur das Paa(r§) schreiben wir auclx, y). Aus der folgenden Skizze ist ersichtlich, wie
wir jeden Punkt durch ein Zahlenpaar (sekagtesischen Koordinat@meschreiben.

A

Y

2. Vektoren
Wo liegt der PunkC im Parallelogramm ABCD, dessen Puni&eB undD durch

A=(1)B=(2).D=(3)

gegeben sind?
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Y

Um vonA nachB zu kommen, missen wir 6 nach rechts und 1 nach oben gehen.

AB=(3)-(1)=(3)
Wenn wir vonD starten und um 6 nach rechts und 1 nach oben gehen, landeeiwir b
C.
C=D+AB=(3)+(%)=(2)
Wir bemerken, dass wir ein Paar reeller Zahlen, wie e(tﬁ\)averwenden, um zwei
verschiedene Dinge zu beschreiben:

« Den Punkt, der um 6 Langeneinheiten rechts und um 1 Langesieiiber
dem Punk(}) liegt.
- Den Weg Yekto) von (1) nach( ).

In Mathematica werden Vektoren als Listen dargestellt.

In[f1]:= a = {1, 1};
In[2]:= Db = {7, 2};
In[3]:=d = {3, 4};
Inf4]:=ab =b - a
Qut[4]= {6, 1}

In[5]:=¢c =d + ab
Qut[5]= {9, 5}
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3. Die Lange eines Vektors

Wir |6sen folgendes Beispiel:

Herr A geht von($) aus 1 Einheit in Richtung Stidosten. Wo landet
er?

“Richtung Suidosten” heiBt “in Richtun@?, ). Allerdings hat( %) die Langev2 ~
1.41421. Daher hat = \/% +(4) die Lange 1 und zeigt auch in Richtung Stidosten.
Herr Alandet also im PunkZ, den wir uns mit

ausrechnen.

Wir Uberlegen uns jetzt, wie lange der Vekig) ist. Das heif3t, wir wollen wissen,
wie lange in einem Dreieck, in dem die Seiten mit den Larngendb einen rechten
Winkel einschlie3en, die dem rechten Winkel gegeniibexhedg Seite ist. Vergessen
wir kurz unsere klassische Bildung, und zeichnen wir ein @aiamit Seitenlange
a+b.

a+b

a+b

Jetzt unterteilen wir jede der vier Quadratseiten in eirciSter Lange und ein Stiick
der Langeb.
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b a
b
a
' a
b
a © b
Wir verbinden die vier Teilungspunkte.
b a
b
a
a
b
a © b

Das innere jetzt eingezeichnete Viereck ist ein Quadras.Kdan man so begrinden:
wenn man die ganze Zeichnung unt @@gen den Uhrzeigersinn dreht, kommt das
innere Viereck auf sich selbst zu liegen: daher sind alleWmkel des inneren Vier-
ecks gleich grof3. In jedem Dreieck ist die Winkelsumme’180d daher ist in jedem
Viereck die Winkelsumme 360Also ist jeder Winkel des inneren Vierecks gleich
% = 90. Seix die Lange des Vektor$). Dann hat das innere Viereck die Flaoie

Jedes der vier rechtwinkeligen Dreiecke hat die FI@]e
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b a

Flache= 2

Das innere Viereck und die vier rechtwinkeligen Dreieclgeben zusammen die Fla-
che des grofRen Quadrats mit der Seitenléangd, also gilt

X2 + 4%b = (a+b)2.

Das heif3t
X2 +2ab=a?+2ab+b?
also
X = a + 1.
Mit diesem Zusammenhang, dem Satz des Pythagoras (Py#sagom Samos, 6. Jh.
v. Chr), kénnen wir die Lange des Vektorg §) ausrechnen.

Wir kiirzen die Lange des Vekto(§) mit Il () Il ab. Es gilt dann
(&)l =+ a®+ b2

4. Trigonometrie

In der Trigonometriegeht es darum, wie man — rechnerisch — aus den gegebenen Sei-
tenlangen und Winkeln eines Dreiecks die restlichen Séibgren und Winkel bestim-

men kann. Wenn man etwa von einem Dreieck die Langen der diteirSkennt, dann

ist das Dreieck dadurch eindeutig bestimmt: die Winkel desidgks sind also durch

die Langen der drei Seiten festgelegt. (Wie konstruiert iamreieck, das durch die

drei Seitenlangen gegeben ist?) Ebenso ist ein Dreick dadugstimmt, dass man ei-

ne Seite und die beiden daran anliegenden Winkel kennt. Kénhstruiert man dieses
Dreieck?) Uns geht es jetzt darum, die fehlenden Seiteel&ngd Winkel auszurech-
nen. Dabei geht man so vor:
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(1) Man tabelliert den Zusammenhang zwischen den Seitgatinnd den Win-
keln flr rechtwinkelige Dreiecke. Dazu braucht man\dliekelfunktionersin
(Sinus) und cos (Cosinus).

(2) Man baut sich alle anderen Dreiecke aus rechtwinkeliyeiecken zusam-
men. Da dieses Zusammenbauen aber immer gleich funktipmacht man
es einmal fur alle Dreiecke. Man gewinnt so zwei Zusammegéawischen
Seitenlangen und Winkeln eines Dreiecks: darsinussatzind denSinus-
satz Diese beiden Satze reichen aus, um alle trigonometriser@rieme zu

[6sen.

4.1. Winkel. Winkel misst man nicht nur in Grad)( sondern auch ifRadiant
(rad). Dabei wird der Winkel durch die Lange des zugehdrigegens am Einheits-
kreis, dem Kreis mit Radius 1, angegeben.

— a = Lange des Bogens

Dabei entsprechen 186em Winkelr rad. Demzufolge ist"1= &5 rad , und 1 rad~
57.2958.
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4.2. Winkelfunktionen.

Py = (Shi20))
sind20 \\(

20\

cog12¢) 1

Gegebenist ein Winked Der auf dem Kreis mit Mittelpunl(tg) und Radius 1 liegende
PunktP, hat dann die Koordinate{y ). Nach dem Satz des Pythagoras gilt fiir jeden
Winkel x:

(sin(X))? + (cogx))? = 1.
In einem rechtwinkeligen Dreieck heil3t die dem rechten \WMirdegentberliegende

Seite auclHypotenusedie beiden dem rechten Winkel anliegenden Seiten hé{@en
theten

UBUNGSAUFGABEN1.1.

(1) Ein Kletterer kann Wande mit einer Neigung von maximdl B&steigen. Schafft er eine Pyramide mit einer qua-
dratischen Grundflache von 784 mnd einer Hohe von 40 m?

4.3. Zusammenhang zwischen Seitenl&dngen und Winkeln einBseiecks. Wir
sagen, dass drei Punkte éwneieckbilden, wenn sie nicht alle drei auf einer Geraden
liegen. In einem Dreieck bezeichnet man oft die LAngen diéeiSenita, b, ¢, und den
der Seite mit LAng@ gegentber liegenden Winkel mit den der Seite mit Lange
gegeniber liegenden Winkel nfit und den der Seite mit Langegegenuber liegen-
den Winkel mity. Die Seiten sind Ublicherweisggegen den Uhrzeigersimmit a, b, ¢
beschriftet.
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C

Der Cosinussatz l6st folgendes Problem:

« Gegeben: Seitenlangen b eines Dreiecks und der eingeschlossene Winkel

V-
« Gesucht: Die fehlende Seitenlange

C

Wir betrachten zunéchst den Falk 90°, o < 90°. Wir zeichnen in ein solches Dreieck
die Hohe aub und erhalten aus dem Satz des Pythagoras:

¢® = (b-acogy))’ + (asin(y)y,
also
= b? - 2abcogy) + a(cogy))? + a%(sin(y))?

= b? - 2abcogy) + & ((cogy))* + (sin(y))?)
b? — 2abcogy) + 1a°
= a’+b’-2abcogy).

AEJAT CIRTAIRT ¥
I

FurdenFally <9

Q

unda > 90 zeichnen wir die Hohe awf und erhalten:

= (a-bcogy))® + (bsiny))?

= a’-2bacogy) + b?(cogy))? + bA(sin(y))?
a® — 2bacogy) + b* ((cogy))* + (sin(y))?)
= a’-2bacogy)+ 1b?

= a’+b?>-2abcogy).

Q. Q. Q. O O
(OIS CRERE CRIRS N
Il

N
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Zuletzt betrachten wir den Fafl> 90°. Wir zeichnen in ein solches Dreieck die Hohe
aufbund erhalten:

= (b+acog180 - y))? + (asin(180 — y))?
= (b-acogy))® + (asin(y))’

= b? - 2abcogy) + a?(cogy))? + a’(sin(y))?
b® — 2abcogy) + & ((cogy))* + (sin(y))?)
= b?-2abcogy) + 1a°

= a’+b?>-2abcogy).

Insgesamt haben wir folgenden Satz bewiesen:

SATz 1.2 (Cosinussatz)Wir bezeichnen die Ladngen der Seiten eines Dreiecks mit a,
b, ¢, und wir bezeichnen den der Seite mit L&nge ¢ gegenidgamiden Winkel mijt.
Dann gilt

PBXYXYRXYDYR
I

¢® = a? + b?> — 2abcogy).

Man findet mit dem Cosinussagzwenna, bundc gegeben sind. Zu jedeye [-1, 1]
gibt es genau eir € [0, 7], sodass cag) = .

4.4. Der Sinussatz.Der Sinussatz I6st folgendes Problem:

« Gegebena, 3, a
« Gesuchtb.

A

Wir betrachten das rechtwinklige DreiedleC und erhalten
h = bsin(a).
Mit dem DreieckFBC finden wir
h = asin(g).
Es gilt alsobsin(@) = asin(B). Sowohl siria) also auch sig8) sind ungleich 0, da in

einem Dreieck kein WinkelOoder 180 sein kann. (Wir haben Dreiecke so definiert,
dass die drei Punkte nicht auf einer Geraden liegen.) Ealgit

a b
sin@)  sin@B)’
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Wenn man die gleiche Uberlegung mit der Hohe aufacht, erhalt ma@ibm = Sir;y).

SATz 1.3 (Sinussatz)Wir bezeichnen die Langen der Seiten eines Dreiecks mita, b,
den der Seite mit Lange a gegenuber liegenden Winkel,rdien der Seite mit Lange b
gegenuber liegenden Winkel rijtund den der Seite mit Lange ¢ gegenuber liegenden
Winkel mity. Sei d der Durchmesser des Umkreises des Dreiecks. Dann gilt

a b ¢ _
sine sing siny

Wir Uberlegen uns jetzt, wie man Sinus- und Cosinussatzthenkann, um die feh-
lenden Winkel und Seitenlangen eines Dreiecks zu berechneten Dreiecken der
folgenden Beispiele bezeichnen wir die LaAngen der Seitéa,mj ¢, und wir bezeich-
nen den der Seite mit LAngegegeniber liegenden Winkel mit den der Seite mit
Langeb gegentber liegenden Winkel nfif und den der Seite mit Langegegenuber
liegenden Winkel mity. Die Seiten seien dabgiegen den Uhrzeigersimmit a, b, ¢
beschriftet.

(1) Es sind die Seitenléangen a, b, ¢ gegebEs:gibt so ein Dreieck, wena <
b+c,b<a+c undc <a+ b. Der Winkela ist dann durch

a’=b?+c?-2bccoga)

eindeutig bestimmt.

(2) Essind eine Seitenlange und zwei Winkel gegebartie Winkelsumme 180
ist, kennt man tatséchlich alle drei Winkel. Sind atsa,, undg gegeben, so
gibt es so ein Dreieck, wenn+ 8 < 7. Man berechney = 7 — « — 8, und
danna undb mithilfe des Sinussatzes.

(3) Es sind zwei Seitenlangen und der eingeschlossene Wirgedbg®Es sind
also zum Beispieb, ¢, unda gegeben. Wenb und ¢ positive reelle Zahlen
sind, und O< a < x gilt, so gibt es sicher ein solches Dreieck. Man berechnet
danna mithilfe des Cosinussatzes; dann kennt man alle drei Séitgan und
kann mit dem Cosinussatz die verbleibenden Winkel ausesthn

(4) Es sind zwei Seitenlangen gegeben, und ein Winkel, deragchion diesen
Seiten eingeschlossene Winkel it:sind also zum Beispie] @ unda gege-
ben. In diesem Fall kann es sein, dass es gar kein, genauerigeadau zwei
Dreiecke mit dem vorgegebenenr unda gibt. Es gibt mehrere Falle:

(a) Es gilta < 90
() Es gilt a = c: Es gibt genau ein Dreieck. Wir erhalténals die
einzige positive Losung von

c® + x> —2cxcoga) = a.

Es gilt also

b = ccoga) + \/(c coga))? + a® - 2.
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(i) Esgiltcsin(e) < a < c: Es gibt genau zwei Dreiecke. Wir erhalten
die beiden Méglichkeiten fiip als die Lésungen der Gleichung

c® + x> - 2cxcoga) = @,
also

b,, = ccoga) + \/ a? — (csin(a))>.
(i) Esgilta= csin(a): Es gibt genau ein Dreieck. Wir erhaltgn= 7
undb = ccoga).
(iv) Esgilta < csin(a): Es gibt kein Dreieck.
(b) Es gilta = 90:
() Es gilta > c: Es gibt genau ein Dreieck, und
b? = a? - ¢
nach dem Satz des Pythagoras.
(i) Esgilta< c: Es gibt kein Dreieck.
(c) Esqgilta > 90':
() Es gilt a > c: Es gibt ein Dreieck. Die Langb ist die einzige
positive Losung von
c® + X? — 2cxcoqa) = a2,
also

b= ccoga) + \/(c coga))® + a® - 2.

(i) Es gilt a = c: Es gibt kein Dreieck. Tuckischerweise kann die
Gleichung

c® + x> —2cxcoqa) = &
trotzdem positive Losungen haben.

UBUNGSAUFGABEN1.4.

Wir bezeichnen die Léangen der Seiten eines Dreiecksanti c, und wir bezeichnen den der Seite mit Larygegenuber
liegenden Winkel mit, den der Seite mit Langegegeniber liegenden Winkel nfit und den der Seite mit Langegegeniber
liegenden Winkel mity. (Die Seiten seien dabgegen den Uhrzeigersimmit a, b, ¢ beschriftet.)

(1) Berechnen Sie sip) furr ein Dreieck mitc = 10,b = 1—g,ﬁ = 30°. Das Dreieck ist mit diesen drei Bestimmungs-
stiickenc, b,8 noch nicht eindeutig festgelegt. Warum nicht?
(2) Wie groR3 kantb in einem Dreieck mitr =45’,c=1,a= %3 sein? (Gibt es mehr als eine Lésung?)
(3) Geben Sie eine Wahl vanan, sodass es genau ein Dreieck mit den Bestimmungsstickett’, ¢ = 1, und Ihrem
gewahltera gibt!
(4) Von einem DreiecABC haben Sie folgende InformatioAB = 10 cm, der Winkelr zwischenAB und AC ist 30,
BC= 1—2 cm.
(a) Stellen Sie diese Daten in einer Skizze dar.
(b) Welchen Winkel schlie3e@B undCA ein? Gibt es mehr als eine Losung?
Berechnen Sie in den folgenden Beispielen jeweils die rmogegebenen Seitenlangen und Winkel.
B5) (@ c=4b=51a=3.
(b) c=4,b=5,a=10.
6) (@ c=5b=3,a=7.
(b) Gibt es fiir jede Wahl vor > 0,b > 0,a mit 0 < a < & ein Dreieck mit den gewahlten Bestimmungs-
stiicken?
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(7) (@ c=5b=10,3=%.

(b) c=5,b=3,8=3%.
® @c=5b=3p=%.
(b) c=5,b=2,8=3%.
9 (ac=5b=38= %’;
(b) c=5,b=10,8= @”
(c) c=4,b=54=
(10) Fassen Sie lhre Beobachtungen aus den letzten Beisgigkammen: Unter welchen Voraussetzungen, &ng
gibt es

(a) gar kein Dreieck
(b) genau ein Dreieck
(c) genau zwei Dreiecke
(d) mehr als zwei Dreiecke
mit den Bestimmungsstucken> 0,b > 0,8 €]0, n[?
(11) (@c=5a=%,p5=
(b) c=5a=% 8=
) c=5a=%p=
(12) Fassen Sie lhre Beobachtung aus dem letzten Beispi@hmaen: Unter welchen Voraussetzungew,an 8 gibt es
(a) gar kein Dreieck
(b) genau ein Dreieck
(c) genau zwei Dreiecke
(d) mehr als zwei Dreiecke
mit den Bestimmungsstuckenea, 8?

(13) Bestimmen Sié fir alle Dreiecke mit = 4,a = 60°, a= V13.

(14) Bestimmen Sie eia, sodass es kein Dreieck nuit= 4, @ = 60° und lhrem gewahltea gibt.

(15) Bestimmen Sie eia, sodass egenau eirDreieck mitc = 4, @ = 60° und Ihrem gewéahlten gibt.

(16) Bestimmen Sie fir alle Dreiecke mia=2,8=45,b= %.

(17) Bestimmen Sie eib, sodass es kein Dreieck nait= 2, 8 = 45" und Ihrem gewahlteb gibt.

(18) Bestimmen Sie eib, sodass egenau eirDreieck mita = 2,8 = 45’ und Ihrem gewa&hlteb gibt.

(19) Sie mochten die Entfernung eines PuniBean einem Ufer eines Flusses zu einem Pihkuf der anderen Seite
des Flusses bestimmen. Dazu gehen Sie folgendermaflenievaneSsen an Ihrem Flussufer die Strecke Bau
einem weiteren Puni& ab. Diese Strecke ist 500 m lang. Der Winkel zwisciB&und BA ist 60°, der Winkel
zwischenABundACist 30.

(a) Stellen Sie diese Daten in einer Skizze dar.

(b) Wie lang ist die StreckBC?

(c) Um die Breite des Flusses zu bestimmen, wollen Sie wjsseEnweitC von der Strecké\B entfernt liegt.
Bestimmen Sie dazu den Normalabstand €aauf die Gerade durch undB.

(20) Sie glauben dem italienischen Tourismusverband niodtwollen selbst herausfinden, wie schief der Turm von
Pisa ist. Dazu entfernen Sie sich in Neigerichtung des T@@ngeter vom FuBpunkt des Turms und blicken (vom
Boden aus, damit Sie es spéater beim Rechnen einfacher halref)rmspitze, wleche nun unter einem Winkel
erscheint. Sie stellen fest, dasgjenau 4712 53" betrégt, und dass der Turm 45 m lang ist. Um wieviel Grad ist
der Turm gegen die Vertikale geneigt?

(21) Sie mochten die Entfernung eines Puni&en einem Ufer eines Flusses zu einem P@kuf der anderen Seite
bestimmen. Dazu kénnen Sie folgendermaRen vorgehen: M&sean lhrem Flussufer die Streckezu einem
PunktC ab, und bestimmen Sie dann mit Hilfe eines Kompasses denalinkwischen der Streck&B und AC,
sowie den Winkely zwischenAC undCB. Was ergibt sich fiir die EntfernungB bei AC = 27.5 m unda = 73,
v=657

(22) Sie verlassen eine gerade Stralie, die die beiden Ortel B werbindet, 20 km bevor Sie B erreichen und gehen
geradeaus, bis es Ihnen nach 10 km keinen Spa3 mehr machtdidren Sie sich um S®ach rechts und erblicken
nun den Ort B gerade vor sich. Wie weit miissen Sie jetzt noctderm, um nach B zu gelangen, wenn Sie jetzt den
geraden Weg nach B einschagen?

M\N BlN o™

5. Der Winkel zwischen zwei Vektoren

Wir berechnen den Winkel, den die Vektoran= (%) undb = (E;) miteinander
einschlieRen. Dazu nehmen wir an, dass keiner der beidanigekder Nullvektor ist.
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Fur den eingeschlossenen Winkegilt nach dem Cosinussatz:
lIb— all? = 1a? + 11bl1% — 211all libll cogy).

Diese Formel kbnnen wir vereinfachen:
2- 114l - 11l - cogp) —(llb— &%) + l1AlI2 + lIbI2

2-1@&l- 1Bl - codp) = —((by—ay)? + (b, — ay)?) + (@ + ad) + (P + bl)
2-1&ll- bl -codg) = —(b2—2a,b, +a&)— (2 -2a,b,+ad) +a2+a2+ b2+ 12
2. 1@l - libll - cogg) = 2a,b, +2a,h,

lall - lbll - cogp) = a, b, +a,h,.

Wir erhalten
a b +a,b,

l1a - bl
Die Zahla, b, + a,b, bezeichnet man als d&kalarprodukivon & und b, und man
kiirzt es mit(a, by ab.

codyp) =

@by =((&),(%)=a,b+ab,
Die Winkelformel heif3t jetzt:

@b
Os¢)_'nan-naf

AulBerdem gilt flr jeden Vektai

(3,3 = (llalh)?.
In[6]:= {3, 4}. {-5, 2}
Qut[6]= -7

In[7]:= Laenge [v_1 := Sqgrt [V.V]

In[8]:
Qut [ 8]

Laenge [{2, 3}]
V13
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1. GEOMETRIE IN DER EBENE UND IM RAUM

Unter Verwendung der Mathematica-Functidor mkann man diese Lange auch mit
Nor nf {2, 3}] ausrechnen.

DEFINITION 1.5. Seierﬁ,B e R2. Die Vektorena und b stehen aufeinander normal
wenn{a,by =0

Zwei Vektoren stehen also aufeinander normal, wenn einelilween der Nullvektor
ist, oder wenn sie einen rechten Winkel einschlie3en. Darhiélt man, dass (wenn

& # (3

)) der Vektor(§) mit den Vektorer( 5 ) und(-?) einen rechten Winkel ein-

schliefit.
UBUNGSAUFGABEN 1.6.

@

@)
©)

)

©)

Von einem gleichschenkeligen Dreieck sind zwei Bagisaokte( 7?) und( ;) bekannt. Ergédnzen Sie diese Punkte

mit einer Spitze, sodal’ das entstehende Dreieck die Hohenﬁthle viele verschiedene Lésungen gibt es? (Sie
brauchen nur eine wirklich auszurechnen.)

Berechnen Sie den Cosinus des Winkels zwisohendy fur x = (), y = (2§).

Berechnen Sie jeweils den Winkel zwischen folgendeddreiektoren. Geben Sie die Ergebnisse in Grad und in
Radiant an!

(d) a= (4) b= ( 5)
Zeigen Sie, dass das SkalarprodukfRfhfolgende Eigenschaften erfiillt:
(a) (@a+b,a+hy=(a,a+2@a,b +(b,b.
(b) (a+b,a—hb)=<a,a —(b,b.
Verwenden Sie das Skalarprodukt, um folgenden geosebth Satz zu beweisen.
In einem Parallelogramm mit Seitenlangarb, und Diagonalenlangeg f gilt:

2@ + 0% = + 2

6. Geraden in der Ebene

Wir Uberlegen uns, wie man Geraden in der Ebene beschredren k

6.1.

Geraden, die durch einen Punkt und eine Richtung gegehesind.

A

\

2
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P=(3)7= (%)
Die Geradeyist die Menge aller Punkte, die man erreicht, indem manRein Stick
in Richtungr geht.

g={P+A-FlX R}
Lies: “g ist gleich der Menge aller Punkte + A malt, wobeiA eine reelle Zahl ist.”
Mit den Zahlen farP undr:

g=1{(3)+ - (P)1rery,

oder, anders geschrieben,

g=1{(%3)11 eR}.
Man kanng auch so schreiben:

g={(y) e R?| es gibtx e R, sodasgy) = (3)+1- ()

Lies: “g ist gleich der Menge aller Punk(é) in R hoch 2, fir die es ein in den

reellen Zahlen gibt, sodags) gleich (%) + A mal () ist.” Diese Darstellung von
g durchPunktund Richtungsvektoheil3tParameterdarstellung der Geradengan
schreibt oft kurz:

oder
g: X =(3)+1-(P)
Wir Gberprifen, ob der Punl€t54) auf der Geradenq liegt. Er liegt aufg, falls es eine

reelle Zahl gibt, sodas$+#) gleich(3) + A - () ist. Wir suchen also eih € R, das
die Gleichungen

-4=2-3) I
5=3+11 I

erfullt. Aus der Gleichung | erhalten wir= 2; da auch 5= 3+ 1- 2 gilt, istA = 2 eine
Ldsung des Gleichungssystems. Daher liegt der P(ugﬂﬁtaufg; wir schreiben dafur

(¥ eo

6.2. Geraden, die durch eine Gleichung gegeben sindVir haben im letzten
Beispiel Uberprift, ob ein Punkt auf einer Geraden liegtbéavar die Gerade in
Parameterform gegeben. Zur Uberpriifung war es notwergtitgdstellen, ob es einen
Wert flr den Parametergibt, der uns genau den getesteten Punkt liefert. Wir masste
also fur jeden Punkt ein Gleichungssystem (mit zwei Glengfan und einer Variable)
l6sen.

Wir testen nun wieder, o@) auf der Geradeqliegt, die durch
g: X =(3)+1-(P)
gegeben ist.
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\

Anstatt zu fragen, oby ) aufgliegt, fragen wir, ol{J) - (3) normal auff steht. Das ist
namlich genau fir die Punk(é) aufgder Fall. Zunachst finden wir den VektorAuf

den Vektor(§) stehtimmer der Vektdr?) normal, denn das Skalarprodyk), (2))
ergibt—ab+ ab= 0. Also finden wirn durch

A= (:%)
Nun Uberprifen wir, o} ) — () normal auf( -3 ) steht. Das gilt genau dann, wenn

() () =0
Wir rechnen das Skalarprodukt aus und erhalten
-X—-3y+11=0.

Ein Punkt(ﬁ) liegt also genau dann auf der Geraden, wern 3y + 11 = 0 ist. Wir
konnen also jetzt viel einfacher Gberpriifen, ob ein Punktlau Geradery liegt. Wir
berechnen-x—3y+ 11. Ist das 0, so liegt der Punkt auf der Geraden, und sorfst nic
AuRRerdem koénnen wir die Gerade jetzt kiirzer angeben durch

g={(}) e R?*| -x-3y=-11

(lies: “g ist gleich der Menge alle(r§) in R hoch 2, fur die-x — 3y gleich—11 ist.”)
Das kiirzt man auch zu

g: x-3y=-11
ab.—x - 3y = -11 hei3tGleichungder Geraden, diese Darstellung der Geradem-
chungsfornoderimplizite Darstellungler Geraden.

6.3. Verwandlung zwischen Gleichungs- und Parameterform.

6.3.1. Verwandlung von parametrisierter in implizite Darstelturiwir verwan-
delng: X =(3)+1-(5)ing: -x- 3y = —11 so, wie das in obigem Beispiel erklart
worden ist.
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6.3.2. Verwandlung von impliziter in parametrisierte Forrvir verwandelng :
5x — 2y = 1 in parametrisierte Form. Dazu setzen wit= t und rechnen uns aus
diesemy dasx aus. Wir erhalten = £ + 2t. Somit st fiir jede$ € R der Punk{ 5*5)
ein Geradenpunkt. Die Gerade hat also die parametrisientst&lung

0:x = (3)+t-(3)
Eine andere Darstellung derselben Geraden ist

g:X::(é)+t-(§)
oder
g: X =(3)+t- (&)
Spezialfall: Wir verwandelig : y = —1 in Parameterform. Dazu setzen wir=t, und

rechnen uns dann dgsaus. Das ist aber immerl. Fir jedeg € R ist also( _‘1) ein
Geradenpunkt. Die Gerade hat die parametrisierte Daratgll

g: X =(9)+t-(3)

UBUNGSAUFGABEN 1.7.

(1) Geben Sie die Gerade durch die Pur{und( 3,) in Parameterform und in impliziter Form an!
(2) Bestimmen Sie jeweils eine Parameterform (= Punkt-Rinjs-Form) folgender Geraden.

(a) 3x+4y=17.

(b) x=1.

() y=-4
(3) Bestimmen Sie eine Gleichung, deren Lésungsmenge dadée

— (-3 -
X=(¢)+2(3)
ist.
(4) Bestimmen Sie die implizite Darstellung jener Geradte parallel zur Geradegmit

g:X=(3)+t:(3)
sind und von dieser Abstand 10 haben.
(5) Ein Radfahrer startet im Punf§) und fahrt auf den PunKt§) zu. Ein FuBganger startet im Purfkt,) und geht
auf den Punk( 140) zu. In welchem Punkt schneiden sich die Wege der beiden?
(6) Ein Radfahrer im Punkt$) und ein FuBganger im Punkt ) bewegen sich aufeinander zu, der Radfahrer mit 20
km/h, der FuRgénger mit 5 km/h. Wann und wo treffen die be@erander?
(7) Vom QuadralABCD haben wir folgende Angaben:
< A=(3).
« Bliegt auf der Geraden
g X =(3)+A-(3)
« Die Seitenlange des Quadrats ist 10.
« Die Eckpunkte sind gegen den Uhrzeigersinn AiB, C, D beschriftet.
Berechnen Sie die Koordinaten des Eckpunkies
(8) Vom QuadralABCD haben wir folgende Angaben:
* A=(3):
« Bliegt auf der Geraden
g i X = (3)+1-(3,)
- Die Seitenlange des Quadrats ist 15.
« Die Eckpunkte sind gegen den Uhrzeigersinn AiB, C, D beschriftet.
Berechnen Sie die Koordinaten des Eckpunkies
(9) Zeigen Sie, dass sich die Schwerlinien des DreiddBE mit A = (72), B = (3) undC = () in einem Punkt
schneiden, und berechnen Sie diesen Schnittpunkt.
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(10) Berechnen Sie den Umkreismittelputtkt= (i} ) des DreiecksABCmit A = (=2), B = ($) undC = (), indem
Sie die Bedingung, dads gleich weit vonA, B und C entfernt ist, in Gleichungen in den Variablen und u,
umwandeln. Verwenden Sie zur Lésung der auftretenden @legen den Mathematica-Befetblve.

(11) Bestimmen Sie die implizite Darstellung jener Geradta parallel zur Geradegmit

9:X=(§)+t-(%)

sind, und von dieser Abstand 10 haben.
(12) Berechnen Sie den Durchschnitt der Gerddand j, wobei

hiX=(3)+t-(2)
und
j:10x—4y=0.
(13) Bestimmen Sie die Schnittmenge der Geraden
g X=(§)+t-(F)

und
O, : 2X+4y =22

(14) Bestimmen Sie den Cosinus des Schnittwinkels der @arad
g X=(g)+t-(3)

und
g,:12x-5y=22

7. Vektoren imR"

Bisher haben wir uns auf die Geometrie in der Ebene beschranklog kann man
den Raum mit Tripeln reeller Zahlen, also mit ElementenRij&oordinatisieren. Die
Konvention ist es, die Richtungen der Koordinatenachsernmfiolgenden Skizzen zu
wahlen:

y

oder
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Halt man Daumen, Zeigefinger und Mittelfinger der rechtendHsm, dass sie paar-
weise im rechten Winkel aufeinander stehen, dann zeigejewsls in die Richtung
der positiverx-Achse,y-Achse undz-Achse.

Wir definieren die Operationen, die iR¥ hilfreich waren, allgemein fur
R" := {(Xsn)|x1, ... X R},

wobein eine beliebige natirliche Zahl ist.

. ay o b;y . . .
DEFINITION 1.8. Seiera = (asn),b: ( : )ln R". Wir definieren:

N al‘f'bl
(1) a+b:= (an;bn).
(3) (a,b):=a,-b, + --- + &, - b, (Skalarprodukt).

(4) 1Al := y/{(a,ay (Lange).
(5) Der Winkely zwischena undb ist gegeben durch

_ @b
cose) = lall - il

Im R2 gibt es eine Rechenoperation, die einen Vektor liefert,addrzwei gegebene
Vektorena undb normal steht: das Kreuzprodukt.

DEFINITION 1.9. Der Vektor
a by aybz—agh,
()%(3)- (553)

a,b,-ayb;

a b.
ist dasKreuzprodukt/on(gi) und(bi) inR3.
3

b3

Fura = (&) undb = (o) in R? gilt:

ura_(ag)un _(bz)ln gilt:
(1) ax bist normal auf und aufb.

Beweis: Es gilt
(axb,a) = (a,b; — a;b,)a, — (a,b, — azb))a, + (a b, — a,b,)a, = 0.

(2) Ila x bll ist die Flache des Parallelogramms, das von den Vektanend b
aufgespannt wird.

Beweis:
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L

Wir erhalten fur die Hohé aufa
h = 11bll - sin(e)
und far den Flacheninhalt
F =llall- h = il - 1ol - sin(g).
Somit gilt

A2 - 1Bl - (Sin(p))?,
&2 - 1bI12 - (1 — (coge))d),
a2 - bl — (&, by2

F2

. ary .o by o s
Einsetzen vorégz) fura und( Ez) fur b ergibt jetzt
s 3
F2 = llax b,

Durch diese beiden Bedingungen an Richtung und Lange istadetor ax b fast schon
eindeutig bestimmt. Zusatzlich gilt: Zeigt der Daumen dmrhten Hand in Richtung
a, der Zeigefinger in Richtunﬁ, und ist der Mittelfinger normal aud und b, dann
zeigt er in die Richtung voa x b.

In[9]:= Kreuzprodukt [{al , a2 , a3_}, {bl , b2 , b3 }] :=
{a2 * b3 -a3 x b2, -(al *xb3 -a3 xbl), al xb2 -a2 xbl}

Kreuzprodukt [{1, -2, 3}, {0, 2, -1}]
(-4, 1, 2}

I n[10]:
Qut [ 10]

Die Mathematica-Funktio@r oss liefert ebenfalls das Kreuzprodukt.

8. Geraden und Ebenen im Raum

8.1. Parameterdarstellung einer Geraden.Genau wie inR? lasst sich eine Ge-
rade imR? durch eine Parameterdarstellung mit einem Punkt und einiefrtuRigs-
vektor angeben. Zum Beispiel,

o:(3)=(3) (3}
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/
P

8.2. Parameterdarstellung einer Ebene Wie kann man die Ebene beschrei-
ben, die die drei Punkte = (%l) Q= (g) undR = (‘2‘4) enthalt?

Die Ebenee ist die Menge aller Punkte, die man erreicht, indem manRa@us ein
Stiick in RichtundgQ, und dann ein Stiick in die Richtung v@machR geht.

e:{P+A-P_\Q+/1'I5\R|A’ﬂER}’
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das heilt, die Punkte der Ebene sind von der Form

s (i) = ()2 (2)n ()

Eine Ebene lasst sich also durch einen Punkt und 2 Richtekgsen beschreiben.

8.3. Implizite Darstellung einer Ebene. Es seie die Ebene durch den Punkt
(—jl), die normal auf den Vekton = ( 3 ) ist. Wir nennenmih den Normalvektor von

Die Ebenesist die Menge aller Punkt(e)zf), sodass der Vektc(r)yz() - (—il) normal aufn

ist, also
X 2 N
(0)-(3)m-o
Einsetzen der Werte ergibt dimplizite Darstellung der Ebene
e= {(g) e R3|x+3y—2z=-9}.

Ein Normalvektor vore lasst sich direkt aus den Koeffizienten der Ebenengleichung
ablesen.

8.3.1. Verwandlung von Parameterdarstellung in implizite Dalisteg. Wir ver-

wandeln
X 2 1 2
e (1) =(5) 4 (3) +m-(3)
in implizite Form Dazu suchen wir zuerst einen Vekiipder auf beide Richtungsvek-

toren der Ebene normal ist. Dannisauf die ganze Ebene normal. Wir beschreiben 2
Maglichkeiten einen solchen Normalvektor zu finden:

(1) Wir suchem = (Ei) so, dass
3

1

(3}
(o

Das heil3t, wir missen das lineare Gleichungssystem

O und

0.

n-n,+3n; = 0
2n,-n,-3n; = 0
l6sen. Klarerweise ist, = n, = n; = 0 eine Losung, aber wir wollen einen
Vektor n, der nicht der Nullvektor ist. Wie man alle Losungen einagdiren

Gleichungssystems findet, werden wir im Kapitel 3 sehen.
(2) Alternativ finden wim auch als Kreuzprodukt der beiden Richtungsvektoren.

o= (3)x(3)-(2



8. GERADEN UND EBENEN IM RAUM 23

Der Vektorn ist normal auf die Ebene. Ein Pur(l«zt) liegt also genau dann i wenn

der Vektor(g) - (_% ) normal aufi ist. Wir berechnen
()-(3hm=o0

6x + 9y +z= 38
Somit hat die Ebene die implizite Darstellung

e= {(g) e R3|6x+ 9y +z=38).

und erhalten

8.3.2. Verwandlung von impliziter Darstellung in Parameterdatking. Wir ver-
wandelne : x + 3y — 2z = -9 in parametrisierte Form. Wir beschreiben die L6sungs-
menge der Gleichung, indem war= u undy = A setzen und dankx durchA und u

ausdrucken. Wir erhalten = -9 — 31 + 2u. Somit liegt fir alle Werte\,u € R der
-9-31
Punkt( A +2ﬂ) in der Ebene. Die Ebene hat also die parametrisierte Dans¢el

e (el

8.4. Implizite Darstellung einer Geraden. Offenbar kann man eine Gerade im
Raum nicht durch eine einzige lineare Gleichung,y, zbeschreiben. Solche Glei-
chungen beschreiben ndmlich Ebenen im Raum. Jede Geraderkamaber implizit
als Schnitt zweier Ebenen, das heil3t als Losungsmenge viome&¢n Gleichungen
beschreiben. Beispielsweise ist

g:{(g)e[R3|2x—y+3z:1,x+4y—22:3}

die Gerade, die sowohl in der Ebene mit der Gleichuxng £ + 3z = 1 als auch in der
Ebene mit der Gleichung+ 4y — 2z = 3 liegt.

Zwei Ebenen im Raum, die nicht parallel sind, schneidenisicher in einer Geraden.
Parallele Ebenen erkennt man daran, dass ihre Normalegkiordieselbe Richtung
zeigen. Also sind etwax?- y + 3z = 1 und-4x + 2y — 6z = 3 parallel.

8.4.1. Verwandlung von Parameterdarstellung in implizite Dalisteg. Wir ver-

wandeln y , .
9: (¥) - (—31) A (_31)
in implizite Form. Dazu suchen wir 2 Ebenen, die die Geradéaten. Liegtg in

einer Ebene mit Normalvektar, dann isth normal auf den Richtungsvektéél) der
Geraden. Zusatzlich liegt der Pur(k_%l) in der Ebene.

Auf einen Vektor(g) sind beispielsweis(a—za), (_Sa) und (_(c)b) normal. Wir wahlen

n, = (%) undn, = (_31) als Vektoren, die im rechten Winkel a(:él) stehen. Damit
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liegtgin den Ebenen durch den Purék?t ) die normal auf, bzw.n, sind. Die Gerade
ist also der Durchschnitt der beiden Ebenen

e: X+y=5 und
e: 3X-z=T7.
Wir haben
o 3
0=1(}) eR3Ix+y=53-2=7.

8.4.2. Verwandlung von impliziter Darstellung in Parameterdatking. Um eine
Parameterdarstellung von

g= {(g) eR3|2x-y+3z=1,x+4y-2z= 3}
zu erhalten, I16sen wir das lineare Gleichungssystem
2X-y+3z = 1,
X+ 4y -2z 3.
Eine Methode dafur werden wir im Kapitel 3 vorstellen.



KAPITEL 2

Matrizen

1. Die Definition von Matrizen

Wir haben bereit¥ektorenkennen gelernt; solche Paare reeller Zahlen haben wir be-
nutzt, um Punkte in der Ebene zu beschreiben. In der Ge@armtiichen wir auch
Matrizen Matrizen eignen sich besonders gut, um etwa DrehungerSpilegelungen

zu beschreiben.

Eine Matrix ist ein rechteckiges Zahlenschema. Zunachst einige Exéspi

BEISPIELE2.1.

3 5). . .
> 1)lstelne2><3-Matr|x.

1
7
1 2). . )

3 5)lstelne2><2-Matr|x.

. ‘z’ ) ist eine 2x 1-Matrix.
(1 2 7)isteine 1x 3-Matrix.

Eine Matrix mitm Zeilen undn Spalten bezeichnen wir als eimex n-Matrix. WennA
einem x n-Matrix ist, undi € {1,2,...,mfundj € {1, 2, ..., n}, so bezeichnen wir mit
A, ), All, J] oderA, ; den Eintrag, der beA in deri-ten Zeile undj-ten Spalte steht.
Far

A=(733)
gilt zum BeispielA, , = 7. Die Menge allem x n-Matrizen kirzen wir miR™" ab.

Wir missen noch den Begriff “rechteckiges Zahlenschemarekd. Man kann eine
m x n-Matrix A mit Eintrdgen auf als Funktion von(1,2,...,m} x {1,2,...,n} nach
R definieren. Der Eintrag, der in der 2. Zeile und 4. Spaltetstehdann der Funkti-
onswertA(2, 4). Diese Sichtweise gibt auch recht gut wieder, was eine Imeigation
des abstrakten Datentyps “Matrix” kbnnen muss. Es mussiotogein, eine Funkti-
onlLi ef er eEi nt r ag zu schreiben, sodakts ef ereEintrag (A, i, j) den
Eintrag vonA an deri-ten Zeile undj-ten Spalte, also den Funktionswéxi, j), zu-
rackgibt.

25
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In Mathematica geben wir die Matrix

wie folgt ein.
In[11]:= A = {{1, 2, 3}, {4, 5, 6}}
Qut[11]= {{1, 2, 3}, {4, 5, 6}}
I n[ 12] : = MatrixForm  [A]
_ (1 2 3
u[12]= (4 5 ¢ |
In[13]:= A = {{5, 7, 8}, {-2, 3, 5}}
Qut[13]= {{5, 7, 8}, {-2, 3, 5}}
I n[ 14] : = MatrixForm [A]
_ (5 7 8
Qut[14] = 5 3 5
In[15]:= A[[21][[1]1]
Qut[15]= -2

2. Die Addition von Matrizen

Zwei Matrizen kann man addieren, wenn sie gleich viele Zailed gleich viele Spal-
ten haben. Wie man zwei Matrizen von gleichem Format addeekidren wir mit
folgenden Beispielen.

AUFGABEN 2.2.

(135),(-1-2 3)_(01 8
721 6 5-3)7|137 -2
(L -3),(03)_(10
2 0)"(71)7\91
(15),.( 2-3\_( 32
37)" (-4 o)7\-17
(13) (21 (-1 2
10)\35)7(-2-5

Wir fassen zusammen, wie diese Addition funktioniert: ZWeitrizenA € R™ B e
R™! lassen sich genau dann addieren, wemr= n undk = | gilt, d.h. wenn die
Matrizen von gleichem Format sind. Wefindie Matrix A + B ist, dann hat auc
das Formam x k, und fir allei € {1,2,...,mfund j € {1, 2, ...k} berechnet man den
EintragC, ; durch

Ci=Ai+B
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In[16]:= A = {{1, 4, 3}, {0, 1, 0}};

In[17]:= B = {{-7, 5, 0}, {23, -7, 16}};

In[18]:= A+ B
Qut[18]= {{-6, 9, 3}, {23, -6, 16}}
I n[ 19] : = MatrixForm [%
_ (-6 9 3
QU19]= {53 5 16

3. Die Multiplikation einer Matrix mit einer reellen Zahl

Eine Matrix A wird mit einer reellen Zahl multipliziert, indem jeder Eiag mit der
Zahl multipliziert wird. Wir geben dazu wieder ein Beispiel

AUFGABE 2.3.
,(35)_( 6 10
78)7\14 16)

Wir formulieren wieder allgemein, wie man eine reelle Zal @ner Matrix A multi-
pliziert. Wennt eine reelle Zahl, uné einemx n-Matrix ist, so ist die MatrixC :=t-A
ebenfalls einen x n-Matrix. Die Eintrage vorC sind dadaurch gegeben, dass fur alle
ief{l,2,....m,je{l,2,..,nqgilt:

In[ 20]:: A= {{21 5}1 {31 4}1 {101 2}}
Qut[20]= {{2, 5}, {3, 4}, {10, 2}}

I n[ 21] : = MatrixForm [ (-10) =% Al

20 -50
out[21] = (_30 ~40 )
~100 -20

4. Die Multiplikation von Matrizen

Zwei MatrizenA, B kdnnen genau dann miteinander multipliziert werden, wAnn
genausoviele Spalten wigeZeilen hat. Eindx|-Matrix ist also mit einemx n-Matrix
multiplizierbar, weni = m. Das Ergebnis dieser Multiplikation ist eilkex n-Matrix.
Wir erklaren die Matrixmultiplikation zunéchst anhandesrBeispiels.

AUFGABE 2.4.

(25 a)

= 00 ©
g w

5)-

3.3+1:1+2-7 3-9+1-8+2-1 3:3+1-5+2-(-4)
2.3+5-1+4-7 2-9+5.-8+4-1 2.3+5-5+4.(-4) )

N

3
1
7
(
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Daher gilt
39 3
(2 é 421)(% f _54):(?33 g; 165)'

Wenn man ein&xm-Matrix A mit einermxn-Matrix B multipliziert, so ist das Produkt
C einek x n-Matrix. Furi € {1,2,...,klundj € {1,2,...,n} ist der Eintrag;,‘j das
Skalarprodukt aus deften Zeile vonA und derj-ten Spalte voB. Wir rechnen noch
einige Beispiele:

AUFGABEN 2.5.
(o 3 3)

. ( 1 2 3 ) ( :2)’ ? ) ist nicht definiert, da die erste Matrix 3 Spalten und die

zweite Matrix 2 Zeilen hat, und 2 nicht gleich 3 ist.

o = 01

2
7)-(% 1)

WennA eine 2x 3 undB eine 3x 1-Matrix ist, dann ist das Produkt- B eine 2x 1-

Matrix. Das ProdukB - A ist nicht definiert. Selbst dann, wenn beide ProdukteB

und B - A definiert sind, mussen die Ergebnisse nicht gleich seinuDazhnen wir
folgende Beispiele:

AUFGABEN 2.6.

5
(1 2 5)-[1} = (17

2

5 5 10 25
1|1 2 5) 1 2 5
2 2 4 10

Das erste Beispiel noch einmal in Mathematica.

In[22]:= A= {{3,1, 2}, {2,5, 4}};

B = {{3,9, 3}, {1, 8, 5}, {7, 1, -4}};
I n[ 23] : = MatrixForm [A. B]
out [ 23] = 24 37 6

39 62 15
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5. Rechenregeln fir die Addition und Multiplikation von Mat rizen

Wir haben bereits gesehen, dass nicht fur alle MatrizerB = B - A gelten muss.
Einige Rechenregeln, die wir vom Rechnen mit Zahlen kengelten aber auch fur
Matrizen.

SaTz 2.7 (Assoziativitat der MatrizenmultiplikationBeien k, I, m, re N, und seien
AR BeR™™ CeR™" Dann gilt

(A-B)-C=A-(B-C).
Satz 2.8 (Rechtsdistributivitat der Matrizenmultiplikationpeien k, I, me N, und
seien A, Be R, C € R™*™. Dann gilt
(A+B)-C=(A-C)+(B-C).
SaTz 2.9 (Linksdistributivitat der Matrizenmultiplikation)Seien k, |, me N, und sei-
en Ae R*! B,Ce R™*™ Dann gilt
A-B+C)=(A-B)+(A-C).

Es st nicht schwierig, die Assoziativitat der Matrizentiplikation zu beweisen, wenn
A, B, C alle 2x 2-Matrizen sind. Man berechnet

(2 a)lgahlet)

(5 a)(gn)(k i

und stellt fest, dass beide Ergebnisse gleich sind. Flrikéstvon beliebigem Format
braucht man folgende Definition der MatrixmultiplikatioennA einek x m-Matrix,

B einem x n-Matrix, undC = A - B ist, so gilt fur allei € {1,2,...,k} und alle
j€f{l,2,...,n}

und

Cli, j1:= ) Ali,r1-BIr, 1.
r=1

6. Die Multiplikation von Vektoren und Matrizen

-3 4

Seiv = (72)undA = ( 1 0 ) Dann ist der VektoA - v gegeben durch
-1 1
34 6+ 16
Av=( 1 o)-( 4)= —2+0 |.
-1 1 2+4

Das Ergebnis ist ein Vektor ifRS.
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Die Multiplikation sieht also genauso aus wie die Multiglilon der 3x 2-Matrix
-3 4

( 10 ) mit der 2x 1-Matrix (-2 ). Bei der Matrizenmultiplikation ist das Ergebnis
-1 1

aber eine X 1-Matrix.

Mit Mathematica wird der Unterschied deutlich:

In[24]:= A = {{-3, 4}, {1, 0}, {-1, 1}};
v = {-2, 4};
X =Av

oQut[24] = (22, -2, 6}

In[25]:= A = {{-3, 4}, {1, 0}, {-1, 1}};
v o= {{-2}, {4}};
X =Av

Qut[25] = ({22}, {-2}, {6}}

In[26]:= A = {{-3, 4}, {1, 0}, {-1, 1}};
V = {{—2, 4}};
X = AV

Hier liefert Mathematica eine Fehlermeldung.
O"It[26]: {{_31 4}! {1! O}! {_1! 1}} {{_21 4}}

-3 5
Seiv=(-4,3,2) undA = ( 1 0 ) Dann ist der Vektow - A gegeben durch
-1 1
-3 5
(—4,3,2)-( 1 0):(12+3—2, ~20+2) = (13,-18).
-11

Das Ergebnis ist ein Vektor ifR2.

Die Multiplikation sieht also genauso aus wie die Multiglilon der 1x 3-Matrix
-3 5

(—4 3 2 mit der 3x 2-Matrix( 1 0 ) Bei der Matrizenmultiplikation ist das Er-
-1 1

gebnis aber eine & 2-Matrix.

Wenn man diese Multiplikation “Matrix mal Vektor” verwenildéassen sich lineare
Gleichungssysteme kirzer anschreiben.
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I
=

3Xx+4y-2z
2X+5y-8z

34 -2\ (X (1
25 -8)|Y |72
z
schreiben. Im allgemeinen erhalt man mesleichungen und Unbekannten die Form

A-xX=Db,
wobeiA einem x n-Matrix ist, x ein Vektor imR" undb ein Vektor imR™.

Il
\V]

lalt sich dann als

Die FunktionLi near Sol ve[ A, b] liefert eine Losung des linearen Gleichungssy-
stemsA-x=h.

Wir I6sen zum Beispiel - 3y = 5.

I n[ 27] : = LinearSolve [{{2, -3}}, {5}1]
5
Qut[27] = {5, 0}

Spater werden wir sehen, wie man alle Lésungen erhalt.
7. Das Transponieren von Matrizen

Beim Transponierereiner Matrix wird die Matrix an der Hauptdiagonale gespiege

1 4 -3 T 1 2
> 5 3| |4 72
-3 3
WennA einemx n-Matrix ist, so istAT einen x m-Matrix, und fur allei € {1,2, ..., n}
undj € {1,2,..., m}gilt

AT(, ) = A, D).
In[28]:= A = {{1, 4, -3}, {2, -5, 3}};
I n[ 29] : = MatrixForm  [A]
_ /1 4 -3
Qut[29] = 5 5 3
In[30]:= B = Transpose [A]

Qut[30]= {{1, 2}, {4, -5}, {-3, 3}}

I n[ 31] : = MatrixForm  [B]
1 2
Qut[31] = ( 4 -5 )
-3 3
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SATz 2.10. Haben die Matrizen passendes Format, sodass Addition bmtipika-
tion ausfuhrbar sind, so gilt:

(1) (A-B)T =BT . AT
(2) A+B)T =AT +BT

UBUNGSAUFGABEN2.11.

(1) Berechnen Sie fir die Matrix

die Matrix B := AT - A,
(2) Berechnen SigA —B)-CT firr die Matrizen

0 1
1 3 -2 -3
A:( ),B:( ),C: 1 -1].
4 -2 2 2 > 0
(3) Finden Sie eine Matrix, sodaRA - X = B, wobeiA = (*14 g) B= (‘74 _18)- (Hinweis: Bestimmen Sie jede Spalte
von X durch Lésen eines linearen Gleichungssystems.)

8. Die Einheitsmatrizen

10 2 -1\ (2 -1
O1J)\3 2] {3 2
3 5 3 5
42(38):42
8 1 8 1
Die Matrix
10 ..0
00..1

heil3t Einheitsmatrix vom Formatx n. Man sieht leicht, dal3 fir jeda x n-Matrix A
und jeden x k-Matrix B gilt:

A-E = A,
E-B = B.

Besonders einfach zu l6sen sind Gleichungssysteme mitidkeeiEsmatrix: Das Glei-

chungssystem
1 0\(x) (4
0 1)ly) |2

hat die Losung = 4,y = 2, und daher die Losungsmenge- {(4, 2)}.
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In[32]:= A = -24 x IdentityMatrix [51;
MatrixForm  [A]
-24 0 0 0 0
0 -24 0 0 0
Qut[32] = 0 0 -24 0 0
0 0 0 -24 0
0 0 0 0 -24

9. Das Invertieren von Matrizen

Betrachtet man die Gleichung= 7, so erhélt man die Losung= £ durch Multipli-
kation beider Seiten m@ (des Inversen von 5). Wir betrachten das Gleichungssystem

2 3\(x)\ _ 12
5 5)y) T | -20
Seien wir nun optimistisch, und stellen wir uns vor, wir haleee MatrixA = ( i 3 )

(2a)(5-2)-(52)

Fur die Losungen des Gleichungssystems muss dann auch:gelte
2 3)\(x 12
(53)5) -~ 56)
X 12
() =~ ()

Wie bestimmen wir so eine MatriA? Wir suchen eine MatriA = ( 2 3) die

sodass

folgende Eigenschaft besitzt:

(2a)(5-25)-(5 1)

Durch Ausmultiplizieren erhalten wir folgendes Gleichaagstem:

2a+5b = 1
3a-5b = 0
2c+5d = 0
3c-5d =1
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Losen wir dieses, so erhalten wir
a b) (02 012 _i 5 3
cd] {02 -008) 2515 -2

Nun koénnen wir auch die Lésung des urspriinglichen Systemesheen:

(7)-s(5 2)(2)-(3)

Somitist(0, 4) der einzige Kandidat fir eine Losung des Systems@4) auch wirk-
lich Losung ist, ergibt sich als Lésungsmernge {(0, 4)}.

DEFINITION 2.12. SeiA einen x n-Matrix UberR. A heifdtinvertierbar, falls es eine
nxn-Matrix BmitA-B=B-A=E, gibt.

SATZz 2.13. Seien A, A, invertierbare Matrizen irR™". Dann ist auch A- A, inver-
tierbar.

BeweisSeienA,, A, € R™"invertierbar. Es gibt daher Matriz&, B,, sodas#\,-B,
B,-A, = E,undA,-B, = B,-A, = E,. Dann gilt(A; - Ay) - (B,-B,) = A - (A, B,)- B,
A -E,-B, =A -B, = E, SomitistA, - A, invertierbarm

SATZz 2.14. Sei A eine invertierbare Matrix iR™", und sei B so, dassB = B-A=E,.
Sei C eine Matrix mit AC = E,. Dann gilt B=C.

BeweisEs gitC=E,-C=(B-A)-C=B-(A-C)=B-E,=B.=m

Zu jeder invertierbaren Matri& gibt es also genau eine Matfxmit A-B = E,.. Diese
Matrix B kiirzen wir mitA-* ab.

DEFINITION 2.15. SeiA einen x n-Matrix. A ist regul&r genau dann, wenA inver-
tierbar ist.A ist singulargenau dann, wenA nicht invertierbar ist.

UBUNGSAUFGABEN2.16.

(1) Zeigen Sie, dass fia, b, ¢, de R mit ad # bcdie Matrix(fél g) invertierbar ist, und dass
-1 1 -
(287 - el &)
gilt.

(2) SeiA einemx m- Matrix, fur die es eim € N mit A" = 0 gibt, und seE die mx m-Einheitsmatrix. Zeigen Sie, dass
E - Ainvertierbar istHinweis: Denken Sie beim Auffinden der inversen Matrixg};( = YiZoX.

SATZz 2.17. Seien A, B= R™" invertierbare Matrizen.

(1) Atistinvertierbar, und es giltA-1)~1 = A.
(2) AT ist invertierbar, und es giltAT) ! = (AT,
(3) A-Bistinvertierbar, und es gitA- B)"* = B1. AL,

Beweis.
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(1) EsgiltA™t-A = A-A™! = E,. AlsoistA tinvertierbar, und := Aihre inverse
Matrix.

(2) EsgiltA- A"t = A"1. A = E_. Durch Transponieren erhalt ma )™ - AT =
AT-(A™HT = E,. Folglich istAT invertierbar, und die inverse Matrix ZAf ist
(AHT.

(3) Esgilt(A-B)- (B™*-A™) =E,und(B*-A™) - (A-B) = E,. FolglichistA-B
invertierbar, und die inverse Matrix vok- Bist B! . AL,

]
Den folgenden Satz werden wir erst spater (als Satz 10.1®iben:

SATZ 2.18. Sei Ae R™", und sei Be R™" so, dass AB = E,. Dannist A invertierbar.
AulRerdem ist dann B die zu A inverse Matrix.

3
—4

(2 %)(8d)=(o 1)

In[33]:= A= {{1, 3}, {2, -4}};

Wir berechnen jetzt die inverse Matrix v:ér% ) durch den Ansatz

LinearSolve [A, {1, 0}]
2 1
Qut[33] = {g, g}
Alsoa=0.4,c=0.2.

In[34]:= A = {{1, 3}, {2, -4}};

LinearSolve [A, {0, 1}1]

3 1
Qut[34] = {E' ‘E}
Alsob=0.3,d = -0.1.

Die Funktionl nver se berechnet die inverse Matrix; die Funktiér - 1) macht
leider etwas ganz anderes.

In[35]:= A = {{1, 3}, {2, -4}};
B = Inverse [A];

MatrixForm [B]

2 3
Qut [ 35] = (E 10 )
5 10

In[36]:= A B
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Qut[36]= {{1, 0}, {0, 1}}
In[37]:= B. A
Qut[37]= {{1, 0}, {0, 1}}
In[38]:= A" (-1)

1 1 1
au[3g] = {{1, 3}, {5 -7}
In[39]:= A A" (-1)

Qut [ 39] = {{; —15—2}, {o, 2}}

2. MATRIZEN



KAPITEL 3

Lineare Gleichungssysteme

1. Beispiele

Wir betrachten zunachst vier Gleichungssysteme und bestmihre Losungsmenge.
Dabei geht es uns noch nicht darum, ein Losungsverfahreiméare Gleichungssy-
steme zu entwickeln (das kommt spater), sondern nur datiarpaar typische Phéano-
mene zu beobachten.

(1) Man bestimme alle Paarg, y) in R?, die sowohl die Gleichung +y = -1
als auch die Gleichung3+ 2y = -5 erflllen. Wir suchen also alle Losungen
des Gleichungssystems

X+y=-1 (2)

(3-1) 3x+2y=-5 (2).
L('jsung:Wenn(§) eine Losung des Gleichungssystems ist, danmxgillyy =
—1. Daher gilt auch-3x — 3y = 3. Somit ist jede Losung des Systems (3.1)
auch eine L6sung von
-3x-3y=3 1
(3.2) y (1)

3X+2y=-5 (2).

Wenn-3x-3y = 3und 3x+2y = -5, dann gilt aucki-3x-3y)+(3x+2y) =
3+ (-5H), also-y = —2. Daher musy = 2 sein. Da abex + y = —1 ist, muss
x = —1 -y sein, und daher ist = —3. Daher ist nuf 3}) als Lésung des
Gleichungssystems maglich.

Wir probieren nun aus, o(tr23) auch wirklich eine Losung ist. Tatsachlich
gilt -3+ 2=-1und 3 (-3) + 2- 2= -5. Daher ist die Menge

L=1{(3)
die Losungsmenge des Gleichungssystems.

Wir interpretieren dieses Beispiel jetzt geometrischeJléunkte(§) im
R?, die die Gleichung +y = -1 erflillen, liegen auf einer Geraden (eben auf
der Geraden mit Gleichung+ y = —1). Jene Punkt@), die die Gleichung
3x+ 2y = =5 erfillen, liegen auf der Geraden mit Gleichung 82y =
-5. Die Lésungsmenge des Gleichungssystems enthalt alletd}uhe auf

beiden Geraden liegen. Wenn die beiden Geraden nicht @lesadt, so gibt
es genau einen Punkt, der auf beiden Geraden liegt, nandicBchnittpunkt

37
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der beiden Geraden. Dieser Schnittpunkt ist in diesem Btisier Punkt
-3

2
(2) Wir suchen alle Lésungen des Gleichungssystems
X+3y=-1 (2)

(33) -3x-9y=2 (2).
Lbsung:Wenn(ﬁ) eine Losung des Gleichungssystems ist, danxgilBy =
—1. Daher gilt auch 8 + 9y = —3. Somit ist jede Lésung des Systems (3.3)
auch eine L6sung von
3X+9y=-3 1
(3.4) y (1)

-3x-9y=2 (2).
Wenn 3x+ 9y = -3 und-3x -9y = 2, dann gilt auch
(3.5) Bx+9y) +(-3x-9y) = -3+ 2

Die linke Seite von (3.5) ist aber immer 0. Jede Los(figdes Gleichungs-
systems (3.3) muss also -3 + 2, also 0= -1 erfullen. Egal welche,y
man in die Gleichung (3.5) einsetzt: die Gleichung (3.5)kaie erflllt sein.

Somit hat das Gleichungssystem (3.3) keine Losung. Die hgsmenge
ist also die leere Menge, also

L=1)=0.

Wir interpretieren dieses Beispiel jetzt geometrisch. Gazadex + 3y =
—1 hat den Normalvektds ). Die Gerade-3x—9y = 2 hat den Normalvektor
(23). Der Vektor(-3) ist ein Vielfaches des Vekto(g ). Die beiden Geraden
sind also parallel. Zwei parallele Geraden sind entwedentidch, oder sie
haben keinen gemeinsamen Punkt. Da das Gleichungssyst@nuBsbar
ist, haben die beiden Geraden keinen gemeinsamen Pungkindialso zwei
verschiedene parallele Geraden.
(3) Wir suchen alle Lésungen des Gleichungssystems

X+5y=-4 (1)

(3.6) -2x-10y=18 (2).
L('jsung:Wenn(§) eine Losung des Gleichungssystems ist, danxgiby =
—4. Daher gilt auch  + 10y = —8. Somit ist jede Lésung des Systems (3.6)
auch eine L6sung von
2x+ 10y = -8 1
3.7) y 1)

-2Xx—-10y =38 (2).
Wenn 2x + 10y = -8 und-2x — 10y = 8, dann gilt auch
(3.8) (2x+ 10y) + (-2x-10y) = -8 + 8.
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Sowohl die linke als auch die rechte Seite der Gleichung) (3t8also O.
Somit ist die Gleichung (3.8) fiir allg}) in R? erfullt. Sie liefert also keine
Einschrankung fur die Losungen.

Nicht jeder Punk(§) inR? ist eine Losung des Systems (3.6). (Der Punkt
(8) erflllt nicht einmal die erste Gleichung.) Wir sehen abasdjede L6-
sung der ersten Gleichung von (3.6) auch eine Losung detemv&ieichung
von (3.6) ist: das liegt daran, dass die zweite Gleichungtent, wenn man
beide Seiten der ersten Gleichung mi2 multipliziert. Man kann also die
zweite Gleichung einfach weglassen (sie liefert keineeveiEinschréankung
far x undy), und nur mehr die Lésungen von

X+5y=-4

bestimmen. Wir sehen, dass wir flr jeden Wert, den wiyfilmrgeben, einen
Wert fur x erhalten. Wenn wir fly := t setzen, erhalten wir fix den Wert
X = —4 - 5t. Somit kdnnen wir die Losungsmengeso angeben:

L={("%%)IteR}.

Die L6ésungsmenge ist also eine Gerade durc(r[)“) mit Richtungsvektor
-5
o)
( )\Nir interpretieren dieses Beispiel jetzt geometrisch. Gieichungerx +
5y = —4 und-2x — 10y = 8 werden von denselbg) erfiillt. Sie beschrei-
ben also die gleiche Gerade. Der Schnitt dieser beiden &enaiteinander
ist also genau diese eine Gerade. Und wirklxhs (') +t - (°) ist genau
die Parameterdarstellung der Geradensy = —4.

(4) Wir suchen alle L6ésungen des Gleichungssystems

(3.9)

(3.10)

3x+4y=-1 (1)
5x+10y=-5 (2)
2X+8y=-6 (3).

L6sung:Wir multiplizieren die Gleichungl) mit 5, und die Gleichung?2)
mit —3 und erhalten

15x+ 20y = -5 @)
-15x-30y =15 (2)
2x+8y=-6 3).
Jede Losung vofll’) und(2') erfullt auch
(15x+ 20y) + (-15x - 30y) = -5+ 15,

also-10y = 10, und somity = —1. Wenny = —1, dann muss wegen der
Gleichung(1) gelten:

3x=-1-4y,
also 3x = -1 + 4, und somiix = 1.
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Die Frage ist, otﬁ _11) auch wirklich eine Lésung des Gleichungssystems
ist. Wir haben bis jetzt ja nur so begriindet, dass fiir jedeuhg$y) des
Gleichungssystems = 1 undy = -1 gelten muss. Wir wissen aber noch
nicht, ob( % ) die Gleichungentl), (2) und(3) erfiillt. So haben wir etwa die
Gleichung(3) beim Ausrechnen vor undy noch gar nicht verwendet! Wir
mussen also ausprobieren, (o_l‘g) wirklich alle drei Gleichungen erfiillt. Es
gilt3-1+4-(-1)=-1,5-1+10-(-1) = -5und 2- 1+ 8- (-1) = —6. Das
Paar( %) erfillt also wirklich alle drei Gleichungen, und es gilt sibm

L={((4).

Wir interpretieren dieses Beispiel jetzt geometrisch. den drei Gera-
den, die durch die Gleichungéh), (2) und(3) beschrieben werden, sind kei-
ne zwei parallel, da kein Normalvektor ein Vielfaches eiaederen Normal-
vektors ist. Alle drei Geraden gehen durch den Pl(ll’_ﬂ() Die drei Geraden

gehen also “sternférmig” durch den Purfikt ).

Das Gleichungssystem (3.6) zeigt, dass die Losungsnieaiges linearen Gleichungs-
systems nicht leer oder einelementig sein muss, sondemeane unendliche Menge

sein kann. Fur die Darstellung der Losungsmehgtes Systems (3.6) gibt es zwei
Maglichkeiten:

(1) Implizite Darstellungler Losung: Jedes Paat y), dasx+5y = —4 erfullt, ist
auch eine Losung fur das gesamte Gleichungssystem. Dienfdsann also
in der Form

L ={(X,y) € R?|x+ 5y = -4}
geschrieben werden.
(2) Parametrisierte Darstellunder Losung: Wir kbnnen die Lésungsmenge als

L={(-4,0+t-(-51]|teR}
schreiben.
Wollen wir nun Uberprifen, ob das Pa&r4) in der Lésungsmenge liegt, so missen
wir bei impliziter Darstellung nuk = 3 undy = 4 in X + 5y einsetzen. Da wir dabei

23 und nicht-4 erhalten, folgt3, 4) £ L. Bei parametrisierter Darstellung missen wir
dazu das Gleichungssystem

~4-5t = 3
t = 4

I6sen. Aus der Tatsache, dass dieses System keine Losutrt, b&gsmnen win(3,4) &
L schliel3en.

Die implizite Darstellung lasst jedoch keine direkte getnsehe Interpretation zu,
wahrend man aus der parametrisierten Darstellung sokehat, dass es sich bei der
Losungsmenge um eine GeradeRfhmit der Steigungué handelt.
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Auch andere Kurven irR? lassen sich sowohl implizit als auch parametrisiert darste
len. So ist zum Beispiel der Kreis mit Radius 1 um den Ursprgegeben durch

K (X, y) € R?|x* +y? = 1}
{(cost,sint)|[teR, 0 <t < 27}

Wir werden uns Uberlegen, wie wir die Losungsmenge von ddagstellungsform in
die andere umrechnen kénnen. Die jeweiligen Ubergdnget meanParametrisieren
(L6sen bzw. Implizitisieren

2. Die Lésung von Gleichungssystemen in Staffelform

Wir betrachten das Gleichungssystem

158 2 -2 9
0 1 2 -4 2 5
(3.11) 0o 0 0 -16 8 |'*=| 16
00 0 0 O 0

Dieses Gleichungssystem kdnnen wir so l6sgrkdnnen wir beliebig festlegen. Wir
setzen also

X5 =t.
Wir erhalten
-16x, + 8t = 16,
also
1
X, =-1+2t.

2
Dax, frei wahlbar ist, setzen wi, aufs.

Dann erhalten wir

Xo =9+ 2Xg + 4X, — 2Xs,
also
5+2s-4+2t-2t
1+2s.

o

SchlieRlich
X, =—-2+2s+t.

Also ergibt sich als Losungsmenge

()

B

)Is,te[R}.

COoRNN
RPNROOR
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Die Matrix
1 -5 8 2 -2
0O 1 -2 -4 2
O 0 O -16 8

0O 0o 0 0 O

ist eine besonders angenehme Koeffizientenmatrix. Siedistioh in Zeilenstaffel-
form. Wir definieren:

DEFINITION 3.1. SeiA einemx n-Matrix. A ist in Zeilenstaffelformwenn es e N,
undjy, j, ..., J, € {1,...,n} gibt, sodass

(1) jr > jr—1> e > jl'

(2) Farallei € {1,2,...,r}gilt: AG, j,) # 0.

(3) Furallei € {1,2,...,rjund furallek € {1,2, ..., ny mitk < j, gilt: Adi, k) = 0.
(4) Furallei € {1,2,...,mmiti>r und furallek € {1, 2, ..., n} gilt: A(i, k) = 0.

WennA einemx n-Matrix in Zeilenstaffelform ist, und wie in obiger Definition, dann
treten in der Lésung voA - x = 0 genawn — r frei wahlbare Parameter auf.

UBUNGSAU FGABEN3.2.
(1) Bestimmen Sie die Lésungsmenge des linearen Gleicbysgsns

Geben Sie die Lésungsmenge in parametrisierter Form an.
(2) Bestimmen Sie die Lésungsmenge des linearen Gleicbysgsns

(o106 2 )E)-(5)

Geben Sie die Lésungsmenge in parametrisierter Form an.
(3) Bestimmen Sie alle Losungen des folgenden Gleichuisgsss:

2% = 1% +1X3 = 1X, +1X5 = 12
I +1X3— 1%, +1%; = 4
Ixg+0x,—-1x5 = 14
(4) Losen Sie das Gleichungssystem
X
2 5 7 3 2 % 1
01 0 -1 0 x |=| -2 |
0 0 -1 0 2 X4 0
X5

und geben Sie die L6sungsmenge parametrisiert an.
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3. Das Gauf3sche Eliminationsverfahren

Wenn die Koeffizientenmatrix eines Gleichungssystemsesdstaffelform hat, dann
wissen wir bereits, wie wir alle Lésungen des Gleichunggsys bestimmen. Wir
erklaren mit einem Beispiel, wie wir sonst vorgehen. Wirraeliten das Gleichungs-
system

1 58 2 -2 9
1 -46 -2 0 4

(3.12) 102 2 ol|*| o
5 86 0 -5 _18

Wir schreiben uns zunachst das System anders auf.

I 1 58 2 -2 -9
I 1 46 -2 0 -4
1 -1 0 2 2 O 0

v 5 -86 0 -5 -18
Wir addieren nun passende Vielfache der Gleichung | zu jeddeanderen Gleichun-
gen, sodass in den neuen Gleichungen die Varighiécht mehr vorkommt. Das flihrt
auf

nm o 1 -2 -4 2 5 -1 +11
(3.13) im0 -5 10 4 -2 -9 |+l
v 0 17 -34 -10 5 27 (-5-1+IV

Nun hat das Gleichungssystem, das aus den Gleichungeh, IMIpbesteht, die glei-
che Losungsmenge wie das Gleichungssystem, das aus dehuigen 1,111’1V’
besteht.

Das kann man so begriinden: wenn ein TUgglx,, X, X,, X;) die Gleichungen | und
IV erfullt, dann erfillt es auch die Gleichung IV’, die ja eirLinearkombination (=
Summer von Vielfachen) der Gleichungen | und IV ist. Sei inX,, X5, X,, %) €in
Tupel, das die Gleichungen I und IV’ erfullt. Da IV’ =5- 1 + IV, gilt IV =IV' + 5 - I.
Daher ist die Gleichung IV eine Linearkombination der Gheiegen 1V’ und 1. Also
muss das Tupek,, X,, X;, X,, X;) auch die Gleichung IV erflllen.

Wir kdnnen also anstelle des Gleichungssystems |, IMItias Gleichungssystem
LIMIP, IV’ 16sen. In den Gleichungen II', III’, IV’ kom mt die Variablex; nicht vor.
Also konnen wir so vorgehen: wir bestimmen die Losungenx,, x,, X;) der Glei-
chungen I, I, IV'. Fir jede dieser Losungen rechnen wins dann aus der Glei-
chung | den Wert vom, aus.

Um die Losungen von II', I, IV’ zu bestimmen, addieren wiieder passende Viel-
fache der Gleichung II’ zu III’ und 1V’. Wir erhalten

i~ 0 0 0 -16 8 16 S+ 1117
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Nun konnen wir alle Losungefx,, X,, X;) der Gleichungen IlI” und IV” bestimmen.
Dann konnen wir fir jede Losung aus Il den Wert vorbestimmen (und dann aus |
den Wert vorx,).

In den Gleichungen III” und IV” kommi, nicht vor. Wenn wir also eine Losung
(X4, %) fur die Gleichungen 111" und 1V” finden, dann konnen wir fif jede beliebige
Zahl einsetzen. Flr jede solche Setzung erhalten wir eisehgix;, X,, X;) von I
und IV”. Wir merken uns:

X, ist frei wahlbar,

sofern es Losungefx,, ;) fur IlI” und 1V” gibt. Jetzt versuchen wir, alle Losungen
(X4, %) von 11" und 1IV” zu finden. Dazu addieren wir ein passendeslfdienes der
Gleichung III” zur Gleichung IV”. Wir erhalten

(3.15) Ivz-""0 0 0 0 0 0 58Ill"”"+16-IV”

Alle Lésungen(x;) dieser letzten Gleichung zu finden, ist einfach: wir konregep
Wert fir x; einsetzen. Also:

Xg ist frei wahlbar.

Setzen wir alseg auft, und schauen wir, welche Werte sich fur die anderen Vanmable
ergeben.
Aus der Gleichung IlI” erhalten wir
-16x, + 8t = 16,
also

1
X, =-1+ Qt'

Dax, frei wahlbar ist, setzen wix; aufs.
Aus der Gleichung II’ erhalten wir
Xo = O+ 2Xg + 4X, — 2Xs,
also
X, S5+2s-4+2t-2t
X, = 1+2s.

Aus der Gleichung | erhalten wir schlief3lich
X, =—-2+2s+t.

Also ergibt sich als Losungsmenge
-2

L:{(_(l)l)+s-(§)+t-( )Is,te[R}.
0 0

RPNROOR
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UBUNGSAUFGABEN 3.3.

(1) Bestimmen Sie alle Losungen des Gleichungssystems

Xx+2y+3z = -10
-X+7y+2z = -10
5x-8y+5z = -10
(2) Bestimmen Sie alle Losungen des Gleichungssystems
-4X+2y+3z = 12
-6x+3y+0z = -18
6x-3y+2z = 34
(3) Bestimmen Sie alle Losungen des Gleichungssystems
1x+0y+2z = 16
2x+3y-z = -8
Ox+2y-3z = -36

(4) Geben Sie die Lésungsmenge des folgenden linearenh@tessystems in parametrisierter Form an!

2 -1 0 8 ) x (-3
2 -3 8 0 [(¥)=| 16 [
10 -7 24 -16 ) % | 112

(5) Geben Sie die Lésungsmenge des folgenden linearenh@teissystems in parametrisierter Form an!

-2 -1 8 0 X -16
2 -3 0 8 | (;g) -| s
10 -7 -16 -24 | % 56

(6) Ergéanzen Sie die Gleichung
3x-2y+5z = 0

S0 zu einem Gleichungssystem mit drei Gleichungen, dasSyktem
(a) keine Lésung
(b) genau eine Lésung
(c) genau zwei Losungen
(d) eine Gerade als Losungsmenge
(e) eine Ebene als Lésungsmenge
hat.
(7) Furzwei Goldbarren und acht Silbertaler erhalten Si@@3.— Schilling, fiir 7 Barren und 3 Taler 84.000.— Schijlin
Wieviel ist ein Goldbarren wert? Wieviel ist ein Silbertaleert?
(8) Bestimmen Sie alle Losungen des Gleichungssystems

1 5 3 16
2 10 8| _| 34
4 20 15 67
1 6 5 21

(9) Bestimmen Sie alle Losungen des Gleichungssystems

1 3 5 2 3
2 8 14 4 |-x=| 6 |.
-1 -2 -3 -2 -2

(10) Losen Sie folgendes Gleichungssystem, und geben &leddungsmenge paramtrisiert an!

-2 1 0 1 -8
-3 2 2 0 |-x=| -13 |.
-6 5 8 -3 -28
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4. Einige durchgerechnete Beispiele zum Gaul3-Algorithmus

AUFGABE 3.4.
1 -5 8 2 -2 -9
1 46 -2 0|_ |-4
1.0 2 2 ol *T o
5 -8 6 0 -5 _18

I n[ 40] : = << GaussDemo6. m

In[41] : = Gauss [Al, bl]
x1 x2 x3 x4 x5 |
1 -5 8 2 -2 | -9
(1 -4 6 -2 O | —4)
|
|

-1 0 2 2 O 0
5 -8 6 0 -5 -18

We use equation (1) of the last systemto eliminate x1

x2 x3 x4 x5 |

1 -2 -4 2 \ 5
-5 10 4 -2 | -9 )
17 -34 -10 5 | 27

We use equation (1) of the last systemto eliminate x2

x3 x4 x5 |
( 0 -16 8 | 16 )
0 58 -29 | -58
x3 does not appear in any equation.
x4 x5 |
( -16 8 | 16 )
58 -29 | -58

We use equation (1) of the last systemto eliminate x4

(0 ol

x5 does not appear in any equation.

x5 :=t1
We use
x4 x5 |
-16 8 | 16

to compute x4

-

t
X4:—1+7

x3 :=t2
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We use
x2 x3 x4 x5 |
1 -2 -4 2 | 5

to compute x2

x2 =1+ 2t2

We use
xl1 x2 x3 x4 x5 | )
1 -5 8 2 -2 | -9

to compute x1

x1 = -2 + t1+2t2 1
aut[41]= {({-2, 1,0, -1, 0}, {{1, 0, 0O, > 1}, {2,2, 1,0, 0}}}

47

AUFGABE 3.5.
1 5 7 9 0
2 10 14 1§-x=| 1
3 2 1 O 1
I n[42] : = << GaussDemo6. m

I n[ 43] : = Gauss [A2, b2]

x1 x2 x3 x4 |
1 5 7 9 | O

( 2 10 14 18 | 1 )
3 2 1 0 | 1

We use equation (1) of the last systemto eliminate x1

x2 x3 x4 |
( 0 0 0 | 1 )
-13 -20 -27 | 1

We use equation (2) of the last systemto eliminate x2

(0% | 1

x3 does not appear in any equation.
( x4 | )

o | 1
x4 does not appear in any equation.

The systemhasno solution
Qut [ 43] = NOSOLUTI ON
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AUFGABE 3.6.
1 5 3 1
2 10 8| _|34
4 20 15 167
1 6 5 21
I n[ 44] : = << GaussDemo6. m
I n[ 45] : = Gauss [A3, b3]
x1 x2 x3 |
1 5 3 | 16
( 2 10 8 | 34)
4 20 15 | 67
1 6 5 | 21

We use equation (1) of the last systemto eliminate x1

We use equation (3) of the last systemto eliminate x2

x3 |
212
3 | 3

We use equation (1) of the last systemto eliminate x3
We use
x3 | )
2 | 2
to compute x3
x3 =1

We use

x2 x3 |
1 2 | 5

to compute x2

x2 = 3
We use
xl x2 x3 |
1 5 3 \ 16

to compute x1

x1 = -2
Qut[45]= {{-2, 3,1}, {}}
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AUFGABE 3.7.
1 5 3 1
2 10 8 134
4 20 15 %~ |68
1 6 5 22

I n[ 46] : = << GaussDemo6. m

In[47] : = Gauss [A4, b4d]

xl x2 x3 |
1 5 3 | 16
( 2 10 8 | 34 )
4 20 15 | 68
1 6 5 | 22

We use equation (1) of the last systemto eliminate x1

x2 x3 |
0 2 | 2
0O 3 | 4 )
1 2 | 6

We use equation (3) of the last systemto eliminate x2

x3 |
[z 1 2]
3 | 4

We use equation (1) of the last systemto eliminate x3

The systemhasno solution
Qut [ 47] = NOSOLUTI ON

AUFGABE 3.8.
1 2 -3 06 7 5
-2 4 102 39 |7
4 8 1 01-10 13
3 6 -1 09 9 15
I n[ 48] : = << GaussDemo6. m
I n[ 49] : = Gauss [A5, b5]
x1 x2 x3 x4 x5 x6 X7 |
1 2 -3 0 6 7 0 | b5
-2 -4 1 0 2 3 0 | 7
4 8 1 0 1 -1 0 | 3
3 6 -1 0 9 9 0 | 15



50 3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

We use equation (1) of the last systemto eliminate x1

x2 x3 x4 x5 x6 X7

|
0O -5 0 14 17 0 | 17
0O 13 0 -23 -29 O | -17
0 8 0 -9 -12 O | 0
x2 does not appear in any equation.

x3 x4 xb x6 X7 |
-5 0 14 17 0 | 17
13 0 -23 -29 O | -17

\

8 0 -9 -12 0

We use equation (1) of the last systemto eliminate x3

x4 xb x6 x7 |
( 0O 67 76 O | 136 )
0O 67 76 O | 136

x4 does not appear in any equation.

x5 x6 x7 |
( 67 76 0 | 136 )
67 76 0 | 136

We use equation (1) of the last systemto eliminate x5

(0% | ol

x6 does not appear in any equation.

(o ol

X7 does not appear in any equation.

X7 :=tl
x6 :=t2
We use
x5 x6 x7 |
67 76 O | 136

to compute x5

<5 - 186 . _76%2

= 67 67
x4 :=t3
We use
x3 x4 x5 x6 x7 |
-5 0 14 17 O | 17

to compute x3

_ 153 | 1512
X3 = %7+ 67
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x2 :=t4
We use

x1 x2 x3 x4 x5 x6 X7 | )

1 2 -3 0 6 7 O | 5
to compute x1
x1 = -22 4 3282 _9yy

22 153 136
Qut[49] = {{-ﬁ, 0, == 0, %= 0, 0},
32 15 76
{10,0,0,0,0,0, 13, {5, 0, ==, 0, =, 1, 0},

{0,0,0,1,0,0,0}, {-2,1,0,0,0,0, 0}}}
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KAPITEL 4

Unterraume desR"

1. Die Definition eines Unterraums

Mengen, mit denen man so rechnen kann wie mit Vektoren, wendeals Vektor-
raumebezeichnen. Wir behandeln zunéchst den fur die Geometeigtigsten Vektor-
raum, namliciR3, und, in Verallgemeinerung davon, fur jedes N, den Vektorraum

Xl
R'={| "2 [1%,%, ... % €R).

X,

Fur einen Vektox € R" undi € {1,2,...,n} schreiben wix(i), X[i], undx; fur den
i-ten Eintrag vorx.

Manche Teilmengen deR" sind abgeschlossen beziglich der Addition von Vekto-

ren und der Multiplikation mit reellen Zahlen. Solche Tedingen bezeichnen wir als
UnterrdumedesR".

DEFINITION 4.1. T c R"ist UnterraumdesR" : <

(1) Die MengeT enthalt zumindest ein Element.
(2) FuralleA e R undfurallet e TgiltA-teT.
(3) Furalles,te T qgilts+teT.

Wir geben einige Beispiele von Unterraumen &é&s

BEISPIELE4.2.

(1) T, = {(X,y) € R?|2x - 3y = 0} ist Unterraum de®?. Begriindung: Wegen
(0,0) € T, ist die MengeT, nicht leer. Seiu,v) € T, undA € R. Dann
gilt 2u - 3v = 0 und damit 2Au) — 3(Av) = 0, also giltA - (u,v) € T,. Flr
(U, vy, (U, v,) € T, gilt 2- (U, +u,) =3 (v, +V,) = 2u, =3V, +2u,—-3Vv, = 0,
also ist(uy, v;) + (U,, \,) € T,.

Damit haben wir gezeigt, dads ein Unterraum deR? ist.

(2) T, = {(X,y) € R?|3x+ 2y = 1} ist kein Unterraum deR?, denn(1,-1) € T,,
aber 2 (1,-1) € T,.

(3) T, = {(X,y,2 € R®| es gibts,t e R, sodassx,y,2 = s(1,-2,4)+t-(0, 1, 8)}
ist ein Unterraum deRS3.

53
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(4) T, = {(0,0)} ist Unterraum deR?.
(5) T = {(0, 1)} ist kein Unterraum deR?, da 2- (0, 1) & T..

UBUNGSAUFGABEN 4.3.

(1) Vervollstandigen Sie die folgenden Begriindungen daléss die Menge
T ={(})! es gibte € R, sodasgy) = - ()}

die Unterraumeigenschaften (V1) und (V2) erfullt.
(a) T istnicht die leere Menge, weil
(b) Furallea €e Rundte T liegta-tin T: Wir fixierent ausT und A € R. Wir wollen zeigen, dass
in liegt. Dat in T liegt, gibt es einx € R, sodass = a - (72). Um zu
zeigen, dasa -t in T liegt, missen wir eim’ € R finden, sodass

A-t=a-
Nun wissen wir, dass = o - (2) ist. Daher giltA - t = Das heif}t, dass fiir
o=—_  git
At=a - (P)
Daher liegt auch inT.

(2) Welche der folgenden Mengen sind Unterrdume des VekioresR2? Geben Sie jeweils an, welche Unterraumei-
genschaften erfillt sind.
(@) {(y) e R?I3x+2y =0}
(b) {(J) eR?|3x+2y=1}.
(38) Welche der folgenden Mengen sind Unterraume des VekioresR2? Geben Sie jeweils an, welche Unterraumei-
genschaften erfillt sind.
@ {(y)eR?IMeR:(y)=1-(3)
®) () eR? TR (§) = () + A (3))
(4) Welche der folgenden Mengen sind Unterraume des VekioresR2? Geben Sie jeweils an, welche Unterraumei-
genschaften erfillt sind.
@ {(y) eR%Ix+3y =<0}
(b) {(J) eR2IX* +y?> =0}
(5) Zeigen Sie: Wenn ein Unterraum dR8 (R" als Vektorraum tibeR) zwei Punkte enthalt, so enthélt er bereits die
gesamte Verbindungsgerade.

Die Lésungsmenge eines linearen Gleichungssystems rhitereSeite= 0 ist immer
ein Unterraum.

SATz 4.4. Seien m, re N, und sei A eine nx n-Matrix. Dann ist die Losungsmenge
des Gleichungssystems A= 0 ein Unterraum de®".

BeweisSeiU = {x|A-x = 0}.

(1) Wegen 0= U istU nicht die leere Menge.
(2) SeixeU,A eR.DanngiltA-(A-x)=A-(A-x)=0,d.h.A-xe U.
(3) Seieru,ve U.DanngiltA-(u+v)=A-u+A-v=0,d.h.u+veU.

Somit istU ein Unterraum deR". m

AUFGABE 4.5. Wir bestimmen diesen Unterraum fir die Mathix ( é Cl) ;2:, ) Als

Lésungsmenge voA - x = 0 erhalten wir
L = {(-2t,-3t,t)|t € R}.
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2. Die lineare Hiulle von Vektoren

DEFINITION 4.6. Seim e N, und seiery,, ..., v,, € R". Die Menge
m
LV, oo V) = A 1Ay, Ay € R)
i=1
heil3t dielineare Hilleder Vektorerv,, ..., v,.

L((3)) ist also die Gerade ifR?, die durch($) und($§) geht.L() definiert man al$0).
Die lineare Hulle vorv,, ..., v, ist der kleinste Unterraum, dey, ..., v,, enthalt:

SATZ 4.7. Seime Ny, ne N, und seien y ..., v, Vektoren inR". Dann gilt

(1) L(vy, ..., V) ist ein Unterraum de®".
(2) Sei M ein Unterraum deryy..., v enthalt. Dann gilt l(v, ..., v,) € M.

Wollen wir etwa Uberprifen, ob z.B3,0, 1) in der linearen Hulle vori2, 1, —3) und
(7,2, -5) liegt, missen wir ein Gleichungssystem l6sen:

2 7
Al L +A, 2] =
-3 -5

2 7 \
das heild 1 2 (/\1 -
-3 -5 2

Losen wir dieses System, so erhalten wir= -2 unda, = 1. Also ist(3,0, 1) eine

Linearkombination vori2, 1, —3) und (7, 2, -5), und liegt somit in der linearen Hulle
dieser beiden Vektoren.

SATZ 4.8. Seienm, re N, seienh, b,, ..., b, VektoreninR", und seB = (b, b,, ..., h,)
die Matrix mit den Vektoren,bb,, ..., b, als Spaltenvektoren. Dann liegt v genau dann
inL(b,, ..., b)), wenn das Gleichungssyst&nx = v eine Losung x R™ hat.

POW FRPOW

UBUNGSAUFGABEN4.9.

(1) Liegt(3)in der linearen Hulle vofd), (3), (73)?

(2) Liegt(%)in der linearen Hiille voi}),(3).(3)?

(3) Testen Sie, 0@72) in der linearen Hille vonﬁ 3 )(
-2 2

N

2 ) ( -21)) liegt.

Sei nunn € N eine natirliche Zahl, und séil eine (moglicherweise unendliche)
Teilmenge vorR". Wir definieren die lineare Hulle vo als

k
LM) = (DA -mIkeNg, Ay, A €R, My, ..,m, € M},

i=1
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Die lineare Hulle vorM ist also die Menge aller Linearkombinationen endlich viele
Vektoren ausvl.

DEFINITION 4.10. FUr einan x n-Matrix A mit Eintrdgen au®R definieren wir ih-
ren Zeilenraum £A) als die lineare Hulle der Zeilen vofa. Der Zeilenraum ist ein
Unterraum vorR".

Den Spaltenraum &) definieren wir als die lineare Hille der Spalten vAnDer
Spaltenraum ist ein Unterraum v,

DenNullraum N(A) definieren wir als die Lésungsmenge des Gleichungssyséems
x = 0. Erist ein Unterraum deR".

3. Die lineare Unabhangigkeit von Vektoren

DEFINITION 4.11. Seierm,n € N, und seienv,, ..., V,, in R". Die Folge(v,,...,Vv.)
heiltlinear unabhangigwenn fur alle,, ..., A, € R mit

m
ZAi Vi=A v+ o+ A, v, =0
i=1

gilt, dass alle\; = 0 sind.

Man sagt dann oft auch einfach, dass die Vektargn.., v, linear unabhéngig sind.
Als Spezialfall definiert man noch fim = 0, dass die Folg® aus 0 Vektoren immer
linear unabhangig ist.

Vektorenv, ..., v, die nicht linear unabhangig sind, nennt niaear abhangig Die
Folge(v,, ..., V,) ist also genau dann linear abhangig, wenigs..., 1) # (0, ..., 0)
gibt, sodas$ ", A, - v, = 0.

AUFGABE 4.12. Sind(3, 2) und(1, 3) linear unabhangig ?
LAsung Wir betrachten

L) (330

Dieses System besitzt nur die L6suity0). Daher sind die beiden Vektoren linear
unabhéangig.

AUFGABE 4.13. Sind3, 2), (1,4) und(5, 3) linear unabhéangig ?

Lésung.Hier erhalten wir

e (2) (3 (3)-(2 2 9B )
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Eine L6sung des Gleichungssystemsiist= -1.7, A, = 0.1 undA; = 1. Die drei
Vektoren sind also linear abhangig.

SATZ 4.14.Seienm, re N, seien b, b,, ..., b, VektoreninR", und seB = (b,, b,, ..., h,)
die Matrix mit den Vektorenbb,, ..., b, als Spaltenvektoren. Dann sit, b,, ..., b,)
genau dann linear abh&ngig, wenn das SysBerm = 0 eine Lésung x 0 hat.

SATZ 4.15. Sei m= 1und seien b ..., b, € R". Die folgenden zwei Aussagen sind
aquivalent:

(1) (by, ..., b,) istlinear abhangig.
(2) Esgibteinke {1, ..., m}, sodass pin L(b,, ..., b_,) liegt.

SATZ 4.16. Sei me N, sei ne N, und seieny, ..., v, v e R". Wir nehmen an, dass
Vi, ..., Vi, linear unabhéngig sind. Dann sind aquivalent:

(1) ve L(vy, ..., V).
(2) (v, ..., Vv, V) ist linear abhangig.

UBUNGSAUFGABEN4.17.

(1) Zeigen Sie, dass die Vektore(mltz),(g),( 1?00)) linear abhangig sind, indem Sie eine Linearkombinationgimdei
der nicht jeder Vektor 0 mal genommen wird, und die trotzdem Nullvektor ergibt.

(2) Testen Sie jeweils, ob folgende Mengen von Vektoreralirebhangig sind. Finden Sie, falls die Vektoren linear
abhangig sind, eine Linearkombination, die den Nullveleigsibt, und bei der nicht jeder Vektor 0 mal genommen
wird.

. 2\ (16 . -

3) Slnd( 5), ( 2 ) (725) linear abhangig?

(4) Sind die Vektorem( 4112), (g) ( 13%)) linear abhéngig?

(5) Geben Sie einen Vektore R? an, sodasg7 ) undv linear abhéngig sind.

(6) Finden Sie drei Vektorea, b, ce R3, sodasgb, ¢ linear unabhéngig ungh, b, 9 linear abhangig sind.

(7) Vervollstandigen Sie die Begriindung fur folgende Agssa
Seienvy, v,, w € R" so, dassv in der linearen Hiille vow, undyv, liegt. Dann sindv,, v,, w) linear
abhangig.

BegriindungDaw in der linearen Hiille vow; undyv, liegt, gibt esi;, 1, € R, sodass

=

W=

Daher gilt
O I D DR VA —— )

Das ist eine Linearkombination, die 0 ergibt, obwohl nigdgr Vektor. mal genommen
wurde. Daher sindvy, v,, W)

4. Basen eines Vektorraums

4.1. Definition.

DEFINITION 4.18. SeiT Unterraum vorR". Die FolgeB = (b,, ..., b,) heil3t Basis
vonT &
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(1) b, ..., b, sind linear unabhangig,
(2) L(b,,...,b) =T.
Wir geben einige Beispiele:

BEISPIEL4.19.

(1) {(1,0),(0, 1)} ist Basis de®?: Jeder Vekto( ; ) lasst sich als

x.(é)w.(g)

schreiben, und liegt somit in der linearen Hulle \{@n0) und(0, 1). Somit ist
die lineare Hille der Vektorefil, 0), (0, 1)} der ganzéR?. Die beiden Vekto-
ren sind aul3erdem linear unabhangig.

(2) {(2,3)} ist keine Basis deR?, da es kein gibt, sodas€ é ) =A- ( :2)’ )
(3) {(2,3)} ist Basis vor_((2, 3)).

SeiU ein Unterraum de®R". Dann ist eine Basis eine Mdglichkeit, die Menge

anzugeben. Mathematica nutzt das, um die Lésungen dehGigjssystem&-x = 0

durch die FunktiorNul | Space auszugeben. Dabei wird der unendliche Rauina
{x e R"| A-x = 0} durch eine Basis dieses Raums angegeben.

In[50]:= A = {{1, 2, 3}}
Qut[50]= {{1, 2, 3}}
I n[51] : = NullSpace [A]

Qut[51]= {{-8,0, 1}, {-2,1,0}}

UBUNGSAUFGABEN 4.20.
(1) Finden Sie eine BasBder Ebend_((g), (-21)), die Wedev(g) noch(-il) enthalt.

4.2. Bestimmen der Basis eines UnterraumsWir kdnnen Unterraume ddiR"
auf zwei Arten angeben.

- explizit, das heil3t, als lineare Hille von Vektoren.
« implizit, das heif3t, durch ein Gleichungssystem, dessesuhgsmenge der
anzugebende Unterraum ist.

Wir Uberlegen uns als erstes, wie wir eine Basis eines akgkgebenen Unterraums
berechnen kénnen. Dazu berechnen wir die Basis des Raums
-5 -33 85

v=u(HDMENE).

1 0
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Wir wollen also eine Basis des Zeilenraums der Matrix

-5 3 1 1
-33 17 1 -1
85 -44 -3 2
-19 10 1 O

bestimmen. Der Zeilenraum andert sich nicht, wenn wir eiegeZmit einer von 0
verschiedenen Zahl multiplizieren, oder wenn wir zu einelleZein Vielfaches einer
anderen Zeile addieren. Wir kdnnen uns also jetzt systeotalilatrizen erzeugen, die
alle den gleichen Zeilenraum haben wie die urspringlichgiMd@as machen wir mit
Mathematica.

In[52]: = << RowRed9 m

I n[ 53] : = RowEchelonForm [{{-5, 3, 1, 1}, {-33, 17, 1, -1}, {85, -44, -3, 2}, {-19, 10, 1, 0}}]

5 3 1 1
33 17 1 -1
85 -44 -3 2 )
19 10 1 0

Qut[53]= {{{1, 0,0, 0}, {-33, 5,0, 0}, {1, 5, 2, 0}, {-5, -5, 0, 10} },
({-5,3,1, 1}, (0, -14, -28, -38),
(0, 0,0, 0}, {0,0,0,0}}}

Wir haben also eine Matrix in Zeilenstaffelform erzeugteteZeilenraum der gleiche
wie der Zeilenraum der gegebenen Matrix ist.
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ALGORITHMUS 4.21 (Zeilenstaffelform).
Eingabe: Einen x n-Matrix A.
Ausgabe: Einen x n-Matrix B, sodas® in Zeilenstaffelform ist, und(A) = Z(B).

1 B<A
2 zeile<1
3 spalte< 1
4  while zeiles m
5 do while spalte< n undB(i, spalte = O fur allei mit zeile<i <m
6 do spalte« spalte+ 1
7 if spalte< n
8 then gewaehlteZeile- eini, sodaszeile< i < mundB(, spalte +
0
9 if gewaehlteZeile: zeile
10 then Vertausche diggewaehlteZeilde mit derzeileten
Zeile vonB
11 I « zeile+ 1
12 whilei =m
13 do Addiere passendes Vielfaches @eileten Zeile zur
i-ten Zeile vorB, sodas®(i, spalte = 0
14 ie—i+1
15 zeile« zeile+ 1
16 spalte« spalte+ 1
17 return B

Dieser Algorithmus liefert also folgenden Satz.

SaTz 4.22. Seien m, re N, und sei A eine mx n-Matrix. Dann gibt es eine Matrix B
in Zeilenstaffelform, sodasg&) = Z(B).

Die Zeilen einer Matrix in Zeilenstaffelform, die nicht (nsl, sind linear unabhangig.
Daher haben wir auch eine Basis von

V =L(-57311),(-3317,1,-1),(85-44,-3,2),(-19,10,1,0))

gefunden, namlich

Wir fassen zusammen:

ALGORITHMUS 4.23 (Basis eines explizit gegebenen Unterraums).
Eingabe: Vektoren,, ..., v, € R".
Ausgabe: Eine Basis,, ..., b, vonL(v,, ..., V,).

1 Bilde diemx n-Matrix V, in deren Zeilen die Vektorew, ..., v, stehen
2 Berechne eine MatriB in Zeilenstaffelform, sodas&V) = Z(B)
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3 return (b,...,b) als jene Zeilen vomB, die nicht 0 sind

Was wir noch nicht begriindet haben ist, dass die Zeilen &iladrix in Zeilenstaffel-
form, die nicht O sind, linear unabhangig sind. Betracht@rdazu die Matrix

12 -306 7 0
0 0-5014 17 0O
0 0 0 0 67 76 Of
00 0O 0 0O 0O

Um zu zeigen, dass die von O verschiedenen ZeilenAdinear unabhéngig sind,
mussen wir zeigen, dass das Gleichungssystem

A=

1 0 0 0
2 0 0 0
3 -5 0| (A 0
0 0 O -[/12}: 0
6 14 67| | A, 0
7 17 76 0
0 0 O 0

nur die L6sungO, 0, 0) hat. Wir sehen, dass uns die erste Gleichupg 0, dann die
dritte Gleichung\, = 0, und dann die flinfte Gleichung = 0 liefert.

Das machen wir jetzt allgemein:

SATZ 4.24. Sei A eine nx n-Matrix in Zeilenstaffelform. Dann sind die Zeilen von A,
die nichtO sind, linear unabhéngige Vektoren iR.

BeweisSeienr e Nund j; < j, < --- < ], wie in Definition 3.1. Wir betrachten eine
Linearkombination der erstanZeilen vonA, die 0 ist. Seien als@,, ...,4,) € R" so,
dass fur allk € {1, ..., n} gilt:

(4.1) ZAI -A[l, K] = 0.
=1

Wir zeigen jetzt, dass fir aliee {1, ...,r} gilt: A, = 0. Wir zeigen das mit Induktion
nachi. Betrachten wir die Gleichung 4.1 flér:= j,. Dann gilt

DA AL j]=0.
1=1

Farl = 2 gilt All, j,] = 0, da Bedingung (3) von Definition 3.1 filt= | undk := j;
ergibt, dass\(, j,) = 0. Also giltA, - A[1, j,] = 0. DaA[1, j,] # O, giltA, = 0.

Seinuni € {1,...,r}. Wir nehmen an, dasg, = A, = --- = A,_; = 0. Wir betrachten
die Gleichung 4.1 fik := j;. Es gilt dann

>0 AllL T =0,
=1
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also

AL 1+ YA AL T =0,

I=i+1

Farl > i ergibt Bedingung (3) von Definition 3.1 (mit := | undk’ := J;), dass
All, j;] = 0gilt. Also gilt A, - A[i, j;] = 0. DaA[i, j;] # 0, gilt aucha, = 0.

Esistalsa\, = A, =--- = A, = 0. Also sind die erstenZeilen vonA linear unabhan-
gig.m

UBUNGSAUFGABEN 4.25.

. . . 1\ (-2\ (3
(1) Bfestlmm?n.8|e felne. Basis vh(( _02),( 2 ),(701)).
(2) Finden Sie jeweils eine Basis folgender Unterrdume!

(@) {(2)6[R3|x+3y+z:0}.
(b) L( _}15)).
© L(3).(3).(Z)-

5. Die Zeilenstaffelnormalform

Wir studieren folgendes Problem: Gegeben sind zwei UniaredJ ,VV vonR". Beide
Unterraume sind explizit gegeben, das heil3t, durgh.., uy undv,, ..., v, so, dass
U =Lu,...,uy)undV = L(v,,...,V,). Wir fragen uns nun, ob =V.

DEFINITION 4.26 (Zeilenstaffelnormalform). Séieinemx n-Matrix. Aistin Zeilen-
staffelnormalformwenn es e Nyundj,, j,, ..., J, € {1, ..., n} gibt, sodass

(1) jr > jr—1> e > jl'

(2) Farallei € {1,2,...,r}gilt: AG, j,) =1.

(3) Furallei € {1,2,...,r}und fur allek € {1, 2, ..., r} gilt: Wennk # i, dann gilt
Ak, j) = 0.

(4) Furallei € {1,2,...,rjund furallek € {1,2, ..., ny mitk < j, gilt: A, k) = 0.

(5) Furallei € {1,2,...,mmiti>r und furallek € {1, 2, ..., n} gilt: A(i, k) = 0.
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ALGORITHMUS 4.27 (Zeilenstaffelnormalform).
Eingabe: Einen x n-Matrix A.

Ausgabe:

Z(B).

O©CoO~NOOOOTA WN PR

12
13
14
15
16

17
18
19
20

Einean x n-Matrix B, sodas$8 in Zeilenstaffelnormalform ist, und(A) =

B« A
zeile« 1
spalte«< 1
while zeiles m
do (* Die erstenspalte— 1 Spalten sind in Zeilenstaffelnormalform *)
while spalte< nundB(i, spalte = 0 fur allei mit zeile<i <m
do spalte« spalte+ 1
if spalte< n
then gewaehlteZeile- eini, sodaszeile< i < mundB(i, spalte +

0
if gewaehlteZeile: zeile
then Vertausche diggewaehlteZeilde mit derzeileten
Zeile vonB
Multipliziere diezeilete Zeile vonB mit m
i«1
whilei =m

doifi + zeile
then Addiere passendes Vielfaches dmileten
Zeile zuri-ten Zeile vonB, sodas®(i, spalte = 0
i—i+1
zeile« zeile+ 1
spalte« spalte+ 1
return B

Wir geben einige Beispiele fur das Berechnen einer Matraitenstaffelnormalform,
die den gleichen Zeilenraum wie die Ausgangsmatrix besitzt

AUFGABE 4.28.

In[54]:=

I n[ 55] :

Qut [ 55] =

In[56]:=

<< RowRed9 m

MatrixForm [Al]

1 -58 2 -2
1 4 6 -2 O
-1 0 2 2 O
5 -8 6 0 -5

RowEchelonNormalForm [Al]
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5

4
0

-8

-5
1
-5
17

—_
O OO

—_—
O OO
[oNel o)

—_
o O OpPF
o O o O O

—_
o Ok

o

Qut [ 56] =

-2
-2
0
0

-2
-2
0
0

2

2
0
0
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AN O

8
2
10

34

2 -2
4

2
4 -2

-10 5

18 8
4 2
16 8
58 29
18
4

1

8

2
1
2

-29

| |
O R R
-

5

9

8
5
16"

0
0
1
0

1
{E’ 8’
{

{
1 9
il 8

(0, 1 1

AUFGABE 4.29.

I n[57]:

I n[58]:

Qut [ 58]
I n[59]:

1
( 2
3

5
10
2

5
0
-13

—_
o P

<< RowRed9 m

MatrixForm [A2]
1 5 7 9
(2 10 14 18
3 2 1 O

RowEchelonNormalForm [A2]

7 9
14 18 )
1 0

1
, -2, 0,0}, {0, 0,0, ,-E},{o,o,o,o 0}



|

out[59]= {{{-

O O r»r OO0OFPR

0
0

0

1
0

5. DIE ZEILENSTAFFELNORMALFORM

18
=
13
0
2
13

13’ 13

AUFGABE 4.30.

I n[ 60] :
In[61]:

Qut [ 61] = (

In[62]:

|

OCOOPFr OO0k OO0OO0OFr OO0OO0OFr FRPANEPF

5

<< RowRed9 m

MatrixForm [A3]
1 5 3

2 10 8

4 20 15 )

1 6 5

= RowEchelonNormalForm
3

10 8
20 15

6

OOPFrO OOFrO OO0OFr Ul P OOouu

5

NWNW NDWND®W

|
N W
_

|
~

NEFEDN
_

0, i}’ {i' 0, -—

-
({10, =, -2}, {0, 1,

[A3]

65
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1 0 O
01 0
0 0 1
0 0 O
Qut [ 62] = {{{—13—0, 0, % -5}, {% 0, f; 1},

4 1 2 2
{—5, 0. 3 0}, {g' L3 0},
({1, 0, 0}, {0, 1, 0}, {0, O, 1}, {0, 0, 0}}}
AUFGABE 4.31.

I n[63]: = << RowRed9 m

I n[ 64] : = MatrixForm  [A5]
1 2 -3 06 7 O
_ (-2 -4 1 0 2 3 0
0“[64]‘(4 8 1 0 1 -1 o)
3 6 -1 09 9 0

I n[ 65] : = RowEchelonNormalForm [A5]

1 2 -3 06 7 O
-2 -4 1 0 2 3 O
4 8 1 01 -1 0
3 6 -1 0 9 9 O
1 2 -3 0 6 7 O
0 0 -5 0 14 17 O
0 0 13 0 -23 -29 O
00 8 0 -9 -12 0
1 2 -3 0 6 7 0
14 17
00 1 0 -— -——
| o)
0 0 13 0 -23 -29 O
0O 0 8 0 -9 -12 O
1 2 0 O —1?2 —1—5673 0
( 0 01 O —1§—4 —% 0 )
0 0 0O % ;5— 0
6
0 0 0O = = 0
1 2 0 O —1?2 —1—5673 0
( 0 01 O —15—4 —% 0 )
0 0 0O 1 ;—g 0
67
0 0 0O = = 0
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12000 _% 0
00100 =0
00001 7 0
67
0000O O O
~ 1 9 12 10 23 14
atfes)= g7 57 67 0 &7 670 670 O
6 13 5
{ﬁ, & &7 0}, {-1, -1, -1, 1}},
32 15
{{1,2,0,0,0, 57 o}, {0, 0, 1,0,0, 5 0},
{0,000, 1, g, 0}, {0,0,0,0,0,0, 0}}}

Der Algorithmus liefert den folgenden Satz.

SaTz 4.32. Seien m, re N, und sei A eine mx n-Matrix. Dann gibt es eine Matrix B
in Zeilenstaffelnormalform, sodass$Ad = Z(B).

Mathematica hat einen eigenen Befehl zur Berechnung déerngtaffelnormalform,
namlichRowReduce.

I n[ 66] : = MatrixForm [A1]
1 -5 8 2 -2
_ (1 -4 6 -2 0
Qut[66]= (_1 0 2 2 0 )
5 86 0 -5
I n[ 67] : = MatrixForm [RowReduce [Al]]
1 0 -2 0 -1
01 -2 0 O
Qutf67] = (o 0 0 1 _%)
0O 0 0O 0O O

6. Der Nullraum einer Matrix

Wir Uberlegen uns jetzt, wie wir eine Basis eines impliziggeenen Unterraums des
R" berechnen.

DEFINITION 4.33 (Skalarprodukt). Seien= (v,,...,v)undw = (w,,...,w) € R".
Wir definieren das Skalarprodudt, w) durch

(v,w = Zn: V, W,.
i=1

DEFINITION 4.34. SeM eine Teilmenge deR". Dann definieren wir
M" :={ve R"|(m,V = O fir alleme M}.
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SATZz 4.35. Sei A eine nx n-Matrix. Dann gilt NA) = (Z(A))".

KOROLLAR 4.36. Sei A eine Ix n, und sei B eine m n-Matrix. Wenn ZA) = Z(B),
dann gilt auch NA) = N(B).

Wenn eine MatrixB in Zeilenstaffelnormalform ist, dann kann man ihren Nulhra
N(B) besonders schnell berechnen.

SATZ 4.37. Sei B eine nx n-Matrix in Zeilenstaffelnormalform, seiep  j, < --- <
i, €1{1,2,...,n} wie in Definition 4.26. Seien K i, < ... <i,, €{1,2,...,n} so, dass
{iy, iU, 0 =1{1,2,...,n}. Sei C eingn —r) x n-Matrix, die so definiert
ist: Furalleke {1,2,...,n—r} gilt:

« C(k,ip) =1,
« firallese {1, ...,r} : C(k, J) = -B(s, i), und
o firallel € {i, iy, ...,i,_J\{i,} : Ck, 1) =0.

Dann steht in den Zeilen von C eine Basis des Nullraumes von B.

BeweisWir zeigen als erstes, dass jede Zeile @im Nullraum vonB liegt. Sei dazu
cdiek-te Zeile vonC. Wir berechnen jetZ8-c (dazu stellen wir uns als Spaltenvektor
vor). Furt € {1, ..., r} berechnen wir detxten Eintrag vorB - c. Wir erhalten:

(B-0ltl = > BIt,1]-[l]
=1

B[t, I]- C[k,I]

=1

= Blt,i,] - Clk,iJ + > BIt, jJ-Clk, j]J+  >.  BIt,11-Clk,I]
s=1

I€{iqiin,..oin_ M}

=B[t,i]-1+1-C[k, j]+0

= B[t,i,] - B[t,i,] = 0.
Daher giltZ(C) c N(B).
Bevor wir die InklusionN(B) ¢ Z(C) beweisen, zeigen wir als Vorbereitung folgende
Aussage:

Wenn

X = (X(1), x(2), ..., X(n))
und

y =D, ¥2),...,ym)

Vektoren inR" sind, sodasB - x = 0, undB -y = 0 undx(i,) = y(i,)
furallel € {1,2,...,n—r}gilt, so giltx = y.
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Das begriinden wir so: wir zeigen, dassndy auch an den Stellep, ..., j, Gberein-
stimmen. Sei als& € {1, ..., r}. Dann gilt

DBk, - x(j) =0.

j=1

Das bedeutet

Bk, jo - XG0+ D, Bk )Xy == > Bk, ip-xi,
=1

se{l,...,r)\{k}
also
X(j) = = > Bk, i) - (i)
=1
Ebenso errechnen wi(j,) = — >/= Bk, i) - ¥(i,). Also gilt x = y.

Nach dieser Vorbereitung zeigen W(B) ¢ Z(C). Sei dazw € N(B). Wir setzen

a = (@),...,an=1)) = X(y), ..., X(0,_,))
und
y:=C'-a.
DaB-C' =0, gilt B-y = 0. Wir zeigen nun, dass fiur alles {1,2, ..., n—r} gilt:
y(p) = X(@)).
Dazu berechnen wir

y(i) = C" - i)
- ZC(k, i) - k)
k=1

=C(,i) - al)
=1-x@)).

Aus unserer vorbereitenden Bemerkung erhalten wir
X =Y.

Der Vektory liegt offensichtlich im Zeilenraum vo@, also giltx € Z(C).

Wir wissen also jetzt, dass die lineare Hiille der Zeilenwedtt vonC genauN(B)
ist. Jetzt zeigen wir noch, dass die Zeilen v©rlinear unabhangig sind. Sei =
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(@), ...,a(n-r))so,das€ -« = 0. Seil €{1,2,...,n-r}. Dann gilt
0=C" o)li]

= Y ok, ip -tk
k=1

=C(,i) - a()
=1-a(l).

Daher gilta(l) =0.m
Wir haben also folgenden Satz gezeigt:

SATZz 4.38. Sei B eine nx n-Matrix in Zeilenstaffelnormalform, und sei r die Anzahl
der Zeilen von B, die nicli sind. Dann hat NB) eine Basis, die genau-ar Vektoren
enthalt.

Wir fassen den konstruktiven Teil des Beweises des Sat3@snbcheinmal zusam-
men.

ALGORITHMUS 4.39 (Nullraum einer Matrix in Zeilenstaffelnormalform).
Eingabe: Einen x n-Matrix B in Zeilenstaffelnormalform.
Ausgabe: Eine MatrixC, deren Zeilen eine Basis des Nullraumes Bogind.

r « Anzahl der Zeilent 0 vonB
fors=1tor
do J[s] « min{k € N|BJ[s, K # 0}
C « die (n—r) x n-Matrix mit allen Eintragen O
freieVariablen« aufsteigend geordnete Liste der Elemente {n.., n}\
{J[s]Ise{1,...,r}}
fork=1ton-r
doi « freieVariablernk]
(* die i-te Variable wird frei gewahlt *)
Clk,i] « 1
fors=1tor
doClk, Js]] « —Bjs, ]

a b wdNPE

P OOWWO~NO®

1
1
Als Beispiel berechnen wir den Nullraum von zwei MatrizerZeilenstaffelnormal-
form.

AUFGABE 4.40.1n[68]:= (*1. Beispiel *)

I n[69]: = << RowRed9 m

In[70]:
Qut [ 70]

B = RowReduce [A6] ;
Mat ri xFor m[B]
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12 0 -17 0 -22
._ /001 -5 0 -5
'”[71]"(0 00 0 1 2
0 0O0O 0O O O
Qut[71] = CC = Nul | SpaceVi aREF2[B] ;
Mat ri xFor m[CC]
-2 1 00 0 O
In[72]: = (17 051 0 O )
22 050 -21
In[73]:=
(* 2. Beispiel *)
In[74] : = B = RowReduce [A5] ;
Qut[74] = Matri xForm[B]
12000 —% 0
In[75]: = 0 0100 —7? 0
0 00 01 &7 0
0 0O0OOO0O O O
In[76] : = CC = NullSpaceViaREF2 [B];
Qut[76] = Matri xFor m[CC]
-21 0 0 0 00O
0O 0 0 12 0 OO
In[77]:= |32 15 76 )
67 0 a7 0 er 1O
0O 0 0 0 0O 01

UBUNGSAUFGABEN4.41.

(1) Bestimmen Sie eine Basis fiir den UnterraurdesR*, der durch
4 1 0 -2 3
U = {(Xg, X, X3, Xg) € R* | ( 2 1 0 4 (X %0, Xg, %) = ()}

gegeben ist.

Jede Matrix hat den gleichen Zeilenraum wie eine Matrix inefestaffelnormalform.

SATZ 4.42. Sei me N, und sei A eine m (m+ 1)-Matrix. Dann enthalt der Nullraum
von A einen vol® verschiedenen Vektor.

7. Die Dimension eines Unterraumes

Wir werden jetzt sehen, dass alle Basen eines Unterrauni®\gleich viele Elemente
haben.
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SATZ 4.43. Seien k, re N, sei me N, sei B= (b, ..., b,) eine Basis des Unterraums
T vonR", und sei C= (c,, ..., ) eine Folge von Vektoren in T mit kK > m. Dann ist
(cy, ..., ¢) linear abhangig.

BeweisskizzaMennm = 0, so gilt T = {0}. Dann ist jede Folge auk mit zumin-
dest einem Vektor linear abhéngig. Wir betrachten nun déinrra> O: wir zeigen,
daB bereit€’ := (¢, ..., C,,,) linear abhangig ist. (Daraus folgt sofort die lineare Ab-
hangigkeit vorC, denn wir kdnnen,,, = ... = A, = 0 setzen.) Set dienx (m+ 1)-
Matrix (c;, ..., C,,1), das heildt, die Matrix, deren Spaltenvektoren genau di¢ovek
Cys ..., Gy SINd.

Zu zeigen ist, daf - x = 0 eine Losung # 0 besitzt.

Wir finden einem X (m + 1)-Matrix Y mit B-Y = C. Es gibt nun einen Vektox #0
mitY -x =0, alsoC-x=B-Y-x=B-0= 0. Somit sind die Spaltenvektoren vGn
linear abhéngiom

KOROLLAR 4.44. Sei ne N. Dann gilt: Jede Folge von mehr als n VektorenRrhist
linear abhangig.

BeweisR" hat die sogenannteanonischd3asis

1 0 0
0 1 0
e1: E ,%: E ,;--,eh: E
0 0 1

Aus Satz 4.43 folgt, dass eine Folge aus mehnalsktoren linear abhéangig i
SATZ 4.45. Seine N, und sei T ein Unterraum dé&”. Dann hat T eine Basis.
Beweisskizzeir beginnen mitt; # 0,t, € T. FallsL(t)) # T gilt, existiertt, #
0, sodafyt,,t,) linear unabhéangig ist. Solangst,, ...,t) # T ist, kbnnen wir we-
gen Satz 4.16 ein,, < T\{O} finden, sodalit,,...,t, ) linear unabhéngig ist. Da

im R" eine Folge vom + 1 Vektoren immer linear abhangig ist, muss irgendwann
L,,...,t,) = T eintreten. Dann igt,, ..., t,) Basis vonT. m

KOROLLAR 4.46. Sei T ein Unterraum deR". Dann gibt es ein ne N, und linear
unabhéangige Vektorent..,t € T,sodass lt;,...,t ) =T.

Jeder Unterraum déi®" ist also die lineare Hulle endlich vieler Vektoren.

LEMMA 4.47. Seien B und C Basen von T ndf = k. Dann qilt|C| < k.

Da wir diesem Lemma die Rollen vahundC aber auch vertauschen kénnen, folgt:

SATZ 4.48. Sei ne N, und sei T ein Unterraum vdR". Dann haben alle Basen von
T gleich viele Elemente.
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Der Satz 4.48 ermoglicht folgende Definition:

DEFINITION 4.49 (Dimension). Sel ein Unterraum deR". Dann ist dieDimension
von T die Anzahl der Elemente einer Basis vbnWir kiirzen die Dimension voit
mit dim(T) ab.

SATZ 4.50. Sei ne N, sei ke Ny, sei T ein Unterraum deR" mit Dimension k, und
sei S ein Unterraum voR" mit SC T unddim(S) = k. Dann gilt S=T.

BeweisSei(s,, ...,s) eine Basis vors. FallsL(s,...,s) = T, so giltS = T. Wenn

es eint € T\L(s,...,8) gibt, so ist nach Satz 4.16 die Folgg, ...,S.,t) linear
unabhéangig. Dann haben wWir 1 linear unabhangige Vektoren in einem Vektorraum
mit einerk-elementigen Basis gefunden. Das widerspricht Satz 443.

SATZ 4.51. Seien ke Ny, ne N, und sei M eine Teilmenge viRY. Sei
B = (bl’ b2, ceey bk)

eine linear unabhangige Folge von Vektoren aus M. Wir nehamedass B so ist, dass
es kein me M gibt, sodasgb,,b,, ..., b, m) ebenfalls linear unabhéngig ist. (Wir
fordern also, dass B eine maximale linear unabhangige FalgeM ist.) Dann ist B
eine Basis fur (M).

BeweisZu zeigen ist, dasls(B) = L(M). L(B) ¢ L(M) gilt, daB c M. Wir zeigen nun
L(M) ¢ L(B). Es genugt zu zeigeM ¢ L(B). Sei dazun € M. Da(b,, b,, ..., b, m) li-
near abhangig ist, gilt wegen Satz 4.16, dass der linearen Hiille votb,, b,, ..., b)
liegt. m

KOROLLAR 4.52. Seienk, re N, und sei M= (m;, m,, ..., m) eine Folge von Vektoren
in R". Dann gibt es re {0, ...,k} und i, i,,...,i. € {1,...,K}, sodass folgendes gilt:
iy <ip< - <i,und(m,m,...,m) isteine Basis von(M).

KOROLLAR 4.53. Sei ke Ny, n € N, und sei M= (m;, m,, ..., m) eine Folge von
Vektoren irR". Dann giltdim(L(M)) < k.

8. Der Rang einer Matrix

DEFINITION 4.54. SeiA einem x n-Matrix. Der Rangvon A ist die Dimension des
Zeilenraums vor.

Man berechnet den Rang, indem man aus der M#&treine MatrixB in Zeilenstaf-
felform erzeugt, die den gleichen Zeilenraum wWidat. Die Zeilen vorB, die nicht 0
sind, sind stets linear unabhangig. Sie bilden also einsBasZ(B) = Z(A).

ALGORITHMUS 4.55 (Rang einer Matrix).
Eingabe: einen x n-Matrix A.
Ausgabe: der Rang voa
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1 Berechne mit Algorithmus 4.21 eine Matiin Zeilenstaffelform, sodass
Z(B) = Z(A).
2 return Anzahl der Zeilen voiB, die nicht O sind.

SATz 4.56. Seien m, re N, sei A eine nx n-Matrix, und sei k der Rang von A. Dann
hat N(A) die Dimension i k.

Beweis.Sei B eine Matrix in Zeilenstaffelnormalform, sodageB) = Z(A). Wegen
Korollar 4.36 hatB - x = 0 die gleiche Losungsmenge whe x = 0. Seir die Anzahl
der Zeilen vorB, die nicht 0 sind. Diese Zeilen sind nach Satz 4.24 lineabbhéagig,
und bilden somit eine Basis vaf(B). Da alle Basen eines Unterraums gleich viele
Vektoren enthalten, gilt = k. Nach Satz 4.37 hatl(B) die Dimensionn — k. Da
N(B) = N(A), hat auchN(A) die Dimensiom — k. m

9. Die Eindeutigkeit der Zeilenstaffelnormalform

Die Zeilenstaffelnormalform hat folgende wichtige Eigemaft:

SATz 4.57. Seien m, ne N, und seien B, C zwei m n-Matrizen in Zeilenstaffelnor-
malform. Wir nehmen an, dassB = Z(C). Dann gilt B= C.

Beweis Wir fixierenm, ne N. Wir zeigen, dass fir alle e N, folgendes gilt:

Fur allea € N und fir allea x n-MatrizenB, C in Zeilenstaffelnor-
malform mit dimZ(B)) = r undZ(B) = Z(C) gilt B=C.

Diese Aussage beweisen wir durch Induktion nadiirr = 0 gilt Z(B) = Z(C) = {6},
alsoB=C =0.

Seinunr = 1, seia € N, und seieB, Czweiaxn-Matrizen in Zeilenstaffelnormalform
mit Z(B) = Z(C) und dimZ(B)) = r. Dann haben sowol also auclC genau Zeilen,
die nicht O sind.

Fur einen Unterraurd vonR" und furl € {1, ..., n— 1} definieren wir eine Teilmenge
desR' durch

U®:={u,...,u) eR'|esgibty_,,...,u, € R, sodassu,,...,u,) € U}.

U™ definieren wir durct ™ := U. AuRerdem definieren wir fir jedax n-Matrix A
und fur jeded € {1, ..., n}

A = diemx |-Matrix, die aus den erstdrSpalten vorA besteht.

Dann gilt:
Furallel € {1,...,n} : Z(B)) = ZB)".

Seienjy, ..., j, wie in der Definition der Zeilenstaffelnormalform. Danntgiim(Z_(B)(jr)) =
r, da die erstenZeilen vonB; eine Basis voZ(B)! sind. Ebenso gilt digz(B)!r ) =
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r — 1, da die ersten — 1 Zeilen vonB, _, eine Basis voiZ(B)!r~b sind. Daher gilt;j,
istjened € {1,2,...,n}, sodass dinZB)") = r und dimZB)" V) =r -1

Die Matrix C hat ebenfalls genauZeilen, die nicht 0 sind. Seieyi, ..., j; wie in der
Definition der Zeilenstaffelnormalform. Wie oben gilt, dg$ jenesl’ € {1,2,...,n}
ist , sodass dinZ(C)!"”) = r und dimZ(C)"Y) = r — 1. DazZ(B) = Z(C), gilt also
I =it
Die ersterr — 1 Zeilen der MatrixB sind in Zeilenstaffelnormalform. Sie bilden eine
Basis des Raums

U={(vy,....V) Z(B)Ivir = 0}.

Ebenso sind die ersten- 1 Zeilen der MatrixC in Zeilenstaffelnormalform. Sie sind
eine Basis von

={(vy, ...,y € ZO)lv; =0}

SeiB’ die Matrix, die aus den ersten- 1 Zeilen vonB besteht, und s&i’ die Matrix,
die aus den ersten— 1 Zeilen vonC besteht. Nach Voraussetzung dilB) = Z(C).
Daher gilt auclJ = V. Das heil3t aber, daggB’) = Z(C’). Nach Induktionsvorausset-
zung giltalsoB’ = C'.

Es bleibt zu zeigen, dagsundC die gleicher-te Zeile haben. Sdi dier-te Zeile von

B undc die r-te Zeile vonC. Der Eintrag an def,-ten Stelle vorb —cist 1 -1 =

0; auch alle Eintrage voh — c vor der j -ten Stelle sind gleich 0. Dh, ¢ € Z(B),
gilt b— c € Z(B). Seienb,, ..., b, die ersterr Zeilen vonB. Seiena,, ..., A, so, dass
Yie1 Ay - b = b—c. Wenn wir firi € {1, ...,r} denj;-ten Eintrag betrachten, erhalten

wir r
D A-BK j)=0
k=1

DaB in Zeilenstaffelnormalform ist, ist nur dette Summand dieser Summe ungleich
0. Wir erhalten als@; = 0. Folglich sind alle\; = 0, alsob—c = 0. Also sind auch die
r-te Zeile vonB undC gleich.m

Dieser Satz hat folgende Anwendung:

ALGORITHMUS 4.58 (Gleichheit von Unterrdumen).
Eingabey,,...,v, e R"undw,, ...,w, € R".
Ausgabetrue, fallsL(v,, ..., v) = L(w,, ...,w), falsesonst.

1 me« maxk,l)

2V « diemxn-Matrix, deren erst& Zeilen die Vektorerv,, ..., v, sind, und

deren restliche Zeilen 0 sind

3 W « die mx n-Matrix, deren ersté Zeilen die Vektoremw,, ..., w, sind,
und deren restliche Zeilen 0 sind
Berechne eine MatriY’ in Zeilenstaffelnormalform, soda§$V ) = Z(V)
Berechne eine Matri/” in Zeilenstaffelnormalform, sodagéW’) = Z(W)
return true , falls\V’ = W’, undfalsesonst.

o 01 b
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10. Die Losungsmenge inhomogener linearer Gleichungssgste

DEFINITION 4.59. SelA € R™", und seib € R™. Das Gleichungssyste-x = b
heiRthomogenwennb = 0, undinhomogenwennb # 0.

DEFINITION 4.60. SeiT ein Unterraum deR", x, € R". Dann ist didlineare Man-
nigfaltigkeit % + T definiert durch:

X+ T ={x+tlteT}

Die lineare Mannigfaltigkeik, + T ist also der um den Vektot, verschobene Un-
terraumT. Losungsmengen linearer Gleichungssysteme sind stet®dee lineare
Mannigfaltigkeiten.

SATZz 4.61. Seien m, re N, sei A eine mn-Matrix, und sei xeine Lésung des Systems
A-x = Db. Sei L die Losungsmenge vonxA= b und N/A) der Nullraum von A. Dann
gilt: L = X, + N(A).

2 -5

. 31
AUFGABE 4.62. SelA = ( 01 -3 8

) undb = ( i’ ) Berechne die Losungs-

menge VorA- x = b.

Wir 16sen dieses Beispiel mit Mathematica. Mathematicéebidazu die Funktionen
Nul | Space undLi near Sol ve.

In[78]:= A= {{3,1, 2, -5}, {0, 1, -3, 8}};
In[79]:= b = {4, 1};
I n[ 80] : = NullSpace [A]

Qut[80] = ({13, -24, 0, 3}, (-5, 9, 3, 0}}

I n[ 81] : = LinearSolve [A b]
Qut[81l]= {1, 1, 0, 0}

Die Losungsmenge ist damit gegeben durch
L=1{(1,1,0,0)+5s-(13-24,0,3)+t-(-5,9,3,0)|s,te R}.

Wir Uberlegen uns jetzt noch, wie wir algorithmisch bestiemkdnnen, ob ein lineares
Gleichungssystem eine Losung hat. Sei dazy = b ein lineares Gleichungssystems.
Wir bilden die erweiterte KoeffizientenmatriA b), also jene Matrix, die wir erhalten,
wenn wirA um eine Spalte vergré3ern und in diese Spakehreiben.

SATZ 4.63. Seien A x = b und C- x = d zwei lineare Gleichungssysteme, und sei
E = (A byund F=(C d). Wenn E und F den gleichen Zeilenraum haben, dann haben
die beiden Gleichungssysteme die gleiche Lésungsmenge.
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SATZ 4.64. Sei A eine nx n-Matrix, sei be R™, sei E die Matrix(A b), und sei
L:={xeR"|A-x=Db}. Dann gilt

X
Xy 1

L= {(Xf)e[Rw(:i)e N(E)).

% -1

SATZ 4.65. Seien m, re N, sei Ac R™" be R™, und sei E:= (A b). Sei F eine Ma-
trix in Zeilenstaffelform mit &) = Z(E), und seien j< ... < j, wie in Definition 3.1.
Wenn | = n+ 1, dann hat das System-& = b keine Losung.

BeweisWennj, = n+ 1, dann gilt fir alle Elementee N(F), dassx,,,; = 0 ist. Nach
Satz 4.64 hah - x = b also keine Lésunga

Wir bestimmen jetzt alle Losungen vén x = b folgendermal3en:

ALGORITHMUS 4.66 (Lineare Gleichungssysteme).

Eingabe: Einen x n-Matrix A, undb € R™.

Ausgabe: “keine Losung”, falls es kexn= R" mit A-x = b gibt. Sonst geben wir einen
Vektor x, € R" und einet x n-Matrix D aus, sodass die Losungsmenge ¥orx = b
gleichx, + Z(D) ist.

1 B « die erweiterte MatrixA b)
2 C «diemx (n+ 1)-Matrix in Zeilenstaffelnormalform miZ(C) = Z(B)
3 r « Anzahl der Zeilent 0 vonB.
4 fors=1tor
5 do J[s] « min{k e N|C[s, K # 0}
6 ifJr]l=n+1
7 then resultat« “keine L6ésung”
8 else D « die(n-r) x n-Matrix mit allen Eintragen 0
9 X, < der Nullvektor imR"
10 | « aufsteigend geordnete Liste der Elementepon ., nj\{J[s]Ise
{1,...,r}
11 fork=1ton-r
12 doi « I[K]
13 (* diei-te Variable wird frei gewahlt *)
14 D[k,i] « 1
15 fors=1tor
16 do D[k, J[s]] « —CIs, i]
17 fors=1tor
18 do x,[J[s]] « C[s, n+ 1]
19 resultat« (x,,C)

20 return resultat

Wir berechnen jetzt die LOsung von zwei linearen Gleichggggemen mit Mathema-
tica, indem wir die Zeilenstaffelnormalform v@A b) ausrechnen.
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AUFGABE 4.67.1n[82] : = << RowRed9 m

I n[ 83] : = MatrixForm [A1]

1 -5 8 2 -2

1 -4 6 -2 0
-1 0 2 2 O )
5 -8 6 0 -5

out [ 83] = (

I n[ 84] : = MatrixForm [b1]
-9
_ [ -4
Qut[84] = ( 0 )
-18
In[85]:=
LinSolveViaREF [Al, bl]
1 58 2 -2 -9
1 -4 6 -2 0 -4
-1 0 2 2 O 0
5 -8 6 0 -5 -18
1 -5 8 2 -2 -9
o 1 -2 -4 2 5
0 -5 10 4 -2 -9
0 17 -34 -10 5 27
1 0 -2 -18 8 16
01 -2 -4 2 5
0O 0 0 -16 8 16
0O 0 0O 58 -29 -58
1 0 -2 -18 8 16
01 -2 -4 2 5
( 0 0 O 1 —% -1 )
0O 0 0O 58 -29 -58
10 -2 0 -1 -2
01 -2 0 1
( 0 0 0 1 —% -1 )
00 0O 0 O 0

out[85]= {{-2, 1,0, -1, 0}, {{2, 2, 1, 0,0}, {1, 0, O, % 1}}}

Jetzt noch ein System, das keine L6sung hat.
AUFGABE 4.68.1n[ 86] : = << RowRed9 m

I n[ 87] : = MatrixForm [A2]
1 5 7 9

Qut[87]= |2 10 14 18
3 2 1 O
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I n[ 88] : = MatrixForm [b2]

0
out [ 88] = (1 )

1
In[89]: =
LinSolveViaREF [A2, b2]
1 5 7 9 0
( 2 10 14 18 1
3 2 1 0 1
1 5 7 9 0
( 0O O 0 0 1 )
0 -13 -20 -27 1
1 5 7 9 0
( 0 -13 -20 -27 1 )
0O O 0 0 1
1 7 9 0
(02 2028 1)
13 13 13
0 0 O 0 1
9 18 5
10 -— -—— —
( 2y )
01 — S
13 13 13
0 0 0 1
( 0 1 13 13 0 )

00 0 0 1
Qut [ 89] = NOSOLUTI ON

UBUNGSAUFGABEN 4.69.

(1) Widerlegen Sie durch Angabe eines Gegenbeispiels:
Wenn das Gleichungssystefn- x = 0 eine Losung hat, so besitzt fUr jede rechte Seitas Glei-
chungssystem - x = b zumindest eine Ldsung.

11. Koordinaten

SATZ 4.70. Seien ne N, me N, und sei B= (b, ..., b,) eine Basis von T R" und
t € T. Dann gibt es genau ein m-Tuggl, ...,A,) € R™ mit

m
t = :g]Ai-br
i=1



80 4. UNTERRAUME DESR"

BeweisEin solchesn-Tupel existiert, da € L(b;, ..., b,)). Sei nunB die nx m-Matrix,

in deren Spalten die Vektoreb,, ..., b,) stehen. Angenommen, = (4,,...,A,) und

B = (uy,...,1,) seien zwei verschiedene Tupel nit- « = B - B8 = t. Dann gilt

B- (@ - ) = 0unda - B # 0. Das ist ein Widerspruch zur linearen Unabhangigkeit
von der Spalten voB. m

Diesesm-Tupel gibt also an, wie wir den Vektoraus den Basisvektoren zusammen-
bauen kdnnen. Wir nennen dieses TupelKirdinatendes Vektorg bezlglich der
BasisB.

DEFINITION 4.71. SeiB = (b;,...,b,) Basis vonT c R", seit € T, und seiB
die n x m-Matrix, in deren Spalten die Vektorgh,, ..., b)) stehen. Dann heil3t das
@ =(y,...,A,) € R"mit
B-a=t

dasKoordinatentupelont bezlglich der BasiB. Wir schreiben auclt)g = .
Das Koordinatentupét)g erfillt also die Gleichung

B- (1), =t.
AUFGABEN 4.72. (1) SeiB = ((1,0,3),(2,1,6)), T = L(B), undv = (3,1,9).

Offenbar gilt
3 1 2
HEHEE
9 3 6

woraus(v)g = (1, 1) folgt.
(2) SeiT =L((3,2,1),(0,1,2)). Fur das erste Basiselement gilt offensichtlich

3
1
( 1 )B = ( )1
weiters ist zum Beispiel
3 3 3
@l L|-2{1pe=( 5]
2 2
UBUNGSAUFGABEN4.73.

(1) Der Vektorv hat beziiglich der Bask = (( 3 )( 5
2
0

3
Koordinaten bezuglich der Badgs= (( 1?61),( i
(2) Die Ebenes hat die Basen

und
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(3) Die Ebeneeist durche = L((z), (—:1)) gegeben. Sie hat die Basen

= (33

c= ((23),(53)).

31/'\ 22
Der Vektorv ist gegeben durctv)c = (j) Berechnen Si&v)g.

3 _4
(4) Seia= ( A ) undb = ( 3 ) und seB = (a, b. Zeigen Sie, dass ein Vekt()}‘) bezuglich der BasiB die Koordinaten
5 5

und

(o
( 4 ) hat; das heif3t, zeigen Sie

(y)e
()
@o=(iih)
Stimmt diese Formel fiir jede Bagis, b) desR2?
(5) SeiB = (( gl),(i)), und seiE die lineare Hiille vorB. B ist dann eine Basis vo.
(a) Welcher Vektom hat bezuiglichB die Koordinaterw)g = ( 3)?
(b) Wie lauten die Koordinaten vc(nfél) bezuglichB ?

(c) Geben Sie eine Bas&vonE an, beziiglich der der Pun(<f11) die Koordinater( 9) hat.
5

12. Summen und Durchschnitte von Unterrdumen

SATZ 4.74. Seien U,V Unterrdume dé&'. Dann ist UNV auch ein Unterraum des
R",

DEFINITION 4.75. SeieJ,V Unterraume deR". Wir definieren
U+V:={u+vjueU,veV}.

SATZ 4.76. Seien U,V Unterraume dé&s'. Dann ist U+ V auch ein Unterraum des
R",

Wir Uberlegen uns nun, wie wir Basen vonV undU + V berechnen kénnen.

ALGORITHMUS 4.77 (Summe explizit gegebener Unterraume).

Eingabeu,, ...,y € R"undv,, ..., v, € R"so, das&(u,, ...,u) =U undL(v,, ..., V) =
V.

Ausgabe: Eine Basis vdd + V.

1 Bilde eine(l + m) x n-Matrix W, deren ersté Zeilen die Vektorem,, ..., y,
sind, und dereqd + 1)-te bis(l + m)-te Zeile die Vektorew,, ..., Vv, sind

2 Bestimme eine Matri¥V’ in Zeilenstaffelform, sodasgW’) = Z(W)

3 return die Zeilen vonW’, die nicht O sind

ALGORITHMUS 4.78 (Durchschnitt implizit gegebener Unterrdume).
Eingabe: Eine x n-Matrix A und einesx n-Matrix B, sodas®N(A) = U undN(B) = V.
Ausgabe: Eine Basis vdd NV.
1 Bilde die(r + s) x n-Matrix C, deren erste Zeilen die MatrixA und deren
letztes Zeilen die MatrixB sind
2 Bestimme eine Basis fur N(C)
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3 return X

Um die Summe zweier implizit gegebener Unterrdume zu bemthkénnen wir uns
zuerst von beiden Unterrdumen mit den Algorithmen 4.27 uB8 4ine Basis aus-
rechnen, und dann Algorithmus 4.77 verwenden.

AUFGABE 4.79. Bestimmen Sie eine Basis des RaumsV, wobei

4 -3 0 1 0
U:{X€R4'(2 2 1 o)'xz(o)}’

und

V:{XeR4I(_23 :g i’ é)-x:(g)}.

L6sung:Wir berechnen Matrize@, D, in deren Zeilen Basen vds bzw.V stehen.

In[90]:= A = {{4, -3, 0, 1}, {2, -2, 1, 0}}
Qut[90] = {{4, -3, 0, 1}, {2, -2, 1, 0}}

In[91]:= B = {{2, -3, 0, 1}, {-3, -2, 1, 0}}
Qut[91]= {{2, -3, 0, 1}, {-3, -2, 1, 0}}
In[92]: = CC= NullSpace [A]

Qut[92]= {{-1, -1, 0, 1}, {3, 4, 2, 0}}

In[93]: = DD = NullSpace [B]
Qut[93]= {{-2, 3,0, 13}, {3, 2, 13, 0}}

Jetzt bestimmen wir eine Matri, deren Zeilenraum der Rauth+ V ist.

In[94]: = EE = Join [CC DDj;
I n[ 95] : = MatrixForm  [EE]
-1 -1 0 1
_ (3 4 2 0
QU[9S]= |5 3 o 13
3 2 13 O

In[96] : = FF = RowReduce [EE] ;

I n[ 97] : = MatrixForm  [FF]
1 00 16
0 1 0 1?
Qut[97] = g
0 01 3
0 00 O
Also ist

((1,0,0,-16/5),(0,1,0,11/5),(0,0, 1, 2/5))
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eine Basis voiv + V.

Nun wollen wir den Durchschnitt zweier parametrisiert degyeer Unterrdume berech-
nen.

SATZ 4.80. Sei U ein Unterraum deR". Dann giltdimU”) = n — dimU).

BeweisSei(u, ..., u) eine Basis vol. U” ist die Losungsmenge des Gleichungssy-
stemdJ - x = 0, wobeiU diel x n-Matrix ist, deren Zeilenvektorem, ..., y sind. Der
Rang vorlJ istl, daher ist die Dimension vdd” nach Satz 4.56 gleich—|. m

SATZ 4.81. Sei U ein Unterraum deR". Dann gilt(U™M" = U.

Beweis.Wir zeigen zunachsp. Seiu € U. Um zu zeigen, dass € (U")" liegt, ist
zu zeigen, dasév, Uy = O fur allev € U”. Seiv € U". Dav € U”, gilt (u,v = 0.
Also giltU c (UM, Seil die Dimension votJ. Es gilt dim(U")") = n—dimU") =
n—(n-1)=1.Wegen Satz 4.50 gilt aldd = (UM)". m

SATZ 4.82. Sei A eine nx n-Matrix, und sei B eine r |-Matrix, in deren Spalten eine
Basis fur den Nullraum von A steht. Dann gilt

N(BT) = Z(A).

Der Nullraum von B ist also der Zeilenraum von A.

Beweis.In den Spalten vorB steht eine Basis fur den NullrauM(A) von A. Der
NullraumN(A) ist gleichzeitig der Rauniz(A))". In den Spalten voB steht also eine
Basis fuir(Z(A))". Nach Satz 4.35 gilN(B") = (Z(B"))". Da in den Spalten voB
eine Basis voiZ(A)" steht, sind auch die Zeilen va@31 eine Basis voriZ(A))". Es gilt
alsoZ(B™) = (Z(A))". Somit gilt insgesamN(BT) = (Z(B™))" = (Z(A)M)". Wegen
Satz 4.81 gilt alstN(B") = Z(A). m

Dieser Satz lasst sich noch umformulieren:

KOROLLAR 4.83. Sei A eine ix n-Matrix, und sei C einex n-Matrix, in deren Zeilen
eine Basis fur den Nullraum von A steht. Dann gilt

N(C) = Z(A).

Der Nullraum von C ist also der Zeilenraum von A.

Das fuihrt zu folgendem Algorithmus:

ALGORITHMUS 4.84 (Implizitisieren eines Unterraums).
Eingabe: Einen x n-Matrix A.
Ausgabe: Einé x n-Matrix C, sodasN(C) = Z(A).

1 C « eine Matrix, in deren Zeilen eine Basis VbiA) steht
2 return C
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ALGORITHMUS 4.85 (Durchschnitt von explizit gegebenen Unterraumen).
Eingabeu,, ...,y € R"undv,, ...,v,, € R"so, das&(u,, ..., u) =U undL(v,, ..., V) =
V.
Ausgabe: Eine Basis vdn N V.

1 Bestimme mit Algorithmus 4.84 eine Mati@x, sodasN(C,) = U

2 Bestimme mit Algorithmus 4.84 eine Matiix, sodasN(C,) = U

3 Verwende Algorithmus 4.78, um eine Basis W€, ) N N(C,) auszurech-

nen

Wir verwenden diesen Algorithmus, um folgendes Beispidbsen.

AUFGABE 4.86. SelU = L((-1,-2,-2,-2),(1,4,6,8)),undV = L((1,0,3,-2),(-1,2,1,8)).
Berechnen Sie eine Basis vonN V.

LOosung:

In[98]: = CfuerUl = NullSpace [{{-1, -2, -2, -2}, {1, 4, 6, 8}}]
Qut[98]= {{4, -3,0, 1}, {2, -2, 1, 0}}

In[99]: = CfuerU2 = NullSpace [{{1, O, 3, -2}, {-1, 2, 1, 8}}]

Qut[99]= ({2, -3,

o

) 1}! {_3! _2! 1! O}}

I n[ 100] : = CfuerUlgeschnittenU2 = Join [CfuerUl , CfuerU2 ]
Qut[100]= ({4, -3, 0, 1}, {2, -2, 1, 0}, {2, -3,0, 1}, {-3, -2, 1, 0}}

I n[ 101] : = BasisFuerUlgeschnittenU2 = NullSpace [CfuerUlgeschnittenU2 1
Qut[101]= ({0, 1, 2, 3}}

Somit ist((0, 1, 2, 3)) eine Basis voty NV.

Zum Schneiden parametrisiert gegebener linearer Martigkeiten hilft folgender
Algorithmus.

ALGORITHMUS 4.87 (Implizitisieren einer linearen Mannigfaltigkeit).
Eingabe: Einen x n-Matrix A, undb € R".
Ausgabe: Einé x n-Matrix C undd € R', sodas$ + Z(A) = {xe R"|C - x = d}.
1 C « eine Matrix, in deren Zeilen eine Basis vbitA) steht
2 de<C-b
3 return (C,d)



KAPITEL 5

Orthogonalitat

1. Der Winkel zwischen zwei Vektoren

DEFINITION 5.1. FUrx= (X, ..., %), Y = (Y5, ..., Y,) € R"ist dasSkalarprodukton
x undy definiert als

n

KW =X Yy F X Yo+ X Yy = Y XY

i=1
Es gilt
X, % = Zx? — lIxII2,
i=1

LEMMA 5.2. Fiur x,y,ze R"undA € R gilt:

(1) xX+Yy,2 =X, 2 + (Y, 2,

(2) (AX, ¥) = A, ).
SATz 5.3. Der Winkely zwischen x und y ist gegeben durch

Xy
COS¥ = - liyll”

DEFINITION 5.4. Zwei Vektorerstehergenau dannormal aufeinandemwenn(x, y) =
0. Wir schreiben danr L .

UBUNGSAUFGABEN5.5.

(1) Bestimmen Sie einen Vektor, der a@rf) und(f(l)l) normal steht.
(2) SeiB = (( 01),@1)), und seiE die lineare Hille vorB. B ist dann eine Basis voB. AuRerdem bezeichnen wir mit

B die Matrix
3 2
B:=| 0 1.
-1 4

(&) Welches Gleichungssystem muss ein Ve(<t)z(<jrerfullen, der auf alle Vektoren iB normal steht? Was hat

die Koeffizientenmatrix dieses Systems Bitu tun?
(b) Mit welchem Gleichungssystem konnen Sie feststelléneio Vektorv in E liegt? Was hat die Koeffizien-
tenmatrix dieses Systems ritzu tun?

. 16\ _. L . .
(c) Seiw = (4g). Finden Sie einen Vekta, der inE liegt, sodassv — e normal auf alle Vektoren i steht.

85
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2. Der Normalraum auf eine Menge von Vektoren

WennU eine Teilmenge deR" ist, dann bezeichnen wir den Rawn auch als U
orthogonal” und verwenden anstelle Vdt die Bezeichnungy +. Fiir eine Teilmenge
A desR" ist A* also definiert durch

At :={xeR"|x L afiralleae Aj.
Fur jede Teilmeng& vonR" gilt A* = L(A)* und(AY)* = L(A).
UBUNGSAUFGABEN 5.6.

(1) Gegeben seien die Vektoren

Berechnen Sie
@ ¥+,
(b) {x. 9+,
(©) {xv.34,
und jeweils die Dimension davon.
(2) Welche Vektoren deR* stehen auf alle drei Vektoren

1,2,0,0),(0,1,2,-1),(1,0,2,0

normal? (Zwei Vektoren irfiR* stehen aufeinander normal, wenn ihr Skalarprodukt gleiish. 0

3. Orthonormalbasen

DEFINITION 5.7. SeiT ein Unterraum deR" undB = (b,, ..., ) eine Basis vorT.
B ist eineOrthonormalbasigONB), wenn

(1) (bi,bj> =0furallei, j € {1,2,..., kK miti # j.
(2) libll = 4/(b,b) = 1 fur allei € {1, 2, ..., k}.
BEISPIELES.8.

(1) Die kanonische Basil, 0, 0), (0, 1,0), (0, 0, 1)) ist ONB desR3.
2) B=(3,25,0),(*2,1,0),(0,0,1)) ist ONB desR?.

(3) B=(3(1,-1,1,-1),3(1,1,1,1)) ist ONB vonL((1,-1,1,-1),(1, 1,1, 1)).
(4) Seib, = (3,4),b, = (-4,3). Dann ist(, %) ONB desR?.

UBUNGSAUFGABENS5.9.

(2) (Orthom}rmalbagen) Wel(;:he der folgenden Basen sind DNB
@ (8) 7(z) (5
® G
© (88).(0%)-
SATZ 5.10. Sei B= (b,, ..., ) eine ONB und \& L(B) mit den Koordinatertv); =
(A4, ...,4). Dann gilt
IVIZ = 22 + .. + A2,
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BeweisDa B eine ONB ist, gilt
K

IVII? = <V\/>_<Z/1| ,,ZPL szlk.k (b, ,>—ZR.7L.<b., .

j=1 i=1 j=1
k

Z)L 1

i=1
|

Wir wenden diesen Satz an:
Seib, = (0.6,0.8), b, = (-0.8,0.6). Berechnen Sie die Lange vor= 12-b, + 5- b,!
Lésung: Dab,, b,) eine ONB de®R? ist, gilt

Ivil = V122 + 52 = 13.

Wir kontrollieren das Ergebnis, indem witberechnen. Da
v=12-(0.6,0.8) +5-(-0.8,0.6) = (3.2,12.6),
gilt

lIvil = \/ (3.2)% + (126)* =

SATZ 5.11. Sei T ein Unterraum deR" mit der ONB B= (b, ..., ). Sei ve L(B)
mit den Koordinaternv)g = (4,, .. .,4,). Dann gilt

A =(v,b)furalleie{1,... K.

BeweisSeii € {1, ..., k}. Wir wissen, dass

Zk:)nj bj =V,
=1

und somit

<ZA, b = (v, ).
Daraus folgt, dass

ZA (b,,b) = (v, )
oder

A (b, b) = (v, b).
Somit gilt
A, = (v, b).
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Bei Orthonormalbasen missen wir also kein Gleichungssygisen, um die Koor-
dinaten eines Vektors zu bestimmen. Dazu folgendes Bé&ispégeben sei die ONB
B = ((0.6,0.8),(-0.8,0.6)). Gesucht sind die Koordinat&n,, A,) vonv = (2, 1) bzgl.
B.

A =(v,b)=2 A, =(v,b)=-1

(1)

Eine Orthonormalbasis besitzt also zwei wesentliche Wergegentber normalen Ba-
sen:

Also gilt:

(1) Mit (v)g = (A4, ...,A) kann die Lange des Vektovsals

— /2 2
VI = AJAT + -+ - + A

berechnet werden.
(2) Die Koordinaten eines Vektoxserhalt man als

( (v, by) ]
(V)g = : .
(v, b

4. Das Gram-Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren

Gegeben ist ein Unterraui mit der BasisB = (b, ..., h,). Gesucht ist eine ONB
d,...,d)vonT.

Wir konstruiererd,, . . ., d, mit folgenden Eigenschaften:
(1) d L d;fari =+ j,

(2) lld1l = 1 far allei,
(3) furallek < mgilt L(b;, ..., Q) =L(d,,...,d).

(1) und (2) sollen garantieren, dass wir eine ONB erhal@nfardert, dass die ersten
k Vektoren der gesuchten ONB den gleichen Vektorraum aufsggawie die erstehk
Vektoren der BasiB.

ALGORITHMUS 5.12.
(1) Konstruktion von ¢ Wir setzerc, = b, undd, = ;.
(2) Konstruktion von gt Um (3) erfullen zu konnen, machen wir den Ansatz
C,=b,+a,-d;
mit (c,,d,) = 0. Aus
(b, +a;-d;, d)) =<(b,,d) + e, (d;,dy) =(b,,d)) +a@; =0



3)

- &
3 gyl
(4) Konstruktion von d Seiend,, ..., d_, bereits bekannt. Dann setzen wir
¢ =b-(b,d)-d —---—(b,d_p)-d,
und erhalten mit
G
d=—
lic.
den gewtiinschten Vektor.
AUFGABEN 5.13. (1) Sei
1 -1 1
-1 1 0
5= 2 3|0}
-1 -3 0

4. DAS GRAM-SCHMIDTSCHE ORTHONORMALISIERUNGSVERFAHREN

folgt
a; = —(b,, d)).
Also erhalten wir mittels
C, = b, —(b,,d)-d,
_ %

il

den gewiinschten Vekta,.
Konstruktion von g Firc; machen wir analog za, den Ansatz

2

C;=b;+a,-d +a,-d,.

98

Fordern wir dann Normalitat zu den ersten beiden Vektoreersalten wir

(C3,d))y =(b;,d)) +, (d},d;) +a,(d,,d;) =0,

=1 =0
also
a; = —(bg, d)),
und
(C3,d,) =(bs,d,) + @, (d},d,) +, (dy,d,) =0,
=0 =1
also
a, = —(bg, d,).

Somit ergibt siclc, als
C3 = by = (bs, dy) - d; —(bs, dy) - 0,
und der gesuchte Vektol, der Lange 1 als

Gesucht ist eine ONB voh(B).
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Offenbar istc, = (1,-1,1, -1) und somit

1
_ & 1|
e 2] 1
-1
Dann ist
-1 1 -2
1 11 -1 2
C2 = 3 - <(_l’ l; 3; _3)’ d1> E 1 = 2
-3 -1 -2
und
-1
_ % 111
27 el 2] 1
-1
Schliellich ist
1 1
0 111
C3 = 0 - <(11 01 01 0)1 d1> d]_ - <(11 01 01 O)! d2> d2 = é 0
0 0
und
1
G- G _ 1|1
gl 2|0
0
(2) SeiB = ((3,4), (5, 6)). Gesucht ist eine ONB voln(B).
Wir erhalten
q = 1(3)_([06
t"5\4)7\o8)
0.8
%=( 05 )
Man pruft leicht nach, dass die beiden Vektoren tatsacmarimal aufeinan-
der stehen.

SATZ 5.14. Sei T ein Unterraum deR". Dann hat T eine ONB.

Beweis Aus einer beliebigen Basis voh kann mit dem Gram-Schmidtschen Ortho-
normalisierungsverfahren eine ONB berechnet wersien.

UBUNGSAUFGABENS5.15.
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(1) Orthonormalisieren Sie die folgende Familie von Ve&tomit dem Verfahren von Gram-Schmidt!

1\ (2) (0
A=(gh (315
(2) Bestimmen Sie jeweils eine Orthonormalbasis (ONB) élgénde Unterraume dé&s!
(@) U = L((}z),(?l)).
(b) V = {(Xq, X, X5, Xg) € R*| %) +2X5 + 2%, = 0 undx, — 25 + 2X, = 0}. (Hinweis: Berechnen Sie zuerst eine
Basis vorlV und orthonormalisieren Sie diese mit dem Verfahren von Ggatmidt).

(3) Geben Sie eine Orthonormalbasis der Ebeng— 2y + 3z =0 an.
(4) Bestimmen Sie mithilfe des Verfahrens von Gram-Schmgiigé Orthonormalbasis von

4
{(X1, %, X3, %4) € R [ Xy — X5 + X3 — X, = O}.

5. Orthogonalprojektionen

SaTz 5.16. Sei T ein Unterraum deR", v € R". Dann gibt es genau ein& R" mit
den Eigenschaften

Q) xeT,
Q) v—-xeT.

Fur den Beweis bendtigen wir folgendes Lemma.

LEMMA 5.17. Seien b, ..., € R" linear unabhangig. B sei definiert als diexk-
Matrix mit den Spalten}y.. ., h. Dannist B - B invertierbar.

Man kann zeigen, dass die SpaltenvektorenBbnB linear unabhangig sind. Spater
werden wir sehen (im Satz 10.13), dass jede quadratischexMait linear unabhan-
gigen Spaltenvektoren invertierbar ist.

Beweis von Satz 5.16.

« Zunachst zeigen wir, dass so eiexistiert. Seib,, ..., ) eine Basis vorT,
und seiB die n x k-Matrix, in deren Spalten die Vektordn, ..., b, stehen.
Wir versuchen(a,, ..., @,) zu finden, sodass

k a,
X:= a;-b=B-

i=1

die Eigenschaft—B-a € T+ erflllt. Dann muss geltembj,v—x) = <bj,v—
B-«a) = 0 fur alle j, oder, anders ausgedrickt,

(b;,v-B-a) 0
<b2sV—:B'CY> :BT'(V—B'Q’): O ’
b.,v-B-a) 0

und somit
B"-.v—-B"-B-a =0,
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also
B"-v=(B"-B)-a.

Da die Basisvektoren linear unabhangig sind, ist nach Letdiadie Matrix
BT - B invertierbar. Somit muss die Gleichung

B"-B)y*-B"-v=B"-B !B -B)-a=a
erfullen. Wir erhalten als Kandidaten fidialso
x=B-(B"-B)™1-B"-v.
Wir Uberprufen jetzt, oly — x wirklich in T+ liegt, und erhalten

B'(v—x)=B"(v—-B-(B"-B)1-B"-v)
=B".v-B"-B-(B"-B)*-B".v)

=B'v-B'v=0.
 Eindeutigkeit: Seien, yzwei Vektoren, die den Bedingungen des Satzes 5.16
genugen, d.h.
(1) x,ye T,

2)v-x,v—-yeT*.

Wegen (1) gilx—y € T. Aus (2) erhalten witv—x) - (v—-Yy) = -Xx+y e T+.
Daher gilt auch-(-x+y) = x-y e T+. Dax—-y e T undx-y e T+, gilt
(X—y,x=y) = 0. Also giltli(x — y)II> = 0, und folglichx = y.

Somit existiert genau eix, das die obigen Eigenschaften erfisit.

DEFINITION 5.18. Sein € N, seiT ein Unterraum deR", und seiv € R". Dasxe T
mitv—x € T+ nennen wiorthogonale Projektiononv aufT und schreiber = Py (v).

WennT der Spaltenraum der MatrB mit linear unabhangigen Spaltém, ..., b ) ist,
alsoT = §B), dann ist(b,, ..., b) eine Basis vorT. Wie im Beweis von Satz 5.16
ermittelt, gilt dann

P.(vy=B-(B"-B)™* -B'v.
AUFGABEN 5.19.

(1) Gesuchtistdie orthogonale Projektion dn2) auf die Gerad& = {(x,y) | 3x—
4y = 0}.
Losung: FUB = (4) gilt G = SB). WegenB' - B = (42 + 3?) = (25) und
BT .v=(16+6) = (22) ist
22/ 4
= . T . -1 . T . = —
P.(v)=B-(B"-B)!-BT-v 25( 3 )
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(2) Wir berechnen die orthogonale Projektion des Vektoes (6,0, 0) auf die
Ebenee = L((1,2,1),(-1,0,1)). Wir bilden eine MatrixB, in deren Spalten
wir die Basisvektoren voe schreiben. In diesem Fall gilt

1 -1
L (121 (60
B'B‘(—lol Y CE

et b HEE

1 -1
PvM=B-B-B!-B"-v=|2 0 (
1 1

(33

UBUNGSAUFGABEN 5.20.
Wir wollen die Pyramide mit der quadratischen GrundflagheB, C, D und der SpitzeS als D-Graphik auf dem Bildschirm
darstellen. Losen Sie dazu folgende Probleme:

OQolr

NI O
N———
0
|

(o)l e}
N———

(1) Seidie Ebene = L(B) durch ihre Basis
1 /3 1 /1
8= 7l 5 7(3)

gegeben. Bestimmen Sie fii= (g) die Projektion vorv auf L(B), aIsoPl_(B)(v).

(2) Bestimmen Sie die Koordinaten véqg,(v) beziiglichB.
(3) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis der Eliée durch

e:Xx—-2y+2z=0
gegeben ist.
(4) Welcher Punkt aué hat von( :55) den geringsten Abstand?

SATZ 5.21. Sei T ein Unterraum deR", v e R". Dann gilt

Pr.(V) = Vv —Pp(V).
Beweisskizz&Vir definiereny := v—P;(v). Man kann zeigen, dagslie Eigenschaften
der Projektion vorv auf T+ erfullt. m

Aus diesem Satz kdnnen wir sofort eine Formel fur die Prapakauf T+ ableiten. Sei
B eine Matrix mit linear unabhangigen Spalten, sodassS(B). Dann gilt:

Pr.(v)=(E,—-B-(B"-B)™*-B")-v.
UBUNGSAUFGABEN5.22.
(1) (a) Bestimmen Sie fir jeden Vekter= (x,y, 2 € R3 die Projektion aub) := {(X,y,2| — X+ 2y +2z=0}.

(b) Bestimmen Sie eine Matri®,, sodass die Projektion vanaufU gleich R - vist.
(c) Bestimmen Si&; - R,!
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(2) SeiU :={(x,y,2| —x+2y+2z=0}.
(a) Bestimmen sie fiir jeden Vekter= (x,y, 2 € R® die Projektion vorv auf den Orthogonalraum vdd, also
aufu+.
(b) Bestimmen Sie eine Matrii, ., sodass die Projektion vanaufU+ gleichR,. - vist.
(c) Bestimmen Si®;. - Bj..

6. Abstandsberechnungen mit Hilfe der Orthogonalprojektion

6.1. Abstand eines Punktes von einem UnterraumGegeben sei ein Unterraum
T desR" sowie ein Vektorv € R". Gesucht ist jenes € T, das vonv den kleinsten
Abstand hat.

SATZ 5.23.Sei T ein Unterraum deéR", v € R", und sei xe T. Dann sind aquivalent:

Q) Iv=XlI =inf{llv-t]l : te T}
(2) Der Vektor x ist die Projektion von v auf T, alse=xP; (v).

Beweis(2)=(1): Wir nehmen anx = P;(v). Seit € T. Dann gilt

IV —tII* = lI(v = %) + (x = DI
Dav-xe Ttundx-teT,gilt

IOV = %) + (x = OII* = lIv = XII* + lIx — tI|.

Es gilt also

Furallet € T:|lv—tll = llv— X.
Also gilt

V=Xl =inf{llv-t|l : teT}.

(1)=(2): Seix so, dasgiv— x| = inf{llv—t|| : t € T}, und sely = P;(v). Es gilt dann
Iv—xll < [Iv=yllund|lv =X = lIv=y) + (y = XII> = [Iv— I + lly — XI[>. Das ergibt
ingesamtlv — yII> = |Iv— yiI? + lly — XII?, alsolly — x| = 0. Somit giltx = y = P;(v). m

UBUNGSAUFGABEN 5.24.

(1) Welcher Punkt auf der Geraden
1
g= L(( _22))
hat von( —Zl) den kleinsten Abstand?
(2) Wir betrachten den Punkte R* und den Unterraurty desR*.

p=(8101,14,

U =L(-1,-20,3)).

Welcher Punkip, ausU hat vonp den kleinsten Abstand?



6. ABSTANDSBERECHNUNGEN MIT HILFE DER ORTHOGONALPROJEKDN 95
6.2. Abstand zwischen zwei linearen Mannigfaltigkeiten.WennA undB nicht-
leere Teilmengen déR" sind, dann kann man ihrekbstanddurch
distA, B) = inf{lla— bll|a e A, be B}
definieren.

Gegeben sind zwei lineare Mannigfaltigkeitély = v, + T, undM,, = v, + T,. Dabei
sindv,, v, € R", undT,, T, sind Unterraume delR". Wir suchenp, € M, undp, € M,,
sodass

P, = Pl = distM,, M,).
Dazu bestimmen wir, € T, undt, € T,, sodass
ll(v; +t)) = (v, + 1)l = disttM,, M,).
Nun gilt
distM,, M,) = inf{ll(v; +t) — (v, + It € T, 8, € T}
= inf{ll(v; —v,) = (t, —t)IlIt, € T, t, € T}
=inf{ll(v, —v,) —dlIse T, + T,}.
Wir wissen, dasgv; — Vv,) —Sgenau dann das Infimum vd(v, - v,) —s|se T, + T,}
annimmt, wenrs = Py, (v; — V,). Also berechnen wir
S:=Pr (Vi — V).
Folglich gilt firt, € T, undt, € T, die Gleichung
(Vv +1) = (v, + 1) =infl(v, +t) - (v, + ) It € T, 1, € T}
genau dann, weny — t; ='S. Wir miissen also all@,, t,) € T, x T, bestimmen, sodass
t, -, = S Wir bestimmen uns also eth e T, und eint; € T,, sodass$, —t; =S. Dann
it
° {t, LY e, XTIty -t,=sf={tj+r,,+nN|reT, NT,.
Damit erhalten wir
{(P, P) € My XM, | lIp, = poll = distM, M)} = {(v, +t{+1, v, + 5+ 1)1 € TN T,
AUFGABE 5.25. Bestimmen Sie jene Punkte auf den Mannigfaltigkeiten
M, :=(5,0,0,0)+L((1,2,-1,0),(1,1,1,1))
und
M, :=(11,27,2,11) + L((1,-1,-1,1),(1,0,0, 1)),
die voneinander geringsten Abstand haben.

SeiT, = L((1,2,-1,0),(1,1,1,1)) undT, = L((1,-1,-1,1),(1,0,0, 1)). Wir berech-
nen eine Basis vom, + T,.

I n[102] : = B1

{{1, 2, -1, 0}, {1,1,1, 13}};

B2

{{1, -1, -1, 13, {1, 0, 0, 1}3};
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Qut[102] = ({1, -1, -1, 1}, {1, 0,0, 1}}
I n[ 103] : = BasisVonT1PlusT2 = RowReduce [B17Join"B2 ]
Qut[103]= {{1, 0, 0, 1}, {0, 1, O, -%}, {0,0, 1, %}, {0, 0,0 0}}
Also erhalten wir

B=1(%00,1),(0,1,0,-1/3),(0,0,1,1/3))

als Basis vorT, +T,. Jetzt kdnnen wir die Projektion van—Vv, auf T, + T, ausrechnen.
SeiC die Matrix

ol N e)

1
0
0
1

Wk OO

Wik

Dann gilt
T -1, T 58
Prr,(Vy = V,) =C-(CT-C) - CT- (v - vp) = (%)
-5
Also gilts = (=12, -25, -4, -5). Dieseswollen wir als—t; +t; mitt; € T, undt; € T,
darstellen. Durch die folgenden Mathematica-Berechnugealten wir

s=-7-(4,2,-1,00-8-(1,1,1,1)+3-(1,-1,-1,1)+ 0- (1,0,0,2).

I n[ 104]:
Qut [ 104]

S
(-12, -25, -4, -5)

I n[ 105] : = B1B2 = B1 “Join" B2
Qut[105]= {{1, 2, -1, 0}, {1, 1, 1, 1}, {1, -1, -1, 1}, {1, 0,0, 1}}

I n[106] : = M = Transpose [B1B2]
Qut[106]= ({1, 1, 1, 13, {2,1, -1, 0}, {-1,1, -1, O}, {0, 1,1, 1}}

I n[ 107] : = MatrixForm [M]
1 1 1 1
2 1 -1 0
-1 1 -1 0 )
0O 1 1 1

Qut[107] = (

I n[108] : = LinearSolve [M s]
Qut[108]= (-7, -8, 3, 0}
Fart; =7-(1,2,-1,00+8-(1,1,1,1) undt}, = 3- (1,-1,-1,1) gilt also
S=—t] +1.
Wir erhalten
t1 =(15221,8), t,=(3,-3,-3,3).
Also sind die Punkte

p, =(5,0,0,0) +(15221,8 =(20,221,8)
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und
p, =(11,27,2,11) + (3,-3,-3,3) = (14,24,-1,14
so, das, € My, p, € M,, undl|p, — p,ll = distM,, M,).

Um alle Punkte zu erhalten, fur die der Abstand minimal windssen wir nocfi; NT,
berechnen.

In[109]: = C1 = NullSpace [{{1, 2, -1, 0}, {1, 1,1, 1}}1;
MatrixForm [C1]

—2101)

Qut [ 109] = (_3 > 10

In[110]: = C2 = NullSpace [{{1, -1, -1, 1}, {1, 0,0, 1}}1:
MatrixForm [ C2]

—1001)

Qut[110] = (0 10

In[ 111]: = NullSpace [Join [C1, C2]]
Qut[111]= ({1, 1,1, 1}}

Wir erhaltenT, N T, = L((1, 1, 1,1)). Somit ist die Menge aller Paare i, x M, die
minimalen Abstand voneinander haben, gegeben als

{((20,22,1,8) +t-(1,1,1,1),(14,24,-1,14 +t- (1,1,1,1)) It e R}

Folgendes Mathematica-Programm liefert zwei Punkte mitimmaler Distanz. Ach-
tung: die Basisvektoren voR undT, stehen hier in deZeilender Argumentdd, und
B,.

Proj [B_, v_] :=
Transpose [B] . Inverse [B . Transpose[B]]. B. v;

Poi ntsWthM ni mal Di stance [vl , Bl , v2 , B2 ] :=
Modul e[ {},
B12 = RowReduce [ Bl ~Joi n~ B2];
I f [MatrixRank[B12] == 0,
{vl, v2},
Basi s12 = Take [B12, MatrixRank [B12]];
s = Proj [Basisl2, vl - v2];

tl = - Transpose [Bl]. Take [Li near Sol ve
[ Transpose [Bl1 ~Join~ B2], s], Length [B1l]];
t2 = s + t1,

{vl +tl, v2 + t2}
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Wir testen dieses Programm:

In[112]:= << abstand2 . m
In[113]:= vl = {5, 0, 0, 0};
v2 = {11, 27, 2, 11};
Tl = {{11 11 11 1}1 {11 21 _11 0}};
T2 = {{1! 0! 0! 1}! {11 _11 _11 1}};
I n[ 114] : = PointsWithMinimalDistance [vl, T1, v2, T2]
Qut[114]= ({23, 25, 4, 11}, {17, 27, 2, 17}}

UBUNGSAUFGABEN 5.26.

(1) Welcher Punkt auf der Geraden
9:X=(§)+1- (%)
hat von( %) den geringsten Abstand?
(2) Bestimmen Sie den Punkt E(Lé) + L(( %2)), der am nachsten beim Pur(k_izsl) liegt.
(3) (a) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis des UnterraMmsnR*, der durch

W = {(Xg, %, Xg, %) | = Xg +Xg =0 und = X, + %, = O}.

gegeben ist.
(b) Welcher Punkt iW hat von(4, -1, 6, —1) den geringsten Abstand?
(4) Bestimmen Sie den Abstand des Punlétézs) von der Geradenq, die durch den Punl(tlgo) geht, und deren Rich-
tungsvektor gleicrﬁ -12) ist.
(5) Bestimmen Sie den Abstand des Punk&®, 11, 17) von der Geradeg, die durch

g:X=(1,2,-4,7+1t-(12,0,3,4)

gegeben ist. Welcher Geradenpunkt ist diesem Punkt amteachs
(6) (&) Welcher Punkp auf der Geraden

g:-2X+z=0und x+y=0

hat vom Punki = (:%g) den geringsten Abstand?
(b) Wie groR ist dieser Abstand?
(c) Berechnen Sie — p! Welchen Winkel schlieBep undv — p miteinander ein?
(7) Welcher Punkt der Ebene

.

=) (d)en-(7)
kommt dem Punkég) am nachsten ?
(8) Welche Punkte dePGeraden

o x=(Y) 1|

W

)
7)

und

SN

—24
o X = ()
kommen einander am néchsten?
(9) Welcher Punkt der Ebene

[u

ox=()ea () em(7)

-47
kommt dem Punk#—ﬁs) am nachsten?
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(10) Welcher Punkt der Ebene
e:X=(5210+21-(1,200+x-(0,1,2,-1)

kommt der Geraden
g:X=(5,30,5+a-(1,0,20)

am nachsten? i

(11) Berechnen Sie den Inkreismittelpurike (:;) des DreiecksABC mit A = (), B = () undC = (3), indem
Sie die Bedingung, dadsgleich weit vonAB, BC und AC entfernt ist, in Gleichungen in den Variablenundi,
umwandeln. Verwenden Sie zur Lésung der auftretenden @legen den Mathematica-Befetblve.

7. Die bestapproximierende Losung eines linearen Gleichgssystems

Oft trifft man auf Gleichungssysteme, die keine Losung tzesi, wie z.B.

B

In solchen Féllen wird man exsuchen, das dem Gleichungssystem “mdglichst gut”
genugt. Naheliegend ist es, jeneals “Losung” zu betrachten, das den kleinsten Fehler
liefert, d.h. fir daslA - x — bll minimal ist.

DEFINITION 5.27. SeilA € R™" b € R™. Eine bestapproximierende Losurdgs
Gleichungssystem&- x = bist einx* € R", sodas$lA - x* — bll minimal ist.

Wir wissen, das$A-x| x € R"} genau der Spaltenraum vévist. Wir suchen also jenes
Element des Spaltenraumes Wrdas vorb minimalen Abstand hat. Dazu sollée x
die Projektion vorb auf den Spaltenraum voA sein. Dann stehb — A - x auf den
Spaltenraum voA normal. Es gilt also

AT.(b-A-x)=0.
WennAT - Ainvertierbar ist, dann kdnnen wirdurchx = (AT - A)~t- AT . b bestimmen.

SATz 5.28. Sei A eine Matrix, deren Spaltenvektoren linear unabhasmgid, und sei
b ein Vektor. Dann ist die bestapproximierende Lésungox A- x = b gegeben durch

X =(A"-A 1 AT . b.

AUFGABE 5.29. Wir bestimmen die bestapproximierende Losung von
10 1

2 1|-x=| 2.
-1 1 0

A-A_(l ] und A@AT=Z T )

Also erhalten wir

Hier ist
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UBUNGSAUFGABEN 5.30.

(1) Das Gleichungssystef- x = bist fur folgendesA undb unlésbar:

(1)1

Bestimmen Sie die “beste N&herungsldsung”. Warum (bzw.ithem Sinn) ist diese Losung “besser” @lsl)?

Nun versuchen wir, die “beste Gerade durch eine Punktwaidégen.

Gegeben seien die Punkte,y,),...,(X,,y,). Gesucht ist die bestapproximierende
Geradey = k x+ d durch diese Punktwolke.

Daflir berechnet man die bestapproximierende Lésung desh@lggssystems

X 1 ( K ) Ya
o d = :
% 1 Yn

wie oben beschrieben. Wir Uberlegen uns noch, welcher giastzwischen Punkten
und Gerade hier wirklich minimiert wird. Die bestaproximgade Lésung minimiert

Y X.l.l(k) V1= (kx +d)
: d = :

Y, X, 1 y, — (Kx +d)
also die Vertikalabstande zwischen den Punkten und derd@era
UBUNGSAUFGABEN5.31.

(1) Bestimmen Sie jene Gerade der Form kx + d, die die Punkt&0, 3), (1,4) und(2, 7) bestmdglich approximiert.
“Bestmoglich” heif3t dabei, dassundd so zu bestimmen sind, dass

(1 = (kxg + ) + (v = (kg + d))? + (y5 — (kxg + d))?

minimal wird.
(2) Bestimmen Sie jene Gerade der Form kx+ d, die die Punkt&?2, 3), (3,0) und(6, 5) bestmdglich approximiert.
“Bestmoglich” heif3t dabei, dassundd so zu bestimmen sind, dass

(1 = (kxg + ) + (v = (kg + d)? + (¥ — (K xg + d))?

minimal wird.
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Rechnen in den ganzen Zahlen

1. Teilbarkeit

DEFINITION 6.1 (Primzahl). Eine Zahp € N ist genau dann einBrimzah| wenn
folgende beiden Bedingungen gelten:

(1) Esqiltp > 1.
(2) Furallea,be Nmitp=a-bgilta= 1 oderb = 1.

DEFINITION 6.2 (Teilbarkeit). Fux,ye Z gilt
X teilty

genau dann, wenn es ere Z gibt, sodasy = z- xist.

Wir schreiben dann aucty; die Zahly heif3t einVielfachesson x.

SATZ 6.3. Seien ac Z und n e N. Dann gibt es genau ein Paar von Zahlenr),
sodassaq-n+rundre{0,...,n— 1}

Wir bezeichnen den Restmit a modn.

DEFINITION 6.4 (Grol3ter gemeinsamer Teiler). Fur zwei Zatdebe Z (nicht beide
0) ist ggT(a, b) die grofdte Zaht € N mit z| aundz| b.

SATZ 6.5. Seien a, ke Z nicht beide0, und sei z= Z. Dann gilt:
ggT(a,b=ggT(@a+z-b,b.

So gilt zum Beispiel gg125, 15) = ggT (40, 15).

Beweis:Wir zeigen, dass nicht nur der ggT, sondern sogar die Mengegaemeinsa-
men Teiler der beiden Zahlenpaare gleich sind. Wir zeigsn al

{teZ :tlaundt|bj={teZ : t|a+ zbundt|b}.

“c": Fallst sowohla als auch teilt, dann aucta+zbundb. “2": Fallst sowohla+ zh,
als auchb teilt, dann aucta + zb— zbundb, also aucla undb.m

101
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Das nitzen wir jetzt moglichst geschickt aus, um @gi7, 33) zu berechnen:
09T(147,33) = ggT(147—-4-33,33)
=ggT (15,33
=0ggT(1533-2-15)
=g9gT(153)
=99T(0,3)
=3.

Glunstig ist es als@ so zu wahlen, dass+ zbder Rest vora bei der Division durchb
wird.

Mit Hilfe des erweiterten Euklidischen Algorithméisdet man nicht nur den ggT von
aundb, sondern auch, ve Z, sodass gilt:

ggT(a,bh=u-a+v-h.
Beispiel: Wir berechnen ggL47, 33), und schreiben das so:

147 33

147 1 0 (147=1-147+0-33
33| 0 1 (33=0-147+1-33
15| 1 -4 (15=1-147-4-33
3| -2 9 (3=-2-147+9-33
0

Berechnet man gg@, b) mithilfe dieses Algorithmus, sieht man, dass sich die Zahle
in der linken Spalte immer als Linearkombination v@mind b schreiben lassen. Als
Konsequenz davon erhalten wir folgenden Satz:

SATZ 6.6. Seien a, ke Z (nicht beide0). Dann gibt es u, \& Z, sodass
ggT(a,bh=u-a+v-b.

Eine Folgerung davon ist:

SATZz 6.7. Seien a, ke Z, nicht beide0, und sei te Z so, dass|a und ib. Dann gilt
auch {ggT(a, b).

Beweis Seienu,v € Z so, dass gg®, b = ua+ vb. Dat die Zahla teilt, ist auch
uaein Vielfaches vor. Ebenso ist/b ein Vielfaches vort. Somit ist auch die Summe
ua+ vbein Vielfaches vort. Die Zahlt ist also ein Teiler von gg@, b).

Wenna und b grof3ten gemeinsamen Teiler 1 haben, so heiRetederfremdoder
relativ prim.

SATZ 6.8. Seien a, b, &= Z, und sei zumindest eine der Zahlen a und b nichavir
nehmen an, dass a die Zah! bteilt, und dasggT(a, b) = 1 gilt. Dann gilt: a teilt c.
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Beweis:Es gibtu, ve Z, sodass
l=u-a+v-h.

Es gilta| uac Da nach Voraussetzureg bcgilt, gilt aucha | vbc Daraus erhalten wir
al (ua+ vb,

und somita|c. m

Daraus kann man folgenden Satz herleiten:

SATZ 6.9.

(1) Jede natirliche Zahl & 2 besitzt eine Zerlegung in Primfaktoren

a=p; ... p,
(2) Die Primfaktorenzerlegung einer nattrlichen Zahka2 ist bis auf die Rei-
henfolge der Primfaktoren eindeutig. Wenn also
a=p;-...-P,=0; ... O
und alle p, g Primzahlen sind, dann gilt r&= n, und es gibt eine bijektive
Abbildungr : {1,...,n} - {1,...,m}, sodass p= g,

Sinda,b € Z, so nennt man jede Zalal € Z, die vona und b geteilt wird, ein
gemeinsames Vielfaches varund b. Unter allen gemeinsamen Vielfachen zeichnen
wir das kleinste aus.

DEFINITION 6.10. Es seien,be 7\ {0}. Dann ist kg\(a, b) definiert durch
kgV(a,b=min{veN : alvundb]v}.

Die Menge aller positiven gemeinsamen Vielfachen ist jeafiye Z \ {0} bestimmt
nicht leer, da si¢a - bl enthalt.

SATZ 6.11. Seien a, ke 7\ {0}, und sei s= Z so, dass as und b| s. Dann gilt:
kgV(a,b|s.
Jedes gemeinsame Vielfache ist also ein Vielfachekglés

Beweis Wir dividierens durch kg\a, b) und erhalten somit € {0, ..., kgV(a, b — 1}
undq € Z, sodass

s=(q-kgV(a,b +r.
Also giltr = s— - kgV(a, b. Sowohls also auchg - kgV(a, b) sind Vielfache vora
und Vielfache vorb. Ihre Differenzr ist also ebenfalls ein Vielfaches varund vonb.
Dar < kgV(a, b), und da kg\(a, b) das kleinste gemeinsame Vielfache ist, muss0
gelten. Also ists ein Vielfaches von kg¥a, b). m

Zwischen ggT und kgV gilt folgender Zusammenhang.
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SATZ 6.12. Seien a, ke N. Dann gilt
ggT(a,b-kgV(a,b =a-b.

Beweis:Wir verwenden die Primfaktorzerlegung verundb. Sei(p,, p,, p;,...) =
(2,3,5,...) die Folge der Primzahlen, und seigf),_y und(o;),_y SO dass = [T;_y pivi

undb = T,y pfr' Aus der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung kann mareiten,
dass dann gelten muss:

min(vi 07)

g9T(@b = TP

max v;,;
kgV (a, b [Tiey P : ).

Daraus folgt:

ggT(a,b - kgV (a, b

(min(vi 07)+max(v; 'Cri))

1—[ pi(vi +07)

ieN

a-b.

SATZz 6.13. Seien a, b, & N. Dann gilt:

(1) 9gT(ggT(a, b), ¢) = ggT(a,ggT(b, 0).

(2) kgV(kgV(a, b), c) = kgV(a,kgV(b, 0).

(3) ggTkgV(a, b), ¢) = kgV(ggT(a, ©),ggT(b, 0).
(4) kgV(ggT(a, b), ©) = ggT(kgV(a, 0, kgV(b, 0).

2. Das Losen von Kongruenzen

DEFINITION 6.14. Sen € Z. Dann definieren wir eine Relatie#), aufZ durch
a=s ,b:enla-bfira,be Z.

Fira =, b schreiben wir aucla = b (modn) und sagen: 4 ist kongruent modulo
n.”

SATZz 6.15. Seien a, &= Z (nicht beide= 0), und sei be Z. Dann sind die folgenden
Bedingungen aquivalent:

(1) Die Kongruenz
ax=b (modc)
ist I6sbar, das heil3t, es gibtey Z sodassja -y — b.
(2) ggT(a, o teilt b.
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Beweis:*(1) = (2)": Seix eine Ldsung, d.hc | ax - b. Fallsc die Zahlax — b teilt,
dann gilt erst recht
ggT(a,0 | ax—b.
ggT(a, o teilt a, also gilt ggT(a, o | b.
“(2) = (1)": Aufgrund der Voraussetzungen existiert gia Z, sodass
ggT(@,0-z=Db
Aus dem erweiterten Euklidischen Algorithmus bekommenuyire Z mit
ggT(a,00=u-a+Vv-C.

Es gilt dann

(ua+ve)-z=Dh,
also

a-uz+c-vz=Dh,
und somit

a-(uz2 =b (modo).
Also istx := uzL6sung vonax = b(modc). m

SATZ 6.16. Seien a, &= Z (nicht beide= 0), und sei be Z. Sei x eine Lésung von
(6.1) ax=b (modg.
Dann ist die L6sungsmenge v 1) gegeben durch:

C
L:{X0+kW|kEZ}

Beweis:* 2" Wir setzen zunachst, + k75 €in und erhalten
C —
a(XO + kggT(a,C)) = aQpt akggT(a 0
— Cc
=. b+akgag
— a
= b+ckyras
EC
Daher istx, + kg7 Wirklich eine Losung.

“C: Seix, Lésung vorax = b (modc) . Zu zeigen istig | (% — X%)- Dax, undx,
Losungen sind, gilax, = b (modc) undax, = b (modc) Daher gilt

a(x, — %) =0 (modc),
oder, aquivalent dazu,
cla(x, —X)-.
c | a
ggT(a,0 ggT(a, 0

Daher gilt auch

(X = %) -
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Da
C a
T , -1
g9 (ggT(a, 0’ 99T (@, c))
gilt
C
99T (@, © |04 =%).
[ ]

Bemerkung: Das Systenax = b (modc) ist also &quivalent zu

X = (mod ¢ )
=% 99T(@,0)/’
wobeix, eine spezielle Losung vaax = b (modc) ist.

Wir betrachten nun Systeme von zwei Kongruenzen, also Systker Form

x=a, (modm,)

x=a, (modm,),
wobeim;, m, e Nunda,, a, € Z.
Beispiele:Das System
x=1 (mod?2
x=0 (mod 49

kann nicht I6sbar sein, denn eine Losung Z musste sowohl gerade als auch unge-
rade sein. Das System

x=1 (mod?2
Xx=2 (modH
hat zum Beispiel die Losurng= 7.

SATZ 6.17. Seien g,a, € Z, m;, m, € N. Das System

x=a, (modm
X=a, (modm,

ist genau dann l6sbar, wenn gilt
ggT(m, m) | a, - a,.

Beweis:“=": Wir nehmen an, dass Losung ist. Dann giltm, | (x—a,) undm, |
(x - a,) . Daher gilt auch gg{m,, m,) | (x— a,) und ggTm,, m,)I(x — &,), und somit

ggT(my, my) | (x—ay) - (x— &) = (&, — ay).
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“<” Es gibtu,ve Z, sodass
u-m+v-m, = ggT(ml’rnZ)

kK-um+k-v-m, = a —-a,
a+k-v-m, = a-k-um
______ —
daher isix := a, — kum LOsung des Systems. O

Der Beweis liefert auch gleich ein Lésungsverfahren.

Beispiel: Wir l6sen:
x=2 (mod 15
X =8 (mod 2)
Da ggT(15,21) = 3 und 3| (2 - 8) ist das System I6sbar. Wir berechnen jetzt diesen
ggT undKofaktoren(d.h. Koeffizienten fir eine Linearkombination von 15 und @#
den ggT ergibt).

und erhalten daraus33-15-2- 21.
3-15-2-21 = 3
(-6)-15+4.-21 = 2-8
8+4-21 = 2+6-15
=92 =92
Daher erhalten wir eine Losung= 92.

Der folgende Satz gibt an, wie wir aus einer Lésung der Koagzualle Lésungen
erhalten.

SATZ 6.18. Sei X eine Losung von

x=a, (modm,)
x=a, (modm,).

Dann gilt fir die Losungmenge L
L = {% +k-kgV(m, m,) ke Z]}.

Beweis:2>"; Wir setzen
Xy + K- kgV (my, m,)
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in die erste Kongruenz ein und erhalten
(% +k-kgV(m, m)) =a, (modm,).
Das gleiche qilt fur die zweite Kongruenz.
“c” Wir fixieren x, € L. Um zu zeigen, dass, € {x,+k-kgV(m,m) [k e Z},
zeigen wir, dasg, — X, ein Vielfaches von kg\m,, m,) ist. Wir wissen ja, dass
X=a
X=a,
Daher gilt(x, — X,) = 0 (modm,) und somitm, | (X, — %,). Ebenso zeigt man, dass
m, | (X, — %) gilt.
Da das kgV jedes gemeinsame Vielfache teilt, gilt Kgi, m,) | (X, — ;). ®

modm,
modm,
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Ringe, Korper und Vektorraume

Nachrichten codiert man gerne als Listen von Bits. Deswegghes sich als gunstig
herausstellen, dass man nicht nur mit Vektoren, deren dfjatreelle Zahlen sind,
rechnen kann, sondern auch mit Vektoren, deren Eintrag® wder 1 sein kdnnen.
Unser Wissen Uber das Losen linearer Gleichungssystermsiesigb auf solche /Q.-
Vektoren verallgemeinern; das ist in der Codierungstlegaifreich.

1. Ringe

Unser Ziel ist, anstelle der reellen Zahlen auch anderekibjeerwenden zu konnen,
solange man diese Objekte sinnvoll addieren und multgren kann.

DEFINITION 7.1. Das 6-Tupe&lR,+, —, 0, -, 1) ist einRing, falls gilt:

(1) Rist eine nichtleere Menge,
(2) + und- sind Funktionen voiR? nachR,
(3) — ist eine Funktion vorR nachR,
(4) 0,1 sind Elemente voR,
(5) fur allex,y, ze Raqilt:

@ X+y)+z=X+(Y+2,

(b) 0+ x =X,

(€) (=% +x=0,

(d) x+y=y+X,

(e) X-y)-z=x-(y- 2,

M 1l-x=x-1=x,

@) XY+ =X-y+X-2

(h) X+y)-z=Xx-z+y-z

In manchen Buchern fordert man nicht, dass ein Ring ein Ensnt 1 haben muss;
dort schreibt man dann “Ring mit Eins”, wenn man die Existeimes Einselementes
fordert.

BEISPIELE7.2.
(1) Die rellen Zahlen bilden einen Ring; genau®; +, —, 0, -, 1) ist ein Ring.
(2) Die 2x 2-Matrizen bilden einen Ring; genauéR??, +, —, (8 8), . ((1) 9)) ist
ein Ring.
109
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(3) Die Polynome ubeR bilden einen Ring; genauefR[x], +,—,0,-, 1) ist ein
Ring.

Satz 7.3. Sei(R,+,—,0,-,1) ein Ring. Dann gelten fir alle x,& R folgende Eigen-
schaften:

(1) 0-x=0
(2) x-0=0.
() X-(=y) = =(X-y)
(4) (=X -y =—(X-y)

DEFINITION 7.4. SeiR = (R,+,-,0,-,1) ein Ring. Ein Elemen& € R heildtinver-
tierbar, wenn es eilb € Rgibt, sodasa-b=b-a=1.

DEFINITION 7.5. Ein RingR = (R,+, —, 0, -, 1) ist kommutatiywenn fur aller,s e R
giltt r-s=s-r.

2. DerRingZz,

In Z definieren wir fim € N die Relation=,, durch
a=s b:=n|b-a.

Die !.?elationsn ist eine Aquivalenzrelation, d.h. reflexiv, symmetrischd uransitiv.
Die Aquivalenzklasse voa € Z ist
{a+z-nlze Z} =:[4],.
Die Menge aller Aquivalenzklassen (die Faktormenge) lodwain wir mit
z,:={lal,lac z}.

Z, hatn Elemente, und zwd0],, [1],, ..., [n— 1], . Auf Z definieren wirg und ©
durch:

[al, @ [bl, := [a+b],
[al, @ [bl, := [a-b],.

Wir missen zeigen, dags und © wohldefiniert sind; wir geben hier nur den Beweis
far die Wohldefiniertheit vor®. Wir wahlen alsaa, &, b, € Z sodasdal,, = [&],
und[b], = [b],. Zu zeigen ist, dass dann

[a-b], = [a - b]
gilt. Es ist also zu zeigen, dass
nla-b-a-b.
Klarerweise ist
ab-ab =ab-ab+ab-ab =ab-b)+@-a)b.
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Dan|(b-b)undn]|(a- &), giltalson| ab— aly. Daherisfa-b], = [& - ], und
somitist das Ergebnis vda],©[b], unabhangig von der Auswahl der Reprasentanten.

Wir geben nun ein Beispiel fur eimécht wohldefinierte Operation. Auf der Men@g
definieren wir die Relation

a~b:s|al=1|b].
Mit |a] bezeichnen wir hier die grof3te ganze Zahl, die kleiner glaicst. Wir defi-
nieren:

la] © [b] :=la-Db].

a=01 b=100 |0.1-100 =10
a =0 b = 100 10-100] = 0

Da 0~ 10 nicht gilt, ist die Operatio also nicht wohldefiniert.

Die Operation® zuerst zu definieren, und dann zu zeigen, dass die Definitiktib-
niert, ist nicht sauber (aber Ublich). Richtig ist, die Cgigm © zuerst als Relation zu
definieren, also

© :={(([al,, [bl,), [a- bl,)|a, be Z},
und dann zu zeigen, dass die Relat@®ine Funktion vorZ,, x Z, nachZ, ist.
Die algebraische StruktyZ , @, ©,[0],, ©, [1],,) ist ein Ring.

Eine andere Moglichkeit, einen endlichen Ring mi&lementen zu definieren, ist fol-
gende: Wir wahlen die Mendge = {0, 1, 2, ..., n— 1}. Wir definieren fir allea € Z die
Zahla mod nals jenest’ € {0,1,...,n—1} mita’ =, a. Die Zahla' ist dann genau der
Rest der Division vora durchn. Dann definieren wir fik,y € {0,1,...,n— 1}

X+,yY = (X+Yy)modn,
- X = (=x)ymodn,
Xo,y = (Xy)modn.

Die algebraische StruktuiR,+,, -, 0,°,,1) ist dann ein Ring. “Im wesentlichen”,

1Ny

das heif3t, bis auf Umbenennung der Elemente, ist dieser d&ngleiche Ring wie
(Z,,®,0,[0],°pn [1])-

Der folgende Satz gibt an, welche Element&jninvertierbar sind.

SATZz 7.6 (Invertierbarkeit) Sei ne N und ae Z. Dann ist[a] , genau dann invertier-
barinZ_, wennggT(a,n = 1.

SATZz 7.7. Seien a, b invertierbare Elemente azis Dann ist auch ab invertierbar.

Beweis:Seienu,ve Z, so, dass-u = [1],undb-v = [1],. Dann gilt:a-b-v-u = [1],..
[ |
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DEFINITION 7.8 (Euler'schep—Funktion). Sein € N, n > 1. Dann istp(n) definiert
durch

e = [{aez,lainvertierba}| =
= |(xe{l2,...n-1} 1ggT(x,n = 1|

Wir berechnerp (12) = |{1,5,7,11}] = 4 und¢ (8) = |{1, 3,5, 7}| = 4.
SATz 7.9 (Satz von Euler)Seine N, n>1,ae Z, ggT(a, n = 1. Dann gilt:
a*™ =1 (modn).

Wir Uberprifen diesen Satz durch zwei Beispiele:

e Gilt 712 =1 (mod 12? Ja, denn esist®& 1 (mod 12,
« Gilt 3*® = 1 (mod 5? Ja, denn es gilt'3= 1 (mod 5.

Beweis von Satz 7.9Vir wahlenn € Nunda € Z und nehmen an, dass g¢a, n) = 1.
Sei
| := {x € Z, Ixistinvertierbaj.
Wir wissen bereits, dagg = ¢ (n). Wir definieren
f:1 — Z,
X +— XOl[a],

und zeigen, dass injektiv ist. Dazu fixieren wirx,y € | mit f (x) = f (y). Das heif3t:
x-[al, =Yy-[al,. DaggT(a,n = 1, gibt esb € Z mit [a],, - [b], = [1],,. Wir erhalten
alsox-[a], - [b], = y-[al, - [b], und damitx = y. Daher istf injektiv. Weil das Produkt
invertierbarer Elemente invertierbar ist, wissen wir,ad&@) c | ist. Die Funktionf

ist also eine injektive Abbildung vohnachl. Dal endlich ist, istf bijektiv. Es gilt

also:
[ [x = —[ f (X)
xel xel
[[x = —[(x-[a]n)
xel xel
| - ﬂx)'([aln)““’“
xel xel

Seiy € 7Z,, das Inverse zUl,_, X. Dann gilt:

y-[]x = v (ﬂ x) (ta1,)*”

xel xel

(11, = (1al,)""
1=a" (modn).
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[
KOROLLAR 7.10. Sei p eine Primzahl, und sekzZ. Dann gilt
Z’=2z (modp).
Falls p kein Teiler von z ist, gilt
Z71=1 (modp).
BeweisWir wahlen eine Primzalp undz € Z und nehmen an, daggdie Zahlznicht
teilt. Wir wissen, dasg (p) = p— 1, und daher gilt nach dem Satz von Euler
Z71=1 (modp).
Dapl(z*-! - 1), gilt auchpl(z’ - 2), und somitz’ = z (mod p).
Wennp | z,dann teiltp sowohlz als auchz’. m

KOROLLAR 7.11. Fur alle a,be Z, gilt: (a+ b)P = aP + bP.

Der folgende Satz ist eine Grundlage fir das RSA-Verfahten/erschliisselung mit
offentlichem Schlussel.

SATZz 7.12. Seien p, q Primzahlen,$ q und seien & Z, s N,. Dann gilt:

al+sP-b@-b = 5 (modp-Q).

Beweis:

« 1. Fall: ggT(a, pg = 1: Wir wissen ja, dasa” ! = 1 (mod p) gilt (Satz von
Euler), daher gilt auclﬁap—l)(q_l)'s = 1 (modp). Somit istp ein Teiler von
alP-b@-bs_ 1 und damit auch voaP-V@-Dstl _ 5 Ebenso zeigen wir

q | a(p—l)'(Q—l)'5+l —a.

Damit gilt insgesamt:
pq | a(p_l)'(q_l)'5+1 —a.
2. Fall: ggT(a, pg = p: DaderggTa, g = 1ist, gilt mit dem Satz von Euler
a%! =1 (modq), und somita@P-Y = 1 (modq). Das heift
q | a(q—l)-(P—l)-S _ 1
Wir wissen ja, dasg | a. Daher giltp- q | (a®V®P-Ds—1). a,

- 3. Fall: ggT(a, pg = g: Beweis genauso wie im 2. Fall.
« 4. Fall: ggT(a, pg = p-q: Dann ist zu zeigen, dassH0 (mod pg). =
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3. Das RSA-Verschlisselungsverfahren

RSA ist ein asymmetrisches VerschlisselungsverfahrennWe Teilnehmer, Alice,
einem zweiten Teilnehmer, Bob, eine verschliisselte Nalehiibermitteln will, dann
beschafft sich Alice zunéchst den 6ffentlichen SchliisealBob. Alice verschliisselt
dann die Nachricht mit Bobs 6ffentlichem Schliissel undddtsie an Bob. Bob kann
die empfangene Nachricht mit seinem privaten (geheimeh)iSsel entschlisseln.
Wichtig dabei ist, dass es praktisch unmaéglich ist, Bobggbein Schliissel aus seinem
offentlichen Schlissel zu rekonstruieren.

Schlisselerzeugung fur das RSA-Verfahren:

(1) Bob wahlt Primzahlemp, g Sein := pqg. (In der Praxis soll die Binardarstel-
lung vonn mindestens 1024 Bits haben.)
(2) Bobwéhltee Nmitl<e < (p-1)(g-1), sodass ggE,(p—1)(q-1)) = 1.
(3) Mit dem Euklidischem Algorithmus bestimmt Bab € N, sodassed =
1 (mod(p- 1)(q-1)).
(4) Bobs offentlicher Schlussel lautet, .
(5) Bobs privater Schltissel lautet, d).

RSA Verschlisselung:

(1) Alice holt sich Bobs 6ffentlichen Schlissel e).
(2) Um eine Nachrichin € {0, ..., n— 1} zu verschlisseln, berechnet Alice=
mf® modn und schickic an Bob.

RSA Entschlisselung:

(1) Bob erhélt eine mit seinem 6ffentlichen Schligseb) verschliisselte Nach-
richtce {0,...,n—1}.

(2) Um ¢ zu entschliisseln, berechnet Bob= ¢ modn mit seinem privaten
Schlusse(n, d).

Die Entschliisselung ist korrekt, weil nach Satz 7.12 gadssin® = m (modn) fiir
alleme{0,...,n-1}.

Fur grol3e Primzahlen ist kein effizientes Verfahren bekatnum aus dem offentli-
chen Schlusseh, e die Zahl(p — 1)(g — 1) und damitd zu berechnen.

4. Die Multiplikativitat der Eulerschen ¢-Funktion

SATz 7.13 (Multiplikativitat derg-Funktion). Seien n,me N, n = 2, m = 2. Wenn
n, m relativ prim sind, dann gilt

e(-m) =¢(n)-e(m).

Der Beweis der Multiplikativitat erfordert noch etwas Infzation Giber Ringe.
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SATZz 7.14. Falls R, und R, Ringe sind, dann ist

(R X Ro, +g «r,» ~R xR, OR xR, "RixR, 1R xR,

wieder ein Ring. Dabei sind die Verknipfungen ap&RR, definiert durch
R; xR T

rp S ' +r, S

() (3) (222
r, | kel s 2 r, S
R\ Ty R, M2

0
OR1><R2 = ( Oz: )

1R
1R1><R2 = ( 1Ri )

R, x R, mit diesen Operationen ist dann wieder ein Ring.
Rechnen wir zum Beispiel i, X Z.

(381, ) (12 ) _( 12
14l )\ 1315 ) =\ 12

R, x R, heil3t daglirekte Produktvon R, undR,.

DEFINITION 7.15. R, Sseien Ringe. Die Abbildung : R — S heil3t genau dann
Ring-Homomorphismusvenn fur aller,, r, € Rgilt:

o(ry +x 1) = @ (ry) +s(ra).
P{—r rl) = _s‘P(rl),
el r r2) = Sp(rl) 'S‘P(rz)’
¢(0g) = Og,
e(lz) = 1.

DEFINITION 7.16. Ein Homomorphismug heif3t:

« Epimorphismuss ¢ ist surjektiv;
« Monomorphismus= ¢ ist injektiv;
« Isomorphismuss ¢ ist bijektiv.

Beispiel:Wollen wir uns dies zunachst an zwei Beispielen veransattaan.

«p:Z - Zg, 2 [X]; ist surjektiv, aber nicht injektiv. Also igt ein Epimor-
phismus.
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« Wir untersuchem : Z; - Z, [x]s — x. Hier ergibt sich folgendes Problem:
@([3ls) = 3, unde ([3]s) = a([8]s) = 8. — Das Problem ist, dass nicht

wohldefiniert ist. Man kann das auch so ausdriicken, dass agandass die
Relation

@ ={([Xls.X) Ix € Z}
nicht funktional (d. h. eine Funktion = Graph einer Funkjiat. Sie ist nicht
funktional, weil([2]5, 2) € @ und([2]5,7) € «.
SaTz 7.17. Seien n, me N mitggT(n, m = 1. Dann ist die Abbildung
¢ . Ly, — L, XZ,
K — (X1, [X)

ein Ring-Isomorphismus.

Beweis:Wir filhren den Beweis in drei Schritten.

(1) ¢ ist wohldefiniert: Zu zeigen ist, dass fiir alfeze Z mit [y] ..., = [2],,, die
Gleichheitenfy], = [z],, und[y], = [z],, gelten. Zu zeigen ist ist also, dass fur

alley, ze Z qilt:
m-nly—-z>m|y—-zAn|y-2.
Das ist aber offensichtlich.
(2) ¢ ist Homomorphismus: Wir tberprufen die Homomorphismusesghaft
fur +. Wir berechnen dazu
@ (Xl + Yym) = @ (X + Ym)
= (IX+ Yl X+ Yl)
= (X1, + Y]y [XI + [Y])

_( I [Yln
‘( Xl )*( [y]m)
= ¢ (Xlm) + @ ([Ylom) -
(3) ¢ ist bijektiv: Da beide Mengen endlich und gleich grof3 sire¢cht es, zu

zeigen, dasg injektiv ist. Wir nehmen also ap ([Xl,,) = ¢([Yly)- Das

heiBt([x],, [X],) = (IY],.[y],)- Daher giltn | x—yundm | x — y. Da der
ggT(n,m = 1list, gilt: n- m| x —y. Wir erhalten dahefx],,,, = [yl Die
Abbildungy ist also injektiv, somit surjektiv und damit bijektim

Wenn der ggin, m = 1list, dannis?Z, xZ  alsoisomorphz# . Dalsomorphismen
die Invertierbarkeit erhalten, haben beide Ringe gleidlevinvertierbare Elemente.
Daraus kénnen wir jetzt die Multiplikativitat der—Funktion, also Satz 7.13, herleiten.

Beweis von Satz 7.13:
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(1) Anzahl der invertierbaren Elemente vdpx Z : Wir zeigen, das@) eZ,X
Z ., genau dann invertierbar ist, wearinvertierbar inZ,, undb invertierbar
in Z,, ist. Dazu fixieren wir zunachg) € Z,, x Z,, und nehmen an, dagj

invertierbar ist; es gibt alsf) € Z,, x Z,,, sodass) - (5) = 1, .7 = (i")-
Daher istain Z invertierbar (mit Inversem), ebensdin Z_, (mit Inversem
d).
Nun fixieren wira e Z,, b € Z_,, beide invertierbar. Falla-c = [1],,, und

b-d = [1],,, dann ist(§) das Inverse z{f). In Z,, gibt esy (n) invertierbare
Elemente, inZ , gibt es¢ (m) invertierbare Elemente, und somit gibt es in
Z,x Z. genaup (n) - ¢ (M) invertierbare Elemente.

(2) Anzahlder invertierbaren Elementedn . : Hier gibt esp (n- m) invertierbare
Elemente (nach der Definition vay).

Damit ist
e(-m) =) ¢em)
firn,me N mitggT(n, m = 1 bewiesenm

Aus der Primfaktorzerlegung vamund ausp(p®) = p* — p*~! kann man jetzt leicht
¢(n) durch

e = o(mp
= ne(p’
= e (1)
- ngn(ig)
o)

berechnen. Dazu noch ein Beispiel:
Beispiel:p (12 =12-(1-3)-(1-3)=4=2-2=¢p(3)- ¢ (4.

5. Korper
DEFINITION 7.18. SeiR = (R,+,—,0,+, 1) ein Ring. R ist einKdrper, wenn folgen-
des qilt:

1) IR=2,
(2) furallex,ye R: x-y=y-X,
(3) fur allex e Rmitx £ 0 gibt es eiry € R, sodasx-y = 1.

UBUNGSAUFGABEN 7.19.

(1) Zeigen Sie, dass es in einem Korper fur jedégchstens eiy mit x- y = 1 geben kann.
(2) Zeigen Sie, dass das Produkt zweier Elemente in einempefdur dann 0 ist, wenn einer der Faktoren gleich O ist.
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In einem Korper hat jedes Elemeat+ O genau ein multiplikativ inverses Element;
wir bezeichnen es mi 1.

SaTz 7.20. Sei ne N. Der RingZ,, ist genau dann ein Korper, wenn n eine Primzahl
ist.

Beweis: Wir nehmen an ist eine Primzahl. Um zu zeigen, da&g ein Korper ist,
zeigen wir, dass jedese Z,, mit x # [0], invertierbar ist. Sed € Z so, dasx = [a],,.
Dax # [0],,, istakein Vielfaches vom. Dan eine Primzahl ist, gilt also gg&, n) =

Es gibt alsou, v e Z sodassia+ vn = 1. Dann gilt[u], - [a], = [1],. Somit ist[a],,
invertierbar mit Inverserfu],,. Also istZ,, ein Korper.

Sei nunn so, das<Z,, ein Korper ist. Da ein Korper zumindest zwei Elemente haben
muss, giltn > 2. Wir nehmen am ist keine Primzahl. Dann gibtesbe N mita < n,

b < nundab = n. DaZ, ein Korper ist, isffa], invertierbar, und es gibt damit ein

u e Z, sodassul, - [a], = [1],. Dann gilt[u], - [a], - [b], = [b],, also[0], = [b],, im
Widerspruchzlbb<n. m

Also ist der zweielementige Ring, ein Korper. Wir schreibe® := [0],, 1 := [1],.
Danngit0 0 =0,061=1,160=1,161=0,000=0,001 =0,
1060=0,101=1.

6. Vektorraume

DEFINITION 7.21. SeiK ein Korper. Ein TupetV,+,—, 0, x) heil3tVektorraumiber
K,wenn+ :VxV ->V,-:V -5V, 0eVundx: KxV -V, und fur allex,y, ze V
unde, S € K gilt:

(1) X+y)+z=x+(y+2),
(2) 0+x=x

(3) (=) +x=0,

(4) Xx+y=y+X,

(B) ax(B*Xx) =(a-B)=*X,
(6) (@+ )« X=ax*X+ X,
(7) ax(X+y) =axX+axy,
(8) 1xx=x

BEISPIELE 7.22.

(1) Fir jeden KorpeK und jedesn € N ist K" (mit geeignet definierten Opera-
tionen) ein Vektorraum Ubéx.

(2) Fur jeden Unterraurd desR" istU (mit geeignet definierten Operationen)
ein Vektorraum UbeR.

DEFINITION 7.23. SeiK ein Kérper undv ein Vektorraum tbeK. SeiU eine Teil-
menge vorV. U ist ein UnterraumvonV, wennU # @, und fur alleu,v e U und
aeKgiltu+veUundaxueU.
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WennU ein Unterraum vorV = (V,+, -, 0,*)ist, dannistU = (U, +l ., —ly, 0, *l.)
ebenfalls ein Vektorraum Ubé&.






KAPITEL 8

Polynome und endliche Koérper

1. Polynome

DEFINITIONSVERSUCH8.1. SeiK kommutativer Ring. Dann ist[x] die Menge aller
Ausdriicke

3+ X+ X +ax + - +ax"
mitn e Nyunday, a,, ..., &, € K. Die Elemente voiik[x] nennen wirPolynome

Was heil3t abeAusdruck Und welche Rolle spiek? Mit folgender Definition stehen
wir auf dem sicheren Boden der Mengenlehre.

DEFINITION 8.2. SeiK kommutativer Ring. Dann i[x] die Menge aller Folgen
(3g, &, &, 3, ...), sodass es eine N gibt, sodass flr allg e N mit j = i gilt: a; = 0.
Wir haben also Polynome als unendliche Liste ihrer Koeffitga definiert.
DEFINITION 8.3. SeiK ein kommutativer Ring, und sei€a,, a,, a,, ...),

(by, by, b, ...) € K[x]. Wir definieren

(1) (ag, @y, 8y, ...) + (by, by, b, ...) := (8 + by, &, + b_l, a+Db,...)
(2) (ag, 8y, &, ...) - (by, by, by, ...) :=(Cy, €, Gy, ...) Mt

fur allek e N,

DEFINITION 8.4. Furf := (a,,a;, &, ...) € K[X]\ {0} ist derGrad von f, degf, jenes
n € N, sodass, # 0 unda, = O fiir allei > n. Dann nennen wig, denfiihrenden
Koeffizientervon f. Wir definieren deg 0= —1.

DEFINITION 8.5. SeiK Korper, und seierf, g € K[X].

(1) f teilt g, wenn egy € K[x] gibt, sodasg =q- f.

(2) fistirreduzibel GberK (ein irreduzibles Polynom iK[x]), wenn degf > 1
und fur allea, be K[x] mita- b = f entwederl oderb Grad 0 hat.

(3) f istnormiert wenn es fiihrenden Koeffizienten 1 hat.

121
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2. Teilbarkeit von Polynomen
SATZ 8.6. Sei K Korper, und seien f, & K[x]. Wenn f+ 0, so gibt es q, re K[X]
mitg=q- f + runddegr < degf.

DEFINITION 8.7 (ggT inK[x]). SeiK ein Kdrper, und seieffi, g € K[x], nicht beide
0. Dann istd € K][x] ein grof3ter gemeinsamer Teileon f und g, wenn folgende
Bedingungen gelten:

(1) dif unddig,
(2) Fur alleh e K[x] mit h|f undhig gilt degh) < degd),
(3) dist normiert.

Wir bezeichnen den Rest vanbei der Division durchf mit g mod f. Da das Paar
(g, f) die gleichen gemeinsamen Teiler wie das Rdag mod f) hat, kbnnen wir
einen grol3ten gemeinsamen Teiler mithilfe des Euklidsé&igarithmus berechnen.

Wir rechnen dazu drei Beispiele:
AUFGABE 8.8. Wir berechnen einen gré3ten gemeinsamen Teilelfygee R[x] fur
f=-8x+4x+6x3-5x"+x°

und
g=4-4x-X°+x°.

Wir bilden die gleiche Tabelle wie beim Euklidschen Algbnitus fir ganze Zahlen
und erhalten:

—8X+4X +6X3 -5 +X° 1 0
4-4Xx—x2+x3 0 1
—24+ 32x— 10x2 1 —6+4x— X2
32 6 8 92 %
-(3) + % gt (@ rEtE -

Um einen normierten gemeinsamen Teiler zu erhalten, nliaiepen wir die vorletzte
Zeile dieser Tabelle m@g und erhaltenr-2 + x als einen gréfl3ten gemeinsamen Teller.
AulRerdem gilt

2+x—(1—1+5—x) f+( (})+7—X+9—X2 5—)(3)

~327 32 2)t 16732 " 32 Y

AUFGABE 8.9. Wir berechnen den gréf3ten gemeinsamen Teiler der &olgn
f=1+x+x

und
g=1+x+x°
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in Z,[x]. Wir erhalten

1+x3+x 1 0
1+x+x3 0 1
1+x2 1 X
1 X 1+x3
0

Daher ist 1 ein gro3ter gemeinsamer Teiler, und es gilt
1=x-f+@1+x3-0.

AUFGABE 8.10. Wir berechnen den gréf3ten gemeinsamen Teiler den&oky

f=1+x+x°
und
g=1+x+x°
in Z,[X]. Wir erhalten
1+x3+x° 1 0
1+x+x2 0 1
1+2x2 1 2x2
1+2x X 1+2x3
0

Daher ist 2« (1 + 2xX) = 2 + x ein grof3ter gemeinsamer Teiler, und es gilt
2+x=2X-f+(2+x-g.

Wir kdnnen also einen grofiten gemeinsamen Teiler mithiéfe Buklidschen Algo-
rithmus bestimmen. Daraus ergibt sich:

SATz 8.11. Sei K ein Korper, und seien f,g K[x], nicht beide0. Dann gibt es
einen groliten gemeinsamen Teiler d von f und g, fur den eg K{x] gibt, sodass
u-f+v.-g=d.

SATz 8.12. SeiK ein Koérper, und seien f, g K[x], nicht beide0, und sei de K[Xx].
Wir nehmen an, dass es ugv K[x] gibt, sodass d= u- f + v- g. Dann teilt jeder
gemeinsame Teiler von f und g auch das Polynom d.

Beweis:Seih ein gemeinsamer Teiler vohundg. Dann gilthjuf + vg alsoh|d. m

KOROLLAR 8.13. Sei K ein Korper, und seien f,g K][x], nicht beide0. Seien
d,, d, € K[x] beideggTvon f und g. Dann gilt d= d,.

Beweis Nach Satz 8.11 gibt es einen grol3ten gemeinsamen Tevlen f undg, der
sich alsuf + vgmit u, ve K[X] schreiben lasst. Wegen Satz 8.12 djld. Sowohld,
als auchd haben den maximal moglichen Grad unter allen gemeinsambngon
f undg. Also gilt degd,) = degd). Somit gibt es einv € K, sodassl = «d,. Dad
undd, normiert sind, gilt = 1 und somid = d,. Ebenso gild = d,, alsod, = d,. m
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3. Polynomfunktionen und Nullstellen

DEFINITION 8.14. SeiK ein Korper, und sef € K[x]. Seiem e Nunda,, a,, ..., a, €
K so, dass

f=a,+ax+a+ - +ax.
Dann istf die Funktion, die durch
f: K — K
k — ag+ak+ak’+-+ak
definiert ist. Sie heifddie von f induzierte Polynomfunktion

DEFINITION 8.15. SeiK ein Korper, seif € K[x], und seix € K. Die Zahl« ist eine
Nullstellevon f, wennf(a) = 0.

SaTz 8.16. Sei K ein Korper, sei fe K[x], und seia € K. Dann iste genau dann
eine Nullstelle von f, wennxa/| f gilt.

SaTz 8.17. SeiK ein Korper, sei re N, und sei fe K[x] ein Polynom mitleq f) = n.
Dann hat f héchstens n Nullstellen.

Beweis:Die Aussage stimmt fin = 1: ein Polynom der Formny X + a, hat, wenn
@, # 0, nur die Nullstelle-, - (@)™

Wir nehmen nun an, dass> 1 ist, und dass jedes Polynom vom Gratiochstens

n Nullstellen hat. Wir zeigen, dass dann jedes Polynom vond@ra 1 héchstens

n + 1 Nullstellen haben kann. Sei dazwein Polynom vom Grad + 1. Wennf kei-

ne Nullstellen hat, dann sind wir fertig, denn“keine Nwdl&n” heil3t natirlich auch

“weniger alsn + 2 Nullstellen”. Wennf zumindest eine Nullstelle hat, dann wéhlen

wir eine Nullstellea. Wir kbnnen dann ein Polynogivom Gradn finden, sodass
f=xx-a)-0.

Sei nung eine Nullstelle vonf mit 8 # «. Dann giltf(8) = (8 — @) - g(B). Also gilt
0= (B-a)-9pB). WegernB—a + 0giltg(B) = 0. Das Elemeng ist daher eine Nullstelle
vong.

Da wir angenommen haben, dass jedes Polynom vom Ghathstens Nullstellen
hat, hatg hochstensy Nullstellen. Jede Nullstelle von ist entweder gleictw oder
unter diesem Nullstellen vong. Somit hatf héchstens + 1 Nullstellen.m

4. Korper aus Polynomringen

Seif ein Polynom irK[x]. Flra, b e K[x] definieren wir
a=b (modf),
falls fla — b. Das ist genau dann der Fall, weamod f = b mod f. Wir definieren
[a]; :={a+q- flqe K[X]}.
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Jede Restklasse modutcenthalt genau ein Polynom, dessen Grad kleiner aléfgleg
ist.

SATz 8.18. Sei K ein Korper, sei fe K[x] mitdegf) = 1, und sei ac K[x]. Dann
gibt es genau ein k& K[x], sodasslegb) < ded f) und[a]; = [b];.

Beweis:Wir zeigen als erstes, dass es solegibt: Durch Division erhalten wig und
r in K[x], sodass

a=q-f+rund degr) < degf).
Wir setzenb := r. Es gilt[a]; = [a—q- f]; = [r]; = [b];. Nun zeigen wir, dass es
hochstens ein solchdsgeben kann. Seieb, b, € K[x] so, dasgb,]; = [b,]; und
degb,) < degf), dedb,) < ded f). Dann giltf|b, — b,. Dab, — b, kleineren Grad als
f hat, giltb, —b; =0.m

Wir kiirzen den Rest der Division vona durch f mit
amod f
ab. Es giltalsa = b (mod f) genau dann, wenamod f = b mod f.

Wenn f ein Polynom inZ [x] vom Gradn ist, gibt es genap” Restklassen modulo
f. Um zu bestimmen, ob zwei Polynome zur gleichen Restklagsilo f gehéren,
kann man ihren Rest bei der Division durtivestimmen. Die folgende Mathematica-
Funktionen berechnen Quotient und Rest einer DivisioZirj[x].

Deg [f_, var_] := Length [ CoefficientList [ f, var ] ] - 1;
(* Berechnet den Grad des Polynons f in der Variablen var =)

Lef [f_, var_] := CoefficientList [f, var] [[Deg[f,var] + 1]];
(» Liefert den fuehrenden Koeffizienten von f
in der Variablen var *)

Pol ynom al QuotientP [f_,g_,var_,p_] :=
(» Liefert das q, sodass es r mt deg r < deg g gi bt, sodass
f = gxg + r. Alle Rechnungen in Z p [Xx]. *)
Modul e[ {If, Ig, f1, g1,q},
f1 = Pol ynom al Mod[ f, p];
gl = Pol ynom al Mod[ g, p];
If [Deg[gl, var] > Deg[f1, var],

o

| f Lef [f1, var];

l g Lef [gl, var];

g=1f » PowerMd[lg, -1, p] * var”(Deg[f1, var]-Deg[gl,var]);
(* conmpute return val ue *)

g + Polynom al QuotientP |

Pol ynomal Mod [f1 - q * gl, p],
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g1,
var,

p]
11;

Pol ynom al Renai nderP [f_,g ,var_,p_] :=
(» Liefert den Rest bei der Division von f durch g *)
Pol ynomi al Mod [f - g * Polynom al QuotientP [f, g, var,p], pl;

SeiK|[x]/ f definiert durch
KIxI/ f :={[a]; |a € K[X]}.
Auf K[x]/ f definieren wir+, —, - durch

[al + [bl
[al¢ — [bl
[l - [bl;

SATZz 8.19. Sei K ein Korper, und sei fe K[x]. Dann ist(K[x]/ f, +, -, [Ol;, -, [1];)
ein Ring.

[a+ b,
[a—Db],
[a- b];.

SATZ 8.20. SeiK ein Korper, und sei &£ K|[x] irreduzibel tiberK . Dann istK [x]/ f
ein Korper.

K |[x]/ f wieder ein kommutativer Ring. Es bleibt zu zeigen, dassgéde K|[x|/ f
mit h # [0]; invertierbar ist. Seh’ € K[x] so, das$h = [h’'];. Da f irreduzibel ist,
undh’ kein Vielfaches vorf ist, gilt ggT(h’, f) = 1. Es gibt alsai, ve K|[x], sodass
u-h+v-f=1Esqgiltalsqu];-[IW]; =[u-h]; =[1-Vv-f]; =[1];. m

Wenn K ein endlicher Koérper mity Elementen ist, und ein Gber K irreduzibles
Polynom vom Grad, dann istK[x]/ f ein Kérper mitq" Elementen. Wenn wir al-
so irreduzible Polynome Ubet, finden, konnen wir daraus grof3ere endliche Korper
konstruieren. Es gibt die folgende untere Schranke fir dieaidl der irreduziblen
Polynome uber einem endlichen Korper.

SaTz 8.21. Sei K ein endlicher Kérper mit g Elementen. Von démgrmierten Po-
lynomen vom Grad n bk sind zumindes%qn Polynome irreduzibel.

Der folgende Satz liefert einen Test, ob ein Polynom irréskiziber einem endlichen
Korper mitq Elementen ist.

SaTz 8.22. Sei K ein Korper mit q Elementen, sei @ N und sei f € K[x] mit
deg f) = n. Aquivalent sind:
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(1) Furalleie {1,2,...,15]} gilt:

ggT(f,x@ —x) = 1.
(2) fistirreduzibel GberK .

5. Eigenschaften endlicher Korper

Fiurne N kirzenwir 1+ 1+ --- + 1 mitn=« 1 ab.

———————— e e

DEFINITION 8.23. SeiK ein Kérper und seN die Menge, die durch
N={neN|nx1=0}

definiert ist. WenrN leer ist, dann definieren wir diéharakteristikvon K als 0, wenn
N nicht leer ist, dann definieren wir digharakteristikvon K als das kleinste Element
in N.

Fur einen endlichen Kdrper ist die Charakteristik also demktea € N mitax1 = 0.
Die Charakteristik voizZ , ist p.

SATZ 8.24. SeiK ein endlicher Kérper. Dann ist seine Charakteristik einénfizahl.

BeweisDaK endlichist, gibtes, be Nmita > bundax1 = bx1, also(a-b)«1 = 0.
Wir zeigen nun, dass

minfneN|nx1= 0}
eine Primzahl ist. Sep dieses Minimum. Wenn es d < pgibt, sodased = p, dann
gilt (cx1)-(d=*1) =0, also entweder = 1 = 0 oderd = 1 = 0. Das widerspricht der
Minimalitat von p. Also ist p eine Primzahlm

SATZ 8.25. SeiK ein endlicher Kdrper mit g Elementen, und sei p die Charagtdr
von K. Dann gibt es ein & N, sodass ¢ p".

SATZ 8.26. Sei E ein Korper der Charakteristik p mit ¢ p™ Elementen. Dann gilt
fur alle x,ye E:

(1) X+y)P =xP+yP.
(2) X9 = x.

Beweis:(1): Nach dem binomischen Lehrsatz gilt

p-1
X+y)P=xP+ Z (P) s XyP 4+ yP.
i=1
Da(P)firallei e {1,2, ..., p— 1} Vielfache vonp sind, gilt(x + y)P = XP + yP.
(2): Mit der Idee aus dem Beweis des Satzes von Euler (Safxaréh man zeigen,
dass allex # 0 die Gleichung?! = 1 erfiillen.m
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UBUNGSAUFGABEN 8.27.

(1) SeiK ein Korper der Charakteristip, seim € N, und seierx, y € K. Zeigen Sie(x +y)P" = xP" +yP".

(2) SeiK ein Korper, und sef € K[x]. Seienay, a,, ..., a, € K paarweise verschiedene Nullstellen viirZeigen
Sie, dasg1(x — ¢;) ein Teiler vonf in K[x] ist.

(3) Zeigen Sie, dass ein Polynom &i[x] vom Grad< n, dasn + 1 verschiedene Nullstellen hat, automatisch das
Nullpolynom sein muss.

DEFINITION 8.28. SeiK ein endlicher Korper mit) Elementen. Ein Element € K
ist einprimitives Elementon K, wenn

K={0)U{1,a,a?a3 ... a%2.

Ein Element ist also genau dann primitiv, wenn jedes von Mellschiedene Korper-
element eine Potenz vanist.

DEFINITION 8.29. SeiK ein endlicher Korper, und sei e K\ {0}. Die Ordnungvon
a in K ist gegeben durch

ord(@) := minfk e N|a* = 1}.

LEMMA 8.30. Sei K ein endlicher Korper mit g Elementen, und ae& K\ {0}, und
sei me N so, dassr™ = 1. Dann gilt:

(1) Die Ordnung vorw ist ein Teiler von m.

(2) Die Ordnung vonr ist ein Teiler von ¢ 1.
Furn e Nist ¢(n) die Anzahl der zun teilerfremden Elemente ifi, 2,...,n—1}.
SAaTz 8.31. SeiK ein endlicher Kérper mit q Elementen. Dann gibt es gepay- 1)
primitive Elemente ink.

Beweis Wir zeigen zunéchst, da¥s zumindest ein primitives Elementbesitzt. Sei
h:=qg- 1. Firh = 1 undg = 2 ist 1 ein primitives Element. Wir nehmen also nun
h > 2 an. Wir bilden die Primfaktorzerlegung vbrund finden alstN N, Primzahlen
Py Py .oy Py UNdry, 1o, ..., 1y € N sodass

N
h= 1_[ Py ™
m=1
Wir werden nun flr jedese {1, 2, ..., N} ein Element, und ein Elemenb, € K\ {0}
h
wahlen: Es giltg < h. Da das Polynom® — 1 hbchsten% Nullstellen hat, gibt es ein
Elementa, € K\ {0}, sodassyphi + 1. Wir setzen
h.
b :=an".
Es gilt dann
(8.1) bP" = 1.
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Sei nunk die Ordnung vorb,, also das kleinste € N, sodasgb)" = 1. Aus Glei-
chung (8.1) folgt, dass

Kip,".
Folglich gibtes eirs € {0, 1, ...,1;}, sodaisk = p;%. Wir zeigen nun
(8.2) S=r.
Nehmen wir ars, < r; — 1. Dann gilt
bR =1,
also )
ah =1

Das widerspricht der Wahl vos; dieser Widerspruch beweist (8.2). Die Ordnung von

b, ist alsop,"i. Wir bilden nun
N

C= l_[ b;.
i=1
Klarerweise giltc" = 1. Wir zeigen nun, dass wirklich Ordnungh hat. Wennc
h

kleinere Ordnung hatte, dann gibt es ¢ia {1, ..., N}, sodasg” = 1. Daher gilt

N h
(8.3) [[b =1

i=1
Fallsi # j, so gilt pirilg. Wegen (8.1) sind also Faktoren in (8.3) finit j gleich 1.

|

Wir erhalten also )

b =1
Dab; wegen (8.2) die Ordnung;" hat, gilt pjf1|§_ Daher giltp;"""|h, was im Wider-
spruch zur Primfaktorzerlegung varsteht. Das Elememthat also wirklich Ordnung
h, und ist somit ein primitives Element vaid.

rj+1

Man kann dann zeigen, dass die primitiven Elemente Kogenau die Elemente in
{clief{l,2,...,-1undggTi,g-1) = 1} sind.m

SaTz 8.32. Seine N, n = 6. Dann giltp(n) = m. (Dabei nehmen wir den
Logarithmus zur Basis e.)

SATz 8.33. SeiK ein Kdrper mit g Elementen, und seie K. Dann iste genau dann
primitiv, wenn fur jede Primzahl p, die-g1 teilt, folgendes gilt:
a/q;p1 + 1.

SATZz 8.34. Sei p eine Primzahl, sei mN, und sei g= p™. Sei f ein normiertes, tber
Z ,irreduzibles Polynom i# [x] vom Grad m. Dann ist jeder Kérper mit g Elementen
zuZp[x]/f isomorph.






KAPITEL 9

Lineare Abbildungen

1. Beispiele

Wir betrachten einige Funktionen, die von einem Vektorraoneinen Vektorraum
gehen.

AUFGABE 9.1. Seis jene Funktion vorR? nachR?, die jeden Punkt auf den Punkt
abbildet, auf dem er nach der Spiegelung anxdachse landet. Dann lasst sistso
schreiben:

s : R? — R?

() — (39)6G)
AUFGABE 9.2. Wir Uberlegen uns, wo der Pur‘(l{i) nach einer Drehung um den

Nullpunkt um 60 gegen den Uhrzeigersinn landet. Sediese Drehung. Dann lasst
sichd so schreiben:

d : R? — R?
cog %) —sin(%) .
(?) t— (sin(’—g) cos(%g) )(?)
AUFGABE 9.3. Wir bestimmen die Projektion des Punktgsy,? € R3 aufU =

L((0,1,2),(3,0,4)). Seip, diese Projektionsabbildung. Wir berechnen die Projekti-
onsmatrixP, in folgender Rechnung:

In[115]: = B= Transpose [{{0, 1, 2}, {3, 0, 4}}1]

Qut[115]= ({0, 3}, {1, 0}, {2, 4}}
In[116]:= PU = B. Inverse [Transpose [B].B]. Transpose [B];
MatrixForm [PU]
45 24 12
6
Qut[116]= _é é—’l ?—é
EC U
61 61 61

Somit haben wir eine Matri®, gefunden, sodad3, - (g) die Projektion von(x, y, 2
aufU ist.

131
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Solche Abbildungen, die man durch Matrizen beschreibem kewerden der Inhalt
dieses Kapitels sein.

2. Die Definition linearer Abbildungen

DEFINITION 9.4. SeierlJ undV Vektorraume tber dem Korpét. Eine Abbildung
h:U - V ist einelineare Abbildungwenn:

(1) far alleu, u, € U : h(u; + u,) = h(u,) + h(u,)
(2) fur alleu € U und fur alleA € K : h(Au) = A h(u)

BEISPIEL 9.5. SeiK ein Korper, und seA € K™™. Dann ist die Abbildund, die
durch
h : K" — K"
X t— A-X

definiert ist, eine lineare Abbildung vokr+VektorraumK™ in denK-VektorraumKk".
AUFGABE 9.6. Welche der folgenden Abbildungen vRA nachR sind linear?

(1) hy((x,y) = 3x-2yfurx,ye R.
(2) hy((x,y) =3x+ 1furx,yeR.
(3) hy(x,y) =0furx,yeR.

LOosung.

(1) Wir zeigen, dass die Abbilduny linear ist. Seien dazu,v € R2. Es gibt
dannx;,y;, %, Y, € R, sodasau = (x;,y,) undv = (x,,Y,). Es gilt dann
hy(U+V) = 3(X +X)—2(Y; +Y,) = BX, —2Y,) + (3%, —2Y,) = h (u) + hy(v)
undh,(Au) = 3(AX) —2(Ay;) = A (38X, — 2y,) = Ahy(u).

(2) h, ist keine lineare Abbildung, db,((1,1) + (1,1)) = h,((2,2)) = 7 und
h,((1,1) + hy((1,1)) =4+4=8.

(3) hyistlinear.

SATZ 9.7. Sei K ein Korper, seien U,V ,W Vektorrdume uber K, und seiebd  V
und g: V —» W lineare Abbildungen. Dann ist die Hintereinanderaustiity go f
ebenfalls linear.

SaTz 9.8. Sei K ein Korper, sei n& N, und sei V ein Vektorraum tber K mit Basis
B = (b,,...,bb,). Dann ist die Abbildung c, die durch

c :V — K™
V i— (V)

definiert ist, eine lineare Abbildung.



2. DIE DEFINITION LINEARER ABBILDUNGEN 133

BeweisWir geben hier nur den Beweis dafur, dags+v) = c(u)+c(v) furalleu,ve V.
Seienu, v € V. Zu zeigen ist, das@ + v)g = (U)g + (V)g. Seien,,...,A,, € K und
My, - - My € K SO, dass

und

Dann gilt also(u)g = (A4, ...,A) und(V)g = (44, . . . ,i,,). Wir berechnen nun

m

DA+ )b,

i=1
Esqilty™ (A +p)b =>", A4 b + X1 b =u+v. Daalsoy™ (A + )b = u+v,
it U+V)g =@ +py, .. A+ ) = @Ag, oo A) + WUy o i) = (U)g + (V). B
Auch die inverse Abbildung dieser Abbildung ist linear:

SATZ 9.9. Sei K ein Korper, sei ne N, und sei V ein Vektorraum tber K mit Basis
B = (b, ..., ). Dann ist die Abbildung d, die durch
d : K" — V
Ay -ndy) — XM AD
definiert ist, eine lineare Abbildung.

SATZ 9.10. Seien U und V Vektorraume tber K mit den Basea B,, ..., b)) und
C =(c,,...,c,). Sei A eine nx n-Matrix. Die Funktion f: U — V bilde x auf jenesy,
das durch

(y)c =A- (X)B
gegeben ist, ab. Dann ist h eine lineare Abbildung.

Beweisskizzés gilt f = gohoi, wobeii : U - K™ u- (U)g, h: K™ - K", x> A-X,
g: K">V,QA,...,A4,) » X A c. Alle drei Abbildungeng, h, isind linear, also
auch ihre Hintereinanderausfuhrumg.

AUFGABE 9.11. SeiU der Unterraum de®2 mit BasisB = ((1, 1, 1), (1,0,0)), und
seih: R® - R?, v (v)5. Dann ist etwa

1

3 7

()

h((4,1,1))

h((-1,-1,-1))

UBUNGSAUFGABEN9.12.
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(1) Eine lineare Abblidung voh vonR? nachiR? bildet den Punkf}) auf(Z) und den Punkf % ) auf( %) ab. Auf
welchen Punkt wird 3 ) abgebildet?

(2) Zeigen oder widerlegen Sie: Wetneine lineare Abbildung voiR® nachR? ist undh # 0, dann gilt fur alle
Vi,V € Rg:

(v, V) linear unabhéangig= (h(v,), h(v,)) linear unabhéangig

3. Abbildungsmatrizen linearer Abbildungen

Seih: U - V eine lineare AbbildungB = (b,, ..., b,) eine Basis votJ. Seix € U
mitx = >, A, - b.. Dann gilt wegen der Linearitat vdn

h(x) = h(zm: A -b)= Zm: A - h(b).
i=1 i=1

Eine lineare Abbildung ist also durch die Bilder der Basktuesn bereits vollstandig
bestimmt.

Wir werden jetzt sehen, dass sich jede lineare AbbildunggrdBefinitions- und Bild-
bereich endlichdimensionale Vektorraume sind, durch kiatix darstellen lasst.

DEFINITION 9.13. SeietJ, V Vektorraume UbeK, seierm, ne N, seiB = (b,, ..., b)
eine Basis votJ undC = (c,, ..., G,) eine Basis voV. Seih eine lineare Abbildung
vonU nachV. Wir definieren nun die x m-Matrix S (B, C). Dazu legen wir fest, dass
furi e {1,...,m in deri-ten Spalte vorg (B, C) der Vektor(h(b)). steht. Es gilt also

| | |
S(B, O =] (hb))e (b)) -+ (hby))e |-
| | |

Die Matrix §(B,C) € K™™ heif3t Abbildungsmatrixoder Darstellungsmatrixvon h
bezuglich der BaseB undC.

SATZ 9.14. Seien U,V Vektorraume uber K, seien ng ¥, sei B= (b, ..., b,) eine
Basis von U und G- (c,, ..., ¢,) eine Basis von V. Sei h eine lineare Abbildung von U
nach V. Dann gilt

(9.1) (h(u)c = S,(B,O) - (u)g furalleue U.
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BeweisSeiu e U mitu= ", A, b.. Dann gilt
(RO A ),

i=1
IRHICHR

i=1

(h(w)c

= > A (hb)),
i=1
| | | \
= | (b (b - (b |-( %)
| | | &
= §(B.0 Wg.

Wir zeigen nun, dass die Abbildungsmatrix durch die Glemgh(9.1) eindeutig be-
stimmt ist.

SATZ 9.15. Seien U,V Vektorraume uber K, seien ng ¥, sei B= (b, ..., b.) eine
Basis vonU und G- (c,, ..., ¢,) eine Basis von V. Sei h eine lineare Abbildung von U
nach V, und sei A einexxm-Matrix, sodass fir alle & U:

(92) (h()e = A+ (U)g.
Dann gilt A= §(B, O).

BeweisSeii € {1, ..., m}. Wegen (9.2) gilth(b,)); = A- (b,)g, also

(mmk:A(i
0

wobei der Einser an deten Stelle steht. Die rechte Seite dieser Gleichung erggot d
i-te Spalte vorA. Also ist diei-te Spalte vorA gleich(h(b,)).. DaherA = §,(B,C). m

AUFGABE 9.16. Seh : R? — R23 die folgende lineare Abbildung.
h : RE — R3
X 3x—+2y
5) — (2)
SeiB die Basis((3'),(#)) desR?, und seiC die Basis(( {§3)(§§)(2)) desR3. Be-
stimmen Sie§ (B, C).

Lésung: Es gilt
ey = () ey = ).
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Aus dem Gleichungssystem

-9 20 0 g
~13 39 1)-x=
13 39 1)x= ()

erhalten wir(h(b,)). = (z) und ebensaoh(b,)). = (z) Insgesamt erhalten wir

3 2

Sn<B,c>:((1) (1)).

In Mathematica kann man die notwendigen Rechnungen so fiinrem:

In[ 117]: h[X_1 Y_] = {{31 _2}1 {21 1}1 {_11 4}} {X1 y}
Qut[117]= {3x-2y, 2Xx+Yy, -X+4Yy}

In[118]:= hbl = h[-1, 2]

Qut[118]= {-7, 0, 9}

In[119]: = hb2 = h[4, 5]

Qut[119] = {2, 13, 16}

In[120]:= CC= {{-9, 20, O}, {-13, 39, 1}, {-7, 30, 0}}

Qut[120]= {{-9, 20, 0}, {-13, 39, 1}, {-7, 30, 0}}
I n[ 121]: = MatrixForm [CC]

-9 20 O
Qut[121] = (—13 39 1 )
-7 30 O
I n[ 122] : = LinearSolve [CC hbl]
Qut[122]= {3, 1, 0}
I n[ 123] : = LinearSolve [CC hb2]

out [ 123]

AUFGABE 9.17. SelU = R?,V = R! mit den kanonischen Bas@& = ((1, 0), (0, 1))
undC = ((1)). Die lineare Abbildundh : U — V sei definiert durch

h((x, ) = (3x—2y)
fur allex,y € R. In diesem Fall isth(b,)); = (3) und(h(b,)); = (-2). Somit gilt
S(B,0=@3 -2.
AUFGABE 9.18. SelU = R?,V = R! mit den BaserB = ((2,3),(3,-2)), C = ((2)).
Die lineare Abbildundh : U — V sei definiert durch
h((x, ) = (3x—2y)

far alle X,y € R. Dann isth(b,) = 0, also(h(b,)); = (0) und h(b,) = (13), also
(h(b,))s = 6.5, und folglich§,(B, C) = (0 6.5).

{2, 1, 0}
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UBUNGSAUFGABEN9.19.

(1) Eine lineare Abbildund : R?> - R? sei gegeben durch( Y )) = (3) undh(($2)) = (%). Bestimmen Sie die
Abbildungsmatrixs,(E, E), wobeiE = ((3),(9)).
(2) SeienE,, E, die kanonischen Basen vt undR?, und sei

a((X,Y,2) := (3x -2y, 22
Geben Sie die Abbildungsmatr (E;, E,) an.

4. Abbildungsmatrizen fiir Spiegelungen und Drehungen

Wir wollen nun die Abbildungsmatrizen fur bestimmte Drefgan und Spiegelungen
bestimmen. Wir betrachten folgende Beispiele:

AUFGABE 9.20. Seie die EbeneL(( _%l),(_(l)l)), und seio jene Abbildung, die jeden
Punkt imR? auf den Punkt abbildet, auf dem er nach der Spiegelung anmee
landet.

Gesucht ist die Abbildungsmatri® (E, E) dieser Spiegelung beztglich der kanoni-
schen Basi& desR®.

AUFGABE 9.21. Seig die Gerade mit der Gleichungxs- 2y = 0 im R2. Seio
jene Abbildung, die jeden Punkt ilR? auf den Punkt abbildet, auf dem er nach der
Spiegelung ag landet.

Gesucht ist die Abbildungsmatri® (E, E) dieser Spiegelung beztglich der kanoni-
schen Basi& desR?.

AUFGABE 9.22. Seig die Geradel_(( 2 )) und sei§ : R® —» R2 jene Abbildung,
die jeden Punkt auf den Punkt abblldet auf dem er nach ddrubgeum 60 um die
Geradeg landet. Wir miissen noch die Richtung der Drehung festlég&emn wir vom
Punkt( auf die Ebene+2y—2z = 0 hinunterschauen, dann sollen sich die Punkte
dieser Ebene gegen den Uhrzeigersinn drehen.

Alle drei Beispiele kann man mit dem gleichen “Programm’elidsSeih die angege-
bene lineare Abbildung. Dann gehen wir so vor:

(1) Bestimme eine BasB, sodasss,(B, B) leicht zu bestimmen ist.
(2) BestimmeS (B, B).
(3) BestimmeS (E, E) aus§,(B, B).

Die Schritte (1) und (2) kbnnen wir bereits jetzt durchfiihiféir den Schritt (3) missen

wir uns noch tberlegen, wie man aus den Koordinaten eineoekeziglich einer
Basis die Koordinaten bezuglich einer anderen Basis ausetc

Wir starten mit Beispiel 9.20. Wir wahlen eine Badis, b,, b,) desR?, sodasd,, b,
in der Ebenee liegen, undb, auf b; und b, normal steht. Es gilt danor(b,) = b,,
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o(b;) = b, under(by) = ~bs. Also gilt ((by)g = (8, ((b,))g = (1) und (e (by)g =
(—by)g = (_81). Dann gilt

10 0
sC,(B,B):(gcl) 01)

Wir bestimmen nun eine Basi& mit den gewlnschten Eigenschaften. Dazu wéahlen
wir b, = (_%1) undb, = (_?l). Wir bestimmen einen Vektor, der auf beiden normal
steht:

I n[ 124]:
Qut [ 124]

NullSpace [ {{1, 2, -1}, {0, 1, -1}}]
{{_1! 1! 1}}

Also wahlen wirb, = (_%1), und somit

1 (0] -1

5=(2)}(2)(F)
Wir bestimmen nurB und S, (B, B) fiir Beispiel 9.21. Wir wahlen eine Basib,, b,)
desR?, sodass, auf der Geradg liegt, undb, auf b, normal steht. Es gilt dann
o(by) = by undo(b,) = —b,, und somitio-(b,))g = (§) und(o(b,))g = (-by)g = ().
Dann gilt
1 0
0 1)
Wir bestimmen nun eine Basi& mit den gewlnschten Eigenschaften. Dazu wéahlen
wir b, = ( %) undb, = (2). Wir erhalten

B= ((g)’(—sz))'

Nun bestimmen wiB und Sy(B, B) fiir Beispiel 9.22. Dazu bestimmen wir eine Or-
thonormalbasis von R?, sodass, = H(—})H(_%z). AuBlerdem solkb,, b,, b;) po-

2

-2

S,®,8 =

sitiv orientiert sein. Das heil3t: “Wenn malp, in b, hineinschraubt, dann soll sich
eine Schraube mit Rechtsgewinde in Richtungbewegen.” Eine ONBb,, b,, b,)
ist dann positiv orientiert, wenb, x b, = b,. Zu dieser Basid bestimmen wir
jetzt die Matrix Sy(B, B). Es gilth(b;) = b,, h(b,) = cog60)b, + sin(60’) b,, und
h(b,) = —sin(60’) b, + cog60) b,. Mit ¢ := cog60’) unds := sin(60’) lasst sich
S,(B, B) also durch

c s 0
w3 & ¢

angeben. Jetzt bestimmen eine B&&idesR?® mit den gewilinschten Eigenschaften.
Dazu bestimmen wir zunachst eine ONB der Ebene (L(( _%2)))% Wir bestimmen
eine Basis fur diese Ebene:
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In[ 125]: = NullSpace [ {{1, 2, -2}}]
Qut[125]= {{2,0, 1}, {-2,1, 0}}

Daher ist((2,0,1), (-2, 1,0)) eine Basis vore. Wir bestimmen nun eine ONB vaa

In[126]:= el = {2, 0, 1};
e2 = {-2,1, 0};
dl = el/ Sqgrt [el.el]
2 1
Qut[126]= {—, 0, —
[ 126] {ﬁ vﬁ}
In[127]:= ¢c2 = e2 - (e2.dl) = dl
2 4
mt[127]_{-§,1,g}
In[128]:= d2 = c2/ Sgrt [c2.c2]
2 5 4
Qut[128]= { - —, —, ——=
[128] = { 375 3 wg}

Daher ist die Basi§, die durch
1,2y 1 ;2y1/1
= (ﬁ(ﬁ’)’ \/4—5( $)3(2)
gegeben ist, eine ONB d&. Wir bestimmen, ol positive Orientierung hat:
In[129] : = Cross [d21, c212]
1
Qut[129] = {_5, -3 5}
Die Orientierung ist also noch falsch. Wenn wir das Vorzeiclvon f;, umdrehen,
erhalten wir eine Basis mit positiver Orientierung. (Mamkagenausogut das \Vor-
zeichen vonf, umdrehen. Man darf aber nicht das Vorzeichen ¥pnmdrehen; die
Basis, die man durch Umdrehen des Vorzeichens fyoerhalt, ist zwar positiv ori-
entiert, aber ihr dritter Basisvektor ist nicht mehr der geschte.) Wir schreiben die
Basisvektoren voB in die Spalten der MatriB.

In[130]:= d3 =2Croszs [-d1, d2]
1
Qut[130]= {3, 3, -3}
In[131]:= B = Transpose [{-d1, d2, d3}]
2 2 1 \J5 2 1 4 2
O'It 131 = T T =y TS =1 A~ |1 01 A 1 A | T T =y o =1 "~
1181= {{- = 52 31 0.2 3 - 55 -5V

I n[ 132] : = MatrixForm [B]

2 2 1
A5 345 3

aut[132]= | o V52
1 303

V5 345 3
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Somit haben wir auch fiir Beispiel 9.22 eine BaBisnd die MatrixS;(B, B) gefunden.

5. Basistransformationen

Wir I6sen folgendes Problem: Gegeben sind zwei B&&hdes gleichen Unterraums
U desR", und die Koordinate(v), eines Vektors € U. Gesucht sind die Koordinaten
vonv beziglichC, also(v)..

AUFGABE 9.23. SeiB = ((1,0,1),(1,-1,0) undC = ((3,-2,1),(1,1, 2)), und sei
(X)g = (1,-1). Gesucht istxX)..

Losung:Aus B und(X)g kbnnen wir

RN

berechnen. Weged - () = X gilt:

31 0
-2 1| Xc:=(1
12 1

Als Lésung dieses Gleichungssystems erhalter(xyir= (-0.2, 0.6).

Allgemein gehen wir also so vor: WerBiundC die Matrizen sind, in deren Spalten
die Vektoren vorB beziehungsweisé stehen. Dann lasst si¢k). aus der Gleichung
C-(0ec=B-(g

berechnen. Wen@ gleich viele Spalten wie Zeilen hat, dann &tinvertierbar, und
wir erhalten

Xe =C " B- (.
WennC weniger Spalten als Zeilen hat, dann wissen wir, dass dike®paktoren von
C linear unabhéngig sind. D& eine Matrix tiber den reellen Zahlen ist, Bl - C
invertierbar. Dann giItCT C-(X)e = c' B (X)g, und somit

X =(@C -Ot-C B (X

DEFINITION 9.24. SeiK ein Korper, seU ein Unterraum vorK", und seierB undC
Basen vorJ. Eine Matrix T ist eineBasistransformationsmatrivon B nachC, wenn
fur alleu e U qilt

(u)c =T- (U)B-

Es gibt genau eine solche Matrix. Wir kiirzen sie gii§ ab. Es gilt also

(W = Tg - (g fur alleu e U.
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Die Basistransformationsmatrix ist genau die Abbildungsim Sy(B, C), wobei id :
U - U, u udie identische Abbildung ist.

SeienB undC die Matrizen, in deren Spalten die Vektoren der BaBézw.C stehen.
Dann kann die Basistransformationsmatrizen so berechnen:

(1) FallsB undC quadratische Matrizen sind, so gilf; := c'.B

(2) FallsC' - C invertierbar ist (das ist immer der Fall, weknder Korper der
reellen Zahlen ist), so giT, := C' -.C)t.C B

(3) In jedem Fall kann magTg als Abbildungsmatrix§,(B, C) berechnen. In der
i-ten Spalte vonp Ty steht alsab,)., also die Losung des Gleichungssystems
C-x=b.

UBUNGSAUFGABEN 9.25.

(1) (Koordinaten) Die Ebene hat die Basen

und W o
5= (G

(a) Der Vektorv hat beziiglictB die Koordinaten(v)g = (_73). Berechnen Sie seine Koordinaten beziighth
(b) Bestimmen Sie eine MatriX, sodass fur alle € ¢ gilt:

Mp=T-W)g.

(Diese Matrix hei3Basistransformationsmatix

6. Die Hintereinanderausfuhrung und die Matrizenmultipli kation

SATZ 9.26. Seien U,V , W Vektorraume Uber dem Kdrper K mit den Basen A ByC
seien f: U -V und g:V - W lineare Abbildungen. Dann gilt

(9.3) S31(A,0) = §(B,O) - S(A, B).

Beweis Wir zeigen, dass fur alla € U qgilt:

(§B, 0 - S(A,B) - (W= ((ge f) (W)c.
Dann folgt aus Satz 9.15 die Gleichung 9.3. &e&i U. Dann giIt(Sg(B, O -S(A,B)-
(Wa =SB,0 - (S{(A,B)- (W),) = B, 0 - (f(u)g = (a(f(U)), = (g° f (). m

AUFGABE 9.27. Man spiegle den Punig, 3) an derx-Achse, und drehe anschlie3end
den gespiegelten Punkt um°dgegen den Uhrzeigersinn um den Nullpunkt:

Losung:Die Spiegelungr an derx-Achse hat bzgl. der kanonischen BaSidesR? die

(1) _;CL) ) Die Drehungs um 90 hat die Darstellungs-

cog90) -sin90)
sSin(Q0)  cog90)

Darstellungsmatri$ (E, E) = (

matrixS,(E, E) = ( ) Die Darstellungsmatrix der Spiegelung mit
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anschlieBender Drehung ist also

_ _ ( cog90) sin90)y (0 1
S.o(E.B) = S(E.B) - S,(E.B) = Sin90) - cog90) J=(1 o)

Wir erhaltené(a((2, 3))) = (3, 2).

SATZ 9.28. Seien U,V Vektorraume Uber dem Korper K, und seien A, B Baseb v
und C, D Basen von V. Sei h eine lineare Abbildung von U nachanniyjilt

S(A,D) = ;T - S(B,O) - gT,.
Beweisskizzé=iur alleu € U gilt ;T - §(B,C) - gT, - (W), = (h(u)). Also gilt nach
Satz 9.15T.-S,(B,O): ;T,=S,(A,D). m
Das folgende Korollar wird uns helfen, die Beispiele 9.2@19und 9.22 zu l6sen.

KOROLLAR 9.29. Sei K ein Korper, sei B eine Basis des K-Vektorraurfisukd sei E
die kanonische Basis von'KSei h eine lineare Abbildung vor'ach K'. Dann gilt

S(E,BE)= T5;-S(B,B - glg.
WennB die Matrix ist, in deren Spalten die Vektoren von B stehemils also
S(E,E)=B-S(B,B-B "

7. Abbildungsmatrizen fur Spiegelungen und Drehungen beziiich der
kanonischen Basis

Wir 16sen das Beispiel 9.20. Dazu muissen wir die AbbildurgsixS (E, E) aus der
AbbildungsmatrixS,(B, B) ausrechnen.

In[133]:= B = Transpose [{{1, 2, -1}, {0, 1, -1}, {-1, 1, 1}}]
Qut[133]= ({1, 0, -1}, {2,1, 1}, {-1, -1, 1}}
In[134]:= ShBB = {{1, O, 0}, {O, 1, 0}, {0, O, -1}}

oQut[134] = {{1, 0, 0}, {0, 1, O}, {0, O, -1}}

In[135]:= ETB = B
Qut[135]= {{1, 0, -1}, {2, 1, 1}, {-1, -1, 1}}

In[ 136] : = BTE = Inverse [B]

ut(136]= ({2, 2, 3}, (1,0, 1), {3, 2, 3}
In[ 137]: = ShEE = ETB. ShBB. BTE

an(137= {(3. 5 5 (53 5 5 5 3

3'3 3”7

I n[ 138] : = MatrixForm [ShEE]
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2

2
5

'3

out [ 138] = (

WINW|NW]| =
|
w] I—‘wl I\_)(.;.)I N
—_

Nun l6sen wir das Beispiel 9.21.

In[139]:= B = Transpose [{{2, 5}, {5, -2}}]

Qut[139]= ({2, 5}, {5, -2}}
I n[140] : = ShBB = {{1, 0}, {0, -1}}
Qut[140]= {{1, 0}, {0, -1}}
In[141]:= ETB = B
Qut[141]= {{2, 5}, {5, -2}}
In[ 142]: = BTE = Inverse [B]

2 5 5 2
Qut[142] = {{E’ E}’ {E’ _E}}
In[143]: = ShEEZi E;’(I)B ShZBOB. 2B}'E
Qut[143] = {{- 5. 55} {557 591!
I n[ 144] : = MatrixForm [ShEE]

21 20
Qut [ 144] = (309 59 )

29 29

Schliel3lich I6sen wir noch Beispiel 9.22

In[145]: = B = Transpose [{-1/Sqrt [5] » {2, 0, 1},
1/ Sqrt [45] = {-2, 5,4}, 1/3 = {1, 2, -2}}]

_ 2 2 1 \J5 2 1 4 2
Qut[145] = {{—ﬁ 35 b {0 5 3h {—ﬁ, 35 -3
In[146]:= c = Cos [n/ 3];

s = Sin [n/ 3];

sShBB = {{c, -s, 0}, {s, c, 0}, {0, O, 1}}
Qut [ 146] = {{%, -?, 0}, {g, % 0}, {0, 0, 11}
In[147]:= ETB =B

_ 2 2 1 A5 2 1 4 2
Qut[147] = {{—ﬁ 35 3h {0 5 31 {—ﬁ, 35 -3H
I n[ 148] : = BTE = Inverse [B]

S22 o Ly 2 A5 4,12 2
QJI[148]—{{—\/§,O,—\/§},{ 3\/5’ 3'3\/5}’{3’3’ }}

143
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I n[ 149] : = ShEE = Simplify [ETB. ShBB BTE]
5 1 13 1
149]= {{=, =+ =, =+ =1, {=2-— = — (-4-
Qi [149)= {{g. 5+ = 5+ 5] 5~ 75 1 18 (~4-33)),
1 1 1 13
{—g—ﬁv 1g [ ~4+3V3), gl
I n[ 150] : = MatrixForm [N[ShEE 61]]
0.555556 0.688461 0.466239
Qut[150] = |[-0.466239 0.722222 -0.510897 )
-0.688461 0.0664529 0.722222

UBUNGSAUFGABEN 9.30.

(1) Finden Sie eine BasB, beziglich der die Spiegelurigan der Ebena + y + z = 0 die Abbildungsmatrix

10 0
SB,B=l0 1 0
0 0 -1

hat.
(2) Bestimmen Sie eine geeignete BaBislesR?, fir die die Abbildungsmatrix der Spiegelursgan der Geraden
g: 7x - 4y folgende Form besitzt:

56.8=(39)

(3) (Spiegelung an einer Geraden in der Ebene) Wir bezeichries jene Spiegelung, die jeden Punkt der Ebie
an der Gerader3x + 4y = 0 spiegelt.
(a) Bestimmen Sie eine BasisdesR?2, sodass fiir die Abbildungsmatr. (B, B) der Spiegelung- bezuglich
der BasisB folgende Gleichung gilt.

S,(B,B) = (g _01).

(b) Berechnen Sie die Abbildungsmatf (E, E) der Spiegelungr beziiglich der kanonischen Basis
(c) Wo landet der Punkg, b) nach dieser Spiegelung?
(4) Seihdie lineare Abbildung, die jeden Punkt an der Ebene& + 2y + 2z = 0 spiegelt.
(a) Berechnen Sib(v) firv e {(é),(fcl)z), (-is)}.
(b) Bestimmen Sie die Abbildungsmati$(B, B) fiir die Basis

1\ =2\ (2
B=(z)(9)(5)

(5) Wir betrachten die Abbildung : R2 » RZ2, die jeden Punkt an dgrAchse spiegelt. Bestimmen Sie die Ab-
bildungsmatrixS, (E, E) dieser Abbildung beziiglich der kanonischen Basigesten Sie Ihre Abbildungsmatrix,
indem Sie damit das Spiegelbild vfr; ) ausrechnen.

(6) Geben Sie die Darstellungsmatrix fir die Spiegelungerbthene X — y + z = 0 beziiglich der kanonischen Basis
E an. (Sie brauchen die auftretenden inversen Matrizen micherechnen.)

(7) (Spiegelung an einer Geraden in der Ebene)

(a) Wir bezeichnen mit- jene Spiegelung, die jeden Punkt an der Geraden

x+y=0

spiegelt. Wo landet der Punia, b) nach dieser Spiegelung? Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix dieser
Spiegelung beziglich der kanonischen Basis.

(b) Finden Sie mithilfe einer Skizze, wo der Pun(]&t) landet, und Uberpriifen Sie das Ergebnis lhrer Rechnung
anhand der Skizze.

(8) Seihdie lineare Abbildung, die jeden Punkt an der Ebena+2y+2z = 0 spiegelt. Wir suchen in diesem Beispiel
S,(E, E), wobeiE die kanonische Basis d&s ist. Gehen Sie dazu so vor:

(a) Bestimmen Si&§,(E, B). Dabei ist id die identische Abbildungg(E, B) ist also eine Basistransformations-
matrix, und erflllt die Eigenschaf)g = Sy4(E, B) - (V) flr allev e R3))

(b) Bestimmen Si&§y(B, E).

(c) Bauen Sie aus diesen beiden Matrizen 8@, B) die Matrix S,(E, E) zusammen.
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(9) (Spiegelung an einer Ebene im Raum) Wo landet der F@jl@ R3 nach der Spiegelung an der Ebene
-2X-y+z=07?

Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix dieser Spiegelung!

(10) (Spiegelung an einer Geraden in der Ebene) Wir bezeithmito jene Spiegelung, die jeden Punkt an der Geraden
12x + 5y = 0 spiegelt. Wo landet der Punid, b) nach dieser Spiegelung? Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix
dieser Spiegelung bezuglich der kanonischen Basis.

(11) Wir bezeichnen mit- jene Spiegelung, die jeden Punkt an der Gerader-18y = 0 spiegelt. Wo landet der Punkt
(a, b nach dieser Spiegelurg? Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix dieser Spiegelundigléech der kanonischen
Basis.

(12) Geben Sie die Darstellungsmatrix fur die SpiegelundearGeradex — 2y = 0 beziiglich der kanonischen Bagis

an.
(13) Wo landet der Punl‘b’z) € R3 nach der Drehung um 90 um die Gerade

0 4
X = (8)+A'(703)'
Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix dieser Drehung beztigler kanonischen Basis! Wir drehen dadpegen den
. . 0
Uhrzeigersinnwenn man vorﬁ 33) nach(g) schaut.

(14) (Drehung um eine Gerade im Raum) Wo landet der P@)@ R3 nach der Drehung um 90 um die Gerade,
die durch 0 1
9:x=(g)+1-(g)

gegeben ist? Dabei drehen wiegen den Uhrzeigersinsvenn man vor( 1(53’2) in Richtung(%) schaut. Bestimmen
Sie die Abbildungsmatrix dieser Drehung beziglich der kisthen Basis!






KAPITEL 10

Der Zusammenhang zwischen linearen Abbildungen und Matrien

1. Faktorraume

DEFINITION 10.1. SeV ein Vektorraum tUber dem Korp&r, und selJ ein Unterraum
vonV, und sew € V. Dann definieren wir

w+U :={w+ulueU}

und
VIU :={v+U|veV].

DEFINITION 10.2. SeV ein Vektorraum tUber dem Korp&r, und selJ ein Unterraum
vonV. Dann definieren wie und = durch
v+U)yew+U)=wv+w+U
und
ax(vV+U):=(av)+U
furallev,we V unda € K.

Wir Uberlegen uns, dass und wohldefiniert sind, das heil3t, dass die Rela(i(c@m+
U,w+U),(V+w) + U)Iv, w e V}, die ja eine Teilmenge vofV /U xV/U) x V/U ist,
eine Funktion vorv/U x V/U nachV/U ist.

DEFINITION 10.3. SeV ein Vektorraum tUber dem Korp&r, und selJ ein Unterraum
vonV. DannisiV/U,®, 6,0+ U, %) ein Vektorraum tbekK.

SATz 10.4. Sei V ein Vektorraum Uber dem Korper K. Seign.v,v,, € V und
u, ..., u,inU so, dasgv,+U, v,+U, ..., v_+U) eine Basisvon V/U istund,, ..., u,)
eine Basis von U ist. Dannist8 (v, ...,V U, ..., U,) eine Basis von V.

Beweis Wir zeigen zunachst, dassc L(B). Sei dazuw € V. Wegenw + U € V/U
gibtese,, ..., a,, € K, sodass

m
Zai*(vi+U):W+U.
i=1

Also gilt
m
O V) +U=w+U.
i=1

147
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Es gibt also einu € U, sodass

Daue U, gibtesg,, ..., 8, € K, sodassi = ), 5, u;. Also gilt

m n
W= Z:aivi + Z'Bi u;,
i=1 i=1

und dahew € L(B).
Um zu zeigen, dasB linear unabhangig ist, wahlen wi, ..., @, B;, ..., 8, € K so,

dass
m n
Zaivi + Z:,Biui =0.
i=1 i=1
Dann gilt
m
Z oV, e U,
i=1
also
m
Zai «(V,+U)=0+U.
i=1
Da(v, +U,...,V, +U) eine Basis voV/U sind, gilta; = --- = «,, = 0. Also gilt

>, Bu =0, und daher sind wegen der linearen Unabh&ngigkeitugn.., u,) auch
alleg; gleich O.m

KOROLLAR 10.5. Sei V ein Vektorraum Uber K, und sei U ein endlichdimensemal
Unterraum von V, sodass V/U ebenfalls wieder endlichdimeasist. Dann gilt

dim(V) = dim(V/U) + dimU.

2. Der Homomorphiesatz

DEFINITION 10.6. SeierJ undV Vektorraume tUbeK. Eine lineare Abbildundy :
V — U heilstlsomorphismuswennh bijektiv ist. Der VektorraumJ heil3tisomorph
zuV, wenn es einen Isomorphismus u\dmachV gibt.

SATz 10.7. Seien U,V Vektorrdume uber K, und sei U endlichdimensidahn U
isomorph zu V ist, dannistV endlichdimensional, und esdgitU) = dim(V).

SATZ 10.8. SeienV und W Vektorrdume, und sei h eine lineare Abbilduny/voach
W. Dann ist

h(V) = {h(v)|v e V}
ein Unterraum von W, und

kerh) := {ve V|h(v) = 0}
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ein Unterraumvon V.

Diese beiden Unterraume heif3en almlageundKernvon h.

SaTz 10.9 (Homomorphiesatz)Seien V und W Vektorrdume, und sei h eine lineare
Abbildung von V nach W. Sei I+ ker(h). Dann ist die Abbildung

H: V/U — hV)
v+U +— h(v)

wohldefiniert. Die Abbildung H ist auRerdem ein Isomorphiswon VV/U nach V).

Anstelle “Dann ist die Abbildung [...] wohldefiniert” kannan sagen: “Dann ist die
RelationH = {(v+ U, h(v))|v € V} eine Funktion vorY /U vonh(V).”

3. Der Rang einer Matrix und ihre Invertierbarkeit

SATZz 10.10. Sei A eine nx n-Matrix, und sei i : K" - K™, h,(v) = A- v fur alle
v e K". Dann gilt:

(1) Das Image von h, also,(K"), ist genau der Spaltenraunt/A von A.
(2) Der Nullraum NA) ist genau der Keriker(h,) von h,.

SATz 10.11. Sei A eine nx n-Matrix. Dann haben Zeilenraum und Spaltenraum die
gleiche Dimension.

BeweisWir betrachten die Abbildunl,. Wegen des Homomorphiesatzes diid kerh,)
undh,(K") isomorph. Also sin"/N(A) und S(A) isomorph. Es gilt also digsA)) =
dim(K"/N(A)). DaSA) endlichdimensional ist, ist audk”/ N(A) endlichdimensional.
Nach Korollar 10.5 gilt also

dim(K") = dim(K"/N(A)) + dim(N(A)),
und daher
n =dim(SA)) + dim(N(A)).
Nach Satz 4.56 gilt dittN(A)) = n — dim(Z(A)), also
n = dim(SA)) + n— dim(Z(A)),
und folglich dim(S(A)) = dim(Z(A)). m

SaTz 10.12. Sei me N, sei K ein Korper, und seien A,8 K™™ so, dass AB = E.
DannqiltB-A=E.

BeweisSeih, : K" - K™ x— A-xundhg : K" - K™, x~ B-x. Dann gilt fir alle
xe K™
X=A-B-x=h,(hg(x).
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Somit giltK™ ¢ h,(K™). Daher hat,(K™ Dimensionm. Der Kern vonh, hat nach
dem Homomorphiesatz daher Dimension 0. Alsdhjstnjektiv. Fir allex € K™ gilt
h,(hg(X)) = x. Daher gilt fir alley € K™

ha(hg(ha(Y)) = ha(Y).

Da h, injektiv ist, gilt daher fur alley € K™ auchhg(h,(y)) = y. Also gilt fur alle
y € KMauchB-A-y=y.Nach Satz 9.15giltalsB-A=E. =

SATZ 10.13. Sei A eine nx m-Matrix tiber K. Aquivalent sind:

(1) Aistinvertierbar.

(2) Die Spaltenvektoren von A sind linear unabhangig.
(3) Die Zeilenvektoren von A sind linear unabhangig.
(4) Der Rang von A ist m.

Beweis.(1)=(2): SeiB die inverse Matrix vorA, und seix so, dassA - x = 0. Dann
gilt B-A-x = 0, alsox = 0. Also sind die Spaltenvektoren vaxlinear unabhan-
gig. (2)»(3): DaS(A) Dimensionm hat, hat nach Satz 10.11 aug{®) die Dimension
m. Wir nehmen an, dass die Zeilenvektoren vohnear abhéngig sind. Dann gibt es
eine Zeile, die in der linearen Hulle der anderen Zeilentli8gmit gilt wegen Korol-
lar 4.53 dimiZ(A)) < m— 1, ein Widerspruch. (3)(4): Da die Zeilenvektoren linear
unabhangig sind, sind sie eineelementige Basis fiZ(A). Also hatZ(A) Dimension
m, und folglich ist der Rang voi gleichm. (4)=(1): Da dim(Z(A)) = m, gilt auch
dim(S(A)) = m, und folglich din(h,(K™) = m. Also isth, surjektiv. Nach dem Ho-
momorphiesatz gilt dirikerth,)) = 0, also isth, injektiv. Somit isth, bijektiv. Sei

f die inverse Abbildung, alsé = {(h,(X),X)|x € K™}. Diese Abbildung ist linear:
seienu,Vv € U, unda € K. Dann gibt e, y mit h,(X) = uundh,(y) = v. Dann gilt
h,(X+y) = u+v, und folglichf(u+v) = x+y = f(u)+ f(v). Ebenso gilh,(a*Xx) = a=u,
und daheff(a = U) = a « X = a = f(U). SeiB := S;(E, E) die Darstellungsmatrix dieser
Abbildung. Dann gilB-A-x = f(h,(X)) = xfur allex € K™. Also gilt B-A = E. Daher
gitA-B=B-A=E.m

4. Die Determinante einer quadratischen Matrix

[

4.1. Definition der Determinante. SeiA = (_Zf_) eine reellenxm-Matrix. Das

von den Zeilen von A aufgespannte Parallelepigtdie Teilmenge
m
O 471, .4, € [0,1]).
i=1

Wir versuchen jetzt das Volumen dieses Parallelepipeds essem, und schreiben
D(z,, 2, ..., z,) fur dieses Volumen.
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Ohne den Begriff Volumen ifR™ definiert zu haben, kdnnte man vermuten, dass eine
FunktionD : R™xR™x---xR™ - R, die dieses Volumen misst, folgende Eigenschaften
hat. Da wir die Eigenschaften auch fir Matrizen Giber andetepern aldR benotigen,
formulieren wir diese Eigenschatften fir einen Korger

(D1) Furallez,...,z,,ye K™ «, € Kundi € {1, ..., m} gilt

D(z,....Zz_;,a*xZ+B%Y,Z,4,...,Z,)
=aD(Z,,...,2.1,2,Z,4, ..., ) + BD(Z, -1 Z_1, Y1 Zyq0 -0 )
(D2) Furallei, j € {1,...,m miti # j gilt

D(z,....Z_,,Z,Z 4, v i 2y g, v Zy)
=Dz, 20,321, 41, G+ 2, 2, - Gy).
(D3) Fur die kanonische Basdis,, ..., g,) desK" gilt

D(,....g,) =1

UBUNGSAUFGABEN 10.14.
In den folgenden Ubungsbeispielen nehmen wir an, Besime Funktion ist, die die Eigenschaftédl), (D2) und(D3) erfiillt.

(1) Zeigen Sie, dass fir allg, ..., z, € K™ gilt: D(z;,7,2, ..., 7, = 0.
(2) Zeigen Sie, dass firalg, ..., z, € K" qilt: D(zy, ¢ -2, + 2,, 23, ... Zp) = D(Z4, %, ..., 7).
(3) Zeigen Sie, dassfiiralg, ..., z, € K™ gilt: D(z;,2, ..., Zy) = -D(2, 73, ..., Zp)-

Eine Funktion mit diesen Eigenschaften erhalt man mithdiée Determinante Sei
f:{1,2,....,m - {1,2,...,m eine bijektive Abbildung. Wir definieren di8ignatur

von f durch
f(i) - f())
soh= ]
(G, ))eld, .., mix{1,...,mi<j}
Die Menge aller bijektiven Abbildungen vda, ..., m} nach{l, ..., m} hatm! Elemen-
te; wir kiirzen sie mi§,, ab. Fur allef,g e §, gilt sgn(f) € {-1, 1} und sgnf o g) =
sgn(f) - sgn(g), und folglich sgiif 1) = sgr(f).

DEFINITION 10.15. SeK ein Kdrper,m € N, und seiA € K™™, Dann definieren wir
die Determinantezon A durch

m
detA := Z sgn(f) ]_[A(i, f(i)).
feS, i=1
SaTz 10.16. Sei K ein Korper, sei ne N, sei A eine nx m-Matrix Gber K, und sei
D:K™xKM™x-..x K™ - K gegeben durch
D : (KM — K

(24,21 Z,) +— de(( Kl )) '
7
Dann erfulltD die Eigenschaften (D1), (D2), und (D3).
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Beweisskizz€D1) kann man nachrechnen. Fir (D2) ist dann ausreicheneigerz,
dass eine Matrix, in der zwei mal die gleiche ZeiJevorkommt, Determinante 0 hat.
Auch (D3) kann man nachrechneam.

SATz 10.17. Sei K ein Korper, sei r& N, und seien A und B m m-Matrizen tber K.
Dann giltdetA) = defAT) undde{A - B) = defA) - de{(B).

Beweis Zuerst zeigen wir def) = de{AT). Es gilt

detAh) = > sgnH)| | ATd, F(i)

fe§, i=1

_ Z sgrH) [ TAGG), i)
feS, i=1

= > sgrch [ [ AG, 74
fes, j=1

= > sgrfH [ JAG, 4G
fe§, j=1

= ), so@ | [ AG. 9.
9eShy i=1

Nun beweisen wir die zweite Eigenschaft: Segn..., b,, die Zeilen der MatrixB.
Dann steht in der ersten Zeile des Produktd3 der Vektor

A1, Db, + AL, 2)b, + --- + A1, n)b,,.
Wenn wir allem Zeilen des Produkts ausrechnen, dann sehen wir

(10.1) detA-B) = D(A, Db, + A(1,2)b, + --- + A(1, n)b,,
A2, Db, + A(2,2)b, + --- + A2, )b,

A(M, Db, + AM,2)b, + --- + A(m, nb,).
Wir nutzen nun die Linearitat der Funktidm und erhalten
m
detA-B)= > (] |AG f(@) - Dby, by .. D).
f1,...m-={1,...m i=1

Die Determinante ist O, wenn zwei Zeilen gleich sind. Dah@ubhen wir nur Uber
die bijektiven Funktionen zu summieren und erhalten:

defA-B) = Z(l—[ A, (1)) - D(bf(l)’ bf(2)’ X bf(m))'
fes, i=1
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Man kann zeigen, dass fur eine Bijektidngilt: D(by ), bt ), ..., b)) = sgn(f) -
D(b,, b,, ..., b,). Also erhalten wir

detA-B) = Z(]—[ AG, £(i))) - sgn(f) detB) = de(B) - detA).
fe§, i=1
|

SaTz 10.18. Sei K ein Kérper, sei e N, und sei A eine i« m-Matrix Gber K. Dann
sind aquivalent:

(1) Die Zeilen von A sind linear unabhangig.
(2) detA) + 0.

Beweis.(1)=(2): Wenn die Zeilenvektoren voA linear unabhangig sind, dann it
invertierbar. Daher gilt déf) de{A!) = detfA- A = de(E) = 1. (2=(1): Wir
gehen so vor: Weng, in der linearen Hille vorg,, ..., z_, liegt, so kann man die
Eigenschaften (D1) und (D2) verwenden, um eine Matrix neiadier Determinante
undi-ter Zeile= 0 zu erzeugen. Wegen der Eigenschaft (D1) ist diese Detantén
=0.m

4.2. Berechnen der Determinante.Es ist besonders leicht, die Determinante ei-
ner Matrix in Zeilenstaffelform zu berechnen:

SaTz 10.19. Sei K ein Korper, sei e N, und sei A eine m m-Matrix tber K, sodass
far alle i, jmiti > j gilt: A (i, j) = 0. Dann gilt

detA) = l—[A(i, .
i=1

Wir wissen, dass sich jede Matrix durch Zeilenumformunge#eilenstaffelnormal-
form bringen lasst. Dabei andert sich die Determinantesioiiprmafen:

(1) Wenn wir ein Vielfaches einer Zeile zu einer anderen daddieren, bleibt
die Determinante unverandert.

(2) Wenn wir eine Zeile mit einem Korperelement vervielfashdann verviel-
facht sich die Determinante um eben dieses Kdrperelement.

(3) Beim Vertauschen von zwei Zeilen andert sich das Vohaxiader Determi-
nante.

Aus diesen Uberlegungen erhalt man einen Algorithmus zured@en der Determi-
nante. Wir rechnen einige Beispiele.

In[151]: = << RowRed9 m

I n[ 152]:

DeterminantenDemo  [B]
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1 2 -3
Det[( 2 29 -16 )1
3 16 22

Wir addierendas - 2 fache

der 1. Zeilezum 1 fachender 2. Zeile.

1 2 -3
—1*1*det[(0 25 —10)]
-3 -16 22

Wir addierendas 3 fache

der 1. Zeilezum 1 fachender 3. Zeile.

1 2 -3
—1*1*det[(0 25 _10)]
0 -10 13

Wir addierendas 2 fache

der 2. Zeilezum 5 fachender 3. Zeile.

1 2 -3

_1*%*det[(0 25 —10)]

0O 0 45

= 225

Qut[152] = 225

I n[ 153] : = DeterminantenDemo  [A]
5 0 O

Det[( 3 0 -2 )]
4 1 1

Wir addierendas - 3 fache

der 1. Zeilezum 5 fachender 2. Zeile.

5 0 0
_1*%*det[(00—10)]
4 1 1

Wir addierendas - 4 fache

der 1. Zeilezum 5 fachender 3. Zeile.

50 O

_%*%*det[(OO—lo)]
05 5
50 0
_%det[(OS 5)}
0 0 -10

- 10
Qut[153] = 10
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I n[ 154] : = DeterminantenDemo [B2]

12 -3 4
31 3 5

Det[( 43 0 9 )]
8 0 0 1

Wir addierendas - 3 fache

der 1. Zeilezum 1 fachender 2. Zeile.

1 2 -3 4
—1*1*det[<2 _35 102 _97)]
8 0 0 1

Wir addierendas - 4 fache

der 1. Zeilezum 1 fachender 3. Zeile.

1 2 -3 4
—1*1*det[<8 :g i; :;)]

8 0 0 1

Wir addierendas - 8 fache

der 1. Zeilezum 1 fachender 4. Zeile.

1 2 3 4

0 5 12 -7

o 5 12 -7 |/
0 -16 24 -31

—1*1*det[(

Wir addierendas - 1 fache

der 2. Zeilezum 1 fachender 3. Zeile.

1 2 3 4
0 5 12 -7
oo o o |
0 -16 24 -31

=1 %1 xdet]

Wir addierendas - 16 fache

der 2. Zeilezumb5 fachender 4. Zeile.

1 2 -3 4

0 5 12 7
_ 1
1*5*det[(00 0 0 ]
0 0 _72 _43
1 2 3 4
0 5 12 7
1
- Sdet[( o 0 72 -43 /!
00 0 0
-0

oQut[154]= 0

155
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0 21
SchlielRlich berechnen wir noch die Determinante vénh 0 1)
1 2 3
I n[ 155] : = << RowRed9 m
In[156]: = M= {{0, 2, 1}, {0, 0, 1}, {1, 2, 3}}
Qut[156]= ({0, 2, 1}, {0, O, 1}, {1, 2, 3}}
I n[ 157] : = DeterminantenDemo [M]
0 2 1
Det[( 0 01 )]
1 2 3
1 2 3
——1det[(0 0 1)]
0 2 1
1 2 3
_1det[(0 2 1)]
0 0 1
=2
Qut[157] = 2
I n[ 158]: = Det [M

Qut[158] = 2



KAPITEL 11

Homogene Koordinaten

1. Die projektive Ebene

SeiF ein Korper. AufF3\ {(§)} definieren wir folgende Aquivalenzrelatien
X X X X
()zé) ~ (é) genau dann wendl € F : (szé) = )u(é)

Zwei Vektoren inF3\ {0} sind also aquivalent, wenn einer ein Vielfaches des anderen
ist. Wir kbnnen auch ein Reprasentantensystem fur diese/Algunzrelation angeben:

R:= {(§)|x,ye F) U{((Xl))|xe FJU {(é)}.

DEFINITION 11.1. SeF ein Korper, sek die oben definierte Aquivalenzrelation, und
seiP := {v/~ | v e F3}. Dann istP die Menge der Punkte der projektiven Ebene

Ein Punkt der projektiven Ebene ist also eine ganze Klassa/e&toren. Die meisten
Punkte der projektiven Ebene kann man aber gut veranschauatiWenrez + 0, dann

gilt (g)/~ = (%)/% Diesen Punkt kann man F? als@) zeichnen.

Wir kirrzen jetzt den Punl(tg)/z der projektiven Ebene duralx : y : 2) ab. Es qilt

also,wenrz # 0,(x: y:2 = (% : g : 1). Die Punkte mitz # 0 bezeichnet man als
affine Punkteder projektiven Ebene, und den Puitkt?) bezeichnet man alsffines
Bild von (x : y : 2. Zur Veranschaulichung vofx : y : 2) zeichnet man also das
dazugehdrige affine Bild.

Seien nura, b, ce F (nicht alle= 0), und seM die Menge, die durch
M={(Xx:y:2 e F3~|ax+by+cz= 0}

gegeben ist. Man sieht, dass die affinen Bilder Mogenau die Geradg: ax+by = —c
sind.

Wir schneiden nun zwei Geraden:
g, = {(X:y:2eR¥~|1x-2y-3z=0},
g, {(X:y:2 eR¥~|2x-3y+ 1z=0).

Wir erhalten
0,Ng,={(-11: -7:1)}.
157
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Taséachlich haben auch iR? die Geradex—2y = 3 und X-3y = —1 den Schnittpunkt
(2):
Was passiert, wenn wir zwei parallele Geraden schneiden?

g, = {(X:y:2eR¥~|1x-2y-3z=0},
g, = {(xX:y:2eR¥~|1x-2y~-4z=0}.

Dann gilt
0,Ng,=1{2:1:0)}.
Die beiden geraden haben in der projektiven Ebene also geinaan Schnittpunkt.

Dieser Schnittpunkt hat aber kein affines Bild. Wir stellers diesen Punkt alBern-
punkt in Richtung 2) vor.

2. Lineare Abbildungen in der projektiven Ebene

Seis,, die Schiebung, die jeden Punixt y) desR? auf(x, y) + (a, b) abbildet. Rech-
net man mit homogenen Koordinaten, dann sieht man, dassigcbntsprechende
Abbildung der projektiven Ebene als

schreiben kann. Jetzt lassen sich also auch Schiebungeim Bliatrizen ausdriicken.
Die Drehung um 60gegen den Uhrzeigersinn um den Pugtkt O : 0) kann man etwa
durch

daff:((ﬁ;)):(z(i)r?ogg)) —;%%9;) %)-(;)

beschreiben.

Wir kdnnen jetzt auch eine Matrix bestimmen, die jeden affiRenkt um den Winkel
a gegen den Uhrzeigersinn um den Pugth) dreht.

I n[ 159] : = Schiebungsmatrix [a, b1 := {{1, O, a}, {0, 1, b}, {0, 0, 1}}

I n[ 160] : = Drehungsmatrix  [alpha_ ] :=
{{Cos [a], - Sin [a], 0},
{Sin [a], Cos[al, 0}, {0, 0, 1}}

I n[ 161] : = MatrixForm [Schiebungsmatrix [-a, -b].

Drehungsmatrix [a] . Schiebungsmatrix [a, b]]
Cos[a] -Sin[a] -a+aCosfa]-b Sin[a]
Qut[161]= |Sin[a] Cos[a] -b+bCos[a]+a Sinfa]
0 0 1
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Daher landet der Punkx : y : z) nach einer Drehung uma gegen den Uhrzeigersinn
um den Punkta : b : 1) auf dem Punkt

X coge) -sin@) -a+acoga)-bsine)  x
D(( Y )) = ( sife) coge) -b+bcoga)+asina) ) : (y )
z 0 0 1 z

3. Der projektive Raum

Wir beschreiben jeden Punkx,y,2 im R23 durch die Klasséx : y : z : 1). Der
Ausdruck(x : y : z : 1) beschreibt dabei die Klasse vox,y, z,1) beziglich der
Aquivalenzrelations aufR*\ {(0, 0, 0, 0)}. Diese Aquivalenzrelation ist so gegeben:

VxW: o JdeR:v=Aw
fur allev,we R*\ {(0, 0,0, 0)}.
Jetzt kbnnen wir folgendes Beispiel |6sen:

AUFGABE 11.2. Wo landet ein Punkt iR® nach einer Drehung um 120m die Ge-

rade
ARAIEY

Dabei drehen wir gegen den Uhrzeigersinn, wenn wir vom P@n)dauf die Ebene
X+ Y+ z= 2+ 3+ 4 hinunterschauen.

Wir gehen so vor: Zuerst verschieben wir den Puixkly, 2 um (-2, -3, -4), dann
drehen wir ihn um die Gerad¢ = (8)+t i , dann verschieben wir den Ergebnispunkt

0
um (2,3,4). Um auch die Schiebung als Matrixmultiplikation schreitmnkdnnen,
rechnen wir mitx : y : z: 1) anstelle vorx, y, 2.

In[162]: =

(* Drehmatrix um die Gerade durch (0, 0, O)und (1, 1, 1) )
In[163]: =

n = NullSpace [{{1, 1, 1}}]
Qut[163]= {{-1, 0,1}, {-1, 1, 0}}
In[164]:= al = n[[1]]
Qut[1l64]= {-1, 0, 1}
In[165]:= a3 = {1, 1, 1}
Qut[165]= {1, 1, 1}
In[166]:= bl = al/ Sqrt [al.al]
Qut [ 166] = {_i, 0, i}

V2' A2

In[167]:= a2 = Cross [al, a3]
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Qut [ 167] =
In[168] : =
Qut [ 168] =

In[169]: =
Qut[169] =

In[170]: =
Qut[170] =

In[171]: =
Qut[171] =

In[172]: =

Qut[172] =

In[173]:
Qut[173]

In[174]:

Qut[174] =

In[175]: =

Qut[175] =
In[176]: =

Qut[176] =

In[177]:

In[178]:
Qut[178]

In[179]:

11. HOMOGENE KOORDINATEN

{-1, 2, -1}
= a2/ Sqrt [a2 a?2]
2
ER
b3 = Cross [bl, b2]
(v T T
B = Transpose [{b2, bl, b3}]
(-%& -7 -5
V&' V2B
2 11
3!

grad = s/ 180
JT

180

ShBB = {{c, -s, 0},
{s, c, 03},
{0’ 0!

1 /3 V31
320 iz 2
ShEE = Simplify [B. ShBB.
({0, 0, 13, {1, 0, 03, {O, 1,
MatrixForm  [ShEE]

0 0 1
(1 0 0 )
0 10

RRSEURRE T 1

133}/. {s - Sin [120grad ], ¢ » Cos [120grad 1}

(* Schiebungsmatrix *)

0}, {0, 0, 1}}

Inverse [B]]

0}}

Schiebung = {{1, 0, 0, 23}, {O, 1, O, 3}, {0, O, 1, 43},

{0, 0, 0, 133}

{{1, 0,0, 23, {0,1,0,3}, {0,0,1, 4}, {0,0,0, 1}}
(* Drehungsmatrix Fuer Homogene Koordinaten *)

(* Initialisieren *)

Drehungsmatrix = ShEE

{{07 O! 1}7 {1! O! 0}7 {O! 1! O}}

For [i =1, i <3, i ++,

Drehungsmatrix  [[i 11 = Append [Drehungsmatrix [[i 1], 011
Drehungsmatrix = Append [Drehungsmatrix , {0, 0, 0, 1}]
{{07 O! 1! 0}7 {1! O! O! 0}7 {O! 1! 01 0}1 {O! 01 01 1}}
MatrixForm  [Drehungsmatrix ]
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0010
100 0
mt[179]:(0100>
0001

I n[ 180] : = Drehungsmatrix2 =

Schiebung . Drehungsmatrix . Inverse [Schiebung ]
Qut[180]= ({0, 0, 1, -2}, {1,0,0, 1}, {O,1,0,1} {0,0,0, 1}}

I n[ 181] : = MatrixForm [Drehungsmatrix2 ]

001 -2
100 1
Qit[181]= |5 ;| § 1)
000 1

Die Matrix Dr ehungsmat ri x2 dreht also den Punkx : y : z : 1). Der Punkt
(X,Y, 2 landet also nach dieser Drehung auf dem P@nRt+ z,1 + x,1 +y).

I n[ 182] : = Drehungsmatrix2 . {x, vy, z, 1}
Qut[182]= {-2+z,1+Xx,1+y, 1}






ANHANG A

Programme, die vorrechnen

Die Mathematica-File&saussDeno6. mund RowRed9. menthalten Mathematica-
Funktionen, die folgende Probleme mit Zwischenschrit@mechnen:

« Losen eines linearen Gleichungssyste@suss|[ A, b] ).

« Bestimmen einer Matrix in Zeilenstaffelform, die den ghea Zeilenraum
wie die eingegebene Matrix ha@gwEchel onFor n{ A] ).

Bestimmen einer Matrix in Zeilenstaffelnormalform, dienageichen Zeilen-
raum wie die eingegebene Matrix h&owEchel onNor nmal For n{ A] ).
Bestimmen der Determinante einer MatrDet er m nant enDeno[ A] ).

Die Programme kdnnen von Mathematica aus<wit GaussDenp6. mund

<< RowRed9. mgeladen werden.
Siesindauht t p: // ww. al gebra. uni -1inz. ac. at/ St udent s/
Mat hl nf / vl ws05/ Mat hemat i caPr ogr amme/ erhaltlich und werden den Stu-
dierenden ausschlie3lich fur die Nutzung im Rahmen desdsufdgebra zur Verfi-
gung gestellt.
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