KAPITEL 1

Geometrie in der Ebene und im Raum

1. Koordinaten
Wir beschreiben — nach einer Idee von René Descartes (15860} 4 jeden Punkt in

der Ebene durch ein Paar reeller Zahlen. Die Menge der PaelterrZahlen kirzen
wir mit R x R oderR? ab.

R xR :={(})Ix € R undy € R}.

Fur das Paa(r§) schreiben wir auclx, y). Aus der folgenden Skizze ist ersichtlich, wie
wir jeden Punkt durch ein Zahlenpaar (sekagtesischen Koordinat@meschreiben.

A

Y

2. Vektoren
Wo liegt der PunkC im Parallelogramm ABCD, dessen Puni&eB undD durch

A=(1)B=(2).D=(3)

gegeben sind?
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Y

Um vonA nachB zu kommen, missen wir 6 nach rechts und 1 nach oben gehen.

AB=(3)-(1)=(3)
Wenn wir vonD starten und um 6 nach rechts und 1 nach oben gehen, landeeiwir b
C.
C=D+AB=(3)+(%)=(2)
Wir bemerken, dass wir ein Paar reeller Zahlen, wie e(tﬁ\)averwenden, um zwei
verschiedene Dinge zu beschreiben:

« Den Punkt, der um 6 Langeneinheiten rechts und um 1 Langesieiiber
dem Punk(}) liegt.
- Den Weg Yekto) von (1) nach( ).

In Mathematica werden Vektoren als Listen dargestellt.

In[f1]:= a = {1, 1};
In[2]:= Db = {7, 2};
In[3]:=d = {3, 4};
Inf4]:=ab =b - a
Qut[4]= {6, 1}

In[5]:=¢c =d + ab
Qut[5]= {9, 5}
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3. Die Lange eines Vektors

Wir |6sen folgendes Beispiel:

Herr A geht von($) aus 1 Einheit in Richtung Stidosten. Wo landet
er?

“Richtung Suidosten” heiBt “in Richtun@?, ). Allerdings hat( %) die Langev2 ~
1.41421. Daher hat = \/% +(4) die Lange 1 und zeigt auch in Richtung Stidosten.
Herr Alandet also im PunkZ, den wir uns mit

ausrechnen.

Wir Uberlegen uns jetzt, wie lange der Vekig) ist. Das heif3t, wir wollen wissen,
wie lange in einem Dreieck, in dem die Seiten mit den Larngendb einen rechten
Winkel einschlie3en, die dem rechten Winkel gegeniibexhedg Seite ist. Vergessen
wir kurz unsere klassische Bildung, und zeichnen wir ein @aiamit Seitenlange
a+b.

a+b

a+b

Jetzt unterteilen wir jede der vier Quadratseiten in eirciSter Lange und ein Stiick
der Langeb.
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b a
b
a
' a
b
a © b
Wir verbinden die vier Teilungspunkte.
b a
b
a
a
b
a © b

Das innere jetzt eingezeichnete Viereck ist ein Quadras.Kdan man so begrinden:
wenn man die ganze Zeichnung unt @@gen den Uhrzeigersinn dreht, kommt das
innere Viereck auf sich selbst zu liegen: daher sind alleWmkel des inneren Vier-
ecks gleich grof3. In jedem Dreieck ist die Winkelsumme’180d daher ist in jedem
Viereck die Winkelsumme 360Also ist jeder Winkel des inneren Vierecks gleich
% = 90. Seix die Lange des Vektor$). Dann hat das innere Viereck die Flaoie

Jedes der vier rechtwinkeligen Dreiecke hat die FI@]e



4. TRIGONOMETRIE 5

b a

Flache= 2

Das innere Viereck und die vier rechtwinkeligen Dreieclgeben zusammen die Fla-
che des grofRen Quadrats mit der Seitenléangd, also gilt

X2 + 4%b = (a+b)2.

Das heif3t
X2 +2ab=a?+2ab+b?
also
X = a + 1.
Mit diesem Zusammenhang, dem Satz des Pythagoras (Py#sagom Samos, 6. Jh.
v. Chr), kénnen wir die Lange des Vektorg §) ausrechnen.

Wir kiirzen die Lange des Vekto(§) mit Il () Il ab. Es gilt dann
(&)l =+ a®+ b2

4. Trigonometrie

In der Trigonometriegeht es darum, wie man — rechnerisch — aus den gegebenen Sei-
tenlangen und Winkeln eines Dreiecks die restlichen Séibgren und Winkel bestim-

men kann. Wenn man etwa von einem Dreieck die Langen der diteirSkennt, dann

ist das Dreieck dadurch eindeutig bestimmt: die Winkel desidgks sind also durch

die Langen der drei Seiten festgelegt. (Wie konstruiert iamreieck, das durch die

drei Seitenlangen gegeben ist?) Ebenso ist ein Dreick dadugstimmt, dass man ei-

ne Seite und die beiden daran anliegenden Winkel kennt. Kénhstruiert man dieses
Dreieck?) Uns geht es jetzt darum, die fehlenden Seiteel&ngd Winkel auszurech-
nen. Dabei geht man so vor:
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(1) Man tabelliert den Zusammenhang zwischen den Seitgatinnd den Win-
keln flr rechtwinkelige Dreiecke. Dazu braucht man\dliekelfunktionersin
(Sinus) und cos (Cosinus).

(2) Man baut sich alle anderen Dreiecke aus rechtwinkeliyeiecken zusam-
men. Da dieses Zusammenbauen aber immer gleich funktipmacht man
es einmal fur alle Dreiecke. Man gewinnt so zwei Zusammegéawischen
Seitenlangen und Winkeln eines Dreiecks: darsinussatzind denSinus-
satz Diese beiden Satze reichen aus, um alle trigonometriser@rieme zu

[6sen.

4.1. Winkel. Winkel misst man nicht nur in Grad)( sondern auch ifRadiant
(rad). Dabei wird der Winkel durch die Lange des zugehdrigegens am Einheits-
kreis, dem Kreis mit Radius 1, angegeben.

(- a = Lange des Bogens

™\
A
(_

1 —)

Dabei entsprechen 18d@em Winkelr rad. Demzufolge ist’1= ;5 rad , und 1 rad~
57.2958.

4.2. Winkelfunktionen.
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Py = (Sniz20))

Si n(120’ \\(_

Wy

cog12¢) 1

Gegeben st ein Winked Der auf dem Kreis mit Mittelpunl(tg) und Radius 1 liegende

PunktP,hat dann die Koordinate( ?rf(‘)f)) ) Nach dem Satz des Pythagoras gilt fir jeden
Winkel x:

(sin(x))? + (cogx))? = 1.
In einem rechtwinkeligen Dreieck heil3t die dem rechten \WMirdegentberliegende

Seite auclHypotenusedie beiden dem rechten Winkel anliegenden Seiten hé{@en
theten

UBUNGSAUFGABEN1.1.

(1) Ein Kletterer kann Wande mit einer Neigung von maximdl B&steigen. Schafft er eine Pyramide mit einer qua-
dratischen Grundflache von 784 mnd einer Hohe von 40 m?

4.3. Zusammenhang zwischen Seitenl&dngen und Winkeln einBseiecks. Wir
sagen, dass drei Punkte éwneieckbilden, wenn sie nicht alle drei auf einer Geraden
liegen. In einem Dreieck bezeichnet man oft die Langen déesenit a, b, ¢, und
den der Seite mit Langa gegenuber liegenden Winkel mit den der den der Seite
mit Langeb gegentber liegenden Winkel nfif und den der den der Seite mit Lange
c gegenuber liegenden Winkel mit Die Seiten sind tblicherweigggen den Uhrzei-
gersinnmit a, b, ¢ beschriftet.
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C

Der Cosinussatz l6st folgendes Problem:

« Gegeben: Seitenlangen b eines Dreiecks und der eingeschlossene Winkel

V-
« Gesucht: Die fehlende Seitenlange

C

Wir betrachten zunéchst den Falk 90°, o < 90°. Wir zeichnen in ein solches Dreieck
die Hohe auB und erhalten aus dem Satz des Pythagoras:

¢® = (b—acogy))’ + (asiny))?,
also
= b? - 2abcogy) + a’(sin(y))? + a*(cogy))?

= b -2abcogy) + a®((sin(y))* + (cogy))?)
b? — 2abcogy) + 1a°
= a’+ b’ -2abcogy).

AEJAT CIRTEIRT ¥
I

FurdenFally <9

Q

unda > 90 zeichnen wir die Hohe ak und erhalten:

= (a-bcogy))* + (bsin(y))?

= a’-2bacogy) + b*(sin(y))? + b*(cogy))?
a® — 2bacogy) + b*((sin(y))* + (coxy))*)
= a’-2bacogy)+ 1b?

= a’+Db?-2abcogy).

Q. Q. Q. O O
(OIS ORI RS N}
Il

N
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Zuletzt betrachten wir den Fafl> 90°. Wir zeichnen in ein solches Dreieck die Hohe
aufB und erhalten:

= (b+acog180 - y))? + (asin(180 — y))?
= (b—acogy)? + (asiny))?

= b? - 2abcogy) + a%(sin(y))? + a?(cogy))?
= b?—2abcogy) + & ((sin(y))* + (cogy))?)
= b?-2abcogy) + 1a°

= a’+b?-2abcogy).

Insgesamt haben wir folgenden Satz bewiesen:

PBXYXYRXYRDYR

SATz 1.2 (Cosinussatz)Wir bezeichnen die Ladngen der Seiten eines Dreiecks mit a,
b, ¢, und wir bezeichnen den der Seite mit L&nge ¢ gegenidpamiden Winkel mijt.
Dann gilt

¢® = a? + b?> — 2abcogy).

Man findet mit dem Cosinussagzwenna, bundc gegeben sind. Zu jedeye [-1, 1]
gibt es genau eir € [0, 7], sodass cdg) =Y.

4.4. Der Sinussatz.Der Sinussatz I6st folgendes Problem.

« Gegebena, 3, a
« Gesuchtb.

A

Wir betrachten das rechtwinklige DreiedleC und erhalten
h = bsin(a).
Mit dem DreieckFBC finden wir
h = asin(g).
Es gilt alsobsin(@) = asin(B). Sowohl siria) also auch sig8) sind ungleich 0, da in

einem Dreieck kein WinkelOoder 180 sein kann. (Wir haben Dreiecke so definiert,
dass die drei Punkte nicht auf einer Geraden liegen). Ealgit

a b
sin@)  sin@B)’
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Wenn man die gleiche Uberlegung mit der Hohe aufacht, erhalt ma@ibm = Sir;y).

SaTz 1.3 (Sinussatz)Wir bezeichnen die Langen der Seiten eines Dreiecks mit a, b,
c, den der Seite mit Ladnge a gegeniber liegenden Winket,rdin der den der Seite
mit Lange b gegentiber liegenden Winkel gpitnd den der den der Seite mit Lange c
gegenuber liegenden Winkel mitSei d der Durchmesser des Umkreises des Dreiecks.
Dann qilt:

a b ¢ _
sine sing siny

Wir Uberlegen uns jetzt, wie man Sinus- und Cosinussatzthenkann, um die feh-
lenden Winkel und Seitenlangen eines Dreiecks zu berechneten Dreiecken der
folgenden Beispiele bezeichnen wir die Langen der Seitéa,mj ¢, und wir bezeich-
nen den der Seite mit LAngegegeniber liegenden Winkel mit den der Seite mit
Langeb gegentber liegenden Winkel nfif und den der Seite mit Langsgegenuber
liegenden Winkel mity. Die Seiten seien dabgiegen den Uhrzeigersimmit a, b, ¢
beschriftet.

(1) Es sind die Seitenléangen a, b, ¢ gegebEs:gibt so ein Dreieck, wena <
b+ c,b<a+c, undc <a+b. Der Winkela ist dann durch

a’=b’+c-2bccoqa)

eindeutig bestimmt.

(2) Essind eine Seitenlange und zwei Winkel gegebardie Winkelsumme 180
ist, kennt man tats&chlich alle drei Winkel. Sind atse,, undg gegeben, so
gibt es so ein Dreieck, wena+ 8 < 7. Man berechney = 7 — « — 8, und
danna undb mithilfe des Sinussatzes.

(3) Es sind zwei Seitenlangen und der eingeschlossene WirgedbgeEs sind
also zum Beispieb, ¢, unda gegeben. Wenb und c positive reelle Zahlen
sind, und O< a < x gilt, so gibt es sicher ein solches Dreieck. Man berechnet
danna mithilfe des Cosinussatzes; dann kennt man alle drei Séitgan und
kann mit dem Cosinussatz die verbleibenden Winkel ausesthn

(4) Es sind zwei Seitenlangen gegeben, und ein Winkel, deraechton diesen
Seiten eingeschlossene Winkel i$:sind also zum Beispie] @ unda gege-
ben. In diesem Fall kann es sein, dass es gar kein, genauerigeadau zwei
Dreiecke mit dem vorgegebenenr unda gibt. Es gibt mehrere Falle:

(a) Es gilta < 90':
(i) Es gilt a = c: Es gibt genau ein Dreieck. Wir erhalténals die
einzige positive Losung von

c® + x> —2cxcoga) = a.

Es gilt also

b = ccoga) + \/(c coga))? + a® - 2.
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(i) Esgiltcsin(e) < a < c: Es gibt genau zwei Dreiecke. Wir erhalten
die beiden Méglichkeiten fiip als die Lésungen der Gleichung

c® + x> - 2cxcoga) = @,
also

b,, = ccoga) + \/ a? — (csin(a))>.
(i) Esgilta= csin(a): Es gibt genau ein Dreieck. Wir erhaltgn= 7
undb = ccoga).
(iv) Esgilta < csin(a): Es gibt kein Dreieck.
(b) Es gilta = 90:
() Es gilta > c: Es gibt genau ein Dreieck, und
b? = a? - ¢
nach dem Satz des Pythagoras.
(i) Esgilta< c: Es gibt kein Dreieck.
(c) Esqgilta > 90':
() Es gilt a > c: Es gibt ein Dreieck. Die Langb ist die einzige
positive Losung von
c® + X? — 2cxcoqa) = a2,
also

b= ccoga) + \/(c coga))® + a® - 2.

(i) Es gilt a = c: Es gibt kein Dreieck. Tuckischerweise kann die
Gleichung

c® + x> —2cxcoqa) = &
trotzdem positive Losungen haben.

UBUNGSAUFGABEN1.4.

Wir bezeichnen die Léangen der Seiten eines Dreiecksanti c, und wir bezeichnen den der Seite mit Larygegenuber
liegenden Winkel mit, den der Seite mit Langegegeniber liegenden Winkel nfit und den der Seite mit Langegegeniber
liegenden Winkel mity. (Die Seiten seien dabgegen den Uhrzeigersimmit a, b, ¢ beschriftet.)

(1) Berechnen Sie sip) furr ein Dreieck mitc = 10,b = 1—g,ﬁ = 30°. Das Dreieck ist mit diesen drei Bestimmungs-
stiickenc, b,8 noch nicht eindeutig festgelegt. Warum nicht?
(2) Wie groR3 kantb in einem Dreieck mitr =45’,c=1,a= %3 sein? (Gibt es mehr als eine Lésung?)
(3) Geben Sie eine Wahl vanan, sodass es genau ein Dreieck mit den Bestimmungsstickett’, ¢ = 1, und Ihrem
gewahltera gibt!
(4) Von einem DreiecABC haben Sie folgende InformatioAB = 10 cm, der Winkelr zwischenAB und AC ist 30,
BC= 1—2 cm.
(a) Stellen Sie diese Daten in einer Skizze dar.
(b) Welchen Winkel schlie3e@B undCA ein? Gibt es mehr als eine Losung?
Berechnen Sie in den folgenden Beispielen jeweils die rmogegebenen Seitenlangen und Winkel.
B5) (@ c=4b=51a=3.
(b) c=4,b=5,a=10.
6) (@ c=5b=3,a=7.
(b) Gibt es fiir jede Wahl vor > 0,b > 0,a mit 0 < a < & ein Dreieck mit den gewahlten Bestimmungs-
stiicken?
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(7) (@ c=5b=10,3=%.

(b) c=5,b=3,8=3%.
® @c=5b=3p=%.
(b) c=5,b=2,8=3%.
9 (ac=5b=38= %’;
(b) c=5,b=10,8= @”
(c) c=4,b=54=
(10) Fassen Sie lhre Beobachtungen aus den letzten Beisgigkammen: Unter welchen Voraussetzungen, &ng
gibt es

(a) gar kein Dreieck
(b) genau ein Dreieck
(c) genau zwei Dreiecke
(d) mehr als zwei Dreiecke
mit den Bestimmungsstucken> 0,b > 0,8 €]0, n[?
(11) (@c=5a=%,p5=
(b) c=5a=% 8=
) c=5a=%p=
(12) Fassen Sie lhre Beobachtung aus dem letzten Beispi@hmaen: Unter welchen Voraussetzungew,an 8 gibt es
(a) gar kein Dreieck
(b) genau ein Dreieck
(c) genau zwei Dreiecke
(d) mehr als zwei Dreiecke
mit den Bestimmungsstuckenea, 8?

(13) Bestimmen Sié fir alle Dreiecke mit = 4,a = 60°, a= V13.

(14) Bestimmen Sie eia, sodass es kein Dreieck nuit= 4, @ = 60° und lhrem gewahltea gibt.

(15) Bestimmen Sie eia, sodass egenau eirDreieck mitc = 4, @ = 60° und Ihrem gewéahlten gibt.

(16) Bestimmen Sie fir alle Dreiecke mia=2,8=45,b= %.

(17) Bestimmen Sie eib, sodass es kein Dreieck nait= 2, 8 = 45" und Ihrem gewahlteb gibt.

(18) Bestimmen Sie eib, sodass egenau eirDreieck mita = 2,8 = 45’ und Ihrem gewa&hlteb gibt.

(19) Sie mochten die Entfernung eines PuniBean einem Ufer eines Flusses zu einem Pihkuf der anderen Seite
des Flusses bestimmen. Dazu gehen Sie folgendermaflenievaneSsen an Ihrem Flussufer die Strecke Bau
einem weiteren Puni& ab. Diese Strecke ist 500 m lang. Der Winkel zwisciB&und BA ist 60°, der Winkel
zwischenABundACist 30.

(a) Stellen Sie diese Daten in einer Skizze dar.

(b) Wie lang ist die StreckBC?

(c) Um die Breite des Flusses zu bestimmen, wollen Sie wjsseEnweitC von der Strecké\B entfernt liegt.
Bestimmen Sie dazu den Normalabstand €aauf die Gerade durch undB.

(20) Sie glauben dem italienischen Tourismusverband niodtwollen selbst herausfinden, wie schief der Turm von
Pisa ist. Dazu entfernen Sie sich in Neigerichtung des T@@ngeter vom FuBpunkt des Turms und blicken (vom
Boden aus, damit Sie es spéater beim Rechnen einfacher halref)rmspitze, wleche nun unter einem Winkel
erscheint. Sie stellen fest, dasgjenau 4712 53" betrégt, und dass der Turm 45 m lang ist. Um wieviel Grad ist
der Turm gegen die Vertikale geneigt?

(21) Sie mochten die Entfernung eines Puni&en einem Ufer eines Flusses zu einem P@kuf der anderen Seite
bestimmen. Dazu kénnen Sie folgendermaRen vorgehen: M&sean lhrem Flussufer die Streckezu einem
PunktC ab, und bestimmen Sie dann mit Hilfe eines Kompasses denalinkwischen der Streck&B und AC,
sowie den Winkely zwischenAC undCB. Was ergibt sich fiir die EntfernungB bei AC = 27.5 m unda = 73,
v=657

(22) Sie verlassen eine gerade Stralie, die die beiden Ortel B werbindet, 20 km bevor Sie B erreichen und gehen
geradeaus, bis es Ihnen nach 10 km keinen Spa3 mehr machtdidren Sie sich um S®ach rechts und erblicken
nun den Ort B gerade vor sich. Wie weit miissen Sie jetzt noctderm, um nach B zu gelangen, wenn Sie jetzt den
geraden Weg nach B einschagen?

M\N BlN o™

5. Der Winkel zwischen zwei Vektoren

Wir berechnen den Winkel, den die Vektoran= (%) undb = (E;) miteinander
einschlieRen. Dazu nehmen wir an, dass keiner der beidanigekder Nullvektor ist.
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Fur den eingeschlossenen Winkegilt nach dem Cosinussatz:
AN + lblI? — 2 llall lIbll coge) = lIb— all?.

Diese Formel kbnnen wir vereinfachen:
2lalliblicoty) = llb—al? — lai? + libi

2lallllblicosp) = a+a2+b2 + b2 — (b, —a)? - (b, — a,)?
2lallblcogy) = a+a2+ 0% +b2— (b} +2a.b, +ad) - (2 +2a,b,+ad)
2lalllbli cogp) = 2a,b, +2a,b,
lalliblicogy) = a b, +a,h,.
Wir erhalten a,b, +a,b
1™ 2
T

Die Zahla, b, + a,b, bezeichnet man als d&kalarprodukivon & und b, und man
kiirzt es mit(a, by ab.

@by =((&),(%)=a,b+a b,
Die Winkelformel heif3t jetzt:

_ @b
0¢) = lall - il

AulBerdem gilt flr jeden Vektai
(3,3 = (llalh)?.

In[6]:= {3, 4}.{-5, 2}

Qut[6]= -7
In[7]:= Laenge [v_] := Sgrt [V.V]
In[8]:= Laenge [{2, 3}]

V13

Qut [ 8]
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Die Vektorena undb stehen aufeinander normatenn(a, by = 0. Damit erhalt man,
dass (wenri§) # (§)) der Vektor(§) mit den Vektorer( 5 ) und(?) einen rechten
Winkel einschliel3t.

UBUNGSAUFGABEN 1.5.

(1) Von einem gleichschenkeligen Dreieck sind zwei Bagisankte( 22) und( ;) bekannt. Ergénzen Sie diese Punkte
mit einer Spitze, sodal’ das entstehende Dreieck die Hohenﬁthle viele verschiedene Lésungen gibt es? (Sie
brauchen nur eine wirklich auszurechnen.)

(2) Berechnen Sie den Cosinus des Winkels zwischamdy fur x = (3), y = ( §).

(3) Berechnen Sie jeweils den Winkel zwischen folgendeddreMektoren. Geben Sie die Ergebnisse in Grad und in

Radiant an'!

@ a=(3).b=(7).
(b) a=(3).b=(%)
(©) a=(3).b=(3)-
(d) a=(3).b=(73)

(4) Zeigen Sie, dass das Skalarproduktififolgende Eigenschaften erfiillt:
(a) (a+b,a+hy=(a,a+2@a,b +(b,b.
(b) (a+b,a—hb)=<a,a —(b,b.
(5) Verwenden Sie das Skalarprodukt, um folgenden geosebgn Satz zu beweisen.
In einem Parallelogramm mit Seitenlangerb, und Diagonalenlangeg f gilt:

2@% + %) = € + f2.

6. Geraden in der Ebene

Wir Uberlegen uns, wie man Geraden in der Ebene beschredren k

6.1. Geraden, die durch einen Punkt und eine Richtung gegehesind.

\

2

P=(3).7=(7).
Die Geradeyist die Menge aller Punkte, die man erreicht, indem manRein Stick
in Richtungr geht.

g={P+A-Fl1 R}
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Lies: “g ist gleich der Menge aller Punkte + A malt, wobeiA eine reelle Zahl ist.”
Mit den Zahlen farP undr:

g=1{(3)+2-(F)IreR),
oder, anders geschrieben,
g=1{(33)I11 eR}.
Man kanng auch so schreiben:
g={(y) e R?| esgibtr € R, sodasgy)=(3)+1-(3)).

Lies: “g ist gleich der Menge aller Punk(é) in R hoch 2, fur die es eil in den

reellen Zahlen gibt, sodag$) gleich (%) + A mal (?) ist.” Diese Darstellung von
g durch Punkt und Richtungsvektoheil3t Parameterdarstellung der Gerade Blan
schreibt oft kurz:

oder

g: X=(3)+1-(F)
Wir Gberprifen, ob der Punl€t54) auf der Geradenq liegt. Er liegt aufg, falls es eine
reelle Zahl gibt, sodas$+#) gleich() + A - () ist. Wir suchen also eih € R, das

die Gleichungen
—4=2-31 |
5=3+11 Il

erflllt. Aus der Gleichung | erhalten wir= 2; da auch 5= 3+ 1- 2 gilt, istA = 2 eine
Losung des Gleichungssystems. Daher liegt der P(ug‘f&taufg; wir schreiben dafir

(¥ eo

6.2. Geraden, die durch eine Gleichung gegeben sindVir haben im letzten
Beispiel Uberpruft, ob ein Punkt auf einer Geraden liegtbéavar die Gerade in
Parameterform gegeben. Zur Uberpriifung war es notweretitgdstellen, ob es einen
Wert flr den Parametergibt, der uns genau den getesteten Punkt liefert. Wir masste
also fur jeden Punkt ein Gleichungssystem (mit zwei Glengfan und einer Variable)
l6sen.

Wir testen nun wieder, of) auf der Geradeg liegt, die durch
g: X =(3)+1-(7)

gegeben ist.
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\

Anstatt zu fragen, oby ) aufgliegt, fragen wir, ol{J) - (3) normal auff steht. Das ist
namlich genau fir die Punk(é) aufgder Fall. Zunachst finden wir den VektorAuf

den Vektor(§) stehtimmer der Vektdr?) normal, denn das Skalarprodyk), (2))
ergibt—ab+ ab= 0. Also finden wirn durch

A= (:%)
Nun Uberprifen wir, o} ) — () normal auf( -3 ) steht. Das gilt genau dann, wenn

() () =0
Wir rechnen das Skalarprodukt aus und erhalten
-X—-3y+11=0.

Ein Punkt(ﬁ) liegt also genau dann auf der Geraden, wern 3y + 11 = 0 ist. Wir
konnen also jetzt viel einfacher Gberpriifen, ob ein Punktlau Geradery liegt. Wir
berechnen-x—3y+ 11. Ist das 0, so liegt der Punkt auf der Geraden, und sorfst nic
AuRRerdem koénnen wir die Gerade jetzt kiirzer angeben durch

g={(}) e R?*| -x-3y=-11

(lies: “g ist gleich der Menge alle(r§) in R hoch 2, fur die-x — 3y gleich—11 ist.”)
Das kiirzt man auch zu

g: x-3y=-11
ab.—x - 3y = -11 hei3tGleichungder Geraden, diese Darstellung der Geradem-
chungsfornoderimplizite Darstellungler Geraden.

6.3. Verwandlung zwischen Gleichungs- und Parameterform.

6.3.1. Verwandlung von parametrisierter in implizite Darstelturiwir verwan-
delng: X =(3)+1-(5)ing: -x- 3y = —11 so, wie das in obigem Beispiel erklart
worden ist.
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6.3.2. Verwandlung von impliziter in parametrisierte Forrvir verwandelng :
5x — 2y = 1 in parametrisierte Form. Dazu setzen wit= t und rechnen uns aus
diesemy dasx aus. Wir erhalten = £ + 2t. Somit st fiir jede$ € R der Punk{ 5*5)
ein Geradenpunkt. Die Gerade hat also die parametrisientst&lung

0:x = (3)+t-(3)
Eine andere Darstellung derselben Geraden ist

g:X::(é)+t-(§)
oder
g: X =(3)+t- (&)
Spezialfall: Wir verwandelig : y = —1 in Parameterform. Dazu setzen wir=t, und

rechnen uns dann dgsaus. Das ist aber immerl. Fir jedeg € R ist also( _‘1) ein
Geradenpunkt. Die Gerade hat die parametrisierte Daratgll

g: X =(9)+t-(3)

UBUNGSAUFGABEN 1.6.

(1) Geben Sie die Gerade durch die Pur{und( 3,) in Parameterform und in impliziter Form an!
(2) Bestimmen Sie jeweils eine Parameterform (= Punkt-Rinjs-Form) folgender Geraden.

(a) 3x+4y=17.

(b) x=1.

() y=-4
(3) Bestimmen Sie eine Gleichung, deren Lésungsmenge dadée

— (-3 -
X=(¢)+2(3)
ist.
(4) Bestimmen Sie die implizite Darstellung jener Geradte parallel zur Geradegmit

g:X=(3)+t:(3)
sind und von dieser Abstand 10 haben.
(5) Ein Radfahrer startet im Punf§) und fahrt auf den PunKt§) zu. Ein FuBganger startet im Purfkt,) und geht
auf den Punk( 140) zu. In welchem Punkt schneiden sich die Wege der beiden?
(6) Ein Radfahrer im Punkt$) und ein FuBganger im Punkt ) bewegen sich aufeinander zu, der Radfahrer mit 20
km/h, der FuRgénger mit 5 km/h. Wann und wo treffen die be@erander?
(7) Vom QuadralABCD haben wir folgende Angaben:
< A=(3).
« Bliegt auf der Geraden
g X =(3)+A-(3)
« Die Seitenlange des Quadrats ist 10.
« Die Eckpunkte sind gegen den Uhrzeigersinn AiB, C, D beschriftet.
Berechnen Sie die Koordinaten des Eckpunkies
(8) Vom QuadralABCD haben wir folgende Angaben:
* A=(3):
« Bliegt auf der Geraden
g i X = (3)+1-(3,)
- Die Seitenlange des Quadrats ist 15.
« Die Eckpunkte sind gegen den Uhrzeigersinn AiB, C, D beschriftet.
Berechnen Sie die Koordinaten des Eckpunkies
(9) Zeigen Sie, dass sich die Schwerlinien des DreiddBE mit A = (72), B = (3) undC = () in einem Punkt
schneiden, und berechnen Sie diesen Schnittpunkt.
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(10) Berechnen Sie den Umkreismittelputtkt= (i} ) des DreiecksABCmit A = (=2), B = ($) undC = (), indem
Sie die Bedingung, dads gleich weit vonA, B und C entfernt ist, in Gleichungen in den Variablen und u,
umwandeln. Verwenden Sie zur Lésung der auftretenden @legen den Mathematica-Befetblve.

(11) Bestimmen Sie die implizite Darstellung jener Geradta parallel zur Geradegmit

9:X=(§)+t-(%)

sind, und von dieser Abstand 10 haben.
(12) Berechnen Sie den Durchschnitt der Gerddand j, wobei

hiX=(3)+t-(2)
und
j:10x—4y=0.
(13) Bestimmen Sie die Schnittmenge der Geraden
g X=(§)+t-(F)

und
O, : 2X+4y =22

(14) Bestimmen Sie den Cosinus des Schnittwinkels der @arad
g X=(g)+t-(3)

und
g,:12x-5y=22

7. Vektoren imR"

Bisher haben wir uns auf die Geometrie in der Ebene beschranklog kann man
den Raum mit Tripeln reeller Zahlen, also mit ElementenRij&oordinatisieren. Die
Konvention ist es, die Richtungen der Koordinatenachsernmfiolgenden Skizzen zu
wahlen:

y

oder
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Halt man Daumen, Zeigefinger und Mittelfinger der rechtendHsm, dass sie paar-
weise im rechten Winkel aufeinander stehen, dann zeigejewsls in die Richtung
der positiverx-Achse,y-Achse undz-Achse.

Wir definieren die Operationen, die iR¥ hilfreich waren, allgemein fur

R" := {(X1)|x1,...,><n e R},

wobein eine beliebige natirliche Zahl ist.

R ay o by . . _
DEFINITION 1.7. Seiera = (aen),b: ( : )ln R". Wir definieren:

n

N a;+by
(1) a+b:= (anibn)'
Aay
(2) A& := (A‘;n) fur X € R.

(3) (@,by:=a,-b, + --- + a - b, (Skalarprodukt).

(4) 11all := y/{(a,ay (Lange). R
(5) Der Winkely zwischena undb ist gegeben durch

@b
coste) = lall - il

7.1. Das Kreuzprodukt inR3. Wir beginnen mit einer vorerst unmotivierten De-
finition und zeigen dann einige ihrer nitzliche Eigensaaft

DEFINITION 1.8. Der Vektor
a b, a;bs—agh,
( a, ) X ( b, ) = ( —(abz—agby) )
bs a,b,-ayb;

a b
ist dasKreuzprodukt/on(gi) und(bi) inR3,
3

by

Fura= (gg) undb = (E;) in R3 gilt:

3

(1) ax bist normal aufa und aufb.

Beweis: Es gilt
(@axb,a) = (a,b, - ab,)a, - (ab, — a;b)a, + (a,b, — a,b,)a, = 0.

(2) Ila x bll ist die Flache des Parallelogramms, das von den Vektanend b
aufgespannt wird.

Beweis:
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a
Wir erhalten fur die Hohé aufa
h = 11bll sin()

und fur den Flacheninhalt
F =12l - h = l1all - 1ol siny).

Somit gilt

A2 - IBII(sin(p))?,

112 - 1IbIIA(1 — (cogy))d),
a2 - 1oli? - (&, by

F2

. ary L. by oo R
Einsetzen vorﬁgz) fura und( Ez) fur b ergibt jetzt
8 3

F2 = lax b2
Durch diese beiden Bedingungen an Richtung und Lange istakorax b fast schon
eindeutig bestimmt. Zusatzlich gilt: Zeigt der Daumen dmhten Hand in Richtung

a, der Zeigefinger in Richtunﬁ, und ist der Mittelfinger normal aud und b, dann
zeigt er in die Richtung voa x b.

In[9]:= Kreuzprodukt [{al_, a2_, a3_}, {bl , b2 , b3 }] :=

{a2 * b3 -a3 » b2, -(alxb3-a3xbl), alxb2-a2xbl}
I n[10]:
Qut[10]

Kreuzprodukt [{1, -2, 3}, {0, 2, -1}]
(-4, 1, 2}

8. Geraden und Ebenen im Raum

8.1. Parameterdarstellung einer Geraden.Genau wie inR? lasst sich eine Ge-
rade imR?3 durch eine Parameterdarstellung mit einem Punkt und einieltuRgs-
vektor angeben. Zum Beispiel,

o:(1)=(3) 1. (1)
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/
P

8.2. Parameterdarstellung einer Ebene Wie kann man die Ebene beschrei-
ben, die die drei Punkte = (%l) Q= (g) undR = (‘2‘4) enthalt?

Die Ebenee ist die Menge aller Punkte, die man erreicht, indem man etwePvaus
ein Stuck in Richtung auf den Pung®und ein Stiick in Richtung auf den PuriRizu
geht.

e:{P+A-P_\Q+/1'I5\R|A’ﬂER}’
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das heisst, die Punkte der Ebene sind von der Form

s (i) = ()2 (2)n ()

Eine Ebene lasst sich also durch einen Punkt und 2 Richtekgsen beschreiben.

8.3. Implizite Darstellung einer Ebene. Es seie die Ebene durch den Punkt
(—jl), die normal auf den Vekton = ( 3 ) ist. Wir nennenmih den Normalvektor von

Die Ebenesist die Menge aller Punkt(e)zf), sodass der Vektc(r)yz() - (—il) normal aufn

ist, also
X 2 N
(0)-(3)m-o
Einsetzen der Werte ergibt dimplizite Darstellung der Ebene
e= {(g) e R3|x+3y—2z=-9}.

Ein Normalvektor vore lasst sich direkt aus den Koeffizienten der Ebenengleichung
ablesen.

8.3.1. Verwandlung von Parameterdarstellung in implizite Dalisteg. Wir ver-

wandeln
X 2 1 2
e (1) =(5) 4 (3) +m-(3)
in implizite Form Dazu suchen wir zuerst einen Vekiipder auf beide Richtungsvek-

toren der Ebene normal ist. Dannisauf die ganze Ebene normal. Wir beschreiben 2
Maglichkeiten einen solchen Normalvektor zu finden:

(1) Wir suchem = (Ei) so, dass
3

1

(3}
(o

Das heisst, wir missen das lineare Gleichungssystem

O und

0.

n-n,+3n; = 0
2n,-n,-3n; = 0
l6sen. Klarerweise ist, = n, = n; = 0 eine Losung, aber wir wollen einen
Vektor n, der nicht der Nullvektor ist. Wie man alle Losungen einagdiren

Gleichungssystems findet, werden wir im nachsten Kapitetise
(2) Alternativ finden wim auch als Kreuzprodukt der beiden Richtungsvektoren.

o= (3)x(3)- (2
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Der Vektorn ist normal auf die Ebene. Ein Pur(l«zt) liegt also genau dann i wenn

der Vektor(g) - (_% ) normal aufi ist. Wir berechnen
()-(3hm=o0

6x + 9y +z= 38
Somit hat die Ebene die implizite Darstellung

e= {(g) e R3|6x+ 9y +z=38).

und erhalten

8.3.2. Verwandlung von impliziter Darstellung in Parameterdatking. Wir ver-
wandelne : x + 3y — 2z = -9 in parametrisierte Form. Wir beschreiben die L6sungs-
menge der Gleichung, indem war= u undy = A setzen und dankx durchA und u

ausdrucken. Wir erhalten = -9 — 31 + 2u. Somit liegt fir alle Werte\,u € R der
-9-31
Punkt( A +2ﬂ) in der Ebene. Die Ebene hat also die parametrisierte Dans¢el

e (el

8.4. Implizite Darstellung einer Geraden. Offenbar kann man eine Gerade im
Raum nicht durch eine einzige lineare Gleichung,y, zbeschreiben. Solche Glei-
chungen beschreiben ndmlich Ebenen im Raum. Jede Geraderkamaber implizit
als Schnitt zweier Ebenen, d.h., als Losungsmenge von areneGleichungen be-
schreiben. Beispielsweise ist

g:{(g)eR3|2x—y+3z: 1, x+ 4y —2z=3}.

die Gerade, die sowohl in der Ebene mit der Gleichuxng £ + 3z = 1 als auch in der
Ebene mit der Gleichung+ 4y — 2z = 3 liegt.

Zwei Ebenen im Raum, die nicht parallel sind, schneidenisicher in einer Geraden.
Parallele Ebenen erkennt man daran, dass ihre Normalegkiordieselbe Richtung
zeigen. Also sind etwax?- y + 3z = 1 und-4x + 2y — 6z = 3 parallel.

8.4.1. Verwandlung von Parameterdarstellung in implizite Dalisteg. Wir ver-

wandeln y , .
9: (¥) - (—31) A (_31)
in implizite Form. Dazu suchen wir 2 Ebenen, die die Geradéaten. Liegtg in

einer Ebene mit Normalvektar, dann isth normal auf den Richtungsvektéél) der
Geraden. Zusatzlich liegt der Pur(k_%l) in der Ebene.

Auf einen Vektor(g) sind beispielsweis(a—za), (_Sa) und (_(c)b) normal. Wir wahlen

n, = (%) undn, = (_31) als Vektoren, die im rechten Winkel a(:él) stehen. Damit
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liegtgin den Ebenen durch den Purék?t ) die normal auf, bzw.n, sind. Die Gerade
ist also der Durchschnitt der beiden Ebenen

e: X+y=5 und
e: 3X-z=T7.
Wir haben
o 3
0=1(}) eR3Ix+y=53-2=7.

8.4.2. Verwandlung von impliziter Darstellung in Parameterdatking. Um eine
Parameterdarstellung von

g= {(g) eR3|2x-y+3z=1,x+4y-2z= 3}
zu erhalten, I16sen wir das lineare Gleichungssystem
2X-y+3z = 1,
X+ 4y -2z 3.
Eine Methode dafur werden wir im Kapitel 3 vorstellen.



