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Analyse linearer Abbildungen






KAPITEL 12

Determinanten

1. Volumen eines Parallelepipeds

— 7 —

SeiA = (_232_) eine reellem x m-Matrix. Dasvon den Zeilen von A aufgespannte

Parallelepipedst die Teilmenge

D A7 1 Ay, 4, € 10,1])
i=1

von R™. Wir versuchen jetzt, das Volumen dieses Parallelepipedmessen, und
schreiberD(z,, z,, ..., z,) fUr dieses Volumen.

Ohne den Begriff Volumen ifR™ definiert zu haben, kbnnte man vermuten, dass eine
FunktionD : R™"xR™x---xR™ - R, die dieses Volumen misst, folgende Eigenschaf-
ten hat. Da wir die Eigenschaften nicht nur fi&rbenétigen, formulieren wir diese
Eigenschaften fur einen kommutativen Ring mit B ist dann eine Funktion von
KMx ... x K™ nachK.

(D1) Furallez,...,z,ye K™, «, € Kundi € {1, ..., m} gilt

D(z,....Z_;,axz +BxY,Z,4,...,Z,)
=aD@,...2.1, %, %4, .- Zy)
+BD(Zy, .02 1, Yy 2y 2
Eine FunktionD, die diese Eigenschaft besitzt, nennen nvirltilinear.

(D2) Furallez, ..., z,gilt: wennes, j € {1,2,..., m}gibt, sodass # j undz = z,,
so gilt
D(z,...,z,) = 0.
Eine FunktionD, die diese Eigenschaft besitzt, nennen aliernierend
(D3) Fur die Einheitsvektores,, ..., g, im K™ gilt
D(e,,....6) =1
SATz 12.1. Sei K ein kommutativer Ring nfif sei me N, sei D: (K™™ - K eine
Abbildung, die (D1), (D2) und (D3) erfiillt, seien,z..,z, € K™, @ € K, und seien
I, €{1,...,mmiti+ j. Dann gilt
(1) Dz, ... 24, @xZ +Z, Z,,....%,) =D(z, ..., 7).
159



160 12. DETERMINANTEN
(2) Wenni < j, sogilt
D(z,...,Z_,, Z, Z,y,--, 2y, %, J+l,...,zm):—D(zl,...,;n).
Beweis:

(1) Wegen der Multilinearitat vob gilt D(z,, ..., Z,_j, @ * Z + 2,24, ..., %) =
aD(z,....74, 4, Z,4,...,2,) + D(7, .. zm) DaD alternierend |st ist der
erste Summand gleich O.

(2) DaD alternierend ist, gilt

D(z,...,Z_,, Z+Z, Z,y,..,Z_y, Z+Z, zj+l,...,zm):
Wegen der Multlinearitat gilt also

0=D2,.. 210 % Zygseon Gy ZoZgseenn )
+D@, 030, 2y Zia Gy 2520000 By)
+D(Z,...2.4, Zy Zyq0-0 200 2y Zj4gs -0 Gy)
+D(Z,..02.0, s Zygy -2y 20250000 Gy)
=0+D@, .02 05 Fs Zia 02y G Zy)
+D(z,,....7Z_,, Z, Z,y,--, 2y, 3, zj+l,...,;n)+0.

2. Permutationen

DEFINITION 12.2. SeX eine Mengen € N. EinePermutation von Xst eine bijektive
Abbildung vonX nachX. Die Menge aller Bijektionen auf kiirzt man auch mig,,
die Menge aller Bijektionen aytL, ..., m} mit S, ab.

Permutationen vofd, ..., m} kann man durch die Wertetabelle angeben. So beschreibt
(1 23456 7)
3246715
die Abbildungf = {(1,3),(2,2),...,(7,5)};es giltalsof (1) = 3, ..., f(7) =
1

DEFINITION 12.3 (Signatur). Sef : {1,2,...,m} - {1,2,..., m} eine bijektive Abbil-
dung. Wir definieren di&ignaturvon f durch

sgnf) := f(l%j(”

(i DetkDeld. .. mx(L,...m) | k<l)

SATZ 12.4. Sei me N, und seien f, & §,. Sei k die Anzahl der Elemente der Menge
(G, ) efLl2,...m? | i<jund f@i)> f(j)

Dann qilt:

(1) sgrif) = (-1~
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(2) sarif o g) = sgn(f) - sgnQ).
(3) sgnid) = 1.
(4) sgrif~1) = sgn(f).

[ fo-fo

(,)ell,...,m?

'|—[ .

(,)e(d,....m?
i<j

Beweis:(1) sgn(f) =

[ fo-fD

(,)e(d,....m?
i<j

-1

161

. FUr den Zahler dieses Produkts gilt:

f(j) - f@))- (D~

fh-fd)-( []

(,)ell,..., m?
i<j und f()>f (j)

(i,)e(l,....m?
i<j und f(i)<f(j)

Wir behaupten nun, dass dieses Produkt gléich¥ l_[ (s—1t)ist. Seiena, b

(s,He(l,...,m?
s<t

so, dasd(a) = sund f(b) = t. Wenna < b, so tritt der Faktos — t im ersten Produkt
auf, wennb < a, so tritt der Faktos — t im zweiten Produkt auf. (2) Es gilt

[T fein-fain

(,)eld,...,m?

i<j
M-

(12.1) sgufeg =

(i,j)e{'l,....,m}z
i<j
[ foeiv-fain ] ob-ai
(.)e1,....m? (,)efd,...,m?
i<j i<j
[ gb-ai [ i-i
(i,)ell,..., m? (i,)ell,..., m?
i<j i<j
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Fir den ersten Bruch in der rechten Seite von (12.1) gilt

l—[ f(g) - f(i)

N o) — o))
(I,j)e{-l,‘...,m}z
i<j
_ B HCOERICIDN m f(g) - f(a()))
: a) — o)) y ai) - o(j)
(,)eld,...,m? (,)eld,...,m?
i<j undg(i)<g(j) i<j undg(i)>g(j)
_ B HCOERICIDN m f(a())) - fa)
: ai) — o)) y a(j) — o)
(,)eld,...,m? (,)eld,...,m?
i<j undg(i)<g(j) i<j undg()>g(j)
3 f(s) - f(t)
=[] ey = s9rh).

(s.hefd,...,m?
s<t
Der zweite Bruch in der rechten Seite von (12.1) ist(ggr(3) folgt unmittelbar aus
der Definition der Signatur. (4) sgft!) - sgn(f) = sgn(f 1o f) = sgnid) = 1.m

DEFINITION 12.5 (Zyklen). Seien,,i,, ..., i, paarweise verschiedene Zahledin..., m}.
Dann bezeichnen wir mit, i, i5 ... i,) die Permutatiorf mit f(i,) =i,, ..., f(i,_;) =
i, f(,) =i, f(k =kfurallek e {1,...,m\{i;, ..., i}

Firi # j bezeichnen wir den Zweierzyklgs j) auch alsTransposition
SATZ 12.6.Seime N, k,l e N, i, j € {1,...,m}, und seir € §,.

(1) o ist ein Produkt von endlich vielen Transpositionen. (Dasdkt vonO
Transpositionen definieren wir dabei adk)

(2) Wenn i+ |, so giltsgn(( j)) = —1.

(3) Furalle Transpositionep,, ...,p, undr, ..., 7, Mito- = p,0---0p, = T,0---0T,
teilt 2 die Differenz k- 1.

(4) Fur n € Nund paarweise verschiedene.i.,i, € {1,..., m} gilt

sgn((iy iy ... i) = (=)™

Beweis:(1) Sei
M(o) ;= max{O} U (ke {1,...,m} | (k) £ k}).

Wir zeigen nun mit Induktion nach, dass alle Permutationen nMt(c) = n Produkt
von Transpositionen sind. Fir= 0 gilt & = id; o ist dann also das Produkt von 0O
Transpositionen. Sei num> 1, und seir so, dasM(o) = n. Seik := o(n). Es gilt
k < n. Seip := (knoo. Esgiltp(n) = nundp(r) = r fur aller > n. Also gilt
M(p) < n. Somit gibt es nach Induktionsvoraussetzung Transpositio,, ..., 7, mit
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p =T1001. Alsogilto = (k )y tor 0. 01y = (k Mot 0---07,. Somitisto- ebenfalls
ein Produkt von Transpositionen. (2) $ei:= (k I). Wir nehmen an, dads< |. Wir
bestimmen die Anzahl der Elemente{in j) € {1,...,m? | (i< j)undo(i) > o(j)}.
Diese Menge ist gleict(k, k+ 1), (K, k+ 2), ..., (k, D, (k+ 1,1),(k+ 2,1),....( =1, D}.

Sie hat als@l — k) + (I —k—-1) = 2(I - k) — 1 viele Elemente. Da diese Zahl ungerade
ist, gilt wegen Satz 12.4 (1), dass die Signatur goh) gleich-1 ist.

Im Falll < k beobachten wir, dagk 1) = (I k), und erhalten dann aus dem ersten Fall,
dass sg(l k)) = —1. (3) Die Signatur vorr ist(-1)* = (-1)". (4) Es gilt(i, i, ... i,) =
(ipi)e (i, ..., i _;), somit folgt die behauptete Gleichheit aus (2) durch Inaurkt
nachn. m

SATz 12.7. Seim= 2, und seien i, g {1,...,m miti < j. Seli
A,={feS, | sgnf) =1},

und sei(i j)oc A, = {(ij)ef | f e A} Danngilt A, N (i j)oA,) = @ und
AU ))oA) =S, auBerdemisp : A, = (i [)oA,, f(])e f bijektiv.

Beweis:Alle Elemente inA haben Signatur 1, alle Elemente(inj) A, haben Si-
gnatur-1, folglich ist ihr Schnitt leer.

Sei nunf € S§.. Wenn sgif) = 1, so liegtf in A,. Wenn sgnf) = -1, so gilt
f=@0])e@])ef,unddal j)o finA,liegt, gilt f e (i j)oA,.

Um die Bijektivitat vone zu zeigen, definierenwig : (i j)e A, > A, f = (i j)of.
Dann gilty o ¢ = idAm unde oy = id(ij)oAm, folglich ist ¢ bijektiv. m

UBUNGSAUFGABEN 12.8.

(1) Der Beweis von Satz 12.6 (1) liefert eine Zerlegung (/@@ 3858 ;) in ein Produkt von Transpositionen. Geben
Sie diese Transpositionen an!

(2) Seienf,ge §,. SeiF : S, » S, h fohog. Zeigen Sie, dasB bijektiv ist.

(3) SeiF : S, — S, F(0) := oL fiir o € S, Zeigen Sie, dass bijektiv ist.

SATZ 12.9. Sei K ein kommutativer Ring miif sei me N, sei D: (K™M™ - K eine
Abbildung, die (D1), (D2) und (D3) erfiillt, seien,z..,z, € K™, und sei fe S,.
Dann gilt

(12.2) D(Z;ays -1 Zpmy) = SGN(F) D(z,, ..., 7).

Beweis:Wir zeigen durch Induktion nach, dass die Gleichung (12.2) fur alle Per-
mutationen gilt, die Produkt von genadranspositionen sind. Klarerweise gilt (12.2)
far f = id. Sei nunf = 1 0 -.- o 7;, wobei aller; Transpositionen sind, und sei
g:=1,,°--°7,. Dann gilt wegen Satz 12.1

D(Z gy -+ Zeyqmy) = ~PFyays -+ Zymy)-
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Nach Induktionsvoraussetzung ist dieser Ausdruck gleisgng) D(z, ...,z,). Da

f = 7,00 gilt sgn(f) = —sgn@. Also gilt D(z;,), ---, Z,) = sgnf)D(z, ..., 7).
Das beschlie3t den Induktionsbeweis.

Da sich jede Permutation als Produkt von endlich vielen Jpasitionen schreiben
lasst, gilt (12.2) also flur allé € S,. m

3. Determinante einer quadratischen Matrix

Eine FunktionD mit den in Sektion 1 geforderten Eigenschaften erhalt mahilfie
derDeterminante

DEFINITION 12.10. SeK ein kommutativer Ring mit Eingn € N, und seiA € K™™,
Dann definieren wir di®eterminanteszon A durch

det(A) := Z sgn(f) ]_[A(i, f(i)).

SATZ 12.11.Sei K ein kommutativer Ring mit Eins, seenfN, sei A eine nxm-Matrix
Uber K, und seD : K"x K™ x -.- x K™ - K gegeben durch

D : (KM — K

_Zl_

(4, Zpr .., Z,) de((:z:))'

Dann erfulltD die Eigenschaften (D1), (D2), und (D3).

Beweis:Wir zeigen als erstes (D1). Seien daguy..., z,y € K™, o, € K undi €
{1, ..., m}. SeienA, B, Cdie m x mMatrizen, die durch

- a - —a - —a -
- 4 - — 43 — — 43 —
A= — axz+Bxy — |, B=| — 7z — |, C=|— y —
_ Zi_+1 _ _ Zi_+1 _ _ Zi.+1 _
. — 7 — — 7 —
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gegeben sind. Nun gilt

D (z,....Z_,,a«xZ +B*Y,Z,4,..., Z)
= defA)

= Zfesm Sgr(f) HrjnzlA(L f(]))
= Yres, SO (| | AGL F(0) Ad, f(i)

j=1

j#i
= Yies, 59O (| | A F(30) (@B, fi) +BCG, ()

"
= Yres, SOH( [ | A F(G0) @B, (i)

o

+ Sres, sorO( [ | AGL F(G0)BCG, fi)

’;-;1
@ Y res SNH) (ML, B(j, F())) + B Xges, SO (M4 CC, F(3))
a defB) + gde(C)

aD(z,....,.2)+BD(z,....2_, Y, Z,4,...,Z).
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Wir zeigen als nachstes die Eigenschaft (D2). Sei darine Matrix, deren-te und
j-Zeile gleich sind. Dann gilt

detA) = > sgr(f) [ | Ak, (k)
feS, k=1

- >, sgrtf)]_lA(k i)+ > sgrf o i J))l—[A(k (fo i, ) (k)

feA, feAn,
Z [ [AG fan - > T Ak fk)-Ad, FG)-Ad, i)
A k=1 feA, kel
ket )
= > []Ak tan- > ([ Ak, fkn)-Ad, F(i) - Ad, F(0))
feA, k=1 feA, kel
ket )
= > [ Ak faoy = > T ] Ak fk)
feA, k=1 feA, k=1

Um (D3) zu zeigen, beobachten wir, dassHgi = 1. m

SaTz 12.12. Sei K ein kommutativer Ring mit Eins, seienN, und seien A und B
mx m-Matrizen Uber K. Dann gilile{A) = de{A") undde{A - B) = de{A) - de(B).

Beweis Zuerst zeigen wir def) = de{AT). Es gilt

|3

def(AT) = Z sgrH) [ [ATG, fai))
feS, i=1

= > sgnh [ [ A,

= > sgrH [ [AG, 7))
= > st Y[ A 746D
feS, j=1

= > sgr@ | [ A, a(i.

oS, j=1
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Nun beweisen wir die zweite Eigenschaft: Sekgn..., b, die Zeilen der MatrixB.
Dann steht in der ersten Zeile des Produktd3 der Vektor

A1, Db, + AL, 2)b, + --- + A1, n)b,,.
Wenn wir allem Zeilen des Produkts ausrechnen, dann sehen wir

detA-B) =D( A(L Db, + A(L,2)b, + -+ + A(1, n)b,
A2, Db, + A2,2)b, + --- + A(2,N)b,,

A(M, Db, + A(m,2)b, + --- + A(m, nb,).
Wir nutzen nun die Multilinearitat der Funktidd und erhalten

detA-B) = Z (l—[ A, f(i))) : D(bf(l)’ bf(2)’ e bf(m))'

f{1,...,m-{1,....m i=1

Die Determinante ist O, wenn zwei Zeilen gleich sind. Dah@ubhen wir nur Uber
die bijektiven Funktionen zu summieren und erhalten:

detA-B) = > ([ [ A, £0) - D(byy, byizy - b m)-
fe§, i=1
Wegen Satz 12.9 gilt fur eine Bijektion D(by ), by 5, ..., By ) = sgn(f) Dby, by, ..., by).
Also erhalten wir

defA-B) = Z(]—[ A, f(i)))sgr(f) de(B) = de(B) - de(A).
fe§, i=1
||

SATz 12.13. Sei K ein Kérper, sei e N, und sei A eine nx m-Matrix Gber K. Dann
sind aquivalent:

(1) Die Zeilen von A sind linear unabhéngig.
(2) detA) = 0.

Beweis(1)=(2): Da die Zeilenvektoren linear unabhangig sind, ist dgtefiraum von
AganzK". Somit gibt es eine Matrik mitL-A = E,. Dann gilt 1= de{L) de{(A), also
detA) # 0. (2)=(1): Wir gehen so vor: Weng in der linearen Hulle vorz,, ...,z _,
liegt, so kann man Satz 12.1 (1) verwenden, um eine Matrixgtaither Determinante
undi-ter Zeile= 0 zu erzeugen. Wegen der Eigenschaft (D1) ist diese Detanten
=0.m

4. Berechnen der Determinante in Korpern

Es ist besonders leicht, die Determinante einer Matrix ihefstaffelform zu berech-
nen:
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SATZz 12.14. Sei K ein Korper, sei e N, und sei A eine m m-Matrix Uber K, sodass
furalle i, jmiti> jgilt: A (i, j) = 0. Dann gilt

detA) = ]_[A(i, .
i=1

BeweisskizzeSei f € S, f # id. Wenn flr allei die Ungleichung < f(i) gilt, so
gilt f{(m) =m, ..., f(1) = 1, alsof = id. Es gibt alsa miti > f (i), und somit ist
Al, f(i)=0.m

Wir wissen, dass sich jede Matrix durch Zeilenumformunge#eilenstaffelnormal-
form bringen lasst. Dabei andert sich die Determinantesioiiprmafen:

(1) Wenn wir ein Vielfaches einer Zeile zu einer anderen daddieren, bleibt
die Determinante unverandert.

(2) Wenn wir eine Zeile mit einem Korperelement vervielfashdann verviel-
facht sich die Determinante um eben dieses Kdrperelement.

(3) Beim Vertauschen von zwei Zeilen andert sich das Vohasiader Determi-
nante.

Aus diesen Uberlegungen erhalt man einen Algorithmus zured@en der Determi-
nante. Wir rechnen einige Beispiele.

In[151] := << RowRedl0.m

In[152] := DeterminantenDemo [B]

1 2 -3
Det[( 2 29 -16 )1
-3 -16 22

Wir addierendas - 2 fache

der 1. Zeilezum 1 fachender 2.Zeile.
1 2 -3
_1*1*det[(0 25 —10)}
-3 -16 22

Wir addierendas 3 fache

der 1. Zeilezum 1 fachender 3.Zeile.
1 2 -3
_1*1*det[(0 25 —10)]
0 -10 13

Wir addierendas 2 fache

der 2. Zeilezum 5 fachender 3.Zeile.

1 2 -3
_1*§*det[(o 25 —10)}
0 0 45
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= 225
Out [152]= 225

In[153] := DeterminantenDemo [A]
5 0 0

Det[( 3 0 -2 )]
4 1 1

Wir addierendas - 3 fache
der 1. Zeilezum 5 fachender 2.Zeile.

5 0 0
_1*§*det[(00—10)]
4 1 1

Wir addierendas - 4 fache

der 1. Zeilezum 5 fachender 3.Zeile.

w
ull

5 0 0
—l*l*det[(OO—lo)]
05 5

=10
Out [153]= 10

In[154] := DeterminantenDemo[B2]

1 2 -3 4
31 3 5

Det[(4 3 0 9)]
8 0 0 1

Wir addierendas - 3 fache

der 1. Zeilezum 1 fachender 2.Zeile.

1 2 -3 4

0o -5 12 -7
—l*l*det[(43 0 9)]

8 O 0 1

Wir addierendas - 4 fache

der 1. Zeilezum 1 fachender 3.Zeile.

1 2 -3 4
0 -5 12 -7
0 -5 12 -7 ) ]
8 0 0 1

—l*l*det[(

Wir addierendas - 8 fache

der 1. Zeilezum 1 fachender 4.Zeile.

169
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1 2 -3 4

o -5 12 -7
—l*l*det[(o 5 12 7)]

0 -16 24 -31

Wir addierendas - 1 fache

der 2. Zeilezum 1 fachender 3.Zeile.

1 2 -3 4
0 -5 12 -7
0 0 0 0
0 -16 24 -31

—l*l*det[(

Wir addierendas - 16 fache
der 2. Zeilezum 5 fachender 4.Zeile.

1 2 -3 4
0 -5 12 -7
=1« 2
s det[( o 0o o o |
0 0 -72 -43
1 2 -3 4
0 -5 12 -7
1
- Sdet[(o 0o -72 -43 |!
o0 0 0
-0

Out [154]= 0
0
SchlieRlich berechnen wir noch die Determinante 6/@1
1

In[155] := << RowRedl0.m
In[156]:= M= {{0,2,1},{0,0,1}, {1,2,3}}

out [156]= {{0,2,1},{0,0,1},{1,2,3}}

In[157] := DeterminantenDemo [M]
0o 2 1
Det[( 0 0 1 )]
1 2 3
1 2 3
= -1 det[( 0 0 1 )1
0o 2 1
1 2 3
= ldet[( 0 2 1 )]
0O 0 1

=2
Out [157]= 2

N O N
WR P
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In[158] : = Det [M]

Out [158]= 2

5. Die adjungierte Matrix

DEFINITION 12.15. Sein € N, seiA einen x n-Matrix, und seien, j € {1,...,n}.
Dann bezeichnen wir milti! die n x n-Matrix, die durch

. AK,) wennk #iundl # |
AN (K, 1) 2= 0 wenn(k=iundl # j)oder(k +iundl = j)
1 wennk=iundl = j

furk,1 € {1, ..., n} definiert ist. Al"il st also die Matrix, die man ausdurch Ersetzen
deri-ten Zeile durch den Einheitsvekter und durch Ersetzen dgrten Spalte durch
den Einheitsvektog, erhalt.

Far
-5 7 8
A=(6 3 -2)
1 -5 4
gilt also

-5
A= (s
0

OO

8
_ Gy _( > 8
02)’A (6 2)

Firn = 2 beteichnet man mi®-) die (n — 1) x (n — 1)-Matrix, die man au#\ durch
Streichen dei-ten Zeile undj-ten Spalte erhalt. Es gilt also

Ak,) wennk <iundl< |
Ak+1,1) wennk=iundl< |
Ak, +1) wennk <iundl > |

Ak+1,1+1) wennk>=iundl > |

AMDK, 1) =

furallek,l € {1,...,n-1}.

LEMMA 12.16.Seien B eine rn-Matrix, und seiewr, r € S,. Sei C eine xn-Matrix,
die durch Gi, j) := B(o (i), 7(])) definiert ist. Dann gildet{C) = sgn(o) sgnr) det(B).
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Beweis:

]

det(C) = Z sgrh [ | cd, iy

fes, 1

|

B(o (1), 7(f (1))

I

g
Q@
=y
=

fe§, i=1
n

Bk, 7o f o o 1(k))

I

g
Q@
=y
=

fes, k=1

= > sgro)sgna)sgrire f oo™ [ [ Blk,7o f o oi(k))
1

fes, k=

= sgnr)sgno) ) sgrg | | Bk, gky)

ges, k=1

= sgn(r) sgn(o) deiB).

LEMMA 12.17. Sein= 2, sei A eine x n-Matrix, und seieni, {1, ..., n}. Dann gilt
detAlhily = (=1)'+] det AG-D).

Beweis:Wir beweisen den Satz zunéchst fi@ j = n. Dann gilt

detA™) = " sgrcf) [ JA™Ik, f(ky)

fes, k=1
n-1
- Z sgr(f)l—[A(k, f(K)).
fes, k=1
f(n)=n

Sei f eine Permutation vofd, ..., n} mit f(n) = n. Dann istg := f|, ., eine Per-

mutation von{1, ...,n— 1}. Da sichf als Produkt gleich vieler Transpositionen wje
schreiben lasst, ist die Signatur vggleich der Signatur vori.. Es gilt also

n-1
> soh ] JAK, fk)
k=1

fes,
f(n)=n
n-1
= > sgng [ [ Ak, f(ky)
9€S1 k=1

= de(A™D).
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Wir beweisen nun den Fall, j) # (n,n). Seio der Zyklus(i i +1 ... n),undr :=
(jj+1 ... n
Bk, ) := A(c(k), 7(1).)

Dann giltB™" = AGD_ AuRderdem gilt fur allek,| € {1,...,n} auchB™"(k,|) =
Alil(g(k), (1)). Wir berechnen nun dgi*1)). Nach Lemma 12.16 gilt de1)) =
sgno)sgn(r) defB™"). Nach dem bereits betrachteten Fall gilt @gysgnr) detB"") =
sgn(o)sgn(r) de(B™M). WegenB™" = Al gilt nun insgesamt

def A"y = sgn(o)sgn(r) detA™D).
Nach Satz 12.6 (4) gilt sger) = (-1)™*** = (-1)™' und sgiir) = (-1)™. Also gilt
sgno)sgnr) = (-1'"). m
DEFINITION 12.18. Seh € N, und seiA einen x n-Matrix. Die zuA adjungierte (oder
adjunkté ) Matrix A% ist wie folgt definiert: wenm = 2, so gilt

A, ) := (1) detAUD).
Furn = 1 definiert man die adjungierte Matrix dur@f® := (1).
Es gilt alsoA2(, j) = det Al'). Wir beobachten zunéchst folgenden einfachen Satz:
SATZ 12.19. Sei A eine rx n-Matrix. Dann gilt(A2%T = (AT)2d,
Beweis:Firi, j € {1,...,n} gilt (A*)7(, j) = Aj,i) = detA")]) = deg(AM)T) =
def((ANI) = (AN, j). m

SATZz 12.20. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei A einemMatrix mit
Eintragen aus R. Dann gilt

detA) 0 0O .. O0
0O detA) 0 ... O
A. A= pad A 0 0o - 0
0 0 ee. ... detAh)

Beweis:Wir werden als Abktrzung fir die x n-Matrix

r O 0 ... O
Or O ... O
0O 0 - 0
0O 0 ... ....r

mitr € Rauch oft kirzer « E_ schreiben.

1Der Begriffadjunkte Matrixhat folgenden Vorteil: es gibt in der linearen Algebra aueh Begriff
desadjungierten Operatorsder aber nicht mi® zu tun hat, sondern mAT. Der Begriff der zuA
adjunkten Matrixvermeidet diese Inkongruenz.
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Wir nehmen an, dags=> 2. Furj € {1,...,n} sei
e :=(00,..,010,...,0)

der j-te Einheitsvektor irR"; der Einser steht dabei an deten Stelle. Wir zeigen
zunéachsh - A% = de(A) = E,..

Sei nuni € {1, ..., n}. Wir bilden nun MatrizerA, ..., A, wie folgt: A, ist die Matrix,
die wir ausA erhalten, wenn wir die-te Zeile durche, ersetzen; allgemein sgi die
Matrix, die wir erhalten, wenn wir diete Zeile durche; ersetzen. Es gilt also

ALD .. ALj-D AL) ALj+D .. ALD
Ai-1,1) .. Ai-Lj-1) Ai-1]) Ai-1j+1) .. Ai-1n)

A = 0 0 1 0 0
Ai+1D ... Ai+Lj-1 A+L) Al+Lj+D ... Ai+Ln

A(ri,l) .. AN, 1 -1 A(h, ) A(n, 1 +1) .. A(ri, n

Aus Satz 12.1 (1) und Satz 12.11 erhalten wir, dass furjadl€1, ..., n} gilt:
det(A)) = de(A™)).

Seinurk € {1, ..., n} Wir berechnen nun detk, i)-ten Eintrag vorA- A%, Wir erhalten

A Ak, i) = ) A, DA, 1)

=1

= Z AK, j) detAllily

=1
= Z Ak, j) detA)
=1

Wir nitzen nun die Linearitdt der Determinante in déen Zeile aus und erhalten,
dass die letzte Summe gleich der Determinante der MBtisk, die wir ausA erhalten,
indem wir diei-te Zeile vonA durch

(A, 1), Ak,2),..., Ak, n),
also durch dik-te Zeile vonA ersetzen. Es gilt also
A1, ... AL j-1 A, ) AL, j+1 ... AQn)
Ai-11) .. Ai-1j-1) Ai-1j) AG-1j+1) .. Ai-1n)

B=| Ak .. Akj-1) Ak ) Akj+D ... AknD
Ai+1D ... Al+Lj-1 A+L) Al+Lj+D ... Ai+Ln

AN . A(n,j—l) A(ﬁ,j) A(n,j+1) AN
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Die Determinante dieser Matr& ist wegen Satz 12.11 gleich 0, wekr i, da dann
in B die k-te und diei-te Zeile gleich sind. Isk = i, so gilt detB) = de{A).

Insgesamt haben wir also bewiesen, dass furpedeMatrix A die GleichheitA- A% =
de(A)=E, gilt. Dann gilt auchA?d. A = (AT-(A2YT)T = (AT-(AT2HT = (det(AT)«E )T =
de{A) < E,. m

KOROLLAR 12.21 (Entwicklungssatz von Laplace§ei n> 2, sei A eine x n-Matrix
Uber einem kommutativen Ring mit Eins K, und seieri{], ..., n}. Dann gilt

(1) detA) = Yp_,(—1)"*kA(, k) - defAR). (Entwicklung nach der i-ten Zeile.)
(2) detA) = Yp_,(-D*IAK, j) - defA%D). (Entwicklung nach der j-ten Spalte.)

Beweis:(1) Nach Satz 12.20 gilt
detA) = (A- A™) (i, i)

- Z Ad, K)A2Y(K, i)
k=1

- Z Ad, K)(=1)** detAtv),
k=1

(2) Nach Satz 12.20 gilt
detA) = (A A) (j, )

= D A 0AK, )
k=1

= (D detA“DAK, ).
k=1

6. Determinanten und Invertierbarkeit

SATZ 12.22. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei A éme n)-Matrix mit
Eintragen aus R. Dann sind aquivalent:

(1) Es gibt eine Matrix B mit AB = E,.
(2) Es gibt eine MatrixC mitCA = E,,.
(3) Es gibt ein ye R, sodasslefA) y = 1.

Beweis:(1)=(3): wegen Satz 12.12 gilt £ de(E,) = de(A) de(B), also leistety :=
detB) das Gewiinschte. (3)(1): SeiB := y « A% Dann giltA-B =y « (A- A%, und



176 12. DETERMINANTEN

das ist wegen Satz 12.20 gleich

detA) 0 o ... 0
0 detA) 0 ... 0

Y % 0 0 0 ,
0 0 .. .. detAd

also gleichE,.
Die Aquivalenz von (1) und (2) zeigt man genauso.

Somit wissen wir, dss eine ganzzahlige Matrix genau dane gamzzahlige inverse
Matrix hat, wenn ihre Determinantel oder-1 ist.

SATz 12.23. Sei K ein Korper, und sei A ein@ x n)-Matrix mit Eintragen aus K.
Dann sind aquivalent:

(1) detA) + 0.

(2) Aistinvertierbar.

(3) Die Zeilenvektoren von A sind linear unabhéngig.
(4) Die Spaltenvektoren von A sind linear unabhangig.

Beweis(1)=(2):B := detA)Aad ist nach Satz 12.20 zuinvers. (23 (3): Sei(y,, ...,Y,) €
K" mit(y,, ..., ¥,)-A=0.Dann gilt0= 0-A™t = ((y,, ..., ¥,)-A-A 1 = (y;, ..., y,), also
sind die Zeilen linear unabhéngig. £3(1): Da die Zeilenvektoren linear unabhéngig
sind, ist der Zeilenraum voA ganzK". Somit gibt es eine Matrix mitL - A = E,.

Dann gilt 1= detL) detA), also detA) + 0.
Die Bedingungen (1), (2) und (3) sind also fur jede Mati#quivalent.

(1)=(4): SeiA eine Matrix mit detA) # 0. Dann gilt detA™) # 0, also sind die Zei-
len vonAT nach einer der bereits bewiesenen Implikationen lineabhiéagig. Somit
gilt (4). (4)=(3): Wenn die Spalten voA linear unabhangig sind, so sind es auch die
Zeilen vonA'. Also gilt de{A") # 0, und somit degf) + 0. m

7. Determinanten und Volumina

Wir betrachten in dieser Sektion Matrizen mit Eintragen RusVir wissen (wegen
detA) = defA")), dasg detA)| das Volumen des von den Spalten vaufgespannten
Parallelepipeds ist.

SATZ 12.24.Seien A, Be R™", und seien jy ..., b, die Spaltenvektoren von B. Sgih
R" - R"gegeben durch fty) = A-y fliry € R". Das Volumen des vonb,), ..., h,(b,)
aufgespannten Parallelepipeds jdetA) de{(B)|.
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Beweis:Das Parallelepiped wird von den Spaltenvektoren &emB aufgespannt und
hat also das VolumejdetA - B)|. Aus der Multiplikativitat der Determinante folgt die
Aussage.

SATZ 12.25.Seien m, re R mitm= n, seien Ac R™", Be R™", und seienh ..., b,
die Spaltenvektoren von B. Sgi hR" - R™ gegeben durch fty) = A-y fury e R".
Das n-dimensionale Volumen des vqdy), ..., h,(b,) aufgespannten Parallelepipeds

istvdetA” - A) - | de(B)!.

Beweis:Sei Q einem x n-Matrix, in deren Spalten eine Orthonormalbasis des Spal-
tenraums vomA steht. Es gilt danQ™ - Q = E,. Dann stehen in den Spalten von
Q' - (A- B) die Koordinaten des voh,(b,), ..., h,(b,) aufgespannten Parallelepipeds
bezuglich dieser Orthonormalbasis. Sei iie R™" mit A = QR Dann gilt fur das
gesuchte VolumeX:
V2 = de(QTAB)?

= de(B"ATQQ'AB)

= de(B'R"Q"QQ'QRB

= de(B") det(B) deftR"Q"QR)

= de(B)?detf AT - A).
[

FirB := E, erhalten wir als Folgerung, dass dadimensionale Volumen des von den
Spalten vorA aufgespannten Parallelepipeds gleiftie{ AT - A) ist.

UBUNGSAUFGABEN 12.26.

(1) Seir > s. Zeigen Sie, dass fir jedex s-Matrix A gilt, dass dgiA - A) = 0. Hinweis: Schreiben Sid alsQ- R, wobei
in den Spalten vo® eine Orthonormalbasis fiir den Spaltenraum #steht, und berechnen Sie @@f - A)2.

8. Gleichungssysteme

SaTz 12.27. Sei K ein kommutativer Ring mit Eins, seenY, sei Ae K™" und sei

Y1
b € K". Wir nehmen an, das(é’f) eine Losung des Gleichungssystems A b ist.
Yo

Seiie {1,...,n}, und sei /‘T'k die Matrix, die man aus A erhélt, indem man die i-te
Spalte von A durch b ersetzt. Dann gits{(A) y. = detAP).

Beweis:Sei X die Matrix, die man aus der Einheitsmati erhalt, indem man die
Y1

i-te Spalte durcl(uyf) ersetzt. Dann gilt
Yn
A-X = A

Also gilt def(A) de(X) = de(Aib). Durch Entwicklung nach derten Zeile erhalt man
dei(X)=y,.m
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SATZ 12.28.Sei K ein Korper, sei & N, Ae K™", b e N. Aquivalent sind:

(1) Das Gleichungssystem-A& = b hat genau eine Lésung in"K
(2) detA) + 0.

BeweisWenn detA) # 0, so istA nach Satz 12.23 invertierbar, und somitise A1-b
die eindeutige Losung voA - x = b.

Wenn detA) = 0, so sind die Spaltenvektoren vénlinear abhéngig; der Nullraum
vonAist also nicht nulldimensional. Die Losungsmenge ¥oR = bist also leer oder
von der Formx, + N(A), und somit in beiden Fallen nicht einelemenmm.

SATz 12.29 (Cramersche Regelgei K ein Korper, sei e N, A e K™ b e N. Wir
nehmen an, dastetA) # 0. Fur jedes ic N sei A die Matrix, die man aus A dadurch

b
erhalt, dass man die i-te Spalte durch b ersetzt, und,sei §22..

Dannist(y,, ..., y,) die eindeutige Losung von-A = b.

Beweis:Wegen Satz 12.28 h#& - x = b genau eine L6sung, und wegen Satz 12.29

: . 3} derA?
berechnet sich diese Lésung dusch= 7). m
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ANHANG A

Programme, die vorrechnen

Die Mathematica-FilegaussDemoé .m und RowRed9 .m enthalten Mathematica-
Funktionen, die folgende Probleme mit Zwischenschrit@mechnen:

« LOsen eines linearen Gleichungssystegsuss [A, b]).

« Bestimmen einer Matrix in Zeilenstaffelform, die den ghea Zeilenraum
wie die eingegebene Matrix hat¢wEchelonForm [A]).

« Bestimmen einer Matrix in Zeilenstaffelnormalform, diendgeichen Zeilen-
raum wie die eingegebene Matrix h&idwEchelonNormalForm[A]).

« Bestimmen der Determinante einer Matrbet erminantenDemo [A]).

Die Programme kdnnen von Mathematica aus<+rit GaussDemo6 . m und

<< RowRed9.m geladen werden.
Sie sind auhttp://www.algebra.uni-linz.ac.at/Students/
MathInf/vlws05/MathematicaProgramme/ erhaltlich und werden den Stu-
dierenden ausschlie3lich fur die Nutzung im Rahmen desdsufisineare Algebra”
zur Verfiigung gestellt.
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