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KAPITEL 12

Determinanten

1. Volumen eines Parallelepipeds

SeiA = J
—z1—
—z2—
¶

—zm—
N eine reellem´ m-Matrix. Dasvon den Zeilen von A aufgespannte

Parallelepipedist die Teilmenge

{
m

â
i=1

Λi × zi | Λ1,¼,Λm Î [0,1]}

von Rm. Wir versuchen jetzt, das Volumen dieses Parallelepipeds zu messen, und
schreibenD(z1, z2,¼, zm) für dieses Volumen.

Ohne den Begriff Volumen imRm definiert zu haben, könnte man vermuten, dass eine
FunktionD : Rm´Rm´µ´Rm ® R, die dieses Volumen misst, folgende Eigenschaf-
ten hat. Da wir die Eigenschaften nicht nur fürR benötigen, formulieren wir diese
Eigenschaften für einen kommutativen Ring mit EinsK.D ist dann eine Funktion von
Km´µ ´ Km nachK.

(D1) Für allez1,¼, zm, yÎ K
m, Α,Β Î K und i Î {1,¼, m} gilt

D(z1,¼, zi-1, Α * zi + Β * y, zi+1,¼, zm)

= ΑD(z1,¼, zi-1, zi, zi+1,¼, zm)

+ ΒD(z1,¼, zi-1, y, zi+1,¼, zm).

Eine FunktionD, die diese Eigenschaft besitzt, nennen wirmultilinear.
(D2) Für allez1,¼, zmgilt: wenn esi, j Î {1,2,¼, m}gibt, sodassi ¹ j undzi = zj ,

so gilt
D(z1,¼, zm) = 0.

Eine FunktionD, die diese Eigenschaft besitzt, nennen wiralternierend.
(D3) Für die Einheitsvektorene1,¼, em im Km gilt

D(e1,¼, em) = 1.

SATZ 12.1. Sei K ein kommutativer Ring mit1, sei mÎ N, sei D : (Km)m ® K eine
Abbildung, die (D1), (D2) und (D3) erfüllt, seien z1,¼, zm Î Km, Α Î K, und seien
i, j Î {1,¼, m}mit i ¹ j. Dann gilt

(1) D(z1,¼, zj-1, Α * zi + zj , zj+1,¼, zm) = D(z1,¼, zm).
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160 12. DETERMINANTEN

(2) Wenn i < j, so gilt

D(z1,¼, zi-1, zj , zi+1,¼, zj-1, zi, zj+1,¼, zm) = -D(z1,¼, zm).

Beweis:

(1) Wegen der Multilinearität vonD gilt D(z1,¼, zj-1,Α * zi + zj , zj+1,¼, zm) =
ΑD(z1,¼, zj-1, zi, zj+1,¼, zm) + D(z1,¼, zm). DaD alternierend ist, ist der
erste Summand gleich 0.

(2) DaD alternierend ist, gilt

D(z1,¼, zi-1, zi + zj , zi+1,¼, zj-1, zi + zj , zj+1,¼, zm) = 0.

Wegen der Multlinearität gilt also

0 = D(z1,¼, zi-1, zi, zi+1,¼, zj-1, zi, zj+1,¼, zm)

+ D(z1,¼, zi-1, zi, zi+1,¼, zj-1, zj , zj+1,¼, zm)

+ D(z1,¼, zi-1, zj , zi+1,¼, zj-1, zi, zj+1,¼, zm)

+ D(z1,¼, zi-1, zj , zi+1,¼, zj-1, zj , zj+1,¼, zm)

= 0+ D(z1,¼, zi-1, zi, zi+1,¼, zj-1, zj , zj+1,¼, zm)

+ D(z1,¼, zi-1, zj , zi+1,¼, zj-1, zi, zj+1,¼, zm) + 0.

à

2. Permutationen

DEFINITION 12.2. SeiX eine Menge,n Î N. EinePermutation von Xist eine bijektive
Abbildung vonX nachX. Die Menge aller Bijektionen aufX kürzt man auch mitSX,
die Menge aller Bijektionen auf{1,¼, m}mit Sm ab.

Permutationen von{1,¼, m} kann man durch die Wertetabelle angeben. So beschreibt

J 1 2 3 4 5 6 7
3 2 4 6 7 1 5N

die Abbildung f = {(1,3), (2,2),¼, (7,5)}; es gilt alsof (1) = 3,¼, f (7) = 5.

DEFINITION 12.3 (Signatur). Seif : {1,2,¼, m} ® {1,2,¼, m} eine bijektive Abbil-
dung. Wir definieren dieSignaturvon f durch

sgn( f ) := ä
(i, j )Î{(k,l)Î{1,¼,m}´{1,¼,m} | k<l }

f (i) - f ( j)
i - j

.

SATZ 12.4. Sei mÎ N, und seien f , gÎ Sm. Sei k die Anzahl der Elemente der Menge

{(i, j ) Î {1,2,¼, m}2 | i < j und f (i) > f ( j)}.

Dann gilt:

(1) sgn( f ) = (-1)k.
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(2) sgn( f ë g) = sgn( f ) × sgn(g).
(3) sgn(id) = 1.
(4) sgn( f -1) = sgn( f ).

Beweis:(1) sgn( f ) =

ä
(i, j )Î{1,¼,m}2

i< j

f (i) - f ( j)

ä
(i, j )Î{1,¼,m}2

i< j

i - j
. Für den Zähler dieses Produkts gilt:

ä
(i, j )Î{1,¼,m}2

i< j

f (i) - f ( j)

= I ä
(i, j )Î{1,¼,m}2

i< j und f (i)< f ( j)

f (i) - f ( j)M × I ä
(i, j )Î{1,¼,m}2

i< j und f (i)> f ( j)

f ( j) - f (i)M × (-1)k.

Wir behaupten nun, dass dieses Produkt gleich(-1)k ä
(s,t)Î{1,¼,m}2

s<t

(s- t) ist. Seiena, b

so, dassf (a) = sund f (b) = t. Wenna < b, so tritt der Faktors- t im ersten Produkt
auf, wennb < a, so tritt der Faktors- t im zweiten Produkt auf. (2) Es gilt

(12.1) sgn( f ë g) =

ä
(i, j )Î{1,¼,m}2

i< j

f (g(i)) - f (g( j))

ä
(i, j )Î{1,¼,m}2

i< j

i - j

=

ä
(i, j )Î{1,¼,m}2

i< j

f (g(i)) - f (g( j))

ä
(i, j )Î{1,¼,m}2

i< j

g(i) - g( j)
×

ä
(i, j )Î{1,¼,m}2

i< j

g(i) - g( j)

ä
(i, j )Î{1,¼,m}2

i< j

i - j
.
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Für den ersten Bruch in der rechten Seite von (12.1) gilt

ä
(i, j )Î{1,¼,m}2

i< j

f (g(i)) - f (g( j))
g(i) - g( j)

= ä
(i, j )Î{1,¼,m}2

i< j undg(i)<g( j)

f (g(i)) - f (g( j))
g(i) - g( j)

× ä
(i, j )Î{1,¼,m}2

i< j undg(i)>g( j)

f (g(i)) - f (g( j))
g(i) - g( j)

= ä
(i, j )Î{1,¼,m}2

i< j undg(i)<g( j)

f (g(i)) - f (g( j))
g(i) - g( j)

× ä
(i, j )Î{1,¼,m}2

i< j undg(i)>g( j)

f (g( j)) - f (g(i))
g( j) - g(i)

= ä
(s,t)Î{1,¼,m}2

s<t

f (s) - f (t)
s- t

= sgn( f ).

Der zweite Bruch in der rechten Seite von (12.1) ist sgn(g). (3) folgt unmittelbar aus
der Definition der Signatur. (4) sgn( f -1) × sgn( f ) = sgn( f -1 ë f ) = sgn(id) = 1.à

DEFINITION 12.5 (Zyklen). Seieni1, i2,¼, in paarweise verschiedene Zahlen in{1,¼, m}.
Dann bezeichnen wir mit(i1 i2 i3 ¼ in) die Permutationf mit f (i1) = i2,¼, f (in-1) =
in, f (in) = i1, f (k) = k für allek Î {1,¼, m} � {i1,¼, in}.

Für i ¹ j bezeichnen wir den Zweierzyklus(i j ) auch alsTransposition.

SATZ 12.6. Sei mÎ N, k, l Î N0, i, j Î {1,¼, m}, und seiΣ Î Sm.

(1) Σ ist ein Produkt von endlich vielen Transpositionen. (Das Produkt von0
Transpositionen definieren wir dabei alsid.)

(2) Wenn i¹ j, so gilt sgn((i j )) = -1.
(3) Für alle TranspositionenΡ1,¼,Ρk undΤ1,¼, Τl mitΣ = Ρ1ëµëΡk = Τ1ëµëΤl

teilt 2 die Differenz k- l.
(4) Für n Î N und paarweise verschiedene i1,¼, in Î {1,¼, m} gilt

sgn((i1 i2 ¼ in)) = (-1)
n+1.

Beweis:(1) Sei

M(Σ) := max({0} Ç {k Î {1,¼, m} | Σ(k) ¹ k}).

Wir zeigen nun mit Induktion nachn, dass alle Permutationen mitM(Σ) = n Produkt
von Transpositionen sind. Fürn = 0 gilt Σ = id; Σ ist dann also das Produkt von 0
Transpositionen. Sei nunn ³ 1, und seiΣ so, dassM(Σ) = n. Seik := Σ(n). Es gilt
k < n. Sei Ρ := (k n) ë Σ. Es gilt Ρ(n) = n und Ρ(r) = r für alle r > n . Also gilt
M(Ρ) < n. Somit gibt es nach Induktionsvoraussetzung TranspositionenΤ1,¼, Τl mit
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Ρ = Τ1ëµëΤl . Also giltΣ = (k n)-1ëΤ1ëµëΤl = (k n)ëΤ1ëµëΤl . Somit istΣ ebenfalls
ein Produkt von Transpositionen. (2) SeiΣ := (k l). Wir nehmen an, dassk < l . Wir
bestimmen die Anzahl der Elemente in{(i, j ) Î {1,¼, m}2 | (i < j ) undΣ(i) > Σ( j)}.
Diese Menge ist gleich{(k, k+ 1), (k, k+ 2),¼, (k, l), (k+ 1, l), (k+ 2, l),¼, (l - 1, l)}.
Sie hat also(l - k) + (l - k- 1) = 2(l - k) - 1 viele Elemente. Da diese Zahl ungerade
ist, gilt wegen Satz 12.4 (1), dass die Signatur von(k l) gleich-1 ist.

Im Fall l < k beobachten wir, dass(k l) = (l k), und erhalten dann aus dem ersten Fall,
dass sgn((l k)) = -1. (3) Die Signatur vonΣ ist (-1)k = (-1)l . (4) Es gilt(i1 i2 ¼ in) =
(i1 in) ë (i1 i2 ¼, in-1), somit folgt die behauptete Gleichheit aus (2) durch Induktion
nachn. à

SATZ 12.7. Sei m³ 2, und seien i, jÎ {1,¼, m}mit i < j. Sei

Am := { f Î Sm | sgn( f ) = 1},

und sei(i j ) ë Am := {(i j ) ë f | f Î Am}. Dann gilt Am È ((i j ) ë Am) = Æ und
AmÇ ((i j ) ë Am) = Sm; außerdem istj : Am ® (i j ) ë Am, f # (i j ) ë f bijektiv.

Beweis:Alle Elemente inAm haben Signatur 1, alle Elemente in(i j ) ë Am haben Si-
gnatur-1, folglich ist ihr Schnitt leer.

Sei nun f Î Sm. Wenn sgn( f ) = 1, so liegt f in Am. Wenn sgn( f ) = -1, so gilt
f = (i j ) ë (i j ) ë f , und da(i j ) ë f in Am liegt, gilt f Î (i j ) ë Am.

Um die Bijektivität vonj zu zeigen, definieren wirΨ : (i j ) ë Am ® Am, f # (i j ) ë f .
Dann giltΨ ë j = idAm

undj ë Ψ = id(i j )ëAm
, folglich istj bijektiv. à

ÜBUNGSAUFGABEN12.8.

(1) Der Beweis von Satz 12.6 (1) liefert eine Zerlegung vonJ 1 2 3 4 5 6 73 2 4 6 7 1 5N in ein Produkt von Transpositionen. Geben
Sie diese Transpositionen an!

(2) Seienf , gÎ Sm. SeiF : Sm ® Sm, h# f ë h ë g. Zeigen Sie, dassF bijektiv ist.
(3) SeiF : Sm ® Sm, F(Σ) := Σ

-1 für Σ Î Sm. Zeigen Sie, dassF bijektiv ist.

SATZ 12.9. Sei K ein kommutativer Ring mit1, sei mÎ N, sei D : (Km)m ® K eine
Abbildung, die (D1), (D2) und (D3) erfüllt, seien z1,¼, zm Î Km, und sei f Î Sm.
Dann gilt

(12.2) D(zf (1),¼, zf (m)) = sgn( f )D(z1,¼, zm).

Beweis:Wir zeigen durch Induktion nachn, dass die Gleichung (12.2) für alle Per-
mutationen gilt, die Produkt von genaunTranspositionen sind. Klarerweise gilt (12.2)
für f = id. Sei nun f = Τn ë µ ë Τ1, wobei alleΤi Transpositionen sind, und sei
g := Τn-1 ëµ ë Τ1. Dann gilt wegen Satz 12.1

D(zΤn(g(1)),¼, zΤn(g(m))) = -D(zg(1),¼, zg(m)).
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Nach Induktionsvoraussetzung ist dieser Ausdruck gleich-sgn(g)D(z1,¼, zm). Da
f = Τn ë g, gilt sgn( f ) = -sgn(g). Also gilt D(zf (1),¼, zf (m)) = sgn( f )D(z1,¼, zm).
Das beschließt den Induktionsbeweis.

Da sich jede Permutation als Produkt von endlich vielen Transpositionen schreiben
lässt, gilt (12.2) also für allef Î Sm. à

3. Determinante einer quadratischen Matrix

Eine FunktionD mit den in Sektion 1 geforderten Eigenschaften erhält man mithilfe
derDeterminante.

DEFINITION 12.10. SeiK ein kommutativer Ring mit Eins,mÎ N, und seiA Î Km´m.
Dann definieren wir dieDeterminantevonA durch

det(A) :=â
fÎSm

sgn( f )
m

ä
i=1

A(i, f (i)).

SATZ 12.11.Sei K ein kommutativer Ring mit Eins, sei mÎ N, sei A eine ḿ m-Matrix
über K, und seiD : Km´ Km´ × × × ´ Km ® K gegeben durch

D : (Km)m � K

(z1, z2,¼, zm) S� det(J
–z1–
–z2–
¶

–zm–
N) .

Dann erfülltD die Eigenschaften (D1), (D2), und (D3).

Beweis:Wir zeigen als erstes (D1). Seien dazuz1,¼, zm, y Î Km, Α,Β Î K und i Î
{1,¼, m}. SeienA, B,Cdiem´m-Matrizen, die durch

A =

æççççççççççççççççççççççç
è

— z1 —
¶

— zi-1 —
— Α * zi + Β * y —
— zi+1 —

¶

— zm —

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

, B =

æççççççççççççççççççççççç
è

— z1 —
¶

— zi-1 —
— zi —
— zi+1 —

¶

— zm —

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

, C =

æççççççççççççççççççççççç
è

— z1 —
¶

— zi-1 —
— y —
— zi+1 —

¶

— zm —

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø
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gegeben sind. Nun gilt

D (z1,¼, zi-1,Α * zi + Β * y, zi+1,¼, zm)
= det(A)
= Ú fÎSm

sgn( f ) Õm
j=1A( j, f ( j))

= Ú fÎSm
sgn( f ) I

m

ä
j=1
j¹i

A( j, f ( j))MA(i, f (i))

= Ú fÎSm
sgn( f ) I

m

ä
j=1
j¹i

A( j, f ( j))M IΑB(i, f (i)) + ΒC(i, f (i))M

= Ú fÎSm
sgn( f )I

m

ä
j=1
j¹i

A( j, f ( j))MΑB(i, f (i))

+Ú fÎSm
sgn( f )I

m

ä
j=1
j¹i

A( j, f ( j))M ΒC(i, f (i))

= ΑÚ fÎSm
sgn( f ) IÕm

j=1B( j, f ( j))M + ΒÚ fÎSm
sgn( f ) IÕm

j=1C( j, f ( j))M
= Α det(B) + Β det(C)
= ΑD(z1,¼, zm) + ΒD(z1,¼, zi-1, y, zi+1,¼, zm).
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Wir zeigen als nächstes die Eigenschaft (D2). Sei dazuA eine Matrix, dereni-te und
j-Zeile gleich sind. Dann gilt

det(A) = â
fÎSm

sgn( f )
m

ä
k=1

A(k, f(k))

= â
fÎAm

sgn( f )
m

ä
k=1

A(k, f(k)) +â
fÎAm

sgn( f ë (i j ))
m

ä
k=1

A(k,( f ë (i, j )) (k))

= â
fÎAm

m

ä
k=1

A(k, f(k)) -â
fÎAm

I
m

ä
k=1

kÏ{i, j }

A(k, f(k))M × A(i, f ( j)) × A( j, f (i))

= â
fÎAm

m

ä
k=1

A(k, f(k)) -â
fÎAm

I
m

ä
k=1

kÏ{i, j }

A(k, f(k))M × A( j, f ( j)) × A(i, f (i))

= â
fÎAm

m

ä
k=1

A(k, f(k)) -â
fÎAm

m

ä
k=1

A(k, f(k))

= 0.

Um (D3) zu zeigen, beobachten wir, dass det(Em) = 1.à

SATZ 12.12. Sei K ein kommutativer Ring mit Eins, sei mÎ N, und seien A und B
m´m-Matrizen über K. Dann giltdet(A) = det(AT) unddet(A × B) = det(A) × det(B).

Beweis.Zuerst zeigen wir det(A) = det(AT). Es gilt

det(AT) = â
fÎSm

sgn( f )
m

ä
i=1

AT(i, f (i))

= â
fÎSm

sgn( f )
m

ä
i=1

A( f (i), i)

= â
fÎSm

sgn( f )
m

ä
j=1

A( j, f -1( j))

= â
fÎSm

sgn( f -1)
m

ä
j=1

A( j, f -1( j))

=â
gÎSm

sgn(g)
m

ä
j=1

A( j, g( j)).
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Nun beweisen wir die zweite Eigenschaft: Seienb1,¼, bm die Zeilen der MatrixB.
Dann steht in der ersten Zeile des ProduktsA × B der Vektor

A(1,1)b1 + A(1,2)b2 +µ + A(1, n)bn.

Wenn wir allemZeilen des Produkts ausrechnen, dann sehen wir

det(A × B) = DI A(1,1)b1 + A(1,2)b2 +µ + A(1, n)bn,
A(2,1)b1 + A(2,2)b2 +µ + A(2, n)bn,
¼
A(m,1)b1 + A(m,2)b2 +µ + A(m, n)bnM.

Wir nutzen nun die Multilinearität der FunktionD und erhalten

det(A × B) = â
f :{1,¼,m}®{1,¼,m}

I
m

ä
i=1

A(i, f (i))M ×D(bf (1), bf (2),¼, bf (m)).

Die Determinante ist 0, wenn zwei Zeilen gleich sind. Daher brauchen wir nur über
die bijektiven Funktionen zu summieren und erhalten:

det(A × B) = â
fÎSm

I
m

ä
i=1

A(i, f (i))M ×D(bf (1), bf (2),¼, bf (m)).

Wegen Satz 12.9 gilt für eine Bijektionf :D(bf (1), bf (2),¼, bf (m)) = sgn( f )D(b1, b2,¼, bm).
Also erhalten wir

det(A × B) = â
fÎSm

I
m

ä
i=1

A(i, f (i))Msgn( f ) det(B) = det(B) × det(A).
à

SATZ 12.13.Sei K ein Körper, sei mÎ N, und sei A eine ḿ m-Matrix über K. Dann
sind äquivalent:

(1) Die Zeilen von A sind linear unabhängig.
(2) det(A) ¹ 0.

Beweis.(1)Þ(2): Da die Zeilenvektoren linear unabhängig sind, ist der Zeilenraum von
A ganzKn. Somit gibt es eine MatrixLmit L ×A = En. Dann gilt 1= det(L) det(A), also
det(A) ¹ 0. (2)Þ(1): Wir gehen so vor: Wennzi in der linearen Hülle vonz1,¼, zi-1
liegt, so kann man Satz 12.1 (1) verwenden, um eine Matrix mitgleicher Determinante
und i-ter Zeile= 0 zu erzeugen. Wegen der Eigenschaft (D1) ist diese Determinante
= 0.à

4. Berechnen der Determinante in Körpern

Es ist besonders leicht, die Determinante einer Matrix in Zeilenstaffelform zu berech-
nen:
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SATZ 12.14.Sei K ein Körper, sei mÎ N, und sei A eine ḿm-Matrix über K, sodass
für alle i, j mit i > j gilt: A (i, j ) = 0. Dann gilt

det(A) =
m

ä
i=1

A(i, i).

Beweisskizze:Sei f Î Sm, f ¹ id. Wenn für allei die Ungleichungi £ f (i) gilt, so
gilt f (m) = m, ¼, f (1) = 1, also f = id. Es gibt alsoi mit i > f (i), und somit ist
A(i, f (i)) = 0.à

Wir wissen, dass sich jede Matrix durch Zeilenumformungen in Zeilenstaffelnormal-
form bringen lässt. Dabei ändert sich die Determinante folgendermaßen:

(1) Wenn wir ein Vielfaches einer Zeile zu einer anderen dazuaddieren, bleibt
die Determinante unverändert.

(2) Wenn wir eine Zeile mit einem Körperelement vervielfachen, dann verviel-
facht sich die Determinante um eben dieses Körperelement.

(3) Beim Vertauschen von zwei Zeilen ändert sich das Vorzeichen der Determi-
nante.

Aus diesen Überlegungen erhält man einen Algorithmus zum Berechnen der Determi-
nante. Wir rechnen einige Beispiele.

In[151]:= << RowRed10.m

In[152]:= DeterminantenDemo [B]

Det[K 1 2 -3

2 29 -16

-3 -16 22

O]

Wir addieren das - 2 fache

der 1. Zeile zum 1 fachen der 2.Zeile.

= 1 * 1 * det[K
1 2 -3

0 25 -10

-3 -16 22

O]

Wir addieren das 3 fache

der 1. Zeile zum 1 fachen der 3.Zeile.

= 1 * 1 * det[K
1 2 -3

0 25 -10

0 -10 13

O]

Wir addieren das 2 fache

der 2. Zeile zum 5 fachen der 3.Zeile.

= 1 * 1
5
* det[K

1 2 -3

0 25 -10

0 0 45

O]
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= 225

Out[152]= 225

In[153]:= DeterminantenDemo [A]

Det[K
5 0 0

3 0 -2

4 1 1

O]
Wir addieren das - 3 fache

der 1. Zeile zum 5 fachen der 2.Zeile.

= 1 * 1
5
* det[K 5 0 0

0 0 -10

4 1 1

O]

Wir addieren das - 4 fache

der 1. Zeile zum 5 fachen der 3.Zeile.

= 1
5
* 1

5
* det[K

5 0 0

0 0 -10

0 5 5

O]

= - 1
25
det[K

5 0 0

0 5 5

0 0 -10

O]
= 10

Out[153]= 10

In[154]:= DeterminantenDemo[B2]

Det[K
1 2 -3 4

3 1 3 5

4 3 0 9

8 0 0 1

O]

Wir addieren das - 3 fache

der 1. Zeile zum 1 fachen der 2.Zeile.

= 1 * 1 * det[K
1 2 -3 4

0 -5 12 -7

4 3 0 9

8 0 0 1

O]

Wir addieren das - 4 fache

der 1. Zeile zum 1 fachen der 3.Zeile.

= 1 * 1 * det[K
1 2 -3 4

0 -5 12 -7

0 -5 12 -7

8 0 0 1

O]

Wir addieren das - 8 fache

der 1. Zeile zum 1 fachen der 4.Zeile.
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= 1 * 1 * det[K
1 2 -3 4

0 -5 12 -7

0 -5 12 -7

0 -16 24 -31

O]

Wir addieren das - 1 fache

der 2. Zeile zum 1 fachen der 3.Zeile.

= 1 * 1 * det[K
1 2 -3 4

0 -5 12 -7

0 0 0 0

0 -16 24 -31

O]

Wir addieren das - 16 fache

der 2. Zeile zum 5 fachen der 4.Zeile.

= 1 * 1
5
* det[K

1 2 -3 4

0 -5 12 -7

0 0 0 0

0 0 -72 -43

O]

= -1
5
det[K

1 2 -3 4

0 -5 12 -7

0 0 -72 -43

0 0 0 0

O]

= 0

Out[154]= 0

Schließlich berechnen wir noch die Determinante vonJ
0 2 1
0 0 1
1 2 3

N

In[155]:= << RowRed10.m

In[156]:= M = {{0,2,1},{0,0,1},{1,2,3}}

Out[156]= {{0,2,1},{0,0,1},{1,2,3}}

In[157]:= DeterminantenDemo [M]

Det[K
0 2 1

0 0 1

1 2 3

O]

= -1 det[K 1 2 3

0 0 1

0 2 1

O]

= 1 det[K 1 2 3

0 2 1

0 0 1

O]
= 2

Out[157]= 2
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In[158]:= Det [M]

Out[158]= 2

5. Die adjungierte Matrix

DEFINITION 12.15. Sein Î N, seiA einen ´ n-Matrix, und seieni, j Î {1,¼, n}.
Dann bezeichnen wir mitA[i, j ] dien´ n-Matrix, die durch

A[i, j ](k, l) :=
ìïïïíïïï
î

A(k, l) wennk ¹ i und l ¹ j
0 wenn(k = i und l ¹ j) oder(k ¹ i und l = j)
1 wennk = i und l = j

für k, l Î {1,¼, n} definiert ist.A[i, j ] ist also die Matrix, die man ausA durch Ersetzen
der i-ten Zeile durch den Einheitsvektorej und durch Ersetzen derj-ten Spalte durch
den Einheitsvektorei erhält.

Für

A = J
-5 7 8
6 3 -2
1 -5 4

N

gilt also

A[3,2] = J
-5 0 8
6 0 -2
0 1 0

N, A(3,2) = J -5 8
6 -2

N

Für n ³ 2 beteichnet man mitA(i, j ) die (n- 1) ´ (n- 1)-Matrix, die man ausA durch
Streichen deri-ten Zeile undj-ten Spalte erhält. Es gilt also

A(i, j )(k, l) :=

ìïïïïïíïïïïï
î

A(k, l) wennk < i und l < j
A(k+ 1, l) wennk ³ i und l < j
A(k, l + 1) wennk < i und l ³ j

A(k+ 1, l + 1) wennk ³ i und l ³ j

für allek, l Î {1,¼, n- 1}.

LEMMA 12.16.Seien B eine ńn-Matrix, und seienΣ, Τ Î Sn. Sei C eine ń n-Matrix,
die durchC(i, j ) := B(Σ(i), Τ( j)) definiert ist. Dann giltdet(C) = sgn(Σ) sgn(Τ) det(B).
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Beweis:

det(C) =â
fÎSn

sgn( f )
n

ä
i=1

C(i, f (i))

=â
fÎSn

sgn( f )
n

ä
i=1

B(Σ(i), Τ( f (i)))

=â
fÎSn

sgn( f )
n

ä
k=1

B(k,Τ ë f ë Σ-1(k))

=â
fÎSn

sgn(Σ) sgn(Τ) sgn(Τ ë f ë Σ-1)
n

ä
k=1

B(k,Τ ë f ë Σ-1(k))

= sgn(Τ) sgn(Σ)â
gÎSn

sgn(g)
n

ä
k=1

B(k, g(k))

= sgn(Τ) sgn(Σ) det(B).

LEMMA 12.17.Sei n³ 2, sei A eine ń n-Matrix, und seien i, jÎ {1,¼, n}. Dann gilt
det(A[i, j ]) = (-1)i+ j det(A(i, j )).

Beweis:Wir beweisen den Satz zunächst füri = j = n. Dann gilt

det(A[n,n]) =â
fÎSn

sgn( f )
n

ä
k=1

A[n,n](k, f(k))

= â
fÎSn
f (n)=n

sgn( f )
n-1

ä
k=1

A(k, f(k)).

Sei f eine Permutation von{1,¼, n} mit f (n) = n. Dann istg := f |{1,¼,n-1} eine Per-
mutation von{1,¼, n- 1}. Da sich f als Produkt gleich vieler Transpositionen wieg
schreiben lässt, ist die Signatur vonggleich der Signatur vonf . Es gilt also

â
fÎSn
f (n)=n

sgn( f )
n-1

ä
k=1

A(k, f(k))

= â
gÎSn-1

sgn(g)
n-1

ä
k=1

A(k, f(k))

= det(A(i, j )).
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Wir beweisen nun den Fall(i, j ) ¹ (n, n). SeiΣ der Zyklus(i i + 1 ¼ n), undΤ :=
( j j + 1 ¼ n)

B(k, l) := A(Σ(k), Τ(l ).)

Dann gilt B(n,n) = A(i, j ). Außderdem gilt für allek, l Î {1,¼, n} auchB[n,n](k, l) =
A[i, j ](Σ(k), Τ(l )). Wir berechnen nun det(A[i, j ]). Nach Lemma 12.16 gilt det(A[i, j ]) =
sgn(Σ)sgn(Τ) det(B[n,n]). Nach dembereits betrachteten Fall gilt sgn(Σ)sgn(Τ) det(B[n,n]) =
sgn(Σ)sgn(Τ) det(B(n,n)). WegenB(n,n) = A(i, j ) gilt nun insgesamt

det(A[i, j ]) = sgn(Σ)sgn(Τ) det(A(i, j )).

Nach Satz 12.6 (4) gilt sgn(Σ) = (-1)n-i+1+1 = (-1)n-i und sgn(Τ) = (-1)n- j . Also gilt
sgn(Σ)sgn(Τ) = (-1)i+ j . à

DEFINITION 12.18. Sein Î N, und seiAeinen´n-Matrix. Die zuAadjungierte (oder
adjunkte1 ) Matrix Aad ist wie folgt definiert: wennn ³ 2, so gilt

Aad(i, j ) := (-1)i+ j det(A( j,i)).

Fürn = 1 definiert man die adjungierte Matrix durchAad := (1).

Es gilt alsoAad(i, j ) = det(A[ j,i]). Wir beobachten zunächst folgenden einfachen Satz:

SATZ 12.19.Sei A eine ń n-Matrix. Dann gilt(Aad)T = (AT)ad.

Beweis:Für i, j Î {1,¼, n} gilt (Aad)T(i, j ) = Aad( j, i) = det(A[i, j ]) = det((A[i, j ])T) =
det((AT)[ j,i]) = (AT)ad(i, j ). à

SATZ 12.20.Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei A eine n´ n Matrix mit
Einträgen aus R. Dann gilt

A × Aad = Aad × A =

æççççççççççççççç
è

det(A) 0 0 ¼ 0
0 det(A) 0 ¼ 0
0 0 ¸ 0
¶ ¸ ¶

0 0 ¼ ¼ det(A)

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

.

Beweis:Wir werden als Abkürzung für dien´ n-Matrix

æççççççççççççççç
è

r 0 0 ¼ 0
0 r 0 ¼ 0
0 0 ¸ 0
¶ ¸ ¶

0 0 ¼ ¼ r

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

mit r Î Rauch oft kürzerr * En schreiben.

1Der BegriffadjunkteMatrixhat folgenden Vorteil: es gibt in der linearen Algebra auch den Begriff
desadjungierten Operators, der aber nicht mitAad zu tun hat, sondern mitAT . Der Begriff der zuA
adjunkten Matrixvermeidet diese Inkongruenz.
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Wir nehmen an, dassn ³ 2. Für j Î {1,¼, n} sei

ej := (0,0,¼,0,1,0,¼,0)

der j-te Einheitsvektor inRn; der Einser steht dabei an derj-ten Stelle. Wir zeigen
zunächstA × Aad = det(A) * En.

Sei nuni Î {1,¼, n}. Wir bilden nun MatrizenA1,¼, An wie folgt: A1 ist die Matrix,
die wir ausA erhalten, wenn wir diei-te Zeile durche1 ersetzen; allgemein seiA j die
Matrix, die wir erhalten, wenn wir diei-te Zeile durchej ersetzen. Es gilt also

A j =

æççççççççççççççççççççççç
è

A(1,1) ¼ A(1, j - 1) A(1, j) A(1, j + 1) ¼ A(1, n)
¶ ¶ ¶ ¶ ¶

A(i - 1,1) ¼ A(i - 1, j - 1) A(i - 1, j) A(i - 1, j + 1) ¼ A(i - 1, n)
0 ¼ 0 1 0 ¼ 0

A(i + 1,1) ¼ A(i + 1, j - 1) A(i + 1, j) A(i + 1, j + 1) ¼ A(i + 1, n)
¶ ¶ ¶ ¶ ¶

A(n,1) ¼ A(n, j - 1) A(n, j) A(n, j + 1) ¼ A(n, n)

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

.

Aus Satz 12.1 (1) und Satz 12.11 erhalten wir, dass für allej Î {1,¼, n} gilt:

det(A j) = det(A
[i, j ]).

Sei nunk Î {1,¼, n}Wir berechnen nun den(k, i)-ten Eintrag vonA×Aad. Wir erhalten

A × Aad(k, i) =
n

â
j=1

A(k, j)Aad( j, i)

=
n

â
j=1

A(k, j) det(A[i, j ])

=
n

â
j=1

A(k, j) det(A j)

Wir nützen nun die Linearität der Determinante in deri-ten Zeile aus und erhalten,
dass die letzte Summe gleich der Determinante der MatrixB ist, die wir ausAerhalten,
indem wir diei-te Zeile vonA durch

(A(k,1), A(k,2),¼, A(k, n)),

also durch diek-te Zeile vonA ersetzen. Es gilt also

B =

æççççççççççççççççççççççç
è

A(1,1) ¼ A(1, j - 1) A(1, j) A(1, j + 1) ¼ A(1, n)
¶ ¶ ¶ ¶ ¶

A(i - 1,1) ¼ A(i - 1, j - 1) A(i - 1, j) A(i - 1, j + 1) ¼ A(i - 1, n)
A(k,1) ¼ A(k, j - 1) A(k, j) A(k, j + 1) ¼ A(k, n)

A(i + 1,1) ¼ A(i + 1, j - 1) A(i + 1, j) A(i + 1, j + 1) ¼ A(i + 1, n)
¶ ¶ ¶ ¶ ¶

A(n,1) ¼ A(n, j - 1) A(n, j) A(n, j + 1) ¼ A(n, n)

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

.
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Die Determinante dieser MatrixB ist wegen Satz 12.11 gleich 0, wennk ¹ i, da dann
in B diek-te und diei-te Zeile gleich sind. Istk = i, so gilt det(B) = det(A).

Insgesamt haben wir also bewiesen, dass für jeden´n-MatrixAdie GleichheitA×Aad =
det(A)*En gilt. Dann gilt auchA

ad×A = (AT ×(Aad)T)T = (AT ×(AT)ad)T = (det(AT)*En)
T =

det(A) * En. à

KOROLLAR 12.21 (Entwicklungssatz von Laplace).Sei n³ 2, sei A eine ń n-Matrix
über einem kommutativen Ring mit Eins K, und seien i, jÎ {1,¼, n}. Dann gilt

(1) det(A) = Ún
k=1(-1)

i+kA(i, k) × det(A(i,k)). (Entwicklung nach der i-ten Zeile.)
(2) det(A) = Ún

k=1(-1)
k+ jA(k, j) × det(A(k, j)). (Entwicklung nach der j-ten Spalte.)

Beweis:(1) Nach Satz 12.20 gilt

det(A) = (A × Aad) (i, i)

=
n

â
k=1

A(i, k)Aad(k, i)

=
n

â
k=1

A(i, k)(-1)i+k det(A(i,k)).

(2) Nach Satz 12.20 gilt

det(A) = (Aad × A) ( j, j )

=
n

â
k=1

Aad( j, k)A(k, j)

=
n

â
k=1

(-1) j+k det(A(k, j))A(k, j).

6. Determinanten und Invertierbarkeit

SATZ 12.22.Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei A eine(n´ n)-Matrix mit
Einträgen aus R. Dann sind äquivalent:

(1) Es gibt eine Matrix B mit A× B = En.
(2) Es gibt eine Matrix C mit C× A = En.
(3) Es gibt ein yÎ R, sodassdet(A) y = 1.

Beweis:(1)Þ(3): wegen Satz 12.12 gilt 1= det(En) = det(A) det(B), also leistety :=
det(B) das Gewünschte. (3)Þ(1): SeiB := y * Aad. Dann giltA × B = y * (A × Aad), und
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das ist wegen Satz 12.20 gleich

y *

æççççççççççççççç
è

det(A) 0 0 ¼ 0
0 det(A) 0 ¼ 0
0 0 ¸ 0
¶ ¸ ¶

0 0 ¼ ¼ det(A)

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

,

also gleichEn.

Die Äquivalenz von (1) und (2) zeigt man genauso.à

Somit wissen wir, dss eine ganzzahlige Matrix genau dann eine ganzzahlige inverse
Matrix hat, wenn ihre Determinante+1 oder-1 ist.

SATZ 12.23. Sei K ein Körper, und sei A eine(n ´ n)-Matrix mit Einträgen aus K.
Dann sind äquivalent:

(1) det(A) ¹ 0.
(2) A ist invertierbar.
(3) Die Zeilenvektoren von A sind linear unabhängig.
(4) Die Spaltenvektoren von A sind linear unabhängig.

Beweis:(1)Þ(2):B := 1
det(A)A

ad ist nach Satz 12.20 zuA invers. (2)Þ(3): Sei(y1,¼, yn) Î
Knmit (y1,¼, yn) ×A = 0. Dann gilt 0= 0×A

-1 = ((y1,¼, yn) ×A) ×A
-1 = (y1,¼, yn), also

sind die Zeilen linear unabhängig. (3)Þ(1): Da die Zeilenvektoren linear unabhängig
sind, ist der Zeilenraum vonA ganzKn. Somit gibt es eine MatrixL mit L × A = En.
Dann gilt 1= det(L) det(A), also det(A) ¹ 0.

Die Bedingungen (1), (2) und (3) sind also für jede MatrixA äquivalent.

(1)Þ(4): SeiA eine Matrix mit det(A) ¹ 0. Dann gilt det(AT) ¹ 0, also sind die Zei-
len vonAT nach einer der bereits bewiesenen Implikationen linear unabhängig. Somit
gilt (4). (4)Þ(3): Wenn die Spalten vonA linear unabhängig sind, so sind es auch die
Zeilen vonAT . Also gilt det(AT) ¹ 0, und somit det(A) ¹ 0.à

7. Determinanten und Volumina

Wir betrachten in dieser Sektion Matrizen mit Einträgen ausR. Wir wissen (wegen
det(A) = det(AT)), dass| det(A)| das Volumen des von den Spalten vonAaufgespannten
Parallelepipeds ist.

SATZ 12.24.Seien A, BÎ Rn´n, und seien b1,¼, bn die Spaltenvektoren von B. Sei hA :
R
n ® Rn gegeben durch hA(y) = A×y für yÎ R

n. Das Volumen des von hA(b1),¼, hA(bn)
aufgespannten Parallelepipeds ist|det(A) det(B)|.
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Beweis:Das Parallelepiped wird von den Spaltenvektoren vonA × B aufgespannt und
hat also das Volumen|det(A × B)|. Aus der Multiplikativität der Determinante folgt die
Aussage.

SATZ 12.25.Seien m, nÎ Rmit m³ n, seien AÎ Rm´n, BÎ Rn´n, und seien b1,¼, bn
die Spaltenvektoren von B. Sei hA : R

n ® Rm gegeben durch hA(y) = A × y für y Î Rn.
Das n-dimensionale Volumen des von hA(b1),¼, hA(bn) aufgespannten Parallelepipeds
ist
0
det(AT × A) × | det(B)|.

Beweis:SeiQ einem´ n-Matrix, in deren Spalten eine Orthonormalbasis des Spal-
tenraums vonA steht. Es gilt dannQT × Q = En. Dann stehen in den Spalten von
QT × (A × B) die Koordinaten des vonhA(b1),¼, hA(bn) aufgespannten Parallelepipeds
bezüglich dieser Orthonormalbasis. Sei nunR Î Rn´n mit A = QR. Dann gilt für das
gesuchte VolumenV:

V2 = det(QTAB)2

= det(BTATQQTAB)
= det(BTRTQTQQTQRB)
= det(BT) det(B) det(RTQTQR)
= det(B)2 det(AT × A).

à

FürB := En erhalten wir als Folgerung, dass dasn-dimensionale Volumen des von den
Spalten vonA aufgespannten Parallelepipeds gleich

0
det(AT × A) ist.

ÜBUNGSAUFGABEN12.26.

(1) Seir > s. Zeigen Sie, dass für jeder ´s-Matrix Agilt, dass det(AT ×A) ³ 0.Hinweis:Schreiben SieAalsQ×R, wobei
in den Spalten vonQ eine Orthonormalbasis für den Spaltenraum vonA steht, und berechnen Sie det(QT × A)2.

8. Gleichungssysteme

SATZ 12.27.Sei K ein kommutativer Ring mit Eins, sei nÎ N, sei AÎ Kn´n und sei

bÎ Kn. Wir nehmen an, dassJ
y1
y2
¶
yn

N eine Lösung des Gleichungssystems A× x = b ist.
Sei i Î {1,¼, n}, und sei Abi die Matrix, die man aus A erhält, indem man die i-te
Spalte von A durch b ersetzt. Dann giltdet(A) yi = det(A

b
i ).

Beweis:SeiX die Matrix, die man aus der EinheitsmatrixEn erhält, indem man die

i-te Spalte durchJ
y1
y2
¶
yn

N ersetzt. Dann gilt
A × X = Abi .

Also gilt det(A) det(X) = det(Abi ). Durch Entwicklung nach deri-ten Zeile erhält man
det(X) = yi. à
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SATZ 12.28.Sei K ein Körper, sei nÎ N, AÎ Kn´n, bÎ N. Äquivalent sind:

(1) Das Gleichungssystem A× x = b hat genau eine Lösung in Kn.
(2) det(A) ¹ 0.

Beweis:Wenn det(A) ¹ 0, so istAnach Satz 12.23 invertierbar, und somit istx := A-1×b
die eindeutige Lösung vonA × x = b.

Wenn det(A) = 0, so sind die Spaltenvektoren vonA linear abhängig; der Nullraum
vonA ist also nicht nulldimensional. Die Lösungsmenge vonA ×x = b ist also leer oder
von der Formx0 + N(A), und somit in beiden Fällen nicht einelementig.à

SATZ 12.29 (Cramersche Regel).Sei K ein Körper, sei nÎ N, A Î Kn´n, b Î N. Wir
nehmen an, dassdet(A) ¹ 0. Für jedes iÎ N sei Abi die Matrix, die man aus A dadurch

erhält, dass man die i-te Spalte durch b ersetzt, und sei yi :=
det(Abi )
det(A) .

Dann ist(y1,¼, yn) die eindeutige Lösung von A× x = b.

Beweis:Wegen Satz 12.28 hatA × x = b genau eine Lösung, und wegen Satz 12.29

berechnet sich diese Lösung durchyi :=
det(Abi )
det(A) . à
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ANHANG A

Programme, die vorrechnen

Die Mathematica-FilesGaussDemo6.m undRowRed9.m enthalten Mathematica-
Funktionen, die folgende Probleme mit Zwischenschritten vorrechnen:

ê Lösen eines linearen Gleichungssystems (Gauss[A,b]).
ê Bestimmen einer Matrix in Zeilenstaffelform, die den gleichen Zeilenraum
wie die eingegebene Matrix hat (RowEchelonForm[A]).
ê Bestimmen einer Matrix in Zeilenstaffelnormalform, die den gleichen Zeilen-
raum wie die eingegebene Matrix hat (RowEchelonNormalForm[A]).
ê Bestimmen der Determinante einer Matrix (DeterminantenDemo[A]).

Die Programme können von Mathematica aus mit<< GaussDemo6.m und
<< RowRed9.m geladen werden.

Sie sind aufhttp://www.algebra.uni-linz.ac.at/Students/
MathInf/vlws05/MathematicaProgramme/ erhältlich und werden den Stu-
dierenden ausschließlich für die Nutzung im Rahmen des Kurses “Lineare Algebra”
zur Verfügung gestellt.
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