
KAPITEL 18

Euklidische Vektorräume

1. Orthogonale Matrizen

DEFINITION 18.1. Sein Î N, A Î Rn´n. Die Matrix A ist orthogonal:Û AT × A = En.

LEMMA 18.2. Sei nÎ N, AÎ Rn´n. Dann sind äquivalent:

(1) A ist orthogonal.
(2) Die Spalten von A sind eine Orthonormalbasis vonRn.
(3) Die Zeilen von A sind eine Orthonormalbasis vonRn.

DEFINITION 18.3. Seij : Rn ® Rn. Die Funktionj ist eineIsometrie, wenn für alle
x, yÎ Rn gilt: ||j(x) - j(y)|| = ||x- y||.

SATZ 18.4. Sei nÎ N, und seij : Rn ® Rn eine lineare Abbildung. Dann istj genau
dann eine Isometrie, wenn Sj(E, E) eine orthogonale Matrix ist.

Wir werden im folgenden das SkalarproduktXx, y\ von zwei Vektoren imRn auch als
xT × y schreiben.

Beweis von Satz 18.4:Sei A := Sj(E, E). Seien nunj eine Isometrie, undx, y Î Rn.
Dann gilt ||A × (x + y) - A × 0|| = ||(x + y) - 0||, da j eine Isometrie ist. Also giltXA × x+ A × y, A × x+ A × y\ = Xx+ y, x+ y\, und somit

XA × x, A × x\ + 2XA × x, A × y\ + XA × y, A × y\ = Xx, x\ + 2Xx, y\ + Xy, y\.
Daj eine Isometrie ist undj(0) = 0, gilt ||A × x|| = ||x|| und ||A × y|| = ||y||. Somit gilt

XA × x, A × y\ = Xx, y\.
Also gilt xT × AT × A × y = xT × y. Wenn wir nunx := ei, y := ej setzen, so erhalten wir
(ei ×A

T) × (A × ej ) = ∆(i, j ). Somit steht in den Spalten vonA eine Orthonormalbasis von
R

n, undA ist daher orthogonal.

Sei nun umgekehrtA eine orthogonale Matrix. Dann gilt||A×x-A×y||2 = ||A× (x-y)||2 =
(x- y)T × AT × A × (x- y) = (x- y)T × En × (x- y) = (x- y)T × (x- y) = ||x- y||2. à

2. Euklidische Räume

Wir werden nun auch Skalarprodukte auf anderen Räumen alsR
n brauchen:

229



230 18. EUKLIDISCHE VEKTORRÄUME

DEFINITION 18.5. SeiV ein Vektorraum überR, und seiX. | .\ : V ´ V ® R. Diese
Abbildung ist genau dann einSkalarprodukt auf V, wenn für allex, x¢, y Î V und
Α Î R gilt:

(1) Xx+ x¢ | y\ = Xx | y\ + Xx¢ | y\,
(2) XΑ * x | y\ = ΑXx | y\,
(3) Xx | y\ = Xy | x\,
(4) wennx ¹ 0, so giltXx | x\ > 0.

Ein Euklidischer Raumist ein Paar(V,X. | .\) aus einem VektorraumV überR und
einem Skalarprodukt aufV.

Mit Xx, y\ bezeichnen wir, wie bisher, nur das Skalarprodukt aufR
n, das durchXx, y\ :=

xT × y = Ún
i=1 xiyi definiert ist.

Für jedes Elementx eines Euklidischen Raums definieren wir||x|| :=
0Xx | x\. Eine

Orthonormalbasiseines Euklidischen Raums ist eine BasisB, sodassXb | b\ = 1 für
allebÎ B, undXb | c\ = 0 für b, cÎ B mit b ¹ c.

SATZ 18.6. Sei(V,X. | .\) ein endlichdimensionaler Euklidischer Raum. Dann besitztV
eine Orthonormalbasis.

Beweisskizze:Gram-Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren.

LEMMA 18.7. Sei(V,X. | .\) ein endlichdimensionaler Euklidischer Raum, und sei B=
(b1,¼, bn) eine Orthonormalbasis von(V,X. | .\). Dann gilt für alle x, yÎ V: Xx | y\ =X(x)B, (y)B\.
Beweis:Sei n := dim(V). Es gilt Xx | y\ = XÚn

i=1(x)B[i] * bi | Ún
j=1(x)B[ j] * b j\ =Ún

i=1Ún
j=1(x)B[i] (x)B[ j] Xbi | b j\ = Ún

i=1(x)B[i] (x)B[i] = X(x)B, (y)B\. à
3. Selbstadjungierte Operatoren

DEFINITION 18.8. Sei(V,X. | .\) ein Euklidischer Raum, und seij : V ® V ein En-
domorphismus. Die Abbildungj heißtselbstadjungiert, wenn für allex, y Î V gilt:Xj(x) | y\ = Xy | j(x)\.
SATZ 18.9. Sei (V,X. | .\) ein endlichdimensionaler Euklidischer Raum, seij : V ®
V ein Endomorphismus, und sei B eine Orthonormalbasis von(V,X. | .\). Dann sind
äquivalent:

(1) j ist selbstadjungiert.
(2) A := Sj(B, B) ist symmetrisch (das heißt, es gilt AT = A).

Beweis:(1)Þ(2): Für allex, y Î V gilt Xj(x) | y\ = Xx | j(y)\, also X(j(x))B, (y)B\ =X(x)B, (j(y))B\, und somitXA × (x)B, (y)B\ = X(x)B, A × (y)B\. Für x := bi undy := b j gilt
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alsoXA × ei, ej\ = Xei, A × ej\, und somiteT
i × A

T × ej = eT
i × A × ej , alsoAT(i, j ) = A(i, j ).

Die Matrix A ist also symmetrisch.

(2)Þ(1): Xj(x) | y\ = X(j(x))B, (y)B\ = (A × (x)B)T × (y)B = (x)TB ×AT × (y)B = (x)
T
B ×A × (y)B =X(x)B, A × (y)B\ = X(x)B, (j(y))B\ = Xx | j(y)\. à

LEMMA 18.10. Sei AÎ Rn´n so, dass A= AT . SeiΛ Î C ein Eigenwert von A, das

heißt, seiΛ Î C so, dass es ein xÎ Cn � {J 0
¶
0
N} mit A × x = Λ * x gibt. Dann giltΛ Î R.

Außerdem gibt es yÎ Rn mit y¹ 0 und A× y = Λ * y

Beweis:Für y = (y1,¼, yn) Î C
n und z = (z1,¼, zn) Î C

n bezeichen wir mitz :=
(z1,¼, zn) den Vektor mit den konjugiert komplexen Einträgen, und mityT × zdie ZahlÚn

i=1 yizi. Da x ¹ 0, gilt xT × x Î R und xT × x > 0. WegenA = AT gilt Λ(xT × x) =
(Λ * x)T × x = (A × x)T × x = (xT × AT) × x = xT × (AT × x) = xT × (A × x) = xT × (A × x) =
xT × (Λ * x) = xT × (Λ * x) = Λ(xT × x). Somit giltΛ = Λ, und damitΛ Î R. Die Matrix
A- Λ * E ist also inCn´n nicht invertierbar, da ihre Spalten linear abhängige Vektoren
in Cn sind. Damit ist die MatrixA - Λ * E auch inRn´n nicht invertierbar, und somit
gibt esy Î Rn mit y ¹ 0 undA × y = Λ * y. à

DEFINITION 18.11. SeiV ein Vektorraum überK, undj : V ® V ein Endomor-
phismus. EinΛ Î K ist ein Eigenwertvon j, wenn es einv Î V mit v ¹ 0 gibt,
sodassj(v) = Λ * v. Ein v Î V ist einEigenvektorvonj, wenn esΛ Î K gibt, sodass
j(v) = Λ * v.

LEMMA 18.12.Sei(V,X. | .\) ein endlichdimensionaler Euklidischer Raum mitdim(V) >
0, und seij : V ® V ein selbstadjungierter Endomorphismus. Dann besitztj einen
Eigenvektor in V.

Beweis:SeiC eine Orthonormalbasis vonV, n := dim(V), und seiA := Sj(C,C). Die
Matrix A liegt in Rn´n und ist wegen Satz 18.9 symmetrisch. Da inC das characteri-

stische PolynomcA zumindest eine Nullstelle hat, gibt esΛ Î C und x Î Cn � {J 0
¶
0
N},

sodassA × x = Λ * x. Wegen Lemma 18.10 giltΛ Î R, und es gibty Î Rn mit y ¹ 0,
sodassA × y = Λ * y. Sei nunv Î V so, dass(v)C = y. Dann istv ein Eigenvektor vonj
zum EigenwertΛ. à

SATZ 18.13 (Hauptachsentransformation für selbstadjungierteOperatoren).
Sei (V,X. | .\) ein endlichdimensionaler Euklidischer Raum mitdim(V) > 0, und sei
j : V ® V ein selbstadjungierter Endomorphismus. Dann besitzt V eine Orthonor-
malbasis, die nur aus Eigenvektoren vonj besteht.

Beweis:Wir beweisen den Satz mit Induktion nach der Dimension vonV. Wenn dim(V) =
1, so wählen wirv Î V mit v ¹ 0. Wir setzenb := 1

||v|| * v, undB := (b). Dann istB eine
Orthonormalbasis. Wegen dim(V) = 1 istb ein Eigenvektor vonV.
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Sei nunn := dim(V) ³ 2. Wegen Lemma 18.12 besitztj einen Eigenvektorv. Wir
bilden nunb1 :=

1
||v|| * v. Wir setzenU1 := L(b1) und

U2 := {b1}
^ = {w Î Rn : Xw | b1\ = 0}.

Wegenb1 ¹ 0 gilt dim(U1) = 1. Für die Abbildungh Î Vø, h(w) := Xw | b1\ gilt h(b1) ¹
0. Also gilt dim(im(h)) = 1, und somit wegen des Homomorphiesatzes dim(U2) =
dim(ker(h)) = n - 1. Wir zeigen nun, dassU2 j-invariant ist. Sei dazuw Î U2. Wir
zeigen, dass auchj(w) in U2 liegt. Es gilt Xj(w) | b1\ = Xw | j(b1)\ = Xw | Λ * b1\ =
ΛXw | b1\ = 0. Also istU2 j-invariant.

Wir zeigen nunU1 ÈU2 = {0}. Seiw Î U1 ÈU2. Wegenw Î U1 gibt esΜ Î R, sodass
w = Μ * b1. Dann gilt 0= Xw | b1\ = XΜ * b1 | b1\ = ΜXb1 | b1\ = Μ, alsow = 0. Also ist
die SummeU = U1 ∔ U2 direkt. Da dim(U ) = dim(U1) + dim(U2) = 1+ (n- 1), gilt
U = V. Der VektorraumV ist also die direkte Summe vonU1 undU2.

Nun ist (U2, X. | .\|U2´U2
) ein Euklidischer Raum. Der Endomorphismusj2 := j|U2

ist
selbstadjungiert. Nach Induktionsvoraussetzung besitztalso (U2, X. | .\|U2´U2

) eine Or-
thonormalbasisB2, die aus lauter Eigenvektoren vonj2, und damit vonj, besteht.

Insgesamt bildet{b1}ÇB2 also eine Orthonormalbasis vonV, die nur aus Eigenvektoren
vonj besteht.à

KOROLLAR 18.14. Sei AÎ Rn´n so, dass A= AT . Dann gibt es eine orthogonale
Matrix Q Î Rn´n, sodass QT × A ×Q eine Diagonalmatrix inRn´n ist.

Beweis:Seij := hA. SeiB eine Orthonormalbasis desRn, die aus Eigenvektoren von
hA besteht. Wir schreiben diese Vektoren in die Spalten vonQ. SeiD := ShA

(B, B). Es
gilt dannD = Q-1 × A ×Q. DaQ eine orthogonale Matrix ist, giltQ-1 = QT . à

BEISPIEL 18.15. Wir zeigen in folgendem Beispiel, wie man diese Diagonalmatrix
tatsächlich finden kann.

Wir berechnen im folgenden Beispiel eine Orthonormalbasisaus Eigenvektoren der
Matrix A.

A = {{326/125, 672/625,-504/625},A = {{326/125, 672/625,-504/625},A = {{326/125, 672/625,-504/625},
{672/625,-3216/3125, 2412/3125},{672/625,-3216/3125, 2412/3125},{672/625,-3216/3125, 2412/3125},
{-504/625, 2412/3125,-1809/3125}}{-504/625, 2412/3125,-1809/3125}}{-504/625, 2412/3125,-1809/3125}}

99326
125,

672
625,-

504
625= , 9672

625,-
3216
3125,

2412
3125= , 9-504

625,
2412
3125,-

1809
3125==

MatrixForm[A]MatrixForm[A]MatrixForm[A]

æçççççç
è

326
125

672
625 -504

625
672
625 -3216

3125
2412
3125

-504
625

2412
3125 -1809

3125

ö÷÷÷÷÷÷
ø

Wir berechnen als erstes einen Eigenwert und einen Eigenvektor vonA.

cA = CharacteristicPolynomial[A, t]cA = CharacteristicPolynomial[A, t]cA = CharacteristicPolynomial[A, t]
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6t + t2 - t3

Wir berechnen die Eigenvektoren zum Eigenwert 0.

U1 = NullSpace[A - 0 * IdentityMatrix[3]]U1 = NullSpace[A - 0 * IdentityMatrix[3]]U1 = NullSpace[A - 0 * IdentityMatrix[3]]

990, 3
4, 1==

Wir wählen einen Vektor daraus als Vektor b1

b1= U1[[1]]b1= U1[[1]]b1= U1[[1]]

90, 3
4, 1=

Der Orthogonalraum von b1 ist U2. Wir wissen, dass auch dieser Raum wieder h_A-
invariant ist.

U2 = NullSpace[{b1}]U2 = NullSpace[{b1}]U2 = NullSpace[{b1}]

990,-4
3, 1= , {1, 0, 0}=

Wir berechnen nun irgendeine Basis von U2 mit dem Ziel, einenEigenvektor von A
zu erhalten, der in U2 liegt

C2= Transpose[U2]C2= Transpose[U2]C2= Transpose[U2]

9{0, 1}, 9-4
3, 0= , {1, 0}=

Wir berechnen nun die Darstellungsmatrix von h_A bezueglich der Basis C2

col1= LinearSolve[C2, A.U2[[1]]]col1= LinearSolve[C2, A.U2[[1]]]col1= LinearSolve[C2, A.U2[[1]]]

9-201
125,-

56
25=

col2= LinearSolve[C2, A.U2[[2]]]col2= LinearSolve[C2, A.U2[[2]]]col2= LinearSolve[C2, A.U2[[2]]]

9-504
625,

326
125=

ShC2C2= Transpose[{col1, col2}]ShC2C2= Transpose[{col1, col2}]ShC2C2= Transpose[{col1, col2}]

99-201
125,-

504
625= , 9-56

25, 326
125==

MatrixForm[ShC2C2]MatrixForm[ShC2C2]MatrixForm[ShC2C2]

K -201
125 -

504
625

-56
25

326
125
O

Wir berechnen nun einen Eigenvektor von S_h(C2, C2)

c = CharacteristicPolynomial[ShC2C2, t]c = CharacteristicPolynomial[ShC2C2, t]c = CharacteristicPolynomial[ShC2C2, t]

-6- t + t2

Factor[c]Factor[c]Factor[c]

(-3+ t)(2+ t)

U21bzglC2= NullSpace[ShC2C2+ 2 * IdentityMatrix[2]]U21bzglC2= NullSpace[ShC2C2+ 2 * IdentityMatrix[2]]U21bzglC2= NullSpace[ShC2C2+ 2 * IdentityMatrix[2]]
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9972
35, 1==

Aus diesem Eigenvektor von S_h (C2,C2) erhalten wir einen Eigenvektor von A, der
in U2 liegt

b2= C2.U21bzglC2[[1]]b2= C2.U21bzglC2[[1]]b2= C2.U21bzglC2[[1]]

91,-96
35, 72

35=
Nun betrachten wir den h_A-invarianten Unterraum U3 von U2 aller der Vektoren, die
in U2 liegen und normal auf b2 stehen. Das ist genau das orthogonale Komplement
von {b1,b2}

U3 = NullSpace[{b1, b2}]U3 = NullSpace[{b1, b2}]U3 = NullSpace[{b1, b2}]

99-40
7 ,-4

3, 1==
b3 = U3[[1]]b3 = U3[[1]]b3 = U3[[1]]

9-40
7 ,-4

3, 1=
Wir berechnen nun noch eine Basis C3 von U3.

C3= Transpose[U3]C3= Transpose[U3]C3= Transpose[U3]

99-40
7 = , 9-4

3= , {1}=
ShC3C3= LinearSolve[C3, A.U3[[1]]]ShC3C3= LinearSolve[C3, A.U3[[1]]]ShC3C3= LinearSolve[C3, A.U3[[1]]]

{3}

Die Vektoren b1,b2,b3 normieren wir nun; so erhalten wir diegewuenschte Orthonor-
malbasis. Diese Basis schreiben wir in die Spalten von Q.

Q = Transpose[{1/Sqrt[(b1.b1)] * b1, 1/Sqrt[(b2.b2)] * b2,Q = Transpose[{1/Sqrt[(b1.b1)] * b1, 1/Sqrt[(b2.b2)] * b2,Q = Transpose[{1/Sqrt[(b1.b1)] * b1, 1/Sqrt[(b2.b2)] * b2,
1/Sqrt[(b3.b3)] * b3}]1/Sqrt[(b3.b3)] * b3}]1/Sqrt[(b3.b3)] * b3}]

990, 7
25,-24

25= , 935,- 96
125,-

28
125= , 945, 72

125,
21
125==

DD = Transpose[Q].A.QDD = Transpose[Q].A.QDD = Transpose[Q].A.Q

{{0, 0, 0}, {0,-2, 0}, {0,0, 3}}

SATZ 18.16. Sei(V,X. | .\) ein Euklidischer Vektorraum, und seij ein selbstadjungier-
ter Operator. Dann sind Eigenvektoren vonj, die zu verschiedenen Eigenwerten von
A gehören, aufeinander orthogonal.

Beweis:Sei j(v1) = Λ1 * v1, j(v2) = Λ2 * v2 mit Λ1 ¹ Λ2. Dann gilt Λ1Xv1 | v2\ =XΛ1 * v1 | v2\ = Xj(v1) | v2\ = Xv1 | j(v2)\ = Xv1 | Λ2 * v2\ = Λ2Xv1 | v2\. WegenΛ1 ¹ Λ2 giltXv1 | v2\ = 0.à
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4. Positiv definite Matrizen

DEFINITION 18.17. SeiA Î Rn´n. Die MatrixA istpositiv definit, wenn für allex Î Rn

mit x ¹ 0 gilt xT × A × x > 0.

Positiv definite Matrizen sind regulär: wenn nämlich die Spalten linear abhängig sind,
so gibt esx ¹ 0 mit A × x = 0 und somitxT × A × x = 0. Wegen Lemma 18.10 sind alle
komplexen Nullstellen des charakteristischen Polynoms einer symmetrischen Matrix
reell. Aus ihren Vorzeichen kann man auch die positive Definitheit einer symmetri-
schen MatrixA ablesen.

SATZ 18.18. Sei nÎ N, und sei AÎ Rn´n mit AT = A. Dann sind äquivalent:

(1) A ist positiv definit.
(2) Alle Eigenwerte von A sind positiv.
(3) Es existiert CÎ GL(n,R), sodass CT = C und A= CT ×C = C2.
(4) Es existiert FÎ GL(n,R), sodass A= FT × F.

Beweis:(1)Þ(2): SeiΛ ein Eigenwert vonA, und seix Î Rn � {J 0
¶
0
N} so, dassA×x = Λ*x.

Dann gilt 0< xT × A × x = xT × (Λ * x) = Λ(xT × x). WegenxT × x ³ 0 bedeutet das, dass
Λ > 0 ist.

(2)Þ(3): DaA symmetrisch ist, gibt es eine nach Koollar 18.14 eine orthogonale Ma-
trix Q Î Rn´n und eine DiagonalmatrixD Î Rn´n, sodassA = Q × D × QT . Sei
D = diag(d1,¼, dn). WegenA × (Q × ei) = Q × D × ei = Q × (di * ei) = di * (Q × ei)
sind alledi Eigenwerte vonA. Also sind alledi > 0. Sei

W := diag(
1

d1,¼,
1

dn).

Dann giltWT ×W = D. Sei nun

C := Q ×W ×QT .

Wegen det(W) > 0 istW invertierbar. Somit ist auchC invertierbar. Es gilt

CT = Q ×WT ×QT

= (QT)T ×W ×QT

= C.

Folglich istC symmetrisch. Es giltCT ×C = Q ×WT ×QT ×Q ×W ×QT = Q ×WT ×W ×QT =
Q × D ×QT = A. Somit gilt (3)

(3)Þ(4): Die Matrix F := C leistet das Gewünschte.

(4)Þ(1): Seix Î Rn mit x ¹ 0. Es giltxT × A × x = xT × FT × F × x = (F × x)T × (F × x). Da
F invertierbar ist, istF × x ¹ 0, also ist(F × x)T × (F × x) > 0.à
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DEFINITION 18.19. SeiA Î Rn´n, und seik Î {1,¼, n}. Der k-te Hauptminor von A
ist die Determinante derk´ k-Matrix B, die durchB[i, j ] := A[i, j ] für i, j Î {1,¼, k}
definiert ist.

Derk-te Hauptminor ist also die Determinante des nordwestlichen k´ k-Ecks vonA.

LEMMA 18.20. Sei AÎ Rn´n, BÎ GL(n- 1,R), cÎ Rn-1 und dÎ R so, dass

A =

æçççççççççç
è

|
B c

|
— cT — d

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

.

Dann giltdet(A) = det(B) × (d - cT × B-1 × c).

Beweis:Seia := -B-1 × c, und seiX die Matrix, die durch

X :=

æçççççççççç
è

|
B-1 a

|
— 0 — 1

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

definiert ist. Durch Entwickeln nach der letzten Zeile erhält man det(X) = det(B-1). Es
gilt

A × X =

æçççççççççç
è

|
B c

|
— cT — d

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

×

æçççççççççç
è

|
B-1 a

|
— 0 — 1

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

=

æçççççççççç
è

|
En-1 B × a+ c

|
— cT × B-1 — cT × a+ d

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

=

æçççççççççç
è

|
En-1 0

|
— cT × B-1 — -cT × B-1 × c+ d

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

.

Die Determinate der letzten Matrix kann man durch Entwickeln nach der letzten Spalte
ausrechnen. Es gilt also

det(A) × det(X) = -cT × B-1 × c+ d.

Somit gilt wegen det(X) = 1
det(B) die Gleichheit det(A) = det(B) × (-cT × B-1 × c+ d).

SATZ 18.21. Sei nÎ N, A Î Rn´n, A = AT . Dann sind äquivalent:

(1) A ist positiv definit.
(2) Alle n Hauptminoren von A sind positiv.
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Beweis:(1)Þ(2): Seik Î {1,¼, n}, und seiB Î Rk´k die Matrix, die aus den erstenk
Zeilen der erstenk Spalten vonAbesteht. Wir zeigen nun, dassBpositive Determinante
hat. DaB eine symmetrische Matrix ist, gibt es eine orthogonale Matrix Q Î Rk´k,
sodassD = QT ×B ×Q eine Diagonalmatrix diag(d1,¼, dk) ist, Wir zeigen als nächstes,
dass alledi > 0 sind. DaQ eine orthogonale Matrix ist, ist ihrei-te Spalte, alsoQ × ei,

nicht der Nullvektor. Seiy Î Rn so, dassJ y1
¶

yk
N = Q × ei undyk+1 = µ = yn = 0. DaA

positiv definit ist, gilt

0 < yT × A × y

= (Q × ei)
T × B × (Q × ei)

= eT
i × D × ei

= di.

Wegen det(B) = det(Q)2Õn
i=1 di gilt also auch det(B) > 0.

(2)Þ(1): Wir beweisen diese Implikation mit Induktion nachn. Fürn = 1 erhalten wir,
dassA = (A[1, 1]) ist. Der erste Hauptminor vonA ist A[1, 1]. Wenn diese Zahl positiv
ist, so gilt für allex Î R � {0}, dassA[1, 1] x2 > 0; somit istA positiv definit.

Sei nunn ³ 2. Wir findenc Î Rn-1, d Î R, sodass

A =

æçççççççççç
è

|
B c

|
— cT — d

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

.

Da B symmetrisch ist und alle Hauptminoren vonB positiv sind, istB nach Indukti-

onsvoraussetzung positiv definit. Sei nunx = J x1
¶

xn
N Î Rn mit x ¹ 0. Wir berechnen

xT × A × x.

Wennxn = 0, so gilt

xT × A × x = (x1,¼, xn-1) × B × J x1
¶

xn-1
N.

DaB positiv definit ist, ist das> 0.

Wennxn ¹ 0, so setzen wiry = 1
xn
* x, undz := (y1,¼, yn-1)

T . Wir zeigen nun

(18.1) yT × A × y > 0.
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Dazu berechnen wir als erstesyT × A × y. Es gilt

yT × A × y = yT ×

æçççççççççç
è

|
B c

|
— cT — d

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

× y

= (—zT— , 1) ×

æçççççççççç
è

|
B c

|
— cT — d

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

× J |z|
1
N

= (—zT × B+ cT— , zT × c+ d) × J |z|
1
N

= zT × B × z + cT × z + zT × c + d

= zT × B × z + 2cT × z + d.

(18.2)

DaB symmetrisch und positiv definit ist, gibt es einC Î GL(n-1,R), sodassB = CT ×C
undCT = C. Es gilt XC × z+C-1 × c , C × z+C-1 × c\ ³ 0.

Das bedeutet

zT ×CT ×C × z + 2cT × (C-1)T ×C × z + cT × (C-1)T ×C-1 × c ³ 0.

Wir verwenden nun
CT ×C = B,

(C-1)T ×C = (C-1)T ×CT = (C ×C-1)T = En-1,

und
(C-1)T ×C-1 = (CT)-1 ×C-1 = (C ×CT)-1 = (CT ×C)-1 = B-1,

und erhalten somit

(18.3) zT × B × z + 2cT × z+ cT × B-1 × c ³ 0.

Da alle Hauptminoren vonA positiv sind, habenA undB positive Determinante. Also
folgt aus Lemma 18.20, dassd > cT ×B-1 × c. Somit erhalten wir aus Gleichung (18.3),
dass der letzte Ausdruck in (18.2) positiv ist, dass alsozT × B × z + 2cT × z + d > 0. Es
gilt alsoyT ×A × y > 0, und somitxT ×A × x = x2

n (y
T ×A × y) > 0. Also istA positiv definit.

à


