KAPITEL 18

Euklidische Vektorraume

1. Orthogonale Matrizen

DEFINITION 18.1. Seh € N, A € R™". Die Matrix A istorthogonal:< AT - A= E,.
LEMMA 18.2. Sei ne N, A e R™". Dann sind &quivalent:

(1) Aist orthogonal.
(2) Die Spalten von A sind eine Orthonormalbasis ®Rn
(3) Die Zeilen von A sind eine Orthonormalbasis \WR'h

DEFINITION 18.3. Seip : R" - R". Die Funktiony ist einelsometrie wenn fir alle
X,y € R" gilt: llp(x) — oWl = 11X = yiI.

SATZ 18.4. Sei ne N, und seip : R" - R" eine lineare Abbildung. Dann igtgenau
dann eine Isometrie, wenn &, E) eine orthogonale Matrix ist.

Wir werden im folgenden das Skalarprodykty) von zwei Vektoren inR" auch als
X" -y schreiben.

Beweis von Satz 18.&eiA := S/(E, E). Seien nurp eine Isometrie, und,y € R",
Dann gilt]]JA- X +y) — A- 0l = [I(x+Yy) — 0Oll, day eine Isometrie ist. Also gilt
(A-X+A-Y,A- X+ A-y) =(X+Y,X+Y), und somit

AXAX+2A- XA W)+ AV A Y =X+ 200 + (Y, ).
Dag eine Isometrie ist un@(0) = 0O, gilt[[A- X|| = [IXI| und[lA - yil = llyll. Somit gilt
(A-X, A y) =X ).

Also gilt x™ - AT - A-y = xT - y. Wenn wir nunx := g, y := g setzen, so erhalten wir
(e-A")-(A- €)= o(, j). Somit steht in den Spalten véneine Orthonormalbasis von
R", undA ist daher orthogonal.

Sei nun umgekehn eine orthogonale Matrix. Dann gilA-x—A-y|?> = |A-(x=y)|?> =
X=y)"-AT-A-x=y)=X=-Y-E-X=y) ==y -xX-y) =lx-yl> =

2. Euklidische Raume

Wir werden nun auch Skalarprodukte auf anderen RaumeR"ddsauchen:
229
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DEFINITION 18.5. SelV ein Vektorraum UbeR, und sei.|.) : V xV - R. Diese
Abbildung ist genau dann ei8kalarprodukt auf V wenn fir allex, X,y € V und
a € R qgilt:

(1) X+ X1y) = Xly) + (X |y,
(2) (@ =xly) = alxly),

(3) (xly) =<yIx),

(4) wennx # 0, so gilt(x|x) > 0.

Ein Euklidischer Raumst ein PaanV,{.|.)) aus einem Vektorraun® tberR und
einem Skalarprodukt aif.

Mit (x, y) bezeichnen wir, wie bisher, nur das SkalarprodukiRyfdas durckx, y) :=
X' -y=Y", xy definiertist.

Fir jedes Element eines Euklidischen Raums definieren il := +/(X|x). Eine
Orthonormalbasisines Euklidischen Raums ist eine BaBissodasgb|b) = 1 flr
alleb e B, und({b|c) = O firb,ce Bmitb # c.

SATZ 18.6. Sei(V,{.].)) ein endlichdimensionaler Euklidischer Raum. Dann be¥itzt
eine Orthonormalbasis.

Beweisskizze&sram-Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren.

LEMMA 18.7. Sei(V,{.|.)) ein endlichdimensionaler Euklidischer Raum, und sei B
(b, ..., b)) eine Orthonormalbasis vofY (.| .)). Dann gilt fur alle x,ye V: (x|y) =

(Mg, Wg)-

Beweis:Sein := dim(V). Es gilt (xly) = (L, (Xgli] = by | Z’j‘:l(x)B[j] « b)) =
ity 25 eli1 0L i1<b; b)) = L (Xgli] Kgli] = (X)g, (Y)g)- W

3. Selbstadjungierte Operatoren

DEFINITION 18.8. Sei(V,{.|.)) ein Euklidischer Raum, und sei: V — V ein En-
domorphismus. Die Abbildung heil3tselbstadjungiertwenn fur allex,y € V gilt:

(P 1Y) =<y l@(X)).
SaTz 18.9. Sei(V,{.|.)) ein endlichdimensionaler Euklidischer Raum, gei V —

V ein Endomorphismus, und sei B eine Orthonormalbasis(Vgh |.)). Dann sind
aquivalent:

(1) ¢ ist selbstadjungiert.
(2) A:=S,(B, B) ist symmetrisch (das heil3t, es git A A).

Beweis:(1)=(2): Fur allex,y € V gilt (¢(X)1y) = (Xl¢(y)), also{(¢(X)g, (V)g) =
((¥g, (@(Y))g), und sOMIKA - (X)g, (V)g) = ((X)g, A~ (Y)g). Flrx := b, undy := b; gilt
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also(A-¢g,€) = (g,A-g), und somite’ - AT - e, = " - A- ¢, alsoA'(i, j) = A, J).
Die Matrix A ist also symmetrisch.

(2)=(1): () 1Y) = ((P(X¥))g, W) = (A-(X)p)" - (Vg = Vg AT - (V)g = K)g - A- (Y)g =
(¥ A (V)g) = (X)g, (¢(N)g) = (Xl (y)). B

LEMMA 18.10.Sei Ae R™" so, dass A= AT. Seil e C ein Eigenwert von A, das
heil3t, seil € C so, dasses einx C"\ {(Z)} mit A- X = A = X gibt. Dann giltA € R.
AulRerdem gibtesg R"mity+ Ound A-y =A%y

Beweis:Fliry = (y,,...,¥,) € C"undz = (z,...,z) € C" bezeichen wir miz :=
(Z, ..., Z;) den Vektor mit den konjugiert komplexen Eintragen, undyhitz die Zahl
>, yZ. Dax # 0, gilt X" - X € Rundx" - X > 0. WegenA = AT gilt A(X" - X) =
AT - X=A-XN"T - X=X -ANH.-x=x"- AT =x"-(A-X)=x"-(A-X) =
XT-Qxx) =X -AxX) = AX" - X). Somit giltA = A, und damitA € R. Die Matrix
A — A x E ist also inC™" nicht invertierbar, da ihre Spalten linear abhéngige Mekio
in C" sind. Damit ist die MatrixA — A = E auch inR™" nicht invertierbar, und somit
gibtesye R"mity # OundA-y=21xy. =

DEFINITION 18.11. SelV ein Vektorraum tbeK, und¢ : V - V ein Endomor-
phismus. Eill € K ist ein Eigenwertvon ¢, wenn es eirnv € V mit v # 0 gibt,
sodass(v) = A = V. Einv € V ist einEigenvektovon ¢, wenn es\ € K gibt, sodass
(V) = A% V.

LEMMA 18.12.Sei(V,{.|.)) ein endlichdimensionaler Euklidischer Raum dah(V) >
0, und seip : V - V ein selbstadjungierter Endomorphismus. Dann begitinen
EigenvektorinV.

Beweis:SeiC eine Orthonormalbasis von, n := dim(V), und seiA := S,(C, C). Die
Matrix A liegt in R™" und ist wegen Satz 18.9 symmetrisch. DaCinas characteri-

stische Polynont, zumindest eine Nullstelle hat, gibt @se C undx € C"\ {(Z)}

sodasA - x = A « X. Wegen Lemma 18.10 gik € R, und es gibty € R" mity + 0,
sodas -y = A« Y. Sei nunv € V so, dasgv). = y. Dann istv ein Eigenvektor vorp
zum Eigenweri. m

SATz 18.13 (Hauptachsentransformation fir selbstadjungie@iperatoren).
Sei(V,{.|.)) ein endlichdimensionaler Euklidischer Raum whin(V) > 0, und sei
¢ : V - V ein selbstadjungierter Endomorphismus. Dann besitztié €irthonor-
malbasis, die nur aus Eigenvektoren vphesteht.

BeweisWir beweisen den Satz mit Induktion nach der Dimensionwowenn dingV) =

1, so wahlen wiv € V mit v £ 0. Wir setzerb := ﬁ xV, undB := (b). Dann istB eine

Orthonormalbasis. Wegen diw) = 1 istb ein Eigenvektor voiv.
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Sei nunn := dim(V) = 2. Wegen Lemma 18.12 besiigteinen Eigenvektov. Wir
bilden nunb, := & « v. Wir setzerlJ, := L(b,) und

1Y
U, :={b}* = {weR" : (w|b,) = 0}.

Wegenb, # 0 giltdim(U,) = 1. Fur die Abbildundr € V*, h(w) := (w|b,) gilt h(b,) #
0. Also gilt dimim(h)) = 1, und somit wegen des Homomorphiesatzes(din =
dim(kerth)) = n— 1. Wir zeigen nun, dasd, ¢-invariant ist. Sei dazw  U,. Wir
zeigen, dass auap(w) in U, liegt. Es gilt(e(w) b)) = (Wle(b))) = (wlA = b)) =
AXw/|b;) = 0. Also istU,, p-invariant.

Wir zeigen nurlJ, N U, = {0}. Seiw € U; NU,. Wegenw € U, gibt esu € R, sodass
w = u = b,. Dann gilt 0= (w|b;) = (u b, |b;) = ub,Ib;) = u, alsow = 0. Also ist
die SumméJ = U, 4+ U, direkt. Da dinfU) = dimU,) + dimU,) = 1+ (n - 1), gilt
U =V. Der VektorraunV ist also die direkte Summe va® undU.,.

Nun ist(U,, (.| )ly,.y,) €in Euklidischer Raum. Der Endomorphismpis:= ¢, ist
selbstadjungiert. Nach Induktionsvoraussetzung besiszt(U,, (. | ->|u2><u2) eine Or-
thonormalbasi8,, die aus lauter Eigenvektoren ven, und damit vonp, besteht.

Insgesamt bildeb, } UB, also eine Orthonormalbasis vendie nur aus Eigenvektoren
von ¢ bestehtm

KOROLLAR 18.14. Sei Ae R™" so, dass A= AT. Dann gibt es eine orthogonale
Matrix Q e R™", sodass Q- A - Q eine Diagonalmatrix ifR™" ist.

Beweis:Seig := h,. SeiB eine Orthonormalbasis d&', die aus Eigenvektoren von
h, besteht. Wir schreiben diese Vektoren in die SpaltenQo8eiD := 31A(B, B). Es

giltdannD = Q1. A- Q. DaQ eine orthogonale Matrix ist, gip ™ = Q™. m

BEISPIEL 18.15. Wir zeigen in folgendem Beispiel, wie man diese Drejmatrix
tatsachlich finden kann.

Wir berechnen im folgenden Beispiel eine Orthonormalbasis Eigenvektoren der
Matrix A.

A= {{326/125 672625 -504/625,
{672625 —-32163125 241231285,
{—504/625 24123125 -1809 3125}

{{326 672 __504} {672 3216 2412} {__504 2412 __1809}}
) 1

125’ 625’  625J ' 1625 ~ 3125’ 3125 625’ 3125 3125

MatrixForn{A]
326 672 _504
%8s A12°  °18B
625 3125 3125

Wir berechnen als erstes einen Eigenwert und einen Eigemvabn A.
cA = CharacteristicPolynomipA, t]
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6t +1t2—t3
Wir berechnen die Eigenvektoren zum Eigenwert O.
Ul = NullSpac¢A - 0 = IdentityMatriX{3]]

{{0.3.1}}

Wir wahlen einen Vektor daraus als Vektor b1

bl = U1[[1]]

{0.3.1)

Der Orthogonalraum von b1 ist U2. Wir wissen, dass auch dikaam wieder h_A-
invariant ist.

U2 = NullSpacé{b1}]
{{0.-3.1}.11,0,0}}

Wir berechnen nun irgendeine Basis von U2 mit dem Ziel, elgigrenvektor von A
zu erhalten, der in U2 liegt

C2 = TransposgJ2]
{{0,1},{-%,0},{1,0}}
Wir berechnen nun die Darstellungsmatrix von h_A bezubgdlier Basis C2

coll = LinearSolvg¢C2, A.U2[[1]]]

{-200 _s6)
125* 25

col2 = LinearSolvg¢C2, A.U2[[2]]]

(-502 320)
625’ 125

ShC2C2= Transposgcoll, col2}]

(-2, _s08) (56 320
125" 625) ! 25' 125

MatrixForm{ShC2C2
_201 _ 504
(% %)
25 125

Wir berechnen nun einen Eigenvektor von S_h(C2, C2)
¢ = CharacteristicPolynomig@hC2C2t]

-6t +t2

Factofc]

(=3+t)(2+1)

U21bzglC2= NullSpacéShC2C2+ 2 x IdentityMatrix2]]
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{1}

357

Aus diesem Eigenvektor von S_h (C2,C2) erhalten wir eingeirektor von A, der
in U2 liegt

b2 = C2U21bzgICZ[1]]

(1-% %)

Nun betrachten wir den h_A-invarianten Unterraum U3 von W& der Vektoren, die
in U2 liegen und normal auf b2 stehen. Das ist genau das wittadg Komplement
von{bl,b2

U3 = NullSpacé¢{bl, b2}]
{-9.-3.1}

b3 = U3[[1]]
.42

Wir berechnen nun noch eine Basis C3 von U3.
C3 = TransposgJ3]

=2} {-3} 11

ShC3C3= LinearSolv¢C3, AU3[[1]1]

{3}

Die Vektoren b1,b2,b3 normieren wir nun; so erhalten wirgba/uenschte Orthonor-
malbasis. Diese Basis schreiben wir in die Spalten von Q.

Q = Transposg1/Sqr{(b1b1)] x b1, 1/Sqr{(b2b2)] = b2,
1/Sqr{(b3.b3)] = b3}]

{0 25— %) {5~ 125 ) - {5 12 1250}
DD = Transposi].A.Q
{{0,0,0},{0,-2,0},{0,0, 3}}

SATz 18.16.Sei(V,{.|.)) ein Euklidischer Vektorraum, und sgkin selbstadjungier-
ter Operator. Dann sind Eigenvektoren vpndie zu verschiedenen Eigenwerten von
A gehoren, aufeinander orthogonal.

Beweis:Sei ¢(v;) = A; =V, ¢(V,) = A, =V, mit A; # A,. Dann giltA (v, |v,) =
(Ag =V Vo) = (V) Vo) = (v [o(V,)) = (VI A, % V) = AV, | V,). Wegem, # A, qilt
(v;lv,) =0.m
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4. Positiv definite Matrizen

DEFINITION 18.17. SeA € R™", Die Matrix A ist positiv definifwenn fur allex € R"
mit x # 0 gilt x™ - A-x > 0.

Positiv definite Matrizen sind regular: wenn namlich die [8palinear abhangig sind,
so gibt esx # 0 mit A- x = 0 und somitx” - A- x = 0. Wegen Lemma 18.10 sind alle
komplexen Nullstellen des charakteristischen Polynomeresymmetrischen Matrix
reell. Aus ihren Vorzeichen kann man auch die positive Defaii einer symmetri-
schen MatrixA ablesen.

SaTz 18.18.Seine N, und sei A= R™" mit AT = A. Dann sind aquivalent:

(1) A ist positiv definit.

(2) Alle Eigenwerte von A sind positiv.

(3) Es existiert Ce GL(n,R), sodass € = C und A=C" -C = C2.
(4) Es existiert Fe GL(n,R), sodass A= FT - F.

Beweis:(1)=(2): SeiA ein Eigenwert vorA\, und sei € [R”\{(g)} SO, dasf\-X = A% X.

Dann gilt 0< xT - A-x = X" - (A x X) = A(X" - X). Wegenx' - x = 0 bedeutet das, dass
A > 0ist.

(2)=>(3): DaA symmetrisch ist, gibt es eine nach Koollar 18.14 eine omina¢e Ma-
trix Q € R™" und eine Diagonalmatri® € R™", sodassA = Q- D - Q'. Sei
D = diagd,,...,d). WegenA- (Q-e) =Q-D-e =Q-(dx¢e) =d =x(Q-¢e)
sind alled, Eigenwerte vorA. Also sind alled, > 0. Sei

W := diag/d;, ...,/d,).

Dann giltw™ - W = D. Sei nun
C:=Q-W-Q'".
Wegen deWV) > 0 istW invertierbar. Somit ist auc@ invertierbar. Es gilt
CT = Q_WT . QT
=@QN"-W-Q'
=C.
Folglich istC symmetrisch. ESgilE"-C=Q-W™-Q"-Q-W-Q" = Q-W"-W.-Q' =
Q-D-Q' = A Somit gilt (3)
(3)=(4): Die MatrixF := C leistet das Gewiinschte.

(4)=>(1): Seixe R"mitx # 0. Es giltx" -A-x=x"-FT-F.x=(F-xT" - (F -x). Da
F invertierbar ist, isE - x £ 0, also istF - x)T - (F-x)> 0. m
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DEFINITION 18.19. SeiA € R™", und seik € {1, ..., n}. Derk-te Hauptminor von A
ist die Determinante dé¢«x k-Matrix B, die durchBli, j] := A[i, j] furi, j € {1,..., Kk}
definiert ist.

Der k-te Hauptminor ist also die Determinante des nordwesthdhe k-Ecks vonA.
LEMMA 18.20.Sei Ac R™", Be GL(n—1,R), ce Rt und de R so, dass

B

I
A= T

— ¢ —|d

Dann giltdetA) = det{B) - (d -c" - B - ¢).

Beweis:Seia := —B™1. ¢, und seiX die Matrix, die durch

I
a

|
— 0 —|1

definiert ist. Durch Entwickeln nach der letzten Zeile erh@hn detX) = de(B™). Es
gilt

-1
X = B

I I
-1
A-X = B (I: . B T‘
— ¢ —| — 0 —]1
|
B E. ., B-a+c
B |
— ¢-B! —[cT-a+d
I
— En—l 0
B I
— ¢ -Bt? —|[-c"-B?t.c+d

Die Determinate der letzten Matrix kann man durch Entwickelch der letzten Spalte
ausrechnen. Es gilt also

detA) -detX) = -c" -Bt.c+d.

Somit gilt wegen deX) = %(B) die Gleichheit dg®d) = de{B) - (-c" - B™1.c + d).

SATZz 18.21.Seine N, Ae R™", A= AT. Dann sind &quivalent:

(1) A ist positiv definit.
(2) Alle n Hauptminoren von A sind positiv.
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Beweis:(1)=(2): Seik € {1, ..., n}, und seiB € R* die Matrix, die aus den erstén
Zeilen der erstek Spalten vorA besteht. Wir zeigen nun, daBpositive Determinante
hat. DaB eine symmetrische Matrix ist, gibt es eine orthogonale Ma@ € R¥,
sodas® = Q' - B- Q eine Diagonalmatrix diad,, ..., d,) ist, Wir zeigen als nachstes,
dass alled, > 0 sind. DaQ eine orthogonale Matrix ist, ist ihiete Spalte, als@ - g,

Y1

nicht der Nullvektor. Sey € R" so, dasséys ) = Q-e undy,,, = =Yy, =0.DaA
k

positiv definit ist, gilt

O<y'-A-y
=(Q-e)' -B-(Q-€)

= d.

Wegen deB) = det(Q)? 17, d. gilt also auch deB) > 0.

(2)=>(1): Wir beweisen diese Implikation mit Induktion naehFurn = 1 erhalten wir,
dassA = (A[1, 1)) ist. Der erste Hauptminor vofvist A[1, 1]. Wenn diese Zahl positiv
ist, so gilt fuir allex € R \ {0}, dassA[1, 1] x? > 0; somit istA positiv definit.

Sei nunn = 2. Wir findenc € R™1, d € R, sodass

Da B symmetrisch ist und alle Hauptminoren vBrpositiv sind, istB nach Indukti-
onsvoraussetzung positiv definit. Sei = (Z) € R" mit x # 0. Wir berechnen
X" -A-X

Wennx, = 0, so gilt

X' -A-x= (xl,...,xn_l)-B-(ﬁl).

Da B positiv definit ist, ist das O.

Wennx, + 0, so setzen wiy = % X, undz:= (y,, ..., yn_l)T. Wir zeigen nun

(18.1) yT Ay >0.
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Dazu berechnen wir als erstgs- A - y. Es gilt

|
B
y -Ay=y Ty
— c —|d
|
_ T B c }
(18.2) =z—1 ()
— ¢ —|d
|
:(—zT-B+cT—,zT-c+d)-(|Z)

=z2"-B-z+c¢"-z+Z -c+d

=7z -B-z+2c¢" -z +d.
DaB symmetrisch und positiv definit ist, gibt es €ne GL(n-1,R), sodas8 = CT-C
undC™ = C. Es gilt

(C-z+C?t.c,C-z+Ct.c)=0.
Das bedeutet
Z7.CT.C.z+2c-cH.c-z+c"-cHT.ct.c=0.
Wir verwenden nun
C'.C =B,
CchH.c=CH -CT=C-CH =E,,,
und
(C—l)T . C—l — (CT)—l . C—l — (C . CT)—l — (CT . C)—l — B_l,

und erhalten somit
(18.3) Z-B-z+2c"-z+c"-Bt.c=0.

Da alle Hauptminoren voA positiv sind, habe® und B positive Determinante. Also
folgt aus Lemma 18.20, dads> c' - B~ - ¢. Somit erhalten wir aus Gleichung (18.3),
dass der letzte Ausdruck in (18.2) positiv ist, dass als®-z + 2¢" -z + d > 0. Es
giltalsoy™ -A-y > 0, und somi™ - A-x = X2 (y" - A-y) > 0. Also istA positiv definit.

[



