KAPITEL 17

Der Dualraum eines Vektorraums

1. VektorrAume von Homomorphismen

DEFINITION 17.1. SeierV,W Vektorraume Uber dem Korpég. Mit Hom, (V, W)
bezeichnen wir die Menge aller Homomorphismen VomachW.

Furg,h € Hom(V,W) sindg+h :V - W,v gVv) + h(vyunda «g:V - W,
V > a x g(v) wieder Homomorphismen. Mit diesen Operationen ist HomW) ein
Vektorraum UbeK.

SATz 17.2. Seien V,W endlichdimensionale Vektorraume tber dem Kdfpaenit
dim(V) > Ounddim(W) > 0, sei B= (v,, ..., V,) eine BasisvonV und € (w,, ..., W,)
eine Basis von W, und sel"K" der Vektorraum aller .k m-Matrizen tber K. Die Ab-
bildung® ist definiert durch

¢ : Hom(V,W) — K™M
g — SB.O.
Dann ist® ein Isomorphismus.

KOROLLAR 17.3. Seien V,W endlichdimensionale Vektorrdume Uber K. Dartn gil
dim(Hom,(V,W)) = dim(V) - dim(W).

SATZz 17.4. Seien V,W Vektorraume Uber K, sei B eine Basis von V, und s@eC e
Basis von W. Fir k& B und ce C seig[b, c] € Hom,(V, W) jene lineare Abbildung,
die ¢[b, cl(b) = c undglb, c|(b’) = Ofiir alle b € B\ {b} erflllt. Dann gilt:

(1) Die Menge D= {¢[b, c] | b € B, ce C} ist linear unabhangig.
(2) D ist genau dann eine Basis vétom, (V, W), wenn V endlichdimensional
oder W= {0} ist.

2. Der Dualraum

DEFINITION 17.5. SelV ein Vektorraum tUbeK. Der DualraumvonV ist definiert
durchV* := Hom(V, K).

V* ist also die Menge aller linearen Abbildungen Wwim den eindimensionalen Vek-
torraumk.
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226 17. DER DUALRAUM EINES VEKTORRAUMS

DEFINITION 17.6. SeV ein endlichdimensionaler Vektorraum mit BaBis: (b, ..., b,).
Wir definieren nunB* = (b*,...,b*) als Folge von Vektoren iv*. Dazu sei fur
i € {1,...,n} die Abbildungb* € V* jener Homomorphismus vox nachK, der

b*(b) = 1, b*i(bj) =0farj 1.
erfillt.

LEMMA 17.7. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum mit Basis B, ..., b,),
sei B = (b*, ..., b") wie in Definition 17.6, und sei& V. Dann gilt:

(1) b5 = ﬁx)B[i].
(2) () = Z o(b,) = b (X).
i=1

Beweis:(1) Sei(y,, ..., ¥,) := (X)g. Dann gilt

D B0« b= > B>y xby) by
i=1 i=1 =1
=Dy xb4(b)) = b
i=1 j=1
= yi * bl
i=1
= X.

Also gilt (b%,(X), ..., b* (X)) = ().

(2): Es qgilt
D eb) - b0 = > (b)) - (gi]
i=1 i=1
= ¢( > (0gli]  by)
i=1
= ¢(X).
|

SaATz 17.8. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum, B eine Basiswounnd B
wie in Definition 17.6. Dann ist Beine Basis von Y.

Beweis:Wir zeigen als erstes, daBs linear unabhangig ist. Seieq, ..., A, € K so,
dassyl; A;b% = 0. Seij € {1,...,n}. Es gilt 0= X7, A,0%(b)) = ;. Also istB* linear
unabhéngig. Wegen Lemma 17.7 (2) gilt fiie V*, dassp = X)L, ¢(b)) = b*, also ist
pelLB).m
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Fur einen endlichdimensionalen Vektorraum bezeichnenBWials diezu B duale
Basis von V. Die Koordinaten eines Elements vdit beziglichB* lassen sich mit
Lemma 17.7 berechnen: Fir jedes V* gilt (p)g = (¢(by), ..., ¢(b,)), oder, anders
geschrieben,

(17.1) (@)g:[i] = p(by).
Wir halten noch eine Folgerung von Satz 17.8 fest:

KOROLLAR 17.9. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum. Dann dit(V) =
dim(V*).
DEFINITION 17.10. SeieV,W Vektorraume Uber dem Korpé&t, und seif : V - W
ein Homomorphismus. Wir definieren die f duale Abbildung * durch
f*x : W — V*
¢ +— (e,

f*¢) : V — K
v i—  o(f(v).

Es gilt alsof*(¢) = ¢ o f. Somit ist f*(¢) wieder eine lineare Abbildung, und liegt
daher inv*.

Wir werden nun sehen, da$s nicht nur eine Funktion, sondern sogar ein Homomor-
phismus votW* nachV* ist.

LEMMA 17.11. Seien V,W Vektorraume tber dem Kérper K, und seV/f—- W ein
Homomorphismus. Dann gilt-fe Hom(W*,V*).

Beweisskizze=lr ¢, ¢,, 0 € W*, v e V, a € K rechnet man nachH:*(¢, + ¢,) (V) =
() (V) + () (V) und £ (e = p)(V) = (@ = F*(¢)) (v). B

SATZ 17.12. Seien V,W endlichdimensionale Vektorraume Uber dem Kdfpeit
dim(V) > 0, dim(W) > 0, und sei f: V - W ein Homomorphismus, B eine Basis von
V, und C eine Basis von W. Dann gilt

S+(C*,B*) = (5,(B,0)".

Beweis:SeiB = (b, ...,
Dann gilt S..(C*,B*)[i, j
f*(C*j) (bi) = (C*jof) (bi)
S(B,O)j,i]. m

b,),C = (c.,...,c), und seii € {1,...,m}, j € {1,...,n}.
] = (f*(c*j))B*[i]. Wegen Gleichung (17.1) ist das gleich
= ¢*(f(b)). Wegen Lemma 17.7 (1) ist das gleiditb))[j] =

3. Der Bidualraum

DEFINITION 17.13. SeV ein Vektorraum tibeK. DerBidualraumvonV ist definiert
als(V*)*, und wird auch einfacher mit** bezeichnet.
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SATZ 17.14. SeiV ein Vektorraum Uber K, und set V —» V** gegeben durch

oV — V¥
Vo= O(V),
wobei
ov) : V¥ — K
o = @V).
Dann ist® ein Monomorphismus von V nacht¥ Wenn V endlichdimensional ist, ist
® sogar ein Isomorphismus.

Furv e V undg € V* gilt also®(v) (¢) = ¢(v). Vektorrdume, fur digb ein Isomor-
phismus vorV nachV** ist, heil3erreflexiv Jeder endlichdimensionale Vektorraum
ist also reflexiv.



