
KAPITEL 16

Die Jordansche Normalform

1. Einsetzen von Matrizen in Polynome

DEFINITION 16.1. SeiK ein Körper,n Î N, und seiA Î Kn´n. Seip = Ún
i=0 pit

i Î K[t].
Dann definieren wir ˆp(A) durch

p̂(A) :=
n

â
i=0

pi * Ai.

Dabei istA0 := En, An := An-1 × A für allen Î N.

SATZ 16.2. Sei K ein Körper, nÎ N, sei AÎ Kn´n, und seien p, qÎ K[t]. Dann gilt
p̂(A) × q̂(A) = ˆ(pq)(A).

ÜBUNGSAUFGABEN 16.3.

(1) SeiA einen ´ n-Matrix überK, und seienp, q Î K[t]. Zeigen Sie, dass für die MatrizenB := p̂(A) undC := q̂(A)
gilt, dassB ×C = C × B.

SATZ 16.4 (Satz von Cayley-Hamilton).Sei K ein Körper, nÎ N, sei AÎ Kn´n, und
sei c= Ún

i=0 Γi t
i Î K[t] das charakteristische Polynom von A. Dann giltĉ(A) = 0.

Beweis:SeiC := t *En -A, und seiB := Cad. Die Matrix B hat als Einträge Polynome
in K[t] vom Grad£ n- 1. Es gibt also MatrizenB0, B1,¼, Bn-1 Î Kn´n, sodass

B = t0 * B0 + t1 * B1 +µ + tn-1 * Bn-1.

Da

B ×C =

æççççççççççççççç
è

c 0 0 ¼ 0
0 c 0 ¼ 0
0 0 ¸ 0
¶ ¸ ¶

0 0 ¼ ¼ c

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

,

gilt

(16.1) B ×C =
n

â
i=0

J(Γi t i) *

æççççççççççççççç
è

1 0 0 ¼ 0
0 1 0 ¼ 0
0 0 ¸ 0
¶ ¸ ¶

0 0 ¼ ¼ 1

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

N.
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210 16. DIE JORDANSCHE NORMALFORM

Sei nun für i Î {0,¼, n} die Matrix Di definiert durchDi := Γi * En. Aus Glei-
chung (16.1) ergibt sich

B ×C =
n

â
i=0

t i * Di,

also

(
n-1

â
i=0

t i * Bi) × (t * En - A) =
n

â
i=0

t i * Di.

Es gilt
n-1

â
i=0

t i+1 * Bi -
n-1

â
i=0

t i * (Bi × A) = J
n

â
j=1

t j * B j-1N - J
n-1

â
i=1

t i * (Bi × A)N - t0 * (B0 × A)

= t0 * (-B0 × A) + J
n-1

â
i=1

t i * (Bi-1 - Bi × A)N + tn * Bn-1.

Folglich gilt D0 = -B0 ×A, für alle i Î {1,¼, n-1} gilt Di = Bi-1-Bi ×A, undDn = Bn-1.
Wir berechnen nun ˆc(A). Es gilt

ĉ(A) =
n

â
i=0

Γi * Ai

=
n

â
i=0

Di × A
i

= -B0 × A+
n-1

â
i=1

Bi-1 × A
i -

n-1

â
i=1

Bi × A
i+1 + Bn-1 × A

n

= -B0 × A+ B0 × A- Bn-1 × A
n + Bn-1 × A

n

= 0.

à

ÜBUNGSAUFGABEN 16.5.

(1) Berechnen Sie die MatrizenB0, B1, B2 aus dem Beweis von Satz 16.4 für die MatrixA =
æççççççç
è

1 2 -1
2 1 0
-3 4 9

ö÷÷÷÷÷÷÷
ø

, und

weisen Sie nach, dass-B0 × A, B0 - B1 × A, B1 - B2 × A undB2 Diagonalmatrizen sind.

2. Zerlegung in invariante Unterräume

In diesem Kapitel bezeichnen wir für eine MatrixA Î Kn´n den Endomorphismus, der
x auf A × x abbildet, stets mithA.

DEFINITION 16.6. SeiV ein Vektorraum, und seih : V ® V ein Endomorphismus.
Ein UnterraumU vonV ist h-invariant :Û h(U ) Í U .
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LEMMA 16.7. Sei K ein Körper, nÎ N, A Î Kn´n, und pÎ K[t]. Sei B:= p̂(A). Dann
ist N(B) ein hA-invarianter Unterraum von V.

Beweis:Seiu Î N(B). Dann gilt p̂(B) × u = 0. Nun gilt

p̂(B) × (A × u) = I
deg(p)

â
i=0

pi * AiM × (A × u)

= I
deg(p)

â
i=0

pi * Ai+1M × u

= A × I
deg(p)

â
i=0

pi * AiM × u

= A × B × u

= A × 0

= 0.

DEFINITION 16.8. SeiK ein kommutativer Ring mit Eins,m, n Î N, A Î Km´m,
B Î Kn´n. Dann definieren wir die(m+ n) ´ (m+ n)-Matrix AÅ B durch

AÅ B =

æçççççççççç
è

A 0

0 B

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

.

SATZ 16.9. Sei K ein kommutativer Ring mit Eins, m, nÎ N, A Î Km´m, B Î Kn´n.
Dann giltdet(AÅ B) = det(A) × det(B).

Beweis: Induktion nachm. Wennm = 1, so entwickeln wir nach der ersten Zeile und

erhalten det(

æçççççççççç
è

A(1, 1) 0

0 B

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

) = A(1, 1) × det(B) = det(A) det(B).

Wennm³ 2, so erhalten wir durch Entwickeln nach der ersten Zeile

det(AÅ B) =
m

â
i=1

A(1, i) × det((AÅ B)[1,i])

=
m

â
i=1

A(1, i) × det(A[1,i] Å B).
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Nach Induktionsvoraussetzung ist der letzte Ausdruck gleich

m

â
i=1

A(1, i) × det(A[1,i]) × det(B) = det(B) ×
m

â
i=1

A(1, i) det(A[1,i])

= det(B) det(A).

à

SATZ 16.10 (Zerlegung einer Abbildung auf invariante Unterräume). Seien m, nÎ N,
sei K ein Körper, und sei AÎ K(m+n)´(m+n). Seien U und V Unterräume von Km+n mit
folgenden Eigenschaften:

(1) U ist m-dimensional mit Basis BU = (u1,¼, um).
(2) V ist n-dimensional mit Basis BV = (v1,¼, vn).
(3) U und V sind beide hA-invariant.
(4) Km+n ist die direkte Summe von U und V, also U+V = Km+n und UÈV = {0}.

Seij1 := (hA)|U die Einschränkung von hA auf U, und sei A1 := Sj1
(BU , BU ).

Seij2 := (hA)|V die Einschränkung von hA auf V, und sei A2 := Sj2
(BV , BV).

Sei B= (u1,¼, um, v1,¼, vn).

Dann gilt:

(1) B ist eine Basis von Km+n, und es gilt

ShA
(B, B) =

æçççççççççç
è

A1 0

0 A2

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

.

(2) Für die charakteristischen Polynome gilt cA = cA1
× cA2

.

Beweis:(1) Seiv Î Km+n, und sei(v)B =: (Α1,¼,Αm,Β1,¼,Βn). Dann gilt

hA(v) = hA(
m

â
i=1

Αiui +
n

â
i=1

Βivi)

=
m

â
i=1

ΑihA(ui) +
n

â
i=1

ΒihA(vi)

=
m

â
i=1

ΑiI
m

â
j=1

A1( j, i) u jM +
n

â
i=1

ΒiI
n

â
j=1

A2( j, i) vjM

=
m

â
j=1

I
m

â
i=1

A1( j, i)ΑiMu j +
n

â
j=1

I
n

â
i=1

A2( j, i)ΒiMvj .
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Also gilt

(hA(v))B =

æçççççççççç
è

A1 0

0 A2

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

×

æççççççççççççççççççç
è

Α1
¶

Αm
Β1
¶

Βn

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

.

(2) DaA ähnlich zuShA
(B, B) ist, habenA undShA

(B, B) das gleiche charakteristische
Polynom. Es gilt also

cA = det(t * Em+n -

æçççççççççç
è

A1 0

0 A2

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

)

= det(

æçççççççççç
è

t * Em- A1 0

0 t * En - A2

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

)

= det(t * Em- A1) det(t * En - A2)

= cA1
cA2

.

à

Eine Zerlegung des charakteristischen Polynoms vonA in teilerfremde Faktoren liefert
eine Zerlegung inhA-invariante Unterräume:

SATZ 16.11. Sei K ein Körper, nÎ N, A Î Kn´n, und seien p, qÎ K[t] so dass
pq= cA undggT(p, q) = 1. Sei B1 := p̂(A) und B2 := q̂(A), und seien U1 := N(B1) und
U2 := N(B2) die Nullräume von B1 und B2. Dann sind U1 und U2 zwei hA-invariante
Unterräume von Kn, und Kn ist die direkte Summe von U1 und U2.

Beweis:Wegen Lemma 16.7 sindU1 undU2 beidehA-invariant. Wir zeigen nunKn Í
U1 +U2. Sei dazux Î Kn. Seiena, bÎ K[t]mit ap+ pq= 1. Dann gilt

ˆ(ap)(A) + ˆ(bq)(A) = 1̂(A),

also
ˆ(ap)(A) + ˆ(bq)(A) = En,

und somit
ˆ(ap)(A) × x+ ˆ(bq)(A) × x = x.

Nun gilt q̂(A) × ˆ(ap)(A) × x = â(A) × ĉA(A) × x. Wegen des Satzes von Cayley-Hamilton
(Satz 16.4) ist ˆcA(A) = 0, also gilt ˆ(ap)(A) × x Î U2. Genauso gilt ˆ(bq)(A) × x Î U1.

Wir zeigen nun, dass die Summe direkt ist: Seix Î U1ÈU2. Dann giltx = ˆ(ap)(A) × x+
ˆ(bq)(A) × x = â(A) × p̂(A) × x+ b̂(A) × q̂(A) × x = â(A) × 0+ b̂(A) × 0 = 0.à
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ÜBUNGSAUFGABEN 16.12.

(1) Sei

A :=

æççççççççççç
è

-30 -24 -29 -1
-5 -2 -5 0
37 28 36 1
-241 -200 -250 -7

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

.

Das charakteristische Polynom vonA ist cA = (t
2 - 5t + 6)(t + 4)2.

(a) Benutzen Sie diese Zerlegung voncA, umhA-invariante UnterräumeU1 undU2 mit R4 = U1 ∔U2, U1 ¹ {0},
U2 ¹ {0} zu finden.

(b) Finden Sie BasenB1, B2 vonU1 undU2.
(c) Berechnen SieShA

(B1, B2).

(2) SeiA Î Kn´n, und seienp, qÎ K[t] so, dass ˆ(pq)(A) = 0 und ggT(p, q) = 1. Zeigen Sie, dass der Spaltenraum von
p̂(A) gleich dem Nullraum von ˆq(A) ist.

(3) SeiA einen´ n-Matrix mit A2 = A. Zeigen Sie, dassKn = N(A)∔ S(A).

(4) SeiA Î R3 gegeben durchA =
æççççççç
è

-4 -2 0
-2 4 -4
-1 5 -6

ö÷÷÷÷÷÷÷
ø

. Es giltcA = (t - 2)(t + 4)2.

(a) Bestimmen SieU1 = N(A- 2 * E) undU2 = N((A+ 4 * E)2).
(b) Finden Sie aus der Darstellunga(t) × (t - 2) + b(t) × (t + 4)2 = 1 MatrizenA1, A2 Î R

3´3, sodass für alle
x Î R3 gilt: A1 × x Î U1, A2 × x Î U2, A1 × x + A2 × x = x. (Hinweis: Verwenden Sie Mathematica und
PolynomialExtendedGCD[p, q, t].

(c) Berechnen Sie Basen für den Spaltenraum vonA1 und vonA2.

3. Die Haupträume einer Matrix

DEFINITION 16.13. SeiA Î Kn´n, sei Λ Î K ein Eigenwert vonA, und seie die
algebraische Vielfachheit vonΛ in A. Dann ist derHauptraum von A bezüglichΛ,
U (A,Λ), definiert als der Nullraum von(A- Λ * En)

e.

Wir untersuchen jetzt diese Haupträume, und dazu als erstesnilpotente Matrizen.

DEFINITION 16.14. SeiK ein Körper,n Î N, und seiA Î Kn´n. Die Matrix A ist
nilpotent, wenn es eink Î N gibt, sodassAk = 0.

ÜBUNGSAUFGABEN 16.15.
In den folgenden Beispielen istK ein Körper,n Î N, undA, BÎ Kn´n.

(1) Zeigen Sie, dass für allemÎ N0 gilt: N(Am+1) Í N(Am).
(2) Zeigen Sie: WennmÎ N0 so ist, dassN(Am) = N(Am+1), so giltN(Am) = N(A j ) für alle j ³ m.
(3) Zeigen Sie: wennA nilpotent ist, so istAn = 0. (Die Zahln ist das Format der Matrix).
(4) Seix Î Kn, und seik Î N so, dassAk × x = 0. SeicA(t) = te × r(t), sodasst das Polynomr(t) nicht teilt. Zeigen Sie,

dassAe × x = 0. Hinweis: Für p(t) := te × r(t) und für q(t) := tk gilt p̂(A) × x = q̂(A) × x = 0. Was bedeutet das für
h = ggT(p, q)?

(5) SeienA, Bnilpotent und so, dassA × B = B × A. Zeigen Sie, dassA+ B nilpotent ist.
(6) SeiA nilpotent. Zeigen Sie, dassEn - A invertierbar ist.

Wir berechnen nun das charakteristische Polynom einer nilpotenten Matrix.

LEMMA 16.16. Sei mÎ N und sei AÎ Km´m. Wir nehmen an, dass es kÎ N gibt,
sodass Ak = 0. Dann gilt cA = tm.
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Beweis:SeiE := Em, und seik so, dassAk = 0. Es gilt

(t * E - A) × (
k-1

â
i=0

t (k-1)-i * Ai) =
k-1

â
i=0

tk-i * Ai -
k-1

â
i=0

tk-(i+1) * Ai+1

= tk * A0 - t0 * Ak

= tk * E.

Also gilt det(t * E - A) × det(Úk-1
i=0 t (k-1)-i * Ai) = tkm. Es gilt alsocA | t

km. Wegen der
Eindeutigkeit der Zerlegung von Polynomen in irreduzible Faktoren (Satz 13.32) ist
jeder Teiler vontkm von der FormΑt r mit Α Î K � {0} und r Î {0,¼, k m}. Da cA
normiert ist und Gradm hat, gilt alsocA = tm. à

KOROLLAR 16.17. Sei K ein Körper, mÎ N, A Î Km´m, und seiΛ Î K so, dass
A- Λ * E nilpotent ist. Dann gilt cA = (t - Λ)

m.

Beweis: cA = det(t *E-A) = det((t -Λ) *E - (A-Λ *E)) = cA-Λ*E(t -Λ) = (t -Λ)
m. à

Nun können wir die Dimension der Haupträume bestimmen.

SATZ 16.18. Sei K ein Körper, nÎ N, und sei AÎ Kn´n. SeiΛ Î K ein Eigenwert von
A mit algebraischer Vielfachheit e, und sei U:= N((A- Λ *E)e) der Hauptraum von A
zum EigenwertΛ. Sei h:= hA, also h(x) = A × x für alle xÎ Kn. Dann gilt:

(1) U ist h-invariant.
(2) Es gibt einen h-invarianten Unterraum V von Kn, sodass Kn = U ∔ V.
(3) dim(U ) = e.
(4) Sei BU = (u1,¼, ue) eine Basis von U, seij := h|U , und sei A1 := Sj(BU , BU).

Dann gilt cA1
= (t - Λ)e.

Beweis:(1) Fürp = (t-Λ)e gilt p̂(A) = (A-Λ*E)e. Wegen Lemma 16.7 istU = N(p̂(A))
h-invariant.

(2) Wir schreibencA als (t - Λ)e × q, sodasst - Λ das Polynomq nicht teilt. Wegen
Satz 16.11 giltKn = U ∔ N(q̂(A)), also leistetV := N(q̂(A)) das Gewünschte.

(3) Seid := dim(U ), und seiBU = (u1,¼, ud) eine Basis vonU . SeiBV = (v1,¼, vn-d)
eine Basis vonV. SeiA1 := Sh|U

(BU , BU ) undA2 := Sh|V
(BV , BV). Wegen Satz 16.10 gilt

(16.2) cA = cA1
× cA2

.

Wir zeigen als nächstes:

(16.3) (A1 - Λ * Em)
e = 0.
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Dazu beobachten wir, dass fürj := h|U - Λ * idU gilt: A1 - Λ * Em = Sj(BU , BU ). Wir
wissen, dass für allex Î U gilt:

(A1 - Λ * Em)
e × (x)BU

= (Sj(BU , BU))
e × (x)BU

= Ij ë j ëµ ë j
«¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬­¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬®

e

(x)M
BU

= I(h- Λ * idKn) ëµ ë (h- Λ * idKn)
«¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬­¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬®

e

(x)M
BU

= I(A- Λ * E)e × xM
BU

.

Da x Î N((A - Λ * E)e), gilt insgesamt((A1 - Λ * Em)
e × x)BU

= (0)BU
= 0. Also gilt

für alle y Î Km, dass(A1 - Λ * Em)
e × y = 0, und somit gilt(A1 - Λ * Em)

e = 0. Das
beweist (16.3). Wegen Korollar 16.17 gilt also

(16.4) cA1
= (t - Λ)d.

Wegen (16.2) gilt(t - Λ)d|cA. Da die Vielfachheit der NullstelleΛ in cA gleiche ist, gilt
d £ e.

Wir zeigen nund = e. Nehmen wir dazu an, dassd < e. Dann gilt wegen (16.2), dass
t - Λ auchcA2

teilt. Folglich istΛ ein Eigenwert vonA2. Seiw = (w1,¼, wn-d) Î Kn-d

ein Eigenvektor vonA2, und seix Î V so, dass(x)BV
= w. Dann gilt (A × x)BV

=
(h(x))BV

= Sh|V
(BV, BV) ×w = A2 ×w = Λ*w = Λ* (x)BV

= (Λ*x)BV
. Also gilt A ×x = Λ*x,

x ist folglich ein Eigenvektor vonA zum EigenwertΛ. Daraus ergibt sichx Î U .
Insgesamt liegtx also inU ÈV. Wegen (2) gilt dannx = 0, im Widerspruch dazu, dass
w als Eigenvektor¹ 0, und somit auchx ¹ 0 ist. Es gilt alsod = e. Somit haben wir (3)
bewiesen.

(4) folgt nun aus (3) und Gleichung (16.4).à


