KAPITEL 16

Die Jordansche Normalform

1. Einsetzen von Matrizen in Polynome

DEFINITION 16.1. SeK ein Kdrpern € N, und seiA € K™". Seip = 3, pt' € K[t].
Dann definieren wip(A) durch

DA) = an p, * Al
i=0

Dabei istA? := E_, A" := A™1. Afurallen e N.
SATZ 16.2. Sei K ein Korper, ne N, sei Ae K™, und seien p, g K[t]. Dann gilt
PCA) - G(A) = (PY(A).
UBUNGSAUFGABEN 16.3.

(1) SeiAeinen x n-Matrix UberK, und seierp, q € K|t]. Zeigen Sie, dass fur die Matrizéh:= p(A) undC := §(A)

gilt, dassB-C =C- B.

SATZ 16.4 (Satz von Cayley-Hamiltonfei K ein Korper, ne N, sei Ae K™, und
seic= Y, vt € K[t] das charakteristische Polynom von A. Dann &ii) = O.
Beweis:SeiC :=t « E, — A, und seiB := C%. Die Matrix B hat als Eintrage Polynome
in K[t] vom Grad< n - 1. Es gibt also MatrizeB, B,, ..., B_; € K™", sodass

B=t"«By+t'+«B, + - +t" 1« B, .

Da
c0 0 0
0c 0 0
B.C=[0 0 - 0 |,
00 C
gilt
10 0 0
n |01 o0 0
(16.1) B-C:Z((yit')* 00 - 0 )
i=0 . .
00 . 1
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Sei nun furi € {0,...,n} die Matrix D; definiert durchD; := ¥ = E,. Aus Glei-
chung (16.1) ergibt sich
n
B-C= ) t«D,
i=0

also
n-1 n
(Zti «B)-(t+E —A) = Zti «D,.
i=0 i=0
Es gilt
n-1 n-1 n n-1
DB =Y B A = (Y B ) - (Dt (B A) -0 By A
i=0 i=0 =1 i=1
n-1

=t (<By- A+ (Y 115 (B, B A) + "% B .

[y

1=
FolglichgiltD, = —B,-A, furallei € {1,...,n-1}gilt D, = B_; -B;-A,undD, = B__;.
Wir berechnen nuo(A). Es gilt

&A) = anyi « A
i=0

:Zn:Di-A‘
i=0

n-1 n-1
=-By-A+ Y B A= > B -A"4B A
i=1 i=1
=-B,-A+B,-A-B_,-A"+B_,-A"
=0.
n
UBUNGSAUFGABEN 16.5.

=

1
2
-3

(1) Berechnen Sie die MatrizeBy, B, B, aus dem Beweis von Satz 16.4 fur die Mathix=

A ERPDN
© O

],und

weisen Sie nach, das$3 - A, By — B, - A, B; — B, - AundB, Diagonalmatrizen sind.

2. Zerlegung in invariante Unterraume

In diesem Kapitel bezeichnen wir fir eine MatAxe K™" den Endomorphismus, der
x auf A - x abbildet, stets mif,.

DEFINITION 16.6. SelV ein Vektorraum, und séi : V — V ein Endomorphismus.
Ein UnterraunlJ vonV ist h-invariant:< h(U) c U.
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LEMMA 16.7. Sei K ein Korper, re N, A K™ und pe K[t]. Sei B:= p(A). Dann
ist N(B) ein hy-invarianter Unterraum von V.

Beweis:Seiu € N(B). Dann gilt p(A) - u = 0. Nun gilt

degp)

PA-A-w=(D p=A)-A-w
i=0
degp)

:(Z pi*Ai+1)-u

i=0
degp)

=A-() pxA)-u
i=0

=A-B-u

= 0.

DEFINITION 16.8. SeiK ein kommutativer Ring mit Einsn,n € N, A € K™™,
B € K™, Dann definieren wir diém + n) x (m+ n)-Matrix A & B durch

Al O

Ao B-= 0 B

SATz 16.9. Sei K ein kommutativer Ring mit Eins, mgnN, A € K™™ B € K™,
Dann giltdetA & B) = detA) - de{B).

Beweis Induktion nachm. Wennm = 1, so entwickeln wir nach der ersten Zeile und
ALD]| O

erhalten de ) =A(1,1) - deiB) = detA) det(B).

0 B

Wennm = 2, so erhalten wir durch Entwickeln nach der ersten Zeile

detA® B) = ) AL i)-de((A® B)*')

i=1

- ZA(l, i) - detAlM] @ B).
i=1
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Nach Induktionsvoraussetzung ist der letzte Ausdruclcplei

D AL ) - detA) - detB) = deB) - > A(l, i) detA*)
i=1 i=1
= de(B) detA).

SaTz 16.10 (Zerlegung einer Abbildung auf invariante Unterrainseien m, re N,
sei K ein Korper, und sei & KMWXM™n Sejen U und V Unterraume vor™K' mit
folgenden Eigenschaften:

(1) U ist m-dimensional mit Basis B= (u,, ..., U,).

(2) V ist n-dimensional mit Basis B= (v,, ..., V).

(3) U und YV sind beide finvariant.

(4) K™" st die direkte Summe von U undV, alse¥y = K™"und UNV = {0}.

Seig, := (hy)l, die Einschrankung vontauf U, und sei A:= S, (B, By).
Seigp, := (hy)l, die Einschrankung voneufV, und sei A:= S, (B, B).
SeiB=(u;,...,U, vy, ..., V).

Dann qilt:

(1) B ist eine Basis von K", und es gilt

(2) Fur die charakteristischen Polynome gilt & Ca, * Ca,-

Beweis:(1) Seiv e K™", und seiv)g =: (a4, ..., @y, By, ---,B,). Dann gilt

ha(v) = hA(Zm: @l + Zn:ﬁivi)

@ A(u>+2ﬁ. ha(%)

= iai(i Ay +
>

n n

B AL V)
j=1

i=1

=}
=}
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Also gilt

(hA(V))B = 0 A2 : ﬁl

By
(2) DaA &ahnlich zuSnA(B, B) ist, haberA und SnA(B, B) das gleiche charakteristische
Polynom. Es gilt also

Al o
cy=delt+E,, - ol A )
t*Em—Al‘ 0

=deq tsE A, |

=deft+E, - A) deft «E, - A)

= Cp Cp -
n

Eine Zerlegung des charakteristischen PolynomsA/omteilerfremde Faktoren liefert
eine Zerlegung im,-invariante Unterraume:

SaTz 16.11. Sei K ein Korper, ne N, A € K™" und seien p,ge K[t] so dass
pg = c, undggT(p, 0 = 1. Sei B := p(A) und B, := §(A), und seien Y := N(B,) und
U, := N(B,) die Nullrhume von Bund B,. Dann sind | und U, zwei h-invariante
Unterraume von K, und K" ist die direkte Summe von Wnd U,.

Beweis:Wegen Lemma 16.7 sind, undU, beideh,-invariant. Wir zeigen nui" ¢
U, + U,. Sei dazw € K". Seiena, be K[t] mitap+ pg= 1. Dann gilt
@p)(A) + (ba(A) = 1(A),
also A A
@p(A) + (bo)(A) = E,,
und somit
@p)(A) - X+ (bg)(A) - X = X.
Nun gilt §(A) - (ép)(A) X = a(A) - ‘fA(A) - X. Wegen des SatzesAvon Cayley-Hamilton
(Satz 16.4) ist,(A) = 0, also gilt(ap)(A) - x € U,. Genauso giltbg)(A) - x € U,.
Wir zeigen nun, dass die ngme direkt ist: $e&i U, ﬂAUZ. Dann giltx = (ép)(A) X+
(bg)(A) - x=aA) - P(A) - X+ DbA) - A - x=aA) -0+ b(A)-0=0.m
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UBUNGSAUFGABEN 16.12.

@

@
©)
4

®)

Sei
-30 -24 -29 -1
-5 -2 -5 0
37 28 36 1
-241 -200 -250 -7

A=

Das charakteristische Polynom vArist c, = (12 - 5t + 6)(t + 4)2.

(a) Benutzen Sie diese Zerlegung \@n um h,-invariante Unterraumé; undU, mitR* = U; +U,, U; # (O},

U, # {0} zu finden.

(b) Finden Sie BaseB,, B, vonU, undU,.

(c) Bilden Sie aus den Vektoren v@; undB, eine BasisB vonRR*, und berechnen St (B, B).
SeiA € K™ und seiemp, q € K[t] so, dasgpa)(A) = 0 und ggTp, g = 1. Zeigen Sie, dass der Spaltenraum von
P(A) gleich dem Nullraum vor(A) ist.
SeiA einen x n-Matrix mit A2 = A. Zeigen Sie, dass™ = N(A) + SA).

4 -2 0
SeiA € R3 gegeben durch = [ -2 4 -4 ] Esgiltc, = (t - 2)(t + 4)2.
-1 5 -6

(a) Bestimmen Si&); = N(A -2+ E)undU, = N(A+ 4« E)?).
(b) Finden Sie aus der Darstelluag) - (t — 2) + b(t) - (t + 42 = 1 MatrizenA;, A, € R, sodass fir alle
x € R¥gilt: A;-x € Uj, Ay-x € Uy, A - x + A, - X = x. (Hinweis: Verwenden Sie Mathematica und
Pol ynomi al Ext endedGCD[ p, q, t].
(c) Berechnen Sie Basen fiir den SpaltenraumApuand vonA,.
SeiA € K™ und seierp, g € K[t] mit p| g. Zeigen Sie, dass dam(§(A)) < N(p(A)). Gilt auch die Umkehrung?

3. Die Hauptraume einer Matrix

DEFINITION 16.13. SeiA € K™", seid € K ein Eigenwert vonA, und seie die
algebraische Vielfachheit voh in A. Dann ist derHauptraum von A bezuglich,
U(A,Q), definiert als der Nullraum vofA — A = E_)°.

Wir untersuchen jetzt diese Hauptraume, und dazu als eri$pesente Matrizen.

DEFINITION 16.14. SeiK ein Kdrper,n € N, und seiA € K™". Die Matrix A ist
nilpotent wenn es eirk N gibt, sodas#é\ = 0.

UBUNGSAUFGABEN 16.15.

In den folgenden Beispielen ikt ein Korper,n € N, undA, Be K™",

@
@)
©)
)

®)
(6)

Zeigen Sie, dass fir alla € Ny gilt: N(A™ ¢ N(A™1),

Zeigen Sie: Wenm e N so ist, dastN(A™) = NA™1) s gilt N(A™) = N(A)) fir alle j = m.

Zeigen Sie: weni nilpotent ist, so isA" = 0. (Die Zahln ist das Format der Matrix).

Seix € K", und sek e N so, dassk - x = 0. Seic,(t) = t€- r(t), sodass das Polynont(t) nicht teilt. Zeigen Sie,
dassA® - x = 0. Hinweis: FUr p(t) := t®- r(t) und furq(t) := tk gilt P(A) - x = §(A) - x = 0. Was bedeutet das fur
h=ggT(p,9?

SeienA, Bnilpotent und so, dass- B = B- A. Zeigen Sie, dasA + B nilpotent ist.

SeiA nilpotent. Zeigen Sie, dags, — A invertierbar ist.

Wir berechnen nun das charakteristische Polynom eineoteifpen Matrix.

LEMMA

16.16. Sei me N und sei Ae K™™. Wir nehmen an, dass es&k N gibt,

sodass A= 0. Dann gilt g, = t™
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Beweis:SeiE := E,, und sek so, das® = 0. Es gilt

k-1 k-1 k-1
t+E—A)- (Z =D Ai) _ Ztk—i « Al Ztk—(i+1) « AtL
i=0 i=0 i=0
=K AD — 104 AK
=tk E.

Also gilt dett « E — A) - de( X3 t&D-1 « A) = tkm Es gilt alsoc, |t“™. Wegen der
Eindeutigkeit der Zerlegung von Polynomen in irreduzibéktéren (Satz 13.32) ist
jeder Teiler vont“™ von der Format" mit o € K\ {0} undr € {0,...,.km}. Da Ca
normiert ist und Graan hat, gilt alsoc, =t™. m

KOROLLAR 16.17. Sei K ein Korper, me N, A € K™™ und seil € K so, dass
A — A« E nilpotentist. Dann gilt g = (t — )™

Beweis: g = de{t«xE-A) =de(t - V) «E-(A-A+E)) =C,_ -1 =t-21)". =
Nun kénnen wir die Dimension der Hauptrdume bestimmen.
SaTz 16.18. Sei K ein Korper, re N, und sei Ac K™, SeiA € K ein Eigenwert von

A mit algebraischer Vielfachheit e, und sei:d N((A — A = E)€) der Hauptraum von A
zum Eigenwerl. Sei h:= h,, also h(x) = A- x fur alle xe K". Dann gilt:

(1) U ist h-invariant.

(2) Es gibt einen h-invarianten Unterraum V vonf,kodass R=U + V.

(3) dmU) =e.

(4) Sei B, = (uy, ..., u,) eine Basis von U, sei := hl;, und sei A := (B, B)).
Dann gilt G, = (t— Q).

Beweis (1) Furp = (t—-2) gilt p(A) = (A-2A«E))®. Wegen Lemma 16.7 ikt = N(P(A))
h-invariant.

(2) Wir schreibernc, als (t — A)° - g, sodasg — A das Polynony nicht teilt. Wegen
Satz 16.11 gilK" = U + N(§(A)), also leisteV := N(§(A)) das Gewiinschte.

(3) Seid := dimU), und seB = (u,, ..., uy) eine Basis volU. SeiB,, = (v;,...,V,_ o)
eine Basis volV. SeiA, := §, (B, By) undA, := §, (B, B,). Wegen Satz 16.10 gilt

(16.2) Ca = Ca, * Ca-

Wir zeigen als nachstes:

(16.3) (A, — A +Ep ¢ =0,
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Dazu beobachten wir, dass fir:= hl, — A = id, gilt: A} — 2 = Ey = S,(By;, By). Wir
wissen, dass fur alee U qilt:

(Al —Ax Ed)e : (X)Bu = (S¢(Bua aj))e : (X)Bu
= (‘)DOSDO e 0 (X))BU

= ((h=Axidgn) oo (h—Axidgn) )y

= ((A=2+E)°-x)g .

(V]
Dax € N((A - A = E)®), gilt insgesamtA, — A = E,)® - (x)BU = (O)BU = 0. Also gilt
fur alley € K9 dass(A, — A = Ey®-y = 0, und somit gilt(A;, — A = E;)® = 0. Das
beweist (16.3). Wegen Korollar 16.17 gilt also
(16.4) Ca, = (£ = ).

Wegen (16.2) giltt — 1)%c,. Da die Vielfachheit der Nullstell in c, gleicheist, gilt
d=<e

Wir zeigen nurd = e. Nehmen wir dazu an, dads< e. Dann gilt wegen (16.2), dass
t — Aauchc, teilt. Folglich istA ein Eigenwert vorh,. Seiw = (W;, ..., W,_4) € Kn-d
ein Eigenvektor vorA,, und seix € V so, dass(x)B\/ = w. Dann gilt (A - X, =
(h(x))Bv =§,,(By,B)-W=A W= 2AsxW=21x(X)g = (A*X)g . Also gilt A-x = A %X,

x ist folglich ein Eigenvektor vorA zum EigenwertA. Daraus ergibt siclx € U.
Insgesamt liegk also inU NV. Wegen (2) gilt danx = 0, im Widerspruch dazu, dass
w als Eigenvekto# 0, und somit aucl # O ist. Es gilt alsal = e. Somit haben wir (3)
bewiesen.

(4) folgt nun aus (3) und Gleichung (16.4.

SATZz 16.19. Sei K ein Kdrper, ne N, A € K™". Wir nehmen an, dass, @iber K in
Linearfaktoren zerfallt. Seiene N, A, ...,A, e Kund g, ...,6 € N so, dass

Ca = ﬁ(t - Ai)qa
i=1

und diea, alle verschieden voneinander sind. Sei:d N((A — A, = E)%) der zuA,
gehdrende Hauptraum von A.

Dann ist K' die direkte Summe dephnvarianten Unterraume ..., U,.

Beweis:Wegen Satz 16.18 ist jedeb h,-invariant. Sei nuiJ := U, + --- + U,. Wir
zeigen, dass diese Summe sogar direkt ist. Sei dazyl,...,r}, und seiu € U, N
r

(2.

j=1
j#
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Wennj # i, so giltu. = N((A - 1,)%). Seiq e K][t] definiert durchy := c,/(t — A.)8.
J J A i

r
Wegen(t — Aj)ei [qgilt U, c N(Q(A)). Insgesamt gilt daheE U, c N(Q(A)).
j=1
j#i
Wegen Satz 16.11 gilt; N N(§(A)) = {0}. Also giltu = 0.
U ist also die direkte Summig, + --- + U,. Nun gilt dimU) = '_; dim(U,). Nach
Satz 16.18 gilt also dit) = }}/_; & = n. Folglich gilt alsoU = K". m

4. Nilpotente Endomorphismen

DEFINITION 16.20. SeV ein Vektorraum, und set : V — V ein Endomorphismus.
Der Endomorphismug ist nilpotent wenn es eirk € N gibt, sodass fur alle € V
W) =po-op (V) =0,

LEMMA 16.21. Sei K ein Korper, re N, sei Ae K™, und sei ein Eigenwert von A
mit algebraischer Vielfachheit e. Sei I N((A - A = E)®). Seig : U —» U definiert
durche(u) := A-u— A« U, alsop = h,l, — A *id,. Dann iste nilpotent auf U.

Beweis:Seiu € U. Es gilte®(u) = (A—2A+E )% -u= 0, weiljau e N(A-21xE,)°). ®

Es folgt nun ein typisches Beispiel fur einen nilpotenten&@mnorphismus. Se € N
undB = (b,, ..., b)) eine Basis flr den Vektorrauth, und seip eine Abbildung mit
e(by) = b, 4, pb, ) =b, 5, ..., ¢(b,) = by, p(b)) = 0. Dann gilty® = 0 undg®* + 0.
Die Matrixdarstellung vowp hat folgende Form:

010 0
0 01 0
SBB=f: : " 0
000 1
000 0
DEFINITION 16.22. SeK ein Korperm € N, und seil € K. Die mx m-Matrix
A1 0 .. 0
OAx1 ...0
J=|: : =~ - 0
000 - 1
0 0O A

mit J[i,i] = Afari e {1,...,mpundJ[i,i + 1] = 1 furi € {1, ..., m- 1} heil3tJordan-
kastchen zu vom Format mSie wird mitJ(A, m) abgekurzt.
DEFINITION 16.23. SeV ein Vektorraum Uber dem Korpét, und seiU ein Unter-

raum vonV. Die Folge(v,, ..., Vv,) von Elementen aug ist eine Basis von V modulo
U, wenn(v, +U, ..., Vv, +U) eine Basis des Faktorraundgu ist.
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LEMMA 16.24.SeiW ein Vektorraum Uber dem Kdrper K, und seien U,V Untengu
von W mitUc V. Wir nehmen an, dassgv,, ..., w,) eine Basis von W modulo V ist,
und(vy, ..., Vv,) eine Basis von V modulo U. Dann ist,, ..., W, Vv,, ..., V) eine Basis
von W modulo U.

Beweisskizzeihnlich wie Satz 15.22
UBUNGSAUFGABEN 16.25.
(1) SeienUy c Uy ¢ -+ ¢ U, = U Unterraume vorJ, und sei fur jedes e {1,..., n} die Folge(b; ;, ..., b j)) eine

Basis vonU; moduloU;_;. Zeigen Sie, dasy ;,..., by 1), 051, -, 05 jio) -1 Bngseees by jin)) €ine Basis voru,
moduloUj ist. Hinweis: Lemma 16.24 und Induktion nach

SATZ 16.26 (Normalform fir nilpotente Endomorphisme®ei ne N, sei U ein n-
dimensionaler Vektorraum Uber K, und sei: U — U ein nilpotenter Endomor-
phismus. Dann gibt es eine Basis B von U, eied, und m,...,my € N, sodass
m + .-+ my = nund

S,(B,B) = J(0,m) & J©O,m) & - & IO, m).

BeweisskizzeSeiU, := {0}, und sei flun € {1, ..., n} der UnterrauntJ; definiert durch
U = ker(¢').
Dann gilt wegen Ubungsbeispiel 16.15 (3), deigs= U, undU, c U, c U, C -+ C
U,=U.
Wir bilden nun fir jedes € {n,n-1,...,0} eine Basis vorJ, auf folgende Weise:
Zuerst wahlen wia(n) € Ny und
(Xn;]_) LRRS ] Xn,,g(n))
als Basis vorJ, moduloU, ;.

Als nachstes konstruieren wir eine Basis n, moduloU_ , folgendermafien: Die
Vektorenp(x,), ..., (X, 4n) liegen inU, _;, weil fur allek € {1,...,an)} die Glei-
chunggo”‘l(go(xn,k)) = ¢"(X,,) = 0 gilt. Wir zeigen als nachstes, dass

(€062 + Up g1 -0 0% o) + Uy o)
eine linear unabhangige Folge dus /U, , ist. Sei dazu

amn)
DA (90, ) +U, ) =0+ U,
=1

Dann gilt
a(m)

Z Aj % (p(Xn’j) eU

j=1
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also wegenp"?[U, _,] = {0}

an)

gDn_l(Z Kj % Xn,j) =0.
-1

Folglich gilt
a(n)
Z/\j # X, € U, ;.
j=1
Da(x,s, -+ X, 4n) €iN€ Basis votJ, moduloU, _, ist, giltalsoA, = --- = ., = 0. Da

also(@(X,) + Uy 5, ..., (%, 4n) + Uy,_,) €ine linear unabhangige Folge aus,/U, ,
ist, gibt esa(n — 1) € Ny und(X_3 4, -+ X1_1 gn_1)) QUSU,,_;, SOdass

(©O.2)1 s P am)s X110+ X 1.am-)
eine Basis votJ,,_; moduloU, _, ist.

Nun vervollstandigen wir

("X 2)s s SOZ(Xn,a(n))’ P(Xy_1,1)s "'!‘p(xn—l,a(n—l)))

MItX, 55, -1 X2 4n_2 ZU €in€r Basis vol, , moduloU, _,. Durch Fortfiihrung dieser
Konstruktion erhalten wir Basen fiir jedgsmoduloU;_, miti € {1, ..., n}.

Mit Lemma 16.24 und Induktion kann man nun zeigen, dass machdvereinigen
aller dieser Basen eine BafisyronU erhélt, die so aussieht:

Xn,l’ vy Xn,e(n)’
Sg(xn,l)’ Sg(xn,a(n))’ Xy oo Xn-1,an-1)’
O N C Sy} OX_p1)r e CXn_1an-1)r Xn-2.10 o X 2an-2)
G e P an)r P Xl1n)s e O Kranen)s e Xy 10 +ees Xy 1)

Wenn wir diese Basis nun so ordnen, dBss
B = (¢ 06,0+ 906, 2): X, 1

(pn_l(xnydn))i ey Qo(xnydn))i Xn,e(ny
2K g.1)s oo PR 1.0) X110

"2z an-n)s -+ Y1 an-1) X tan-1

X1

X1 am)
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so gilt

S,(B,B) =
JOo,n&®---JO,NadION-D)---dIJO,N-1DB---pJO0,1D---J0O,1).
am) a(n-1) a(l)

Somit hatSw(B, B) die gewlinschte Fornm

UBUNGSAUFGABEN 16.27.

(1) Seip ein Endomorphismus vovi - V, und seiB eine Basis volV mit SW(B, B) = J(0, n). Berechnen Sie fir jedes
i € N, eine Basis von keép'), und die Dimension von kep').

(2) Seienm, ..., my € N, sein := Zid=]_m, und seip : R" - R", p(¥) := (J(O,m) & --- & J(0,my)) - x. Berechnen
Sie dimken()), und fiir allei € N die Dimension von kep'). Verwenden Sie zum Ausdriicken des Ergebnisses die
Zahla(k) := |{j € {1, ...,d}Imy = k}|. Die Zahla(k) gibt also die Anzahl der Jordankastchen der Dimenkian.

18 -22 1 -11

18 -22 1 -11

8 -9 2 -8

-4 5 0 2

(@) Bestimmen Si&l(A%), N(A2), N(A).

(b) Bestimmen Sie eine Basi; von N(A%) moduloN(A2).

(c) Vervollstandigen SigA - v|v e B3} zu einer Basi®, von N(A%) moduloN(A).

(d) Vervollstandigen Si¢A-w|w € B,} zu einer Basi®; von N(A).

(e) Ordnen Sie die Vektoren B, U B, U B; passend zu einer Badssan, sodassnA(B, B) eine®-Summe von
Jordankastchen ist.

(3) (Mathematica) SeA =

73 -1 0O 0 0 O 3 10
-34 -2 -1 0 0 2 -2 -6
1221 -9 3 0 0 -6 53 172
(4) (Mathematica) Seh = —;ggz _13? _11 (()) :CL) _52 _15; —g)s . Finden Sie eine BasiB desR8,
1355 -11 3 0 O -6 58 190
292 -4 0O 0 0 o 12 40
-584 8 0O 0O 0 0 -24 -80

sodas@,A(B, B) die Summe von Jordankastchen isinweis: A = 0.

5. Die Jordansche Normalform

DEFINITION 16.28. Seil einen x n-Matrix Uber dem KorpeK. J ist in Jordanscher
Normalformwennek e N, a4, ..., ¢, € K (nicht notwendigerweise verschieden) und
m, ..., m € N gibt, sodass

J=Ja,m) & - & I, m).

SATZ 16.29 (Existenz einer &hnlichen Matrix in Jordanscher Nfonm). Sei A eine
n x n-Matrix tiber dem Korper K. Wir nehmen an, dass das charatische Polynom
von A uber K in lauter Linearfaktoren zerfallt. Dann gibt éeeeMatrix J € K™" in
Jordanscher Normalform und eine Matrixd®GL(n, K), sodass A=P-J-PL.

Beweis:Seic, = IT|_,(t —4)% mitA,, ..., A, paarweise verschieden. Wegen Satz 16.19
ist K" die direkte Summe der Hauptrautdg, ..., U, vonA.
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Wir finden nun fur jeden Hauptraub eine BasisB,, sodass flip := h,|, die Matrix
S,(B;, B) eineg x g-Matrix in Jordanscher Normalform ist. Sei dagzu= ¢ — A xidy, .
Wegen Lemma 16.21 igt nilpotent aufU,. Also gibt es wegen Satz 16.26 eine Basis
B,vonU;,d e Nundm,,...,m, € N, sodass

S,(B,B)=J0,m) @ --- & IO, my).
Also gilt

S,(B,B) =J(4;,m) & - & I(A;, my).
SeiJ := S,(B;, B).

Satz 15.35 erlaubt nun, die Basgp B,, ..., B, zu einer Basi$ vonK" zusammenzu-
hangen. Dann gil§, (B,B) = J, & --- & J,. Wenn wir in die Spalten der Matrir die
Vektoren audB schreiben, so gila = P- 31A(B, B-Plm

UBUNGSAUFGABEN 16.30.

-4 -2 0
(1) Finden Sie eine zA = [ -2 4 -4 ] ahnliche Matrix in Jordanscher Normalform. Astliagonalisierbar?
-1 5 -6
(2) Die Folge(x,)ncy iSt gegeben durchy = X, = X3 = 1, X,3 = 6X,,0 — 12X,1 + 8%, firn = 1. FUrA :=
0 0 Xn41 X1
( 0 0 1 )gilt also also( Xn+2) =A". (iz)
8 -12 6 Xn+3 3

(a) Bestimmen Sie eine Matrikin Jordanscher Normalform und eine MatBxsodas$81-A-B = J.

(b) Bestimmen Sie einen Ausdruck fiit.

(c) (Mathematica) Bestimmen Sie daraus einen AusdrucR¥ir

(d) (Mathematica) Bestimmen Sie einen Ausdruck fiir derear&intrag vorA™ 1 . @) also furx,,. (Lésung:
24 (P — Tm+ 14).)

-30 -24 -29 -1

- 2 S 0 Jahnliche Matrix in Jordanscher Normalforn, (= (t —

37 28 36 1 A

(3) Finden Sie eine zA =
-241 -200 -250 -7

3)(t — 2t + 432).

SATz 16.31 (Eindeutigkeit der Jordanschen Normalfor®gieny,, ..., . 5,, ..., 5, €
K (nicht notwendigerweise verschieden), und seign.mm,,n,,...,n, € N so, dass
die Matrizen A und B, die durch

A
B

J(Ql, rn]_) @ @ ‘J(ak! m()a
JBL. ) & - @ J(B, )

definiert sind, ahnlich sind. Dann gilt k |, und es gibt eine bijektive Abbildung

m:{l,...,k > {1,...,1}, sodass fur alle £ {1, ..., k} gilt: ¢; = B,;, und m =n,,.

Beweis:Da A und B ahnlich sind, gibt es wegen Satz 14.5 einen Endomorphismus
¢ : K" - K" und Baser®’, B’ von K", sodassA = S,(A,A) undB = S,(B,B). Sei
F:=S,E,B).
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Seic. das charakteristische Polynom vBnEs giltc. = c, = Cg, also
Kk |

[ J=ap™ =] ]a-8)".

i=1 j=1

Seiena,, ..., A, die verschiedenen Eigenwerte der Matfix Es gilt dann wegen der

Eindeutigkeit der Faktorisierung des PolynotpgSatz 13.32) furr jedes e {A,, ..., A, }:
k k

Y m= ) n-e

i=1

j=1
(l’iZA ,BJ=)L

wobeie die algebraische Vielfachheit vonin F ist. Wir werden nun eine Bijektion
mofiefl,.. Ko =24 - {j €{1,....1}|8; = A} finden. Sei dazii,, ..., i} := {i
{1,..., K =ALund{j, ..., j} :=1{] € {1, ..., 1}1B; = A}

SeiU der Hauptraum vok zu A. Durch Auswahl einer passenden Teilfolge der Basis
A’ vonK" erhalten wir eine Basi&” vonU, sodass
S, A AN =J0 M) @ - &I, m).

Ebenso erhalten wir durch Auswahl einer passenden Tedfeton B’ eine BasisB”
vonU, sodass
S‘P|U(B”’ B’/) = J(Al nJl) @ te @ J(Al mJt)

Firu € N seia(u) die Anzahl derv € {1,...,s} mit m = u Genauso sdi(u) die
Anzahl derv € {1, ..., t} mit n, =u.

Wir berechnen nun fur € {1,...,n} die Dimension von kéel, — A = idU)i). Sei
Y=ol — A xidy. Esgilt
i n
dim(kerty)) = >" j-a)+ D i-a().

j=1 j=i+l
Es gilt also
i-1

dim(kery)) - dim(ker/' ™) = >" j-a()+ > i-a)- " j-a)- Y i -1-ag)
=1 j=i

j=i+1 j=1
= Z a(])
j=i
Insgesamt gilt also
(dim(kery")) — dim(kery'™))) — (dim(kery'* 1) — dim(kenw'))) = a(i).

Genauso gilt aber auch(i) = (dim(keny") — dim(keny'~1))) — (dim(kery'*1)) -
dim(ker(w‘))). Insgesamt qilt als@(i) = b(i) fur allei € {1,...,n}. Somit sind die
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Folgen(mil, ms) und(njl, n-t) bis auf die Reihenfolge gleich. Daraus erhalten
wir die Bijektionr,.

Durch Vereinigen der, erhalten wir schlielickr. m



