KAPITEL 15

Homomorphismen zwischen Vektorraumen

1. Der Rang einer Matrix

Wir erinnern uns, dass der Rang einer Matkixk(A), als die Dimension des Zeilen-
raumsZ(A) von A definiert ist.

SATz 15.1. Seien m, re N, und sei Ac K™", Dann giltdim(Z(A)) = dim(SA)).

Beweis:Seir die Dimension des Spaltenraums vanund seiera,, ..., a, € K™ die
Spalten vonA. Dann gibt es wegen Ubungsbeispiel 6.51R< i, < --- < i, €
{1,...,n}, sodas$a1.l, air) eine Basis vorg(A) ist. Sei

| I
| I

eine Matrix, in deren Spalten die Vektoren dieser Basissstdist einemx r-Matrix.
Da sich jede Spalte vof als Linearkombination voa, , ..., 3 ausdriicken lasst, gibt
es eine MatribC € K™", sodass

(15.2) A=B-C.

Aus der Gleichung (15.1) sieht man, dass jede ZeileAeme Linearkombination der
Zeilen vonC ist. Also liegt jede Zeile vorA im ZeilenraumZ(C) von C. DaC genau
r Zeilen hat, gilt dindZ(C)) < r, und somit diniZ(A)) < r. Insgesamt gilt also fir die
Matrix A, dass diniZ(A)) < dim(SA)).

Wir haben also bewiesen, dass fur jede Matrix die DimensemnZkilenraums hdch-
stens so groR wie die Dimension des Spaltenraums ist. Esgpliauch diniZ(A")) <
dim(S(A")), und somit dingS(A)) < dim(Z(A)). =

KOROLLAR 15.2. Sei A eine nx n-Matrix, und sei re N. Dann sind aquivalent:

Q) r < rk(A).
(2) Esgibti < --- <i, e{l,...mund j < --- < |, € {1,...,n}, sodass die
r x r-Matrix B, die durch

B, k) := A, j,)
definiert ist, regular ist.
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200 15. HOMOMORPHISMEN ZWISCHEN VEKTORRAUMEN

Beweis:(1)=(2): Seien did,, ...,i.-te Zeile vonA linear unabhangig, und s€i die

r x n-Matrix, die nur aus diesen Zeilen besteht. Die Ma@ixat den Rang, daher
besitzt sier linear unabhangige Spalten; die Indizes dieser Spaltéerig,, ..., j,.
(2)=(1): WennB regular ist, so sind dig, ..., i,-te Zeile vonA linear unabhéngig, also
giltrk(A)=r. m

2. Homomorphismen zwischen Vektorraumen

DEFINITION 15.3. SeietJ,V Vektorraume Uber dem Korpét, und seh: U - V.

(1) hist genau dann eilomomorphismuggenauerK-Vektorraum-Homomor-
phismu$vonU nachV, wennh eine lineare Abbildung vod nachV ist, also
wennh(u, + u,) = h(u,) + h(u,) undh(a * u) = a * h(u) fir alleu, u,, u, € U,

a € K gilt.

(2) hist genau dann eiMonomorphismusvennh ein injektiver Homomorphis-
mus ist.

(3) hist genau dann ei&pimorphismuswennh ein surjektiver Homomorphis-
mus ist.

(4) hist genau dann eilsomorphismusvennh ein bijektiver Homomorphismus
ist.

(5) h ist genau dann eiEndomorphismysvennh ein Homomorphismus und
U=Vist.

(6) hist genau dann eiAutomorphismusvennh ein Isomorphismus und =V
Ist.

DEFINITION 15.4. SeierJ,V Vektorrdume tber dem Koérpét, und seih : U - V
ein Homomorphismus. Dann definieren wir déern von hdurch

kerth) := {u e U | h(u) = 0}.
Wir definieren daBild von hoderlmage von hdurch
im(h) := {h(u)|u e U}.

LEMMA 15.5. Seien U,V Vektorrdume Uber dem Koérper K, und seith —» V ein
Homomorphismus. Dann ist der Kern von h ein Unterraum vonndl,das Image von
h ein Unterraum von V.

SATz 15.6. Seien U,V VektorrAume uber dem Kdorper K, und seil —» V ein
Homomorphismus. Dann gilt:

(1) hist genau dann injektiv, werker(h) = {0}.
(2) hist genau dann surjektiv, wetm(h) = V.

SATZz 15.7. Seien m, re N, sei A eine nx n-Matrix tber dem Korper K, seijt K" -
K™ X+ A-Xx, und sei NA) der Nullraum von A. Dann gilt

(1) kerth,) = N(A).
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(2) im(hy) = S(A).
(3) Der Rang von A ist die Dimension van(h,).

SATZ 15.8. Seien m, re N, sei A eine nx n-Matrix Uber dem Korper K, seijt K" —
K™ x A-x Dann sind aquivalent:

(1) h, ist injektiv.
(2) dim(N(A)) =0
(3) Die Spalten von A sind linear unabhangig.

SATZz 15.9. Seien m, re N, sei A eine nx n-Matrix uber dem Korper K, seijx K" -
K™ x+~ A-x Dann sind aquivalent:

(1) h, ist surjektiv.
(2) rk(A) = m.
(3) Die Zeilen von A sind linear unabhéangig.

UBUNGSAUFGABEN 15.10.
Beachten Sie in den folgenden Ubungsbeispiel, ob wir diésBzises Vektorraums als Menge (wie etwa in Kapitel 11 und in
Lemma 11.7) oder als Folge (wie etwa in Definition 6.18) arseh

(1) SeienJ,V Vektorraumeh ein Homomorphismus vod nachV, und seiB eine Teilmenge vob). Zeigen Sie, dass
die lineare Hille des Bildes vdB gleich dem Bild der linearen Hiille vdBist, also das&(h[B]) = h[L(B)].

(2) SeienJ,V Vektorrdumeh ein Monomorphismus vod nachV, und seiB eine linear unabhangige Teilmenge von
U. Zeigen Sie, dass auch das BiiB] linear unabhangig ist.

(3) SeienU,V Vektorraumeh ein Isomorphismus vod nachV, und seB eine Basis votJ. Zeigen Sie, dass auch das
Bild h[B] eine Basis voWV ist.

(4) Seierd,V Vektorraumeh ein Homomorphismus vad nachV, und seien, ..., u, € U so, dassu,, ..., u,) linear
abhéangig ist. Zeigen Sie, dagguy), ..., h(u,)) linear abhé&ngig ist.

SaTz 15.11. Sei(b,, ..., b) eine linear unabhangige Folge von Vektoren irfy Kind
sei(y,, ..., ;) eine Folge von Vektoren im"K Dann gibt es einen Homomorphismus
h: K" — K™ sodass tb) =y, firallei e {1, ..., n}.

Beweis:Wir bilden eine Basi8 = (b,, ..., b, b4, ..., b)) vonK". Dann definieren wir
eine lineare Abbildundg durch

h(v) := A- (W,

wobeiA die mx n-Matrix ist, in deren Spalten die Vektorégy,, ..., ,,0, ..., 0) stehen.
Wegen Satz 9.10 isteine lineare Abbildung, und sie bildet die die Vekto(ep ..., b)
auf die gewiinschten Werte ab.

Es gilt dannS (B, E) = A, und wir erhalter§ (E, E) durch
S(E,E)=S,B,E)-gT- =A-P 1,
wobeiP die Matrix mit den Vektorertib,, ..., b,) in den Spalten ism

Wie in Kapitel 11 sehen wir nun eine Basis vdrals eine Teilmenge vad (und nicht
als Folge von Vektoren aus) an.
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SATz 15.12. Seien U,V Vektorrdume Uber dem Korper K, sei B eine Basis von U
und sei f eine Funktion von B nach V. Dann gibt es genau einenddworphismus
h:U -V, sodass tb) = f(b) fir alle be B.

Beweis:Wir definieren die Relatioh durch
h:= {(Z Ab) = b,Z A(b) = f(0))|T ist eine endliche Teilmenge vaiA : T - K}.
beT beT

Dann isth funktional, ein Homomorphismus, uri, = f. Wir zeigen als erstes, dass
h eine Funktion ist. Seien dady, T, endliche Teilmengen voB, und seid : T, - K,

u: T, - Kso,dass
D Ay xb= )" u(b)=b.

beT; beT,
Wir bilden nun eine Abbildung, : T, UT, —» K durchA,(t) := At) firt € T,
und A, (t) := 0 furt € T, \ T,. Genauso erweitern wjt und bilden eine Abbildung
My T, UT, » Kdurchy,(t) := w(t) firt € T, undy, (t) := 0 furt € T, \ T,. Dann gilt

> M0sb= > wm)«b.
beT,UT, beT,UT,
Also gilt ZbeTIUTz(/M(b) — (b)) = b = 0, und folglich wegen der linearen Unabhangig-
keit vonB aucha, = y,. Also gilt
Z A(b) = f(b) = Z#(b) « £(D).
beT; beT,

Die Relationh ist also funktional.
Wir zeigen nun die Homomorphismuseigenschaften. Es gilt

hO AWM xb+ Y u) xb) =h( > @Ay(b) + py(0)) + b)

beT, beT, beT,UT,
= D> Ay + py (b)) + f(b)
beT,UT,
- Z A(b) = f(b) + Z,u(b) « f(b)
beT; beT,
= h(Z A(b) = b) + h(Z u(b) * b).
beT; beT,

Dabei sindaA,, 4, wieder die Erweiterungen voh und u wie oben. Die Eigenschaft
h(a * v) = a = h(v) zeigt man genauso.

Sei nunb € B. Dann gilth(b) = h(1 = b) = 1« f(b) = f(b), also gilthl; = f. =

KOROLLAR 15.13. Es gibt eine Abbildung hR — R, die hx+Yy) = h(x) + h(y) fur
alle x,y e R und (1) = 1 erfullt, und die nicht gleich der identischen Abbildung auf
R ist.
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Beweis:Wir sehenR als Vektorraum tbe) mit der Vektorraummultiplikation: :
Q xR - R, g=r := gr an. Wir erweitern{1} zu einer Basis voiR UberQ. (Diese
Basis erhalt man, indem man mithilfe des Zornschen Lemmaesjm Beweis von
Satz 11.8, eine maximale linear unabhéngige Teilm@&igen R mit der Eigenschaft
1 € B auswahlt.) Nun definieren wif : B - R durch f(1) := 1 und f(b) := O fur
b € B\ {1}. Wir kbnnen nunf zu einem HomomorphismusvonR nachR erweitern.
Diese Abbildungh ist nicht die identische Abbildunas

UBUNGSAUFGABEN 15.14.

(1) Seih:R - R eine stetige Abbildung, dib(x +y) = h(x) + h(y) fir alle X,y € R erfiillt. Zeigen Sie, dass fir alle
x € R gilt: h(x) = h(1) - x.
(2) * Seih: R - R eine Abbildung, dig(x +y) = h(x) + h(y) undh(x - y) = h(x) - h(y) fiir alle X, y € R erfillt. Zeigen
Sie, das$ entweder die Nullabbildung oder die identische Abbildusty i
SATZ 15.15. Seien U,V Vektorrdume tber dem Koérper K, und seuh— V ein Iso-
morphismus. Dann ist die Abbildung'hebenfalls eine lineare Abbildung, und somit
ein Isomorphismus vonV nach U.

Beweisskizzawir zeigen nur, dask! additiv ist: Seiera, be V, und seix := h™(a),
y := h™i(b). Dann gilth(x +y) = h(x) + h(y) = a+ b, alsoh™*(@a+ b) = x+y =
h-%(a) + h-%(b).

DEFINITION 15.16. SeierJ,V Vektorraume tber dem Koérpét. Die Vektorraume
U,V sind genau danisomorph wenn es einen IsomorphismosU — V gibt.

SATz 15.17.Seien U,V Vektorrdume tber dem Korper K, sei B eine Basis vomt)
sei C eine Basis von von V. Dann sind U und V genau dann isomaeasin B und C
gleichméchtig sind.

BeweisskizzdJbung 15.10(3) und Satz 11.28.

3. Faktorraume

DEFINITION 15.18. SeV ein Vektorraum Uber dem Korpét, und seiU ein Unter-
raum vonV, und sew € V. Dann definieren wir

w+U :={w+ulueU}
und
VIU :={v+U|veV].
DEFINITION 15.19. SeV ein Vektorraum Uber dem Korpét, und seiU ein Unter-
raum vonV. Dann definieren wig und = durch
v+Uew+U)=wv+w +U

und
axV+U):=(av)+U
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fur allev,we V unda € K.

Wir Uberlegen uns, dass und wohldefiniert sind, das heil3t, dass die Rela(i(cﬁm+

U,w+U),(V+w) + U)Iv, we V}, die ja eine Teilmenge vofV /U xV/U) x V/U ist,
eine Funktion vorv/U x V/U nachV/U ist.

DEFINITION 15.20. SeV ein Vektorraum Uber dem Korpét, und seiU ein Unter-
raum vonV. Dann istV/U,®, 6,0+ U, =) ein Vektorraum UbeK.

UBUNGSAUFGABEN15.21.
In den folgenden Beispielen igtstets ein Vektorraum, urld ein Unterraum voiv.

(1) Zeigen Sie, dass die Relatie,, die durchv ~, w:< v—w e U definiert ist, eine Aquivalenzrelation aufist.
(2) Zeigen Sie, dass fir die im Beispiel 1 definierte Relatignund fiir jedess € V gilt: v/~ = v+U.
(3) Zeigen Sie, dass fur die im Beispiel 1 definierte Relatigngilt: V/U ist gleich der Faktormengé/~,, .

SATZ 15.22. Sei V ein Vektorraum Uber dem Korper K. Seign.v,v,, € V und
Uy, ..., U,inU so, dassv,+U, v,+U, ..., v, +U) eine BasisvonV/U istun@,, ..., u,)
eine Basis von U ist. Dannist8B (v,, ..., V., U, ..., U, eine Basis von V.

oy Vi

Beweis Wir zeigen zunachst, dassc L(B). Sei dazuw € V. Wegenw + U € V/U
gibtese,, ..., q,, € K, sodass

m
Zai*(vi+U):W+U.
i=1
Also gilt
m
(Zaivi)+U —w+U.

i=1
Es gibt also eiru € U, sodass

O V) +u=w+0,
i=1
Daue U, gibtesg,, ..., 8, € K, sodassi = )}, 5, u;. Also gilt

m n
W= Z:aivi + Z'Bi u;,
i=1 i=1

und dahew € L(B).

Um zu zeigen, dasB linear unabhangig ist, wahlen wi, ..., @, B;, ..., 8, € K so,

dass
m n
Z v, + Z:,Biui =0.
i=1 i=1
Dann gilt
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also

m
Dlap(v+U)=0+U.
i=1
Da(v, +U,...,V, +U) eine Basis voiV/U sind, gilta; = --- = «,, = 0. Also gilt
>, B u =0, und daher sind wegen der linearen Unabh&ngigkeitugn.., u,) auch
alleg; gleich 0.m

KOROLLAR 15.23.Sei V ein Vektorraum uber K, und sei U ein endlichdimensemal
Unterraum von V, sodass V/U ebenfalls wieder endlichdimeas$ist. Dann ist V
endlichdimensional, und es gilt

dim(V) = dim(V/U) + dimU.

Dieser Satz gilt auch fur unendlichdimensionale VektaméuAllerdings missen wir
dazu erst erklaren, wie fur unendlichdimensionale Vekiame Gleichungen der Form
dimU) + dim(V) = dim(W) zu lesen sind. Zunachst missen wir dimn definieren,
wennU keine endliche Basis besitzt. Wir definieren dinndann als die “Kardinalitat”
(Machtigkeit) einer Basis vod . Wegen Satz 11.29 sind alle Basen gleichméch-
tig. Allerdings fehlen uns noch die Objekte, diese Machgitgdn, also etwiN| = N,
IR| = 2%, ... zu beschreiben. Dazu kann midardinalzahlereinfiihren, die man dann
auch wirklich addieren kann (siehdd&lmos, 1976).

Eine formal weniger aufwandige Sichtweise, der Gleichungld)+dim(V) = dim(W)
eine definierte Bedeutung zu geben, ist, diese GleichungimésAbkirzung fur fol-
gende Behauptung zu sehen:

Es gibt BaserB vonU, C vonV und D von W, sodas® gleich-
machtig zuB x {0}) U (C x {1}) ist.

SATz 15.24.Sei V ein K-Vektorraum, und sei U ein Unterraum von V. Wennnig ei
Basis B und V/U eine Basis C hat, so hatV eine Basis, die gitgichtig zuBx{0}) U
(C x {1}) ist; es gilt alsodimU) + dim(V/U) = dim(V).

4. Der Homomorphiesatz
SaTz 15.25 (HomomorphiesatzBeien V und W Vektorrdume, und sei h eine lineare
Abbildung von V nach W. Sei l+ ker(th). Dann ist die Abbildung

H: VU — W
v+U +— h(v)

wohldefiniert. Die Abbildung H ist auRerdem ein Isomorphiswon V/U naclm(h).

Anstelle “Dann ist die Abbildung [...] wohldefiniert” kannan sagen: “Dann ist die
RelationH = {(v+ U, h(v))|v € V} eine Funktion vorv /U nachW.”
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KOROLLAR 15.26.Seien V, W Vektorraume tber K (nicht notwendigerweise @mndli
dimensional), und sei h eine lineare Abbildung von V nach \ahrDgilt

dim(im(h)) + dim(ker(h)) = dim(V).

Beweis:SeiU := kerh). Wegen Satz 15.24 gilt
dimV/U) + dimU) = dim(V).
DaV/kenh) isomorph zu inth) ist, gilt also
dim(im(h)) + dim(ker(h)) = dim(V).

SATz 15.27 (Rangsatz)Sei A eine nx n-Matrix Uber K. Dann giltdim(N(A)) =
n —rk(A).

Beweis:Wir betrachterh, : K" - K™ x = A-x. Dann gilt keth,) = N(A), und
dim(@im(h,)) = dim(§A)) = rk(A). Da K"/ kerth,) isomorph zu inth,) ist, sind die
Dimensionen gleich. Es gilt also— dim(N(A)) = rk(A). =

SATz 15.28 (Erster Isomorphiesatzpeien U,V beide Unterraume des Vektorraums
W. Dann sind die beiden Faktorraume W/N V) und(U + V)/V isomorph.

Beweis:Wir betrachten die Abbildung

h: U — U+WV/V
u — u+V.

Die Abbildungh ist surjektiv auf(U + V)/V, und es gilt keth) = U N'V. Somit gilt
nach dem Homomorphiesatz (Satz 15.25), dasker(h) isomorph zuU + V)/V ist.
[

KOROLLAR 15.29. Seien U,V beide endlichdimensionale Unterrdume des \fektor
raums W. Dann gildimU +V) = dimU) + dimV) — dimU N V).

Fir unendlichdimensionale Unterraume kann man diesera&adan(U +V)+dimU N
V) = dimU) + dim(V) formulieren, und beweisen, indem man eine B&iwnU NV
Zu einer Basi€ vonU und einer Basi® vonV erweitert, und beobachtet, dd38/ D
eine Basis voty +V ist, und|C U D| + |C N D| = |C| + |D] qgilt.

LEMMA 15.30.SeienV,W Vektorraume, sei h ein Epimorphismus von V nacimv, u
sei U ein Unterraum von W. Dann gilt

dim({x e V |h(x) € U}) = dim@U) + dim(ker(h)).

Beweis:Wir wéahlen eine Basi8 vonU. Dann wahlen wir aus jedefm![{b}] genau
ein Element aus, und wir fassen diese Elemente in einer MAngesammen. Die
Einschrankundl, ist also injektiv, unch[A] ist eine Basis voll. Dann ist kegh) U A
linear unabh&angig und eine Basis Vore V | h(x) € U}.
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WennV endlichdimensional ist, kann man Lemma 15.30 auch mit dematoorphie-
satz zeigen: Seb : V - W/U, ¢(v) = h(v) + U. Dann gilt kety) = {x € V | h(x) € U}.
Also gilt

dim(ker(y)) + dim(@im(y)) = dim(V) = dim(ker(h)) + dim(@im(h)),
und somit

dim(ker(y)) + dim(W) — dim(U) = dim(ker(h)) + dim(W),

woraus dintker(e)) = dim(ker(h)) + dim(U) folgt. m
SATz 15.31. Sei A eine k |-Matrix, und B eine Ix m-Matrix mit Eintragen aus dem
Korper K. Dann gilt:

(1) rk(A- B) < min(rk(A), rk(B)).

(2) (Sylvesters RangungleichungjA - B) > rk(A) + rk(B) — I.
(3) rk(A + B) < rk(A) + rk(B).

(4) rk(A + B) = rk(A) — rk(B).

Beweis:(1) Es gilt rkA-B) = dim(im(h, g)) = dim(im(h, ° hg)). Nun giltim(h, o hg) C
im(h,), also dintfim(h, © hy)) < rk(A).

Weiters gilt fir jeden Homomorphismuysund fir jeden VektorraurK, dass dinp[X]) <
dim(X). (Das gilt etwa, weil dinap[X]) + dim(ker(p)) = dim(X).) Also gilt dim(im(h,°
hg)) = dim(h,[im(hgy)]) < dim@im(hg)) = rk(B).
(2)

dim(@im(h, o hg)) = m— dim(ker(h, ° hy))
m— dim({x € K™ hg(x) € kerth,)})
m— dim({x € K™ hg(x) € kerth,) N S(B)})
m— (dim(kerthg)) + dim(kerth,) N S(B)))
m— dim(kerhg)) — dim(kerth,))
m— (m—dim(@im(hg))) — (I — dim(im(h,)))
rk(B) + rk(A) — I.
(3) Wegen inth,,g) € im(h,) + im(hg) gilt dim(@im(h,,z)) < dim(im(h,) + im(hg)) <
dim(im(h,)) + dim(im(hg)) = rk(A) + rk(B). (4) rk(A) = rk((A + B) + (-B)) =< rk(A +
B) + rk(=B) = rk(A + B) + rk(B), also rkA + B) = rk(A) — rk(B). m

v 1 (I

5. Zerlegung von Vektorraumen in direkte Summen

DEFINITION 15.32. Wir definieren die Summe der Unterraudje..., U, des Vektor-
raumsV durch

n
Up+U,+ -+ U= uly e U firallei e (1, ..., ni).

i=1
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Besonders interessant ist eine solche Zerlegung, weniesiel Element der Summe
eindeutig in Komponenten, die in den einzeltgiegen, zerlegen lasst.

DEFINITION 15.33. Seieftd,, ..., U, Unterraume des Vektorrauris Der Unterraum
U ist genau dann didirekte SummeonU,, ...,U,, wenn

U=U,+---+U,,
(2) fur jedesu € U gibt es genau eigu,, ...,u) € U; x --- x U, sodassi =
Up + - + U,
WennU die direkte Summe vod,, ..., U, ist, so schreibenwid = U, 4 --- + U,..

SATZ 15.34.Seien Y, ..., U, Unterraume des Vektorraums V, und seitJU, + U, +
--- +U,. Dann sind aquivalent:

(1) Fur jedes ue U gibt es genau eiiu,, ...,u) € U; x --- x U, sodass u=
Uy + -+ + Uy
(2) Fur jedesie {1, ..., n} gilt

unu,+---+U_,+U, , +--+U) =1{0}
Sarz 15.35.SeiU=U, + --- + U, und sei fur jedes &€ {1, ..., n} die Menge Beine
Basis fur . DannistB U --- U B, eine Basis fur U.

Folglich ist die Dimension einer direkten Summe gleich dem&e der Dimensionen
der Summanden.



