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SATz 14.21. Sei K ein Koérper, re N, A € K™, Dann sind aquivalent:

(1) Aist Uber K diagonalisierbar.
(2) c, zerfallt Gber K in Linearfaktoren, und fiir jeden Eigenwgnon A ist die
geometrische Vielfachheit gleich der algebraischen &etiheit.

4. Abschatzungen fur die Eigenwerte

DEFINITION 14.22. Sek = a+ bi € C. Dann definieren wir deBetragvon zdurch

IZ := Va%+ b

Esgiltalsold = Va2 + b? = vz = de(({;1 j,f)).

LEMMA 14.23.Seien z,z, € C. Dann gilt|z, - z,| = |z)| - |z,| undlz, + z)| < |z| + |Z)].

SATz 14.24 (Gerschgorin, 1931Bei Ae C™", und seil € C ein Eigenwert von A.
Dann gibt es ein E {1, ..., n}, sodass
n

A-AG D= > IAG, ]I
j=1
j#i

Dieser Satz liefert auch eine Abschatzung fir den Betrag\ddéistellen eines Poly-
noms. Dazu brauchen wir folgenden Begriff.

DEFINITION 14.25. SeK ein Korper, und sef = f, + fit + .- + f_t" 1 +t" ein
normiertes Polynom vom Gradin K[t]. Dann ist die Matrix

00 ..0 —f
10 ..0 -f
B(fy:=| 0 1 ~ : -f,
Do o :
00 .. 1-f,

die Begleitmatrix von f

SATz 14.26. Sei K ein Korper, und sei £ KJt] ein normiertes Polynom vom Grad
n. Dann ist das charakteristische Polynom dex n-Matrix B(f) gleich f; es gilt also

KOROLLAR 14.27. Sei f € C[t] ein normiertes Polynom vom Grad n, und sei XC
eine Nullstelle von f. Dann gilt:

(1) X < max(fyl, 1+ [f,], ..., 1+1f D).
(2) M = max(1, 275 1f,D.
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5. Beweis des Hauptsatzes der Algebra

In diesem Kapitel geben wir einen Beweis dafur an, dass jedggiomf e C[t] mit
degf) > 1 eine Nullstellex € C besitzt. Dazu brauchen wir drei Lemmata aus der
Analysis.

LEMMA 14.28.Sei f = fy+ .- + f_;t"1 +t" € C[t] ein normiertes Polynom vom
Gradn= 1, seiMe R mit M > 0, und sei xe C. Wenn|x| > 1und

n-1
M>>I+ M,
i=0

so gilt| fE(x)| > M.

LEMMA 14.29 (Formel von de Moivre (1667-1754)%ei z= a + bi = (g-ab) e C.
Dann gibt esre R mitr = Oundy € [0, 27), sodass

(a—b) =1 x (095{@ —sin(cp))
ba)™ sin(p) cogy) )

_ N cogng) — sin(ng)
Z'=r *(sin(nw cosng) )

Fir alle ne N gilt dann

KOROLLAR 14.30.Sei ze C,ne N. Es gibt ein xe C mit X" = z.

LEMMA 14.31 (Satz vom Minimum)Sei f eine stetige Funktion vé? nachR, sei
R e R, und sei K:= {(x,y) € R?: [(x, Yl = R}. Dann gibt es eirtx,, o) € K, sodass
far alle (x,y) € K gilt: f(xy, ) = f(X,y).

Beweis des Hauptsatzes der Algebra (Satz 133di)f = f,+ ft+---+f _,t"1+t"ein
normiertes Polynom i€[t] mit deg f) > 0, und sen := deqd f). Wir werden zeigen,
dassf eine Nullstelle besitzt.

SeienR € R, Q : R? - RundK ¢ R? gegeben durch
R (T 1fil) + 31yl + 2,
Q : R?->R, XY+ fSx+iy)l,
K {(X,y) e R?|x% +y? < R?}.

Wegen Lemma 14.31 nimn@ auf der MengeK ein Minimum an; seix,, y,) eine
Stelle, an de@Q aufK minimal ist. Es gilt nun

Q(0,0) = If(0)l = If,l.

Wennx? +y? = R2, so giltix + yil = R > maxd, (X5 If) + 21f,| + 1), und folglich
wegen Lemma 14.28

QX Y = IfEx+yi)l > 21f)| + 1.
Also gilt [x,+Y, il < R; die Stelle, an de® sein Minimum auK annimmt, liegt also im
Inneren des Kreisds, und das Minimum voi® aufK ist sogar ein globales Minimum
von Q aufR?.
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Sei nunz, := X, + Y, i, und seig € C[t] definiert durch
gt) := f(t + 7).

Wir wissen nun, das&,y) — |g¢(x + yi)| an der Stellg0, 0) ein lokales Minimum
besitzt. Wir schreibeg als

g= by + bt + b, ,t< L +t"
wobeik := min{j € {1,...,n}: bj + 0.
Wennb, = 0, so giltg®(0) = 0. Dann giltf€(z,) = 0, und somit haf eine Nullstelle.
Wir betrachten nun den Fall, dalgg+ 0. Sei nurc € C so, dass

Wir bilden nunh € C[t] durch
1
h(t) := —g(c- ).
b0

Wir wissen, dass aucdtx,y) ~ |h®(x + yi)| an der Stellg0, 0) ein lokales Minimum
besitzt, und dasis®(0) = 1. Wir berechnen nun das PolyndmEs gilt

ht) = — - (b, + b t* + Z b,c't))

1
b j=k+1
b _ N bcl .
=1+ K(=byb )t"+ ¢,
bO 0™~k j;%;l bO

Seienhy, hy, ..., h, die Koeffizienten vorh. Dann gilth, = 1 undh; = —b,b,. Also ist
h, eine negative reelle Zahl. Sei= —h,, und sez € C. Dann giltae R, a > 0, und

h°@I=11-a%+ > hz|

j=k+1

<l-a2+ ) |2

j=k+1

=[1-aZ|+2d* 14 > Ihlizi=>,

j=k+1

Wennl|Z < 1, so gilt

W@l <11-aZi+1214- > Ih.

j=k+1
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, . : a
Wir nehmen nun an, dageine reelle Zahlmit&x z< 1,z< ———— undz <+/a

2- > Ihj

j=k+1
ist. Dann gilt:

”W@Nsu—airuzhg

a
=l-aZ+Z& =
az + >
a
=1-_&
2
<1

Daher nimmtF(x,y) := [h(x + yi)| an der Stellg0, 0) kein lokales Minimum an, im
Widerspruch zur Wahl voiix,, y,) als Minimum vonQ. Der Fallb, # 0 kann also
nicht eintretenm



