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SATZ 14.21. Sei K ein Körper, nÎ N, A Î Kn´n. Dann sind äquivalent:

(1) A ist über K diagonalisierbar.
(2) cA zerfällt über K in Linearfaktoren, und für jeden EigenwertΛ von A ist die

geometrische Vielfachheit gleich der algebraischen Vielfachheit.

4. Abschätzungen für die Eigenwerte

DEFINITION 14.22. Seiz= a+ bi Î C. Dann definieren wir denBetragvon zdurch

|z| :=
1

a2 + b2.

Es gilt also|z| =
0

a2 + b2 =
0

zz=

2
det(J a -b

b a N).
LEMMA 14.23. Seien z1, z2 Î C. Dann gilt |z1 × z2| = |z1| × |z2| und |z1 + z2| £ |z1| + |z2|.

SATZ 14.24 (Gerschgorin, 1931).Sei AÎ Cn´n, und seiΛ Î C ein Eigenwert von A.
Dann gibt es ein iÎ {1,¼, n}, sodass

|Λ - A(i, i)| £
n

â
j=1
j¹i

|A(i, j )|

Dieser Satz liefert auch eine Abschätzung für den Betrag derNullstellen eines Poly-
noms. Dazu brauchen wir folgenden Begriff.

DEFINITION 14.25. SeiK ein Körper, und seif = f0 + f1t +µ + fn-1t
n-1 + tn ein

normiertes Polynom vom Gradn in K[t]. Dann ist die Matrix

B( f ) :=

æççççççççççççççç
è

0 0 ¼ 0 - f0
1 0 ¼ 0 - f1
0 1 ¸ ¶ - f2
¶ ¸ ¸ 0 ¶

0 0 ¼ 1 - fn-1

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

dieBegleitmatrix von f.

SATZ 14.26. Sei K ein Körper, und sei fÎ K[t] ein normiertes Polynom vom Grad
n. Dann ist das charakteristische Polynom der n´ n-Matrix B( f ) gleich f ; es gilt also
cB( f ) = f .

KOROLLAR 14.27. Sei f Î C[t] ein normiertes Polynom vom Grad n, und sei xÎ C
eine Nullstelle von f . Dann gilt:

(1) |x| £ max(| f0|, 1+ | f1|,¼, 1+ | fn-1|).
(2) |x| £ max(1,Ún-1

j=0 | f j |).
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5. Beweis des Hauptsatzes der Algebra

In diesem Kapitel geben wir einen Beweis dafür an, dass jedesPolynom f Î C[t] mit
deg( f ) > 1 eine Nullstellex Î C besitzt. Dazu brauchen wir drei Lemmata aus der
Analysis.

LEMMA 14.28. Sei f = f0 +µ + fn-1t
n-1 + tn Î C[t] ein normiertes Polynom vom

Grad n³ 1, sei MÎ Rmit M > 0, und sei xÎ C. Wenn|x| > 1 und

|x| >
n-1

â
i=0

| fi | +M,

so gilt | f C(x)| > M.

LEMMA 14.29 (Formel von de Moivre (1667-1754)).Sei z= a + bi = J a -b
b a N Î C.

Dann gibt es rÎ Rmit r ³ 0 undj Î [0, 2Π), sodass

J a -b
b a N = r * J cos(j) - sin(j)

sin(j) cos(j) N.
Für alle nÎ N gilt dann

zn = rn * J cos(nj) - sin(nj)
sin(nj) cos(nj) N.

KOROLLAR 14.30. Sei zÎ C, n Î N. Es gibt ein xÎ Cmit xn = z.

LEMMA 14.31 (Satz vom Minimum).Sei f eine stetige Funktion vonR2 nachR, sei
R Î R, und sei K:= {(x, y) Î R2 ::: ||(x, y)|| £ R}. Dann gibt es ein(x0, y0) Î K, sodass
für alle (x, y) Î K gilt: f (x0, y0) £ f (x, y).

Beweis des Hauptsatzes der Algebra (Satz 13.41):Sei f = f0+ f1t+µ+ fn-1t
n-1+tn ein

normiertes Polynom inC[t] mit deg( f ) > 0, und sein := deg( f ). Wir werden zeigen,
dassf eine Nullstelle besitzt.

SeienRÎ R, Q : R2 ® R undK Í R2 gegeben durch

R := IÚn-1
i=0 | fi |M + 3 | f0| + 2,

Q : R2 ® R, (x, y) # | f C(x+ i y)|,
K := {(x, y) Î R2 | x2 + y2 £ R2}.

Wegen Lemma 14.31 nimmtQ auf der MengeK ein Minimum an; sei(x0, y0) eine
Stelle, an derQ aufK minimal ist. Es gilt nun

Q(0, 0) = | f C(0)| = | f0|.

Wennx2 + y2 ³ R2, so gilt |x+ y i| ³ R > max(1, (Ún-1
i=0 | fi |) + 2 | f0| + 1), und folglich

wegen Lemma 14.28
Q(x, y) = | f C(x+ y i)| > 2 | f0| + 1.

Also gilt |x0+y0 i| < R; die Stelle, an derQ sein Minimum aufK annimmt, liegt also im
Inneren des KreisesK, und das Minimum vonQ aufK ist sogar ein globales Minimum
vonQ aufR2.
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Sei nunz0 := x0 + y0 i, und seigÎ C[t] definiert durch

g(t) := f (t + z0).

Wir wissen nun, dass(x, y) # |gC(x + y i)| an der Stelle(0, 0) ein lokales Minimum
besitzt. Wir schreibeng als

g= b0 + bkt
k + bk+1t

k+1
µ + tn,

wobeik := min{ j Î {1,¼, n} : b j ¹ 0}.

Wennb0 = 0, so giltgC(0) = 0. Dann gilt f C(z0) = 0, und somit hatf eine Nullstelle.

Wir betrachten nun den Fall, dassb0 ¹ 0. Sei nunc Î C so, dass

ck = -b0 × bk.

Wir bilden nunh Î C[t] durch

h(t) :=
1
b0

g(c × t).

Wir wissen, dass auch(x, y) # |hC(x + y i)| an der Stelle(0, 0) ein lokales Minimum
besitzt, und dasshC(0) = 1. Wir berechnen nun das Polynomh. Es gilt

h(t) =
1
b0

× Ib0 + bkc
k tk +

n

â
j=k+1

b jc
j t jM

= 1+
bk

b0

(-b0bk) t
k +

n

â
j=k+1

b jc
j

b0

t j.

Seienh0, h1,¼, hn die Koeffizienten vonh. Dann gilth0 = 1 undh1 = -bkbk. Also ist
h1 eine negative reelle Zahl. Seia := -h1, und seizÎ C. Dann gilta Î R, a > 0, und

|hC(z)| = |1- a zk +
n

â
j=k+1

h jz
j |

£ |1- a zk| +
n

â
j=k+1

|h j ||z|
j

= |1- a zk| + |z|k × |z| ×
n

â
j=k+1

|h j ||z|
j-(k+1).

Wenn|z| < 1, so gilt

|hC(z)| £ |1- a zk| + |z|k × |z| ×
n

â
j=k+1

|h j |.
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Wir nehmen nun an, dassz eine reelle Zahl mit 0< z < 1, z <
a

2 ×
n

â
j=k+1

|h j |

undz < k
0

a

ist. Dann gilt:

|hC(z)| £ |1- a zk| + |z|k ×
a
2

= 1- a zk + zk ×
a
2

= 1-
a
2

zk

< 1.

Daher nimmtF(x, y) := |h(x + y i)| an der Stelle(0, 0) kein lokales Minimum an, im
Widerspruch zur Wahl von(x0, y0) als Minimum vonQ. Der Fall b0 ¹ 0 kann also
nicht eintreten.à


