KAPITEL 13

Polynome

1. Primfaktorzerlegung in den ganzen Zahlen

DEFINITION 13.1 (Primzahl). Eine Zahbp € N ist genau dann einBrimzah| wenn
folgende beiden Bedingungen gelten:

(1) Esqiltp > 1.

(2) Furallea,be Nmitp=a-bgilta= 1 oderb = 1.
DEFINITION 13.2 (Teilbarkeit). Seier,y € Z. Die Zahlx teilt y genau dann, wenn
es einz e Z gibt, sodasy = z- xist.

Wir schreiben dann auch| y; die Zahly heil3t einVielfaches/on x.

SaTz 13.3. Seien ae Z und ne N. Dann gibt es genau ein Paar von Zahl@npr)
ZxZ,sodassaq-n+rundre{0,...,n— 1}

Wir bezeichnen den Resimit amodn.
SATz 13.4 (Euklid, 360-280 v.Chr.)Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis:Wir nehmen an, dasp,, ..., p, bereits alle Primzahlen sind. Da 2 prim ist,
gilt r = 1. Dann ist der kleinste Teilgrvon 1+ [1{_, p, mit g > 1 eine Primzahl mit

q¢ {pl,..., pr}. |

DEFINITION 13.5 (GroR3ter gemeinsamer Teiler). Fur zwei Zahdeb € Z (nicht
beide 0) ist ggTa, b) die groldte Zahzt e Nmitz| aundz| b.

SaTz 13.6. Seien a,be Z nicht beideO, und sei ze Z. Dann gilt: ggT(a,b =
ggT(a+z-b,b.
So gilt zum Beispiel gg125, 15) = ggT (40, 15).

Beweis:Wir zeigen, dass nicht nur der ggT, sondern sogar die Mengegeameinsa-
men Teiler der beiden Zahlenpaare gleich sind. Wir zeigen al

{teZ :tlaundt|bj={teZ : t|a+ zbundt|b}.

“c": Fallst sowohla als auch teilt, dann aucla+zbundb. “2": Fallst sowohla+ zh,
als auchb teilt, dann aucta + zb— zbundb, also aucla undb.m
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180 13. POLYNOME

Das nitzen wir jetzt moglichst geschickt aus, um @gi7, 33) zu berechnen:
09T (147,33) = ggT(147-4-33,33
=ggT (15,33
=0ggT(1533-2-15)
=g9gT(153)
=99T(0,3)
=3.

Gunstig ist es als@ so zu wahlen, dass+ zbder Rest vora bei der Division durchb
wird.

Mit Hilfe des erweiterten Euklidischen Algorithméisdet man nicht nur den ggT von
aundb, sondern auch, ve Z, sodass gilt:

ggT(a,bh=u-a+v-h.

Beispiel: Wir berechnen ggL47, 33), und schreiben das so:

147 33

147 1 0 (147=1-147+0-33
33| 0 1 (33=0-147+1-33
15| 1 -4 (15=1-147-4-33
3| -2 9 3=-2-147+9-33
0

Berechnet man gg@, b) mithilfe dieses Algorithmus, sieht man, dass sich die Zahle
in der linken Spalte immer als Linearkombination vemind b schreiben lassen. Als
Konsequenz davon erhalten wir folgenden Satz:

SAaTz 13.7. Seien a, ke Z (nicht beide0). Dann gibt es u, & Z, sodass
ggT(a,bh=u-a+v-b.

Beweis:Wir betrachten zuerst den Fal > 0, b > 0, und zeigen den Satz durch
Induktion nach mice, b). Wennb = 0, so gilta > 0, und somit nach der Definition des
ggT auch ggta, b = a. Wenna = 0, so giltb # 0 und ggTa, b) = b.

Seien nura > 0, b > 0, b < a. Durch Division mit Rest erhalten wif € Ny, r €
{0,...,b— 1} sodass = gb+ r. Wegen Satz 13.6 gilt gd&, b) = ggT(r, b). Dar < b,
gibt es nach Induktionsvoraussetzurigv € Z, sodass gg{, b) = u'r + v'b. Dann
gilt ggT(a,b = ggT(r,b) = ur + vb = uv(@a-gb) + vb = va + (v — uqg)b, also ist
auch ggTa, b) als Kombination vora undb darstellbar. Der Fath > 0,b > 0,a<b
funktioniert genausam

Eine Folgerung davon ist:
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SATZz 13.8. Seien a, b= Z, nicht beide), und sei te Z so, dass{ a und t| b. Dann
gilt auch t| ggT(a, b).

Beweis Seienu,v € Z so, dass gg®, b = ua+ vb. Dat die Zahla teilt, ist auch
uaein Vielfaches vort. Ebenso isvb ein Vielfaches vort. Somit ist auch die Summe
ua+ vbein Vielfaches vort. Die Zahlt ist also ein Teiler von gg(®, b). m

Wenna und b grof3ten gemeinsamen Teiler 1 haben, so heiRetederfremdoder
relativ prim.

UBUNGSAUFGABEN 13.9.

(1) [Remmert and Ullrich, 1987, p. 28] Seip, die n-te Primzahl, d. hp; = 2, p, = 3, usw. Zeigen Sie
P, = 2",

(2) Seiena,b,xe Nundu,ve Z so, dass

X = ua+ vh.

Zeigen Sie: Wenm sowohla als auctb teilt, so giltx = ggT(a, b).

(3) Seiena,be N,y e Zso,dasa |y, bly, ggT(a, b = 1. Zeigen Sie (ohne Vorgriff auf die Primfaktorzerlegung):
a-bly.

(4) Seiena,b € Z (nicht beide 0), und sek € N. Zeigen Sie: ggika,kh = kggT(a,b. Gelingt es lhnen,
0gT(ka, kb | kggT(a, b auch ohne Verwendung der Primfaktorzerlegung zu zeigen?

(5) Seiena,ce Z,b,d e N. Zeigen Sie: Wenn die Briich@ und § gekirzt, und die Nenndrundd teilerfremd sind,

so ist auch der BrucREE gekiirzt.

SaTz 13.10.Seien a, b, & Z, und sei zumindest eine der Zahlen a und b ndchWir
nehmen an, dass a die Zahi bteilt und dasgigT(a, b) = 1 gilt. Dann gilt: a teilt c.
BeweisEs gibtu, ve Z, sodass E u-a+v-b. Es gilta| uac Da nach Voraussetzung
a| bcgilt, gilt aucha | vbc Daraus erhalten wir

al (ua+ vb,

und somita| c. m

KOROLLAR 13.11. Seien b, c= Z, und sei p eine Primzahl. Wenn p das Produkt bc
teilt, so teilt p einen der beiden Faktoren b und c.

SaTz 13.12. Sei(p,|i € N) = (2,3,5,7,11, ...) die Folge aller Primzahlen, und sei
n € N. Dann gibt es genau eine Funktian N — N, mit folgenden Eigenschaften:

(1) {i e N|a(i) > 0} ist endlich.
@n=Tup -
Beweis:Wir zeigen zunachst durch Induktion naghdass es ein solchesgibt. Fur

n = 1 setzen wira(i) := O fur allei € N. Firn > 1 seiq der kleinste Teiler von
nmitq > 1. Die Zahlq ist eine Primzahl; es gibt alsp € N mit g = p,. Nach
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Induktionsvoraussetzung gibt s N - Ny mit

n B0)
L P,
a1l

ieN
: Bi)+1 po
alsogiltn = pj ™ - [Tjgy;) P

Nun zeigen wir die Eindeutigkeit. Seieng : N - N, so, dasgi € N|a(i) > 0} und
{i e N|B(i) > 0} beide endlich sind und

a(i) B0)
1o =T18"
ieN ieN
Wir zeigen, dass fiur alle € N gilt: a(j) = B()). Sei dazuj € N. Wir nehmen an
a()) > B()). Dann gilt
a()-B()) a(i B
pi ] =] e
ieN\(j} ieN\(j}

Nach Korollar 13.11 teilp; also einp[ig(i) miti + j. Im Fall 5(i) = O widerspricht das
p; > 1,im Fallp(i) > 0 gilt p; | p. Dap, eine Primzahl ist, gilt danp, = p;, im
Widerspruch zu + j. m

UBUNGSAUFGABEN 13.13.

(1) Seip, dien-te Primzahl, d. hp; = 2, p, = 3, usw. Zeigen Sie, auch, ohne die Eindeutigkeit der Pritofakrlegung
zu verwenden, dass Folgendes gilt: Wenn

a
b

IT py“i
11 Piﬁi,

wobei a;,8; € Ny, und fast alle;,8; = 0 sind, dann gilta | b genau dann, wenn fur aliegilt: o; < ;. (Zei-
gen Sie, dass diese Aussage fiir alle Primfaktorzerleguagera und b gilt. Folgt daraus die Eindeutigkeit der
Primfaktorzerlegung?)

(2) Seip, dien-te Primzahl, d. hp; = 2, p, = 3, usw. Zeigen Sie: Wenn

a I p%
b nl piﬁi ,

wobeia;,5; € Ny, und fast alley;, 5; = 0 sind, dann gilt
ggTa,b = [ | ™.

(3) Welche Zahlem € N erfiillen folgende Eigenschaft?
Fur allea,be Z mitq| a- bgilt q| aoder es gibt eim € N, sodasg | b".

2. Polynome

DEFINITIONSVERSUCH13.14. SeiK kommutativer Ring mit Eins. Dann i&t[x] die
Menge aller Ausdriicke

3+ aX+axX +ax + - +ax"
mitn e Nyunday, a,, ..., &, € K. Die Elemente voik[x] nennen wirPolynome
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Was heil3t abeAusdruck Und welche Rolle spiek? Mit folgender Definition stehen
wir auf dem sicheren Boden der Mengenlehre.

DEFINITION 13.15. SeiK kommutativer Ring. Dann ist eiRolynom Uber Keine
Folge(a,, a;, a,, a;, ...), sodass es eine N, gibt, sodass flr all¢ € N, mit j > i gilt:
a =0.

]

Wir haben also Polynome als unendliche Liste ihrer Koeffit@a definiert.

DEFINITION 13.16. SeiK ein kommutativer Ring, und seig¢a,, a,, a,, ...),
(by, by, b, ...) Polynome tibeK. Wir definieren

(1) (ag, @y, 8y, ...) + (by, by, b, ...) := (8 + by, &, + b_l, a+b,...)
(2) (ag, @y, 8,,...) - (b, by, by, ...) :=(Cy €, G, ...) Mt

C, = Z ai-bj

(i, ))e(0,...,Kx{0,...,.k
i+j=k

far allek e N,

SATz 13.17. Sei K ein kommutativer Ring mit Eins, seien p, g, r Polynome uber K,
und sei e das Polyno, O, ..., 0). Dann gilt:

(1) (p-ap-r=p-(Q-n.

(2) p-qa=q-p.
@) p-(@@+r)=p-q+p-r.
(4) p-e=p.

SATz 13.18. Sei K ein kommutativer Ring mit Eins, und sei P die Menge aller oly
nome Uber K. Dann istP, +, —, -, (0,0,0, ...),(1,0,0, ...)) ein kommutativer Ring mit
Eins.

SATZz 13.19. Sei K ein kommutativer Ring mit Eins, seip(a,, a,, a,, ...) ein Poly-
nom tber K, und sei x= (0,1,0,0,...,0). Dann gilt:

(1) X = (0,0, ...,0,1,0,0, ...).

———————————e

i Nuller
(2) p= Z a X,

ieNy
a,+#0

Wir werden die Menge der Polynome tb€mun oft mitK[x] oderK|[t] bezeichnen.
Sobald wirK[t] verwenden, haben wir die Bedeutung von 2 Variablen erklart:

(1) K[t] = {(ag, 8y, ...) € K™ [{i € Nyl a + O} ist endlich.
(2) t=(0,1,0,0,...).
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3. Polynomfunktionen

DEFINITION 13.20. SeiK ein kommutativer Ring mit Eins, und spi= Y a * X
ein Element vorK[x]. Dann bezeichen witdie von p induzierte Funktiomit pX und
definieren sie durch
p¥ : K — K
y +— Zin:O a1y'
SATZ 13.21. SeiK ein kommutativer Ring mit Eins, und seien g ¢([x]. Dann gilt
furalley e K: (p-9*(y) = pX(ya*(y).

4. Teilbarkeit von Polynomen

DEFINITION 13.22 (Grad eines Polynoms). Fit= (a,, a,, a,, ...) € K[x]\ {0} ist der
Gradvon f, degf, jenesn € N, sodass,, # 0 unda, = O fur allei > n. Dann nennen
wir a, denfiihrenden Koeffizienteron f. Wir definieren deg 0= —1.

DEFINITION 13.23. SelK ein Korper, und seieffi, g € K[X].

(1) f teilt g, wenn es eimg € K[x] gibt, sodasg =q- f.

(2) fistirreduzibel GberK (ein irreduzibles Polynom iK[x]), wenn degf > 1
und fur allea, be K[x] mita- b = f entwederl oderb Grad 0 hat.

(3) f istnormiert wenn es fihrenden Koeffizienten 1 hat.

SATz 13.24 (Division).Sei K ein Kdrper, und seien f, g K[x]. Wenn f+ 0, so gibt
es genau ein Paaq, r) € K[x] x K[x] mitg=q- f + runddegr < degf.

DEFINITION 13.25 (ggT inK[x]). Sei K ein Koérper, und seierf, g € K[x], nicht
beide 0. Dann isll € K[x] eingré3ter gemeinsamer Teilgon f undg, wenn folgende
Bedingungen gelten:

(1) d| fundd]|g,
(2) Furalleh e K[x] mith| f undh| ggilt degh) < degd),
(3) dist normiert.

Wir bezeichnen den Rest vanbei der Division durchf mit (gmodf). Da das Paar
(g, f) die gleichen gemeinsamen Teiler wie das Réagmodf) hat, kbnnen wir einen
gréRten gemeinsamen Teiler mithilfe des Euklidschen Allgorus berechnen.

Wir rechnen dazu zwei Beispiele:

AUFGABE 13.26. Wir berechnen einen grol3ten gemeinsamen Teilef @& R[X]
fur
f=-8x+4x+6x3-5x"+x°
und
g=4-4x-X*+x°.
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Wir bilden die gleiche Tabelle wie beim Euklidschen Algbnitus fir ganze Zahlen
und erhalten:

—8X+4X+6X3 -5 +X° 1 0
4-4x—x2+x3 0 1
—24+ 32x — 10x? 1 -6+ 4X— X2
2 3
-(%)+ % 2t — (TRt T

Um einen normierten gemeinsamen Teiler zu erhalten, nliaiepen wir die vorletzte
Zeile dieser Tabelle m@g und erhalten-2 + x als einen grofl3ten gemeinsamen Teller.
Aul3erdem gilt

2+)(_(11+5x) f 1+7x+9x2 5x3)
(32732 2 16 32 32 Y

AUFGABE 13.27. Wir berechnen den grof3ten gemeinsamen Teiler dgnétake
f=1+x2+x

und
g=1+x+x°

in Z,[X]. Wir erhalten
1+x3+x 1 O
1+x+x2 0 1
1+x2 1 X
1 X 1+x3
0

Daher ist 1 ein gro3ter gemeinsamer Teiler, und es gilt
1=x-f+1+x) g

Wir kdnnen also einen grol3ten gemeinsamen Teiler mithiégfe Buklidschen Algo-
rithmus bestimmen. Daraus ergibt sich:

SATz 13.28. Sei K ein Korper, und seien f, g K[x], nicht beide0. Dann gibt es
einen gréfi3ten gemeinsamen Teiler d von f und g, fur den eg KKx] gibt, sodass
u-f+v-g=d.

SATz 13.29. Sei K ein Korper, seien f,g= K[x], nicht beide0, und sei de KI[Xx].
Wir nehmen an, dass es ugv K[x] gibt, sodass d= u- f + v- g. Dann teilt jeder
gemeinsame Teiler von f und g auch das Polynom d.

Beweis:Seih ein gemeinsamer Teiler vohundg. Dann gilth | uf + vg alsoh | d. m

KOROLLAR 13.30. Sei K ein Korper, und seien f, g K[x], nicht beide0. Seien
d,, d, € K[x] beideggTvon f und g. Dann gilt d= d,.
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Beweis Nach Satz 13.28 gibt es einen gré3ten gemeinsamen dertan f undg, der
sich alsuf +vgmit u, ve K[x] schreiben lasst. Wegen Satz 13.294gjilf d. Sowohld,
als auchd haben den maximal méglichen Grad unter allen gemeinsamienigon
f undg. Also gilt degd,) = degd). Somit gibt es einv € K, sodassl = «d,. Dad
undd, normiert sind, gilt = 1 und somid = d,. Ebenso gild = d,, alsod, = d,. m

Sei K ein Korper. Ein Polynont e K[x] ist irreduzibel GbetK, wenn deg¢f) = 1,
und wenn fur alleh,ge K[t] mit hg= f gilt, dass de¢h) = 0 oder de¢g) = 0. Jedes
Polynom vom Grad 1 ist offensichtlich irreduzibel.

SaTz 13.31.SeiK ein Korper, und seien f, g,& K[x] so, dass f irreduzibel tibek
ist. Wenn f| gh, so gilt f| goder f]| h.

Beweis:Wenn f das Polynong nicht teilt, so gilt ggTf,g = 1. Also gibt esu,v e
K[X] mit1l=uf+vg und somith=ufh+vgh Daf |ufhundf | vgh giltauchf | h.
[

SATZ 13.32 (Zerlegung in irreduzible Polynomegei K ein Kérper, seilrr(K) die
Menge aller normierten, UbeK irreduziblen Polynome in K], sei f € K[x]\ {0}, sei
n:= dedf), und sei f der fihrende Koeffizient von f.

Dann gibt es genau eine Funktien: Irr(K) - N,, sodasgg € Irr(K)|a(g) # 0}

endlich ist, und
f=f = 1_[ g'9.

gelrr(K)
5. Polynomfunktionen und Nullstellen

Wir erinnern uns, dass fir
f=a,+ax+axX + - +ax" eK[X]
die vonf auf K induzierte Funktiorf € durch
f€ . K — K
k — ag+ak+ak’+ - +ak
definiert ist.

DEFINITION 13.33. SeiK ein Korper, seif € K[x], und seia € K. Die Zahla ist
eineNullstellevon f, wennfX(a) = 0.

SaTz 13.34. Sei K ein Korper, sei fe K[x], und seix € K. Dann ista genau dann
eine Nullstelle von f, wennxa | f gilt.

UBUNGSAUFGABEN 13.35.
(1) Zeigen Sie:

Sei K ein Korper, und sef € K[x] ein Polynom mit degf) = 2 und einer Nullsteller € K. Dann ist
f nicht irreduzibel.
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(2) SeiK ein Korper. Zeigen Sie, dass jedes Polynom vom Grad 2 odeeBKibdas keine Nullstelle hat, irreduzibel
ist.

(3) Finden Sie ein nicht irreduzibles Polynom vom Grad 4 iipedas keine Nullstelle i hat und nicht irreduzibel
ist.

(4) Zeigen Sie: jedes irreduzible Polynom tiBehat Grad 1 oder geraden Grad. (Tatsachlich gilt sogar: hed Goder
2, aber das ist viel schwieriger zu zeigen.)

SaTz 13.36.Sei K ein Korper, sei ne N, und sei fe K[x] ein Polynom mitleq f) =
n. Dann hat f héchstens n Nullstellen.

Beweis:Wir beweisen diese Aussage durch Induktion nadBie Aussage stimmt flr
n = 1: ein Polynom der Formy,x+ @, hat, wenny; # 0, nur die Nullstelle-a, - ().

Wir nehmen nun an, dass=> 1 ist, und dass jedes Polynom vom Gradldchstens

n Nullstellen hat. Wir zeigen, dass dann jedes Polynom vond@ra 1 héchstens

n + 1 Nullstellen haben kann. Sei dazwein Polynom vom Grad + 1. Wennf kei-

ne Nullstellen hat, dann sind wir fertig, denn“keine Nwdl&n” heil3t natirlich auch

“weniger alsn + 2 Nullstellen”. Wennf zumindest eine Nullstelle hat, dann wéhlen

wir eine Nullstellea. Wir kbnnen dann ein Polynogivom Gradn finden, sodass
f=xx-a)-q.

Sei nung eine Nullstelle vonf mit 8 # . Dann giltf€(8) = (8 — @) - g¥ (B). Also gilt
0= (B-a)- gk@B). Wegens — a 0 gilt g“(8) = 0. Das Elemeng ist daher eine
Nullstelle vong.

Da wir angenommen haben, dass jedes Polynom vom Ghathstens Nullstellen
hat, hatg hochstens Nullstellen. Jede Nullstelle vom ist entweder gleichw oder
unter diesem Nullstellen vong. Somit hatf hochstens + 1 Nullstellen.m

DEFINITION 13.37. SelK ein Korper, seif € K[x]\{0}, und seir € K eine Nullstelle
von f. Wir definieren diavielfachheit der Nullstelle von f als

maxineN : x—a)"| f}.

6. Polynome Uber den reellen und den komplexen Zahlen

DEFINITION 13.38. Wir definierer€ := {(g ‘ab) |a, be R} als dieMenge der komple-
xen Zahlen

LEMMA 13.39. Die MengeC := {(g —;’) |a, be R} hat folgende Eigenschaften:

(1) Vc,,c,eC:c +c,eC,—¢c, €C,c ¢, eC.
2) vCec\{(gg)}:c—lec
(3) Vc,,c,eC:cp-C,=C,-Cy.

C,+, -, (8 8), ((1) 2)) ist also ein Korper.
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Mit den Abkiirzungere := ((1) ‘{), i = ((1) ‘01) lasst sich die komplexe Zabg ‘ab) auch
alsa= e+ b« i, oder kiirzer als + bi schreiben. Es gii? = —1, das Polynonx? + 1

hat also inC die Nullstelleni und —i. Komplexe Zahlen der Forra + Oi bezeichnen
wir auch algeell.

Fir die Zahlz = a + bi bezeichnen wiz := a — bi als die zuz konjugiert komplexe
Zahl. Schreiben wir die komplexe Zahk (g;f) als Matrix, so gilz = 7.

SATZ 13.40.Seien ,z,,z € C. Dann qiltZ, +z, = Z, + Z, undZ - Z, = Z; - Z,. Die
Zahlenz- z undz + z sind stets reell.

SATz 13.41 (Hauptsatz der Algebra, Gaul3(1799), Argand (18(89).f ein Polynom
in C[x] mitdeg f) > 0. Dann besitzt f eine Nullstelle € C.

KOROLLAR 13.42.

(1) Jedes ube€ irreduzible Polynom irC[x] hat Grad1.
(2) Jedes UbeR irreduzible Polynom ifR[x] hat Gradl oder?2.

Beweis:(1): Seif e C[x] irreduzibel tbelC. Nach dem Hauptsatz der Algebra Hat
eine Nullstellea € C, also giltx — a | f. Somit giltx — a = f. (2): Seif € R[X]
irreduzibel UbefR. Nach dem Hauptsatz der Algebra Hakine Nullstellea € C.
Wenna € R, sogiltx—a | f, alsof = x— a. Wenna ¢ R, so verwenden wir, dass
alle Koeffizienten vorf reell sind und folglich gilt:f (@) = Y, f.-a' = Y1, T, -@ =
o fat =30, fa' = f%a) = 0= 0. Also giltinC[x], dassx— « | f undx-a | f.
Somit gilt in C[x], dass(x — a)(x — @) | f. Das Polynong := (x — @)(x — @) hat nur
reelle Koeffizienten. Es gilg | f in C[x]. Somit gilt auchg | f in R[x] (denn gébe es
bei der Division inR[x] einen Rest: 0, ware der Rest bei der Division ®x] nicht
eindeutig). Es giltalsg= f. m

KOROLLAR 13.43. Sei ne N, und sei fe C[x] ein normiertes Polynom vom Grad n.
Danngibtesnme N, A,,...,A ,eCundy,..., v, € N sodass

f= ﬁ(x— A
i=1

undy +--- +Vv,, =n.
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