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Teil 1

Vektoren und Matrizen





KAPITEL 1

Geometrie in der Ebene und im Raum

1. Koordinaten

Wir beschreiben – nach einer Idee von René Descartes (1596 – 1650) – jeden Punkt in
der Ebene durch ein Paar reeller Zahlen. Die Menge der Paare reeller Zahlen kürzen
wir mit R ´ R oderR2 ab.

R ´ R := {I xy M | x Î R undy Î R}.

Für das PaarI x
y M schreiben wir auch(x, y). Aus der folgenden Skizze ist ersichtlich, wie

wir jeden Punkt durch ein Zahlenpaar (seinekartesischen Koordinaten) beschreiben.

-

6

r
I 1

1 M
r
I 32 M

r
I -1.5

3 M

r
I 0
-2 M

r
I x

y M
x

y

2. Vektoren

Wo liegt der PunktC im ParallelogrammABCD, dessen PunkteA, B undD durch

A = I 1
1 M, B= I 7

2 M, D = I 34 M
gegeben sind?
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4 1. GEOMETRIE IN DER EBENE UND IM RAUM
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A = I 1
1 M

r B = I 7
2 M
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D = I 3
4 M

b
C = ?
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Um vonA nachB zu kommen, müssen wir 6 nach rechts und 1 nach oben gehen.Ó
AB= I 7

2 M - I 1
1 M = I 61 M.

Wenn wir vonD starten und um 6 nach rechts und 1 nach oben gehen, landen wir bei
C.

C = D +
Ó

AB= I 3
4 M + I 6

1 M = I 9
5 M.

Wir bemerken, dass wir ein Paar reeller Zahlen, wie etwaI 6
1 M, verwenden, um zwei

verschiedene Dinge zu beschreiben:

ê Den Punkt, der um 6 Längeneinheiten rechts und um 1 Längeneinheit über
dem PunktI 0

0 M liegt.
ê Den Weg (Vektor) von I 11 M nachI 7

2 M.
In Mathematica werden Vektoren als Listen dargestellt.

In[1]:= a = {1, 1};

In[2]:= b = {7, 2};

In[3]:= d = {3, 4};

In[4]:= ab = b - a

Out[4]= {6,1}

In[5]:= c = d + ab

Out[5]= {9,5}
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3. Die Länge eines Vektors

Wir lösen folgendes Beispiel:

Herr A geht vonI 3
2 M aus 1 Einheit in Richtung Südosten. Wo landet

er?

“Richtung Südosten” heißt “in RichtungI 1
-1 M”. Allerdings hatI 1

-1 M die Länge
0

2 »
1.41421. Daher hatv = 10

2
× I 1
-1 M die Länge 1 und zeigt auch in Richtung Südosten.

HerrA landet also im PunktZ, den wir uns mit

Z = I 3
2 M + 10

2
× I 1
-1 M » I 3.7

1.3 M

ausrechnen.

Wir überlegen uns jetzt, wie lange der Vektor( a
b ) ist. Das heißt, wir wollen wissen,

wie lange in einem Dreieck, in dem die Seiten mit den Längena undb einen rechten
Winkel einschließen, die dem rechten Winkel gegenüberliegende Seite ist. Vergessen
wir kurz unsere klassische Bildung, und zeichnen wir ein Quadrat mit Seitenlänge
a+ b.

a+ b

a+ b

Jetzt unterteilen wir jede der vier Quadratseiten in ein Stück der Längea und ein Stück
der Längeb.
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Wir verbinden die vier Teilungspunkte.
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Das innere jetzt eingezeichnete Viereck ist ein Quadrat. Das kann man so begründen:
wenn man die ganze Zeichnung um 90ë gegen den Uhrzeigersinn dreht, kommt das
innere Viereck auf sich selbst zu liegen: daher sind alle vier Winkel des inneren Vier-
ecks gleich groß. In jedem Dreieck ist die Winkelsumme 180ë, und daher ist in jedem
Viereck die Winkelsumme 360ë. Also ist jeder Winkel des inneren Vierecks gleich
360ë

4 = 90ë. Seix die Länge des Vektors( a
b ). Dann hat das innere Viereck die Flächex2.

Jedes der vier rechtwinkeligen Dreiecke hat die Flächea b
2 .
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x

Fläche= x2

Fläche= ab
2

Das innere Viereck und die vier rechtwinkeligen Dreiecke ergeben zusammen die Flä-
che des großen Quadrats mit der Seitenlängea+ b, also gilt

x2 + 4
a b
2
= (a+ b)2.

Das heißt
x2 + 2a b= a2 + 2a b+ b2,

also
x2 = a2 + b2.

Mit diesem Zusammenhang, dem Satz des Pythagoras (Pythagoras von Samos, 6. Jh.
v. Chr), können wir die Längex des Vektors( a

b ) ausrechnen.

Wir kürzen die Länge des Vektors( a
b )mit ü ( a

b ) ü ab. Es gilt dann

ü ( a
b ) ü =

1
a2 + b2.

4. Trigonometrie

In derTrigonometriegeht es darum, wie man – rechnerisch – aus den gegebenen Sei-
tenlängen und Winkeln eines Dreiecks die restlichen Seitenlängen und Winkel bestim-
men kann. Wenn man etwa von einem Dreieck die Längen der drei Seiten kennt, dann
ist das Dreieck dadurch eindeutig bestimmt: die Winkel des Dreiecks sind also durch
die Längen der drei Seiten festgelegt. (Wie konstruiert manein Dreieck, das durch die
drei Seitenlängen gegeben ist?) Ebenso ist ein Dreick dadurch bestimmt, dass man ei-
ne Seite und die beiden daran anliegenden Winkel kennt. (Wiekonstruiert man dieses
Dreieck?) Uns geht es jetzt darum, die fehlenden Seitenlängen und Winkel auszurech-
nen. Dabei geht man so vor:
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(1) Man tabelliert den Zusammenhang zwischen den Seitenlängen und den Win-
keln für rechtwinkelige Dreiecke. Dazu braucht man dieWinkelfunktionensin
(Sinus) und cos (Cosinus).

(2) Man baut sich alle anderen Dreiecke aus rechtwinkeligenDreiecken zusam-
men. Da dieses Zusammenbauen aber immer gleich funktioniert, macht man
es einmal für alle Dreiecke. Man gewinnt so zwei Zusammenhänge zwischen
Seitenlängen und Winkeln eines Dreiecks: denCosinussatzund denSinus-
satz. Diese beiden Sätze reichen aus, um alle trigonometrischenProbleme zu
lösen.

4.1. Winkel. Winkel misst man nicht nur in Grad (ë), sondern auch inRadiant
(rad). Dabei wird der Winkel durch die Länge des zugehörigenBogens am Einheits-
kreis, dem Kreis mit Radius 1, angegeben.

-
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ΑΑΑ = Länge des Bogens

Dabei entsprechen 180ë dem WinkelΠ rad. Demzufolge ist 1ë = Π
180 rad , und 1 rad»

57.2958ë.
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4.2. Winkelfunktionen.
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sin(120ë)

cos(120ë)

120ë

P2Π
3
= I cos(120ë)

sin(120ë) M

Gegeben ist ein Winkelx. Der auf dem Kreis mit MittelpunktI 0
0 M und Radius 1 liegende

PunktPx hat dann die KoordinatenI cos(x)
sin(x) M. Nach dem Satz des Pythagoras gilt für jeden

Winkel x:
(sin(x))2 + (cos(x))2 = 1.

In einem rechtwinkeligen Dreieck heißt die dem rechten Winkel gegenüberliegende
Seite auchHypotenuse, die beiden dem rechten Winkel anliegenden Seiten heißenKa-
theten.

�
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�

�
�

��

S
S

S
S

S
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S

c

c × cos(Α) c × sin(Α)

A B

C

Α

×

ÜBUNGSAUFGABEN 1.1.

(1) Ein Kletterer kann Wände mit einer Neigung von maximal 65ë besteigen. Schafft er eine Pyramide mit einer qua-
dratischen Grundfläche von 784 m2 und einer Höhe von 40 m?

4.3. Zusammenhang zwischen Seitenlängen und Winkeln einesDreiecks. Wir
sagen, dass drei Punkte einDreieckbilden, wenn sie nicht alle drei auf einer Geraden
liegen. In einem Dreieck bezeichnet man oft die Längen der Seiten mita, b, c, und den
der Seite mit Längea gegenüber liegenden Winkel mitΑ, den der Seite mit Längeb
gegenüber liegenden Winkel mitΒ, und den der Seite mit Längec gegenüber liegen-
den Winkel mitΓ. Die Seiten sind üblicherweisegegen den Uhrzeigersinnmit a, b, c
beschriftet.
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Der Cosinussatz löst folgendes Problem:

ê Gegeben: Seitenlängena, b eines Dreiecks und der eingeschlossene Winkel
Γ.
ê Gesucht: Die fehlende Seitenlängec.

A B

C

c

b a

Α Β

Γ
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Wir betrachten zunächst den FallΓ £ 90ë,Α £ 90ë. Wir zeichnen in ein solches Dreieck
die Höhe aufb und erhalten aus dem Satz des Pythagoras:

c2 = (b- acos(Γ))2 + (asin(Γ))2,

also

c2 = b2 - 2a bcos(Γ) + a2(cos(Γ))2 + a2(sin(Γ))2

c2 = b2 - 2a bcos(Γ) + a2 ((cos(Γ))2 + (sin(Γ))2)

c2 = b2 - 2a bcos(Γ) + 1a2

c2 = a2 + b2 - 2a b cos(Γ).

Für den FallΓ £ 90ë undΑ > 90ë zeichnen wir die Höhe aufa und erhalten:

c2 = (a- bcos(Γ))2 + (bsin(Γ))2

c2 = a2 - 2b acos(Γ) + b2(cos(Γ))2 + b2(sin(Γ))2

c2 = a2 - 2b acos(Γ) + b2 ((cos(Γ))2 + (sin(Γ))2)

c2 = a2 - 2b a cos(Γ) + 1b2

c2 = a2 + b2 - 2a b cos(Γ).
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Zuletzt betrachten wir den FallΓ > 90ë. Wir zeichnen in ein solches Dreieck die Höhe
aufb und erhalten:

c2 = (b+ acos(180ë - Γ))2 + (asin(180ë - Γ))2

c2 = (b- acos(Γ))2 + (asin(Γ))2

c2 = b2 - 2a bcos(Γ) + a2(cos(Γ))2 + a2(sin(Γ))2

c2 = b2 - 2a bcos(Γ) + a2 ((cos(Γ))2 + (sin(Γ))2)

c2 = b2 - 2a bcos(Γ) + 1a2

c2 = a2 + b2 - 2a b cos(Γ).

Insgesamt haben wir folgenden Satz bewiesen:

SATZ 1.2 (Cosinussatz).Wir bezeichnen die Längen der Seiten eines Dreiecks mit a,
b, c, und wir bezeichnen den der Seite mit Länge c gegenüber liegenden Winkel mitΓ.
Dann gilt

c2 = a2 + b2 - 2a bcos(Γ).

Man findet mit dem CosinussatzΓ, wenna, bundc gegeben sind. Zu jedemy Î [-1, 1]
gibt es genau einx Î [0,Π], sodass cos(x) = y.

4.4. Der Sinussatz.Der Sinussatz löst folgendes Problem:

ê Gegeben:Α,Β, a.
ê Gesucht:b.

�
�
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�
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�HHHHHHHHHHHHHHHH

A B

C

c

b ah

Α Β

Γ

F

Wir betrachten das rechtwinklige DreieckAFC und erhalten

h = bsin(Α).

Mit dem DreieckFBC finden wir

h = asin(Β).

Es gilt alsobsin(Α) = asin(Β). Sowohl sin(Α) also auch sin(Β) sind ungleich 0, da in
einem Dreieck kein Winkel 0ë oder 180ë sein kann. (Wir haben Dreiecke so definiert,
dass die drei Punkte nicht auf einer Geraden liegen.) Es giltalso

a
sin(Α)

=
b

sin(Β)
.
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Wenn man die gleiche Überlegung mit der Höhe aufa macht, erhält man b
sin(Β) =

c
sin(Γ) .

SATZ 1.3 (Sinussatz).Wir bezeichnen die Längen der Seiten eines Dreiecks mit a, b,c,
den der Seite mit Länge a gegenüber liegenden Winkel mitΑ, den der Seite mit Länge b
gegenüber liegenden Winkel mitΒ, und den der Seite mit Länge c gegenüber liegenden
Winkel mitΓ. Sei d der Durchmesser des Umkreises des Dreiecks. Dann gilt:

a
sinΑ

=
b

sinΒ
=

c
sinΓ

= d.

Wir überlegen uns jetzt, wie man Sinus- und Cosinussatz benutzen kann, um die feh-
lenden Winkel und Seitenlängen eines Dreiecks zu berechnen. In den Dreiecken der
folgenden Beispiele bezeichnen wir die Längen der Seiten mit a, b, c, und wir bezeich-
nen den der Seite mit Längea gegenüber liegenden Winkel mitΑ, den der Seite mit
Längeb gegenüber liegenden Winkel mitΒ, und den der Seite mit Längec gegenüber
liegenden Winkel mitΓ. Die Seiten seien dabeigegen den Uhrzeigersinnmit a, b, c
beschriftet.

(1) Es sind die Seitenlängen a, b, c gegeben:Es gibt so ein Dreieck, wenna <
b+ c, b < a + c, undc < a + b. Der WinkelΑ ist dann durch

a2 = b2 + c2 - 2b ccos(Α)

eindeutig bestimmt.
(2) Es sind eine Seitenlänge und zwei Winkel gegeben:Da die Winkelsumme 180ë

ist, kennt man tatsächlich alle drei Winkel. Sind alsoc, Α, undΒ gegeben, so
gibt es so ein Dreieck, wennΑ + Β < Π. Man berechnetΓ = Π - Α - Β, und
danna undb mithilfe des Sinussatzes.

(3) Es sind zwei Seitenlängen und der eingeschlossene Winkel gegeben:Es sind
also zum Beispielb, c, undΑ gegeben. Wennb undc positive reelle Zahlen
sind, und 0< Α < Π gilt, so gibt es sicher ein solches Dreieck. Man berechnet
danna mithilfe des Cosinussatzes; dann kennt man alle drei Seitenlängen und
kann mit dem Cosinussatz die verbleibenden Winkel ausrechnen.

(4) Es sind zwei Seitenlängen gegeben, und ein Winkel, der nichtder von diesen
Seiten eingeschlossene Winkel ist:Es sind also zum Beispielc, Α unda gege-
ben. In diesem Fall kann es sein, dass es gar kein, genau ein oder genau zwei
Dreiecke mit dem vorgegebenenc, Α unda gibt. Es gibt mehrere Fälle:
(a) Es giltΑ < 90ë:

(i) Es gilt a ³ c: Es gibt genau ein Dreieck. Wir erhaltenb als die
einzige positive Lösung von

c2 + x2 - 2c xcos(Α) = a2.

Es gilt also

b = ccos(Α) +
1
(ccos(Α))2 + a2 - c2.
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(ii) Es gilt csin(Α) < a < c: Es gibt genau zwei Dreiecke. Wir erhalten
die beiden Möglichkeiten fürb als die Lösungen der Gleichung

c2 + x2 - 2c xcos(Α) = a2,

also

b1,2 = ccos(Α) ±
1

a2 - (csin(Α))2.

(iii) Es gilt a= csin(Α): Es gibt genau ein Dreieck. Wir erhaltenΓ = Π2
undb = ccos(Α).

(iv) Es gilt a < csin(Α): Es gibt kein Dreieck.
(b) Es giltΑ = 90ë:

(i) Es gilt a > c: Es gibt genau ein Dreieck, und

b2 = a2 - c2

nach dem Satz des Pythagoras.
(ii) Es gilt a£ c: Es gibt kein Dreieck.

(c) Es giltΑ > 90ë:
(i) Es gilt a > c: Es gibt ein Dreieck. Die Längeb ist die einzige

positive Lösung von

c2 + x2 - 2c xcos(Α) = a2,

also

b = ccos(Α) +
1
(ccos(Α))2 + a2 - c2.

(ii) Es gilt a £ c: Es gibt kein Dreieck. Tückischerweise kann die
Gleichung

c2 + x2 - 2c xcos(Α) = a2

trotzdem positive Lösungen haben.

ÜBUNGSAUFGABEN 1.4.
Wir bezeichnen die Längen der Seiten eines Dreiecks mita, b, c, und wir bezeichnen den der Seite mit Längea gegenüber
liegenden Winkel mitΑ, den der Seite mit Längeb gegenüber liegenden Winkel mitΒ, und den der Seite mit Längec gegenüber
liegenden Winkel mitΓ. (Die Seiten seien dabeigegen den Uhrzeigersinnmit a, b, c beschriftet.)

(1) Berechnen Sie sin(Γ) für ein Dreieck mitc = 10, b = 100
3
, Β = 30ë. Das Dreieck ist mit diesen drei Bestimmungs-

stückenc, b,Β noch nicht eindeutig festgelegt. Warum nicht?
(2) Wie groß kannb in einem Dreieck mitΑ = 45ë, c = 1, a = 20

6
sein? (Gibt es mehr als eine Lösung?)

(3) Geben Sie eine Wahl vona an, sodass es genau ein Dreieck mit den BestimmungsstückenΑ = 45ë, c = 1, und Ihrem
gewähltena gibt!

(4) Von einem DreieckABChaben Sie folgende Information:AB = 10 cm, der WinkelΑ zwischenAB undAC ist 30ë,
BC= 100

2
cm.

(a) Stellen Sie diese Daten in einer Skizze dar.
(b) Welchen Winkel schließenCB undCAein? Gibt es mehr als eine Lösung?

Berechnen Sie in den folgenden Beispielen jeweils die nichtangegebenen Seitenlängen und Winkel.
(5) (a) c = 4, b = 5, a = 3.

(b) c = 4, b = 5, a = 10.
(6) (a) c = 5, b = 3, Α = Π4 .

(b) Gibt es für jede Wahl vonc > 0, b > 0 , Α mit 0 < Α < Π ein Dreieck mit den gewählten Bestimmungs-
stücken?
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(7) (a) c = 5, b = 10,Β = Π6 .
(b) c = 5, b = 3, Β = Π6 .

(8) (a) c = 5, b = 5
2 , Β = Π6 .

(b) c = 5, b = 2, Β = Π6 .
(9) (a) c = 5, b = 3, Β = 5Π

6 .
(b) c = 5, b = 10,Β = 5Π

6 .
(c) c = 4, b = 5, Β = Π2 .

(10) Fassen Sie Ihre Beobachtungen aus den letzten Beispielen zusammen: Unter welchen Voraussetzungen anc, b, Β
gibt es

(a) gar kein Dreieck
(b) genau ein Dreieck
(c) genau zwei Dreiecke
(d) mehr als zwei Dreiecke

mit den Bestimmungsstückenc > 0, b > 0, Β Î]0,Π[?
(11) (a) c = 5,Α = 3Π

4 , Β = Π8 .
(b) c = 5,Α = 3Π

4 , Β = Π4 .
(c) c = 5,Α = 3Π

4 , Β = Π2 .
(12) Fassen Sie Ihre Beobachtung aus dem letzten Beispiel zusammen: Unter welchen Voraussetzungen anc, Α, Β gibt es

(a) gar kein Dreieck
(b) genau ein Dreieck
(c) genau zwei Dreiecke
(d) mehr als zwei Dreiecke

mit den Bestimmungsstückenc, Α, Β?
(13) Bestimmen Sieb für alle Dreiecke mitc = 4, Α = 60ë, a =

0
13.

(14) Bestimmen Sie eina, sodass es kein Dreieck mitc = 4, Α = 60ë und Ihrem gewähltena gibt.
(15) Bestimmen Sie eina, sodass esgenau einDreieck mitc = 4,Α = 60ë und Ihrem gewähltena gibt.
(16) Bestimmen Siec für alle Dreiecke mita = 2, Β = 45ë, b = 40

6
.

(17) Bestimmen Sie einb, sodass es kein Dreieck mita = 2, Β = 45ë und Ihrem gewähltenb gibt.
(18) Bestimmen Sie einb, sodass esgenau einDreieck mita = 2, Β = 45ë und Ihrem gewähltenb gibt.
(19) Sie möchten die Entfernung eines PunktesB an einem Ufer eines Flusses zu einem PunktC auf der anderen Seite

des Flusses bestimmen. Dazu gehen Sie folgendermaßen vor: Sie messen an Ihrem Flussufer die Strecke vonB zu
einem weiteren PunktA ab. Diese Strecke ist 500 m lang. Der Winkel zwischenBC und BA ist 60ë, der Winkel
zwischenABundAC ist 30ë.

(a) Stellen Sie diese Daten in einer Skizze dar.
(b) Wie lang ist die StreckeBC?
(c) Um die Breite des Flusses zu bestimmen, wollen Sie wissen, wie weitC von der StreckeAB entfernt liegt.

Bestimmen Sie dazu den Normalabstand vonC auf die Gerade durchA undB.
(20) Sie glauben dem italienischen Tourismusverband nichtund wollen selbst herausfinden, wie schief der Turm von

Pisa ist. Dazu entfernen Sie sich in Neigerichtung des Turms50 Meter vom Fußpunkt des Turms und blicken (vom
Boden aus, damit Sie es später beim Rechnen einfacher haben)zur Turmspitze, wleche nun unter einem WinkelΑ
erscheint. Sie stellen fest, dassΑ genau 47ë12

¢
53
¢¢

beträgt, und dass der Turm 45 m lang ist. Um wieviel Grad ist
der Turm gegen die Vertikale geneigt?

(21) Sie möchten die Entfernung eines PunktesA an einem Ufer eines Flusses zu einem PunktB auf der anderen Seite
bestimmen. Dazu können Sie folgendermaßen vorgehen: Messen Sie an Ihrem Flussufer die StreckeA zu einem
PunktC ab, und bestimmen Sie dann mit Hilfe eines Kompasses den Winkel Α zwischen der StreckeAB undAC,
sowie den WinkelΓ zwischenAC undCB. Was ergibt sich für die EntfernungAB bei AC = 27.5 m undΑ = 73ë,
Γ = 65ë?

(22) Sie verlassen eine gerade Straße, die die beiden Orte A und B verbindet, 20 km bevor Sie B erreichen und gehen
geradeaus, bis es Ihnen nach 10 km keinen Spaß mehr macht. Dann drehen Sie sich um 30o nach rechts und erblicken
nun den Ort B gerade vor sich. Wie weit müssen Sie jetzt noch wandern, um nach B zu gelangen, wenn Sie jetzt den
geraden Weg nach B einschagen?

5. Der Winkel zwischen zwei Vektoren

Wir berechnen den Winkel, den die VektorenÓa = I a1
a2
M und

Ó
b = J b1

b2
N miteinander

einschließen. Dazu nehmen wir an, dass keiner der beiden Vektoren der Nullvektor ist.
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Óa- Ób

j

Für den eingeschlossenen Winkelj gilt nach dem Cosinussatz:

üb- aü2 = üÓaü2 + üÓbü2 - 2üaü übü cos(j).

Diese Formel können wir vereinfachen:

2 × üÓaü × üÓbü × cos(j) = -(üÓb- Óaü2) + üÓaü2 + üÓbü2
2 × üÓaü × üÓbü × cos(j) = -((b1 - a1)

2 + (b2 - a2)
2) + (a2

1 + a2
2) + (b

2
1 + b2

2)

2 × üÓaü × üÓbü × cos(j) = -(b2
1 - 2a1 b1 + a2

1) - (b
2
2 - 2a2 b2 + a2

2) + a2
1 + a2

2 + b2
1 + b2

2

2 × üÓaü × üÓbü × cos(j) = 2a1 b1 + 2a2 b2

üÓaü × üÓbü × cos(j) = a1 b1 + a2 b2.

Wir erhalten

cos(j) =
a1 b1 + a2 b2üÓaü × üÓbü .

Die Zahl a1 b1 + a2 b2 bezeichnet man als dasSkalarproduktvon Óa und
Ó
b, und man

kürzt es mitXÓa,
Ó
b\ ab.

XÓa,
Ó
b\ = XI a1

a2
M, J b1

b2
N\ = a1 × b1 + a2 × b2.

Die Winkelformel heißt jetzt:

cos(j) =
XÓa,
Ó
b\

üÓaü × üÓbü .
Außerdem gilt für jeden VektorÓa

XÓa, Óa\ = (üaü)2.
In[6]:= {3, 4} .{-5, 2}

Out[6]= -7

In[7]:= Laenge [v_] := Sqrt [v.v]

In[8]:= Laenge [{2, 3}]

Out[8]=
0
13
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Unter Verwendung der Mathematica-FunctionNorm kann man diese Länge auch mit
Norm[{2,3}] ausrechnen.

DEFINITION 1.5. SeienÓa,
Ó
b Î R2. Die VektorenÓa und

Ó
b sind aufeinander normal,

wennXÓa,
Ó
b\ = 0.

Zwei Vektoren sind also aufeinander normal, wenn einer von ihnen der Nullvektor ist,
oder wenn sie einen rechten Winkel einschließen. Damit erhält man, dass (wenn( a

b ) ¹I 0
0 M) der Vektor( a

b )mit den VektorenI b
-a M undI -b

a M einen rechten Winkel einschließt.

ÜBUNGSAUFGABEN 1.6.

(1) Von einem gleichschenkeligen Dreieck sind zwei BasiseckpunkteI -2
3 M undI 4

11M bekannt. Ergänzen Sie diese Punkte
mit einer Spitze, sodaß das entstehende Dreieck die Höhe 5 besitzt. Wie viele verschiedene Lösungen gibt es? (Sie
brauchen nur eine wirklich auszurechnen.)

(2) Berechnen Sie den Cosinus des Winkels zwischenx undy für x = I 32 M, y = I -6
-4 M.

(3) Berechnen Sie jeweils den Winkel zwischen folgenden beiden Vektoren. Geben Sie die Ergebnisse in Grad und in
Radiant an!

(a) a = I 32 M, b = I -3
2 M.

(b) a = I 34 M, b = I 4
-3 M.

(c) a = I 34 M, b = I 68 M.
(d) a = I 34 M, b = I -9

-12M.
(4) Zeigen Sie, dass das Skalarprodukt imR2 folgende Eigenschaften erfüllt:

(a) Xa+ b, a+ b\ = Xa, a\ + 2Xa, b\ + Xb, b\.
(b) Xa+ b, a- b\ = Xa, a\ - Xb, b\.

(5) Verwenden Sie das Skalarprodukt, um folgenden geometrischen Satz zu beweisen.
In einem Parallelogramm mit Seitenlängena, b, und Diagonalenlängene, f gilt:

2 (a2 + b2) = e2 + f 2.

6. Geraden in der Ebene

Wir überlegen uns, wie man Geraden in der Ebene beschreiben kann.

6.1. Geraden, die durch einen Punkt und eine Richtung gegeben sind.

-

6
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P = I 2
3 M, Ór = I -3

1 M.
Die Geradeg ist die Menge aller Punkte, die man erreicht, indem man vonP ein Stück
in RichtungÓr geht.

g= {P+ Λ × Ór | Λ Î R}.
Lies: “g ist gleich der Menge aller PunkteP+ Λ mal Ór, wobeiΛ eine reelle Zahl ist.”
Mit den Zahlen fürP undÓr:

g= {I 23 M + Λ × I -3
1 M | Λ Î R},

oder, anders geschrieben,
g= {I 2-3Λ

3+Λ M | Λ Î R}.
Man kanng auch so schreiben:

g= {I x
y M Î R2 | es gibtΛ Î R, sodassI x

y M = I 2
3 M + Λ × I -3

1 M}.
Lies: “g ist gleich der Menge aller PunkteI x

y M in R hoch 2, für die es einΛ in den
reellen Zahlen gibt, sodassI x

y M gleich I 2
3 M + Λ mal I -3

1 M ist.” Diese Darstellung von
g durchPunktund RichtungsvektorheißtParameterdarstellung der Geraden g. Man
schreibt oft kurz:

g : I xy M = I 2
3 M + Λ × I -3

1 M
oder

g : X = I 23 M + Λ × I -3
1 M.

Wir überprüfen, ob der PunktI -4
5 M auf der Geradeng liegt. Er liegt aufg, falls es eine

reelle ZahlΛ gibt, sodassI -4
5 M gleichI 2

3 M + Λ × I -3
1 M ist. Wir suchen also einΛ Î R, das

die Gleichungen

-4 = 2- 3Λ I

5 = 3+ 1Λ II

erfüllt. Aus der Gleichung I erhalten wirΛ = 2; da auch 5= 3+1 ×2 gilt, istΛ = 2 eine
Lösung des Gleichungssystems. Daher liegt der PunktI -4

5 M aufg; wir schreiben dafür

I -4
5 M Î g.

6.2. Geraden, die durch eine Gleichung gegeben sind.Wir haben im letzten
Beispiel überprüft, ob ein Punkt auf einer Geraden liegt. Dabei war die Gerade in
Parameterform gegeben. Zur Überprüfung war es notwendig, festzustellen, ob es einen
Wert für den ParameterΛ gibt, der uns genau den getesteten Punkt liefert. Wir mussten
also für jeden Punkt ein Gleichungssystem (mit zwei Gleichungen und einer Variable)
lösen.

Wir testen nun wieder, obI x
y M auf der Geradeng liegt, die durch

g : X = I 2
3 M + Λ × I -3

1 M
gegeben ist.
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Anstatt zu fragen, obI x
y M auf g liegt, fragen wir, obI xy M - I 2

3 M normal aufÓn ist. Das ist
nämlich genau für die PunkteI x

y M aufgder Fall. Zunächst finden wir den VektorÓn. Auf
den Vektor( a

b ) steht immer der VektorI -b
a M normal, denn das SkalarproduktX( a

b ), I -b
a M\

ergibt-a b+ a b= 0. Also finden wirÓn durchÓn = I -1
-3 M.

Nun überprüfen wir, obI xy M - I 2
3 M normal aufI -1

-3 M steht. Das gilt genau dann, wenn

XI x-2
y-3 M, I -1

-3 M\ = 0.

Wir rechnen das Skalarprodukt aus und erhalten

-x- 3y+ 11= 0.

Ein PunktI x
y M liegt also genau dann auf der Geraden, wenn-x- 3y+ 11= 0 ist. Wir

können also jetzt viel einfacher überprüfen, ob ein Punkt auf der Geradeng liegt. Wir
berechnen-x- 3y+ 11. Ist das 0, so liegt der Punkt auf der Geraden, und sonst nicht.
Außerdem können wir die Gerade jetzt kürzer angeben durch

g= {I x
y M Î R2 | - x- 3y = -11}

(lies: “g ist gleich der Menge allerI x
y M in R hoch 2, für die-x - 3y gleich-11 ist.”)

Das kürzt man auch zu
g : -x- 3y = -11

ab.-x- 3y = -11 heißtGleichungder Geraden, diese Darstellung der GeradenGlei-
chungsformoderimplizite Darstellungder Geraden.

6.3. Verwandlung zwischen Gleichungs- und Parameterform.

6.3.1. Verwandlung von parametrisierter in implizite Darstellung. Wir verwan-
delng : X = I 23 M + Λ × I -3

1 M in g : -x- 3y = -11 so, wie das in obigem Beispiel erklärt
worden ist.
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6.3.2. Verwandlung von impliziter in parametrisierte Form.Wir verwandelng :
5x - 2y = 1 in parametrisierte Form. Dazu setzen wiry := t und rechnen uns aus
diesemy dasx aus. Wir erhaltenx = 1

5 +
2
5 t. Somit ist für jedest Î R der PunktI 1

5+
2
5 t

t
M

ein Geradenpunkt. Die Gerade hat also die parametrisierte Darstellung

g : X = J 1
5
0
N + t × J 2

5
1
N.

Eine andere Darstellung derselben Geraden ist

g : X = J 1
5
0
N + t × I 2

5 M,
oder

g : X = I 12 M + t × I -22
-55M.

Spezialfall: Wir verwandelng : y = -1 in Parameterform. Dazu setzen wirx := t, und
rechnen uns dann dasy aus. Das ist aber immer-1. Für jedest Î R ist alsoI t

-1 M ein
Geradenpunkt. Die Gerade hat die parametrisierte Darstellung

g : X = I 0
-1 M + t × I 1

0 M.
ÜBUNGSAUFGABEN 1.7.

(1) Geben Sie die Gerade durch die PunkteI 32 M und I 3
-3 M in Parameterform und in impliziter Form an!

(2) Bestimmen Sie jeweils eine Parameterform (= Punkt-Richtungs-Form) folgender Geraden.
(a) 3x+ 4y = 17.
(b) x = 1.
(c) y = -4.

(3) Bestimmen Sie eine Gleichung, deren Lösungsmenge die Gerade

X = I -3
6 M + Λ × I -1

2 M
ist.

(4) Bestimmen Sie die implizite Darstellung jener Geraden,die parallel zur Geradengmit

g : X = I 2
-1 M + t × I 3

-4 M
sind und von dieser Abstand 10 haben.

(5) Ein Radfahrer startet im PunktI 23 M und fährt auf den PunktI 80 M zu. Ein Fußgänger startet im PunktI 4
-3 M und geht

auf den PunktI 4
10M zu. In welchem Punkt schneiden sich die Wege der beiden?

(6) Ein Radfahrer im PunktI 33 M und ein Fußgänger im PunktI 9
-5 M bewegen sich aufeinander zu, der Radfahrer mit 20

km/h, der Fußgänger mit 5 km/h. Wann und wo treffen die beideneinander?
(7) Vom QuadratABCDhaben wir folgende Angaben:

ê A = I -1
2 M.

ê B liegt auf der Geraden
gB : X = I -1

2 M + Λ × I 43 M.
ê Die Seitenlänge des Quadrats ist 10.
ê Die Eckpunkte sind gegen den Uhrzeigersinn mitA, B, C, D beschriftet.

Berechnen Sie die Koordinaten des EckpunktesC!
(8) Vom QuadratABCDhaben wir folgende Angaben:

ê A = I 12 M.
ê B liegt auf der Geraden

gB : X = I 12 M + Λ × I 3
-4 M.

ê Die Seitenlänge des Quadrats ist 15.
ê Die Eckpunkte sind gegen den Uhrzeigersinn mitA, B, C, D beschriftet.

Berechnen Sie die Koordinaten des EckpunktesC!
(9) Zeigen Sie, dass sich die Schwerlinien des DreiecksABC mit A = I -2

-1 M, B = I 51 M und C = I 35 M in einem Punkt
schneiden, und berechnen Sie diesen Schnittpunkt.
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(10) Berechnen Sie den UmkreismittelpunktU = I u1
u2
M des DreiecksABC mit A = I -2

-1 M, B = I 51 M undC = I 35 M, indem
Sie die Bedingung, dassU gleich weit vonA, B und C entfernt ist, in Gleichungen in den Variablenu1 und u2
umwandeln. Verwenden Sie zur Lösung der auftretenden Gleichungen den Mathematica-BefehlSolve.

(11) Bestimmen Sie die implizite Darstellung jener Geraden, die parallel zur Geradengmit

g : X = I 20 M + t × I 3
-4 M

sind, und von dieser Abstand 10 haben.
(12) Berechnen Sie den Durchschnitt der Geradenh und j, wobei

h : X = I 12 M + t × I 25 M
und

j : 10x- 4y = 0.

(13) Bestimmen Sie die Schnittmenge der Geraden

g1 : X = I 34 M + t × I -2
1 M

und
g2 : 2x+ 4y = 22.

(14) Bestimmen Sie den Cosinus des Schnittwinkels der Geraden

g1 : X = I 04 M + t × I 34 M
und

g2 : 12x- 5y = 22.

7. Vektoren im Rn

Bisher haben wir uns auf die Geometrie in der Ebene beschränkt. Man kann nun auch
den Raum mit Tripeln reeller Zahlen, also mit Elementen ausR3, koordinatisieren. Die
Konvention ist es, die Richtungen der Koordinatenachsen wie in folgenden Skizzen zu
wählen:
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y
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Hält man Daumen, Zeigefinger und Mittelfinger der rechten Hand so, dass sie paar-
weise im rechten Winkel aufeinander stehen, dann zeigen siejeweils in die Richtung
der positivenx-Achse,y-Achse undz-Achse.

Wir definieren die Operationen, die imR2 hilfreich waren, allgemein für

Rn := {J x1
¶

xn
N | x1,¼, xn Î R},

wobein eine beliebige natürliche Zahl ist.

DEFINITION 1.8. SeienÓa = J a1
¶

an
N, Ób= J b1

¶
bn

N in Rn. Wir definieren:

(1) Óa+ Ób := J a1+b1
¶

an+bn

N.
(2) ΛÓa := J Λa1

¶
Λan

N für Λ Î R.

(3) XÓa,
Ó
b\ := a1 × b1 +µ + an × bn = Ún

i=1 aibi (Skalarprodukt).
(4) DieLängevon Óa ist üÓaü := 0XÓa, Óa\.

SATZ 1.9. Sei nÎ N, seienÓa,
Ó
b,Óc Î Rn, und seiΛ Î R. Dann gilt:

(1) XÓa,
Ó
b\ = XÓb, Óa\,

(2) XÓa+ Ób,Óc\ = XÓa,Óc\ + XÓb,Óc\,
(3) XΛÓa,

Ó
b\ = ΛXÓa,

Ó
b\.

(4) XÓa, Óa\ ³ 0.
(5) WennXÓa, Óa\ = 0, so gilt Óa = 0.

SATZ 1.10 (Projektionseigenschaft des Skalarprodukts).SeienÓa,
Ó
b Î Rn mit

Ó
b ¹ 0 ,

und seiÓc := XÓa,
Ó
b\

XÓb,
Ó
b\
Ó
b. Dann istÓa- Óc normal auf

Ó
b.

Beweis:XÓa- XÓa,
Ó
b\

XÓb,
Ó
b\ ×
Ó
b,
Ó
b\ = XÓa,

Ó
b\ - XÓa,

Ó
b\

XÓb,
Ó
b\ XÓb,
Ó
b\ = 0.à

Der folgende Satz ist alsCauchy-Schwarz-Ungleichungbekannt. FürÓa,
Ó
b Î Rn sagen

wir, dassÓa ein Vielfaches von
Ó
b ist, wenn es einΛ Î R gibt, sodassÓa = Λ Ób.

SATZ 1.11 (Augustin Cauchy, 1821).Sei nÎ N, und seienÓa,
Ó
bÎ Rn. Dann gilt:

(1) |XÓa,
Ó
b\| £ üÓaü × üÓbü.

(2) |XÓa,
Ó
b\| = üÓaü × üÓbü gilt genau dann, wenn

Ó
b = 0 oderÓa ein Vielfaches von

Ó
b ist.

Beweis:Wenn
Ó
b = 0, so sind beide Seiten der Ungleichung= 0. Wir nehmen nun an,

dass
Ó
b ¹ 0. Wir wissen, dass

XÓa- XÓa,
Ó
b\

XÓb,
Ó
b\ ×
Ó
b, Óa- XÓa,

Ó
b\

XÓb,
Ó
b\ ×
Ó
b\ ³ 0.
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Nun gilt XÓa - XÓa,
Ó
b\XÓb,
Ó
b\ ×
Ó
b, Óa - XÓa,

Ó
b\XÓb,
Ó
b\ ×
Ó
b\ = XÓa, Óa\ - 2XÓa,

Ó
b\2XÓb,
Ó
b\ + X

Óa,
Ó
b\2XÓb,
Ó
b\ = XÓa, Óa\ - XÓa,

Ó
b\2XÓb,
Ó
b\ . Da dieser

Ausdruck³ 0 ist, gilt XÓa, Óa\ × XÓb,
Ó
b\ ³ XÓa,

Ó
b\2.

Folglich gilt auch üÓaü × üÓbü ³ |XÓa,
Ó
b\|.

Somit gilt (1).

Um (2) zu zeigen, nehmen wir an, dass|XÓa,
Ó
b\| = üÓaü × üÓbü gilt. Wir zeigen, dass dannÓ

b = 0 gilt, oder dassÓa ein Vielfaches von
Ó
b ist. Es gilt XÓa,

Ó
b\2 = XÓa, Óa\ × XÓb,

Ó
b\. Wenn

also
Ó
b ¹ 0, so gilt

XÓa- XÓa,
Ó
b\

XÓb,
Ó
b\ ×
Ó
b, Óa- XÓa,

Ó
b\

XÓb,
Ó
b\ ×
Ó
b\ = 0.

Also gilt Óa- XÓa,
Ó
b\XÓb,
Ó
b\ ×
Ó
b = 0, uns somit istÓa ein Vielfaches von

Ó
b.

Nun zeigen wir folgendes: wenn
Ó
b = 0 oder

Ó
b ein Vielfaches vonÓa ist, so giltXÓa,

Ó
b\2 =

||Óa|| × ||Ób||. Wenn
Ó
b = 0, so sind beide Seiten der Gleichung= 0. Wenn

Ó
b ¹ 0 undÓa = ΛÓb,

so gilt XÓa,
Ó
b\2 = XΛÓb,

Ó
b\2 = Λ2XÓb,

Ó
b\2 = Λ2XÓb,

Ó
b\XÓb,

Ó
b\ = XΛÓb,Λ

Ó
b\ × XÓb,

Ó
b\ = üÓaü2üÓbü2. à

ÜBUNGSAUFGABEN 1.12.

(1) SeiÓa Î Rn, Λ Î R. Zeigen Sie:
(a) üΛÓaü = |Λ| × üÓaü.
(b) ü 1üÓaü Óaü = 1.

(2) SeienÓa,
Ó
bÎ Rn. Zeigen Sie:üÓa+ Óbü2 - üÓa- Óbü2 = 4XÓa,

Ó
b\.

Nun können wir wie imR2 zeigen:

SATZ 1.13. SeienÓa,
Ó
b imRn, und seij der Winkel, denÓa und

Ó
b einschließen. Dann gilt

cos(j) =
XÓa,
Ó
b\

üÓaü × üÓbü .
Beweisskizze:XÓa, Óa\ + XÓb,

Ó
b\ - 2üÓaü üÓbü cos(j) = XÓa- Ób, Óa- Ób\. à

Im R3 gibt es eine Rechenoperation, die einen Vektor liefert, derauf zwei gegebene
VektorenÓa und

Ó
b normal steht: das Kreuzprodukt.

DEFINITION 1.14. Der Vektor

J a1
a2
a3
N ´ J b1

b2
b3

N := J a2b3-a3b2
-(a1b3-a3b1)

a1b2-a2b1

N
ist dasKreuzproduktvon J a1

a2
a3
N undJ b1

b2
b3

N in R3.

SATZ 1.15. SeienÓa = J a1
a2
a3
N und

Ó
b = J b1

b2
b3

N in R3. Dann gilt:
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(1) Óa´ Ób ist normal aufÓa und auf
Ó
b.

(2) üÓa´ Óbü2 = üÓaü2 × üÓbü2 - XÓa,
Ó
b\ 2.

(3) üÓa ´ Óbü ist die Fläche des Parallelogramms, das von den VektorenÓa und
Ó
b

aufgespannt wird.

Beweis: (1): Es gilt

XÓa´ Ób, Óa\ = (a2b3 - a3b2)a1 - (a1b3 - a3b1)a2 + (a1b2 - a2b1)a3 = 0.

XÓa ´ Ób,
Ó
b\ = 0 wird in der Vorlesung nachgerechnet. (2): Vorlesung. (3):Wir nehmen

an, dassÓa ¹ 0 und
Ó
b ¹ 0.

�
�

�
�

�
�

�
�7

-�
�

�
�

�
�

�
�

Óa

Ó
b h

j

Wir erhalten für die Höheh auf Óa
h = üÓbü × sin(j)

und für den Flächeninhalt

F = üÓaü × h = üÓaü × üÓbü × sin(j).

Somit gilt

F2 = üÓaü2 × üÓbü2 × (sin(j))2,

= üÓaü2 × üÓbü2 × (1- (cos(j))2)

= üÓaü2 × üÓbü2 - XÓa,
Ó
b\2.

Aus (2) ergibt sich jetzt

F2 = üÓa´ Óbü2.
à

Durch die Bedingungen an Richtung und Länge ist der VektorÓa´ Ób fast schon eindeu-
tig bestimmt. Zusätzlich gilt: Zeigt der Daumen der rechtenHand in RichtungÓa, der
Zeigefinger in Richtung

Ó
b, und ist der Mittelfinger normal aufÓa und

Ó
b, dann zeigt er in

die Richtung vonÓa´ Ób.
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In[9]:= Kreuzprodukt [{a1_, a2_, a3_},{b1_, b2_, b3_}] :=

{a2 * b3 - a3 * b2,-(a1 * b3 - a3 * b1), a1 * b2 - a2 * b1}

In[10]:= Kreuzprodukt [{1,-2, 3},{0, 2,-1}]

Out[10]= {-4,1,2}

Die Mathematica-FunktionCross liefert ebenfalls das Kreuzprodukt.

ÜBUNGSAUFGABEN 1.16.

(1) Zeigen Sie, dass für alleÓa,
Ó
bÎ R3 gilt: Óa´ Ób = -Ób´ Óa.

(2) SeienÓa,
Ó
b Î R3. Zeigen Sie unter Verwendung der Gleichheitsaussage in derCauchy-Ungleichung (Satz 1.11) und

Satz 1.15 (2), dassÓa´ Ób genau dann 0 ist, wennÓa = 0 oder
Ó
b ein Vielfaches vonÓa ist.

(3) Zeigen Sie, dass folgende Gleichheit für alleÓa,
Ó
b,Óc,
Ó
d Î R3 gilt (Lagrange-Identität).

XÓa´ Ób,Óc´ Ód\ = XÓa,Óc\ × XÓb,
Ó
d\ - XÓb,Óc\ × XÓa,

Ó
d\.

(4) Zeigen Sie, dass folgende Gleichheit für alleÓa,
Ó
b,Óc,
Ó
d Î R3 gilt:

XÓa´ Ób,Óc\ = XÓb´ Óc, Óa\.

(5) Zeigen Sie, dass für alleÓa,
Ó
b,Óc Î R3 gilt:

Óa´ (Ób´ Óc) = XÓc, Óa\ × Ób- XÓb, Óa\ × Óc.

(6) Zeigen Sie, dass folgende Gleichheit für alleÓa,
Ó
b,Óc Î R3 gilt (Jacobi-Identität):

Óa´ (Ób´ Óc) + Ób´ (Óc´ Óa) + Óc´ (Óa´ Ób) = 0.

8. Geraden und Ebenen im Raum

8.1. Parameterdarstellung einer Geraden.Genau wie imR2 lässt sich eine Ge-
rade imR3 durch eine Parameterdarstellung mit einem Punkt und einem Richtungs-
vektor angeben. Zum Beispiel,

g : J x
y
z
N = J 2

3
-1
N + Λ × J 1

-1
3
N.



8. GERADEN UND EBENEN IM RAUM 25

-

6

�
�

�
�

�
��+

������������������

���������1

t

P

Ór

8.2. Parameterdarstellung einer Ebene.Wie kann man die Ebenee beschrei-
ben, die die drei PunkteP = J 2

3
-1
N, Q = J 3

2
2
N, undR= J 4

2
-4
N enthält?
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Die Ebenee ist die Menge aller Punkte, die man erreicht, indem man vonP aus ein
Stück in RichtungQ, und dann ein Stück in die Richtung vonP nachR geht.

e= {P+ Λ ×
Ó

PQ+ Μ ×
Ó

PR| Λ,Μ Î R},
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das heißt, die Punkte der Ebene sind von der Form

e : J x
y
z
N = J 2

3
-1
N + Λ × J 1

-1
3
N + Μ × J 2

-1
-3
N.

Eine Ebene lässt sich also durch einen Punkt und 2 Richtungsvektoren beschreiben.

8.3. Implizite Darstellung einer Ebene. Es seie die Ebene durch den Punkt

J 2
-1
4
N, die normal auf den VektorÓn = J 1

3
-2
N ist. Wir nennenÓn den Normalvektor von

e.

Die Ebenee ist die Menge aller PunkteJ x
y
z
N, sodass der VektorJ x

y
z
N- J 2

-1
4
N normal aufÓn

ist, also

XJ x
y
z
N - J 2

-1
4
N, Ón\ = 0.

Einsetzen der Werte ergibt dieimplizite Darstellung der Ebene,

e= {J x
y
z
N Î R3 | x+ 3y- 2z= -9}.

Ein Normalvektor vone lässt sich direkt aus den Koeffizienten der Ebenengleichung
ablesen.

8.3.1. Verwandlung von Parameterdarstellung in implizite Darstellung. Wir ver-
wandeln

e : J x
y
z
N = J 2

3
-1
N + Λ × J 1

-1
3
N + Μ × J 2

-1
-3
N

in implizite Form Dazu suchen wir zuerst einen VektorÓn, der auf beide Richtungsvek-
toren der Ebene normal ist. Dann istÓn auf die ganze Ebene normal. Wir beschreiben 2
Möglichkeiten einen solchen Normalvektor zu finden:

(1) Wir suchenÓn = J n1
n2
n3
N so, dass

XJ 1
-1
3
N, Ón\ = 0 und

XJ 2
-1
-3
N, Ón\ = 0.

Das heißt, wir müssen das lineare Gleichungssystem

n1 - n2 + 3n3 = 0

2n1 - n2 - 3n3 = 0

lösen. Klarerweise istn1 = n2 = n3 = 0 eine Lösung, aber wir wollen einen
Vektor Ón, der nicht der Nullvektor ist. Wie man alle Lösungen eines linearen
Gleichungssystems findet, werden wir im Kapitel 3 sehen.

(2) Alternativ finden wirÓn auch als Kreuzprodukt der beiden Richtungsvektoren.

Ón = J 1
-1
3
N ´ J 2

-1
-3
N = J 6

9
1
N
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Der VektorÓn ist normal auf die Ebene. Ein PunktJ x
y
z
N liegt also genau dann ine, wenn

der VektorJ x
y
z
N - J 2

3
-1
N normal aufÓn ist. Wir berechnen

XJ x
y
z
N - J 2

3
-1
N, Ón\ = 0

und erhalten
6x+ 9y+ z= 38.

Somit hat die Ebeneedie implizite Darstellung

e= {J x
y
z
N Î R3 | 6x+ 9y+ z= 38}.

8.3.2. Verwandlung von impliziter Darstellung in Parameterdarstellung. Wir ver-
wandelne : x+ 3y- 2z = -9 in parametrisierte Form. Wir beschreiben die Lösungs-
menge der Gleichung, indem wirz = Μ undy = Λ setzen und dannx durchΛ undΜ
ausdrücken. Wir erhaltenx = -9 - 3Λ + 2Μ. Somit liegt für alle WerteΛ,Μ Î R der

PunktJ -9-3Λ+2Μ
Λ
Μ
N in der Ebene. Die Ebene hat also die parametrisierte Darstellung

e : J x
y
z
N = J -9

0
0
N + Λ × J -3

1
0
N + Μ × J 2

0
1
N.

8.4. Implizite Darstellung einer Geraden. Offenbar kann man eine Gerade im
Raum nicht durch eine einzige lineare Gleichung inx, y, zbeschreiben. Solche Glei-
chungen beschreiben nämlich Ebenen im Raum. Jede Gerade kann man aber implizit
als Schnitt zweier Ebenen, das heißt als Lösungsmenge von 2 linearen Gleichungen
beschreiben. Beispielsweise ist

g= {J x
y
z
N Î R3 | 2x- y+ 3z= 1, x+ 4y- 2z= 3}

die Gerade, die sowohl in der Ebene mit der Gleichung 2x- y+ 3z= 1 als auch in der
Ebene mit der Gleichungx+ 4y- 2z= 3 liegt.

Zwei Ebenen im Raum, die nicht parallel sind, schneiden sichimmer in einer Geraden.
Parallele Ebenen erkennt man daran, dass ihre Normalvektoren in dieselbe Richtung
zeigen. Also sind etwa 2x- y+ 3z= 1 und-4x+ 2y- 6z= 3 parallel.

8.4.1. Verwandlung von Parameterdarstellung in implizite Darstellung. Wir ver-
wandeln

g : J x
y
z
N = J 2

3
-1
N + Λ × J 1

-1
3
N

in implizite Form. Dazu suchen wir 2 Ebenen, die die Gerade enthalten. Liegtg in

einer Ebene mit NormalvektorÓn, dann istÓn normal auf den RichtungsvektorJ 1
-1
3
N der

Geraden. Zusätzlich liegt der PunktJ 2
3
-1
N in der Ebene.

Auf einen VektorJ a
b
c
N sind beispielsweiseJ b

-a
0
N, J c

0
-a
N und J 0

c
-b
N normal. Wir wählen

n1 = J 1
1
0
N und n2 = J 3

0
-1
N als Vektoren, die im rechten Winkel aufJ 1

-1
3
N stehen. Damit
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liegt g in den Ebenen durch den PunktJ 2
3
-1
N, die normal aufn1 bzw.n2 sind. Die Gerade

ist also der Durchschnitt der beiden Ebenen

e1 : x+ y = 5, und

e2 : 3x- z= 7.

Wir haben
g= {J x

y
z
N Î R3 | x+ y = 5, 3x- z= 7}.

8.4.2. Verwandlung von impliziter Darstellung in Parameterdarstellung. Um eine
Parameterdarstellung von

g= {J x
y
z
N Î R3 | 2x- y+ 3z= 1, x+ 4y- 2z= 3}

zu erhalten, lösen wir das lineare Gleichungssystem

2x- y+ 3z = 1,

x+ 4y- 2z = 3.

Eine Methode dafür werden wir im Kapitel 3 vorstellen.



KAPITEL 2

Matrizen

1. Die Definition von Matrizen

Wir haben bereitsVektorenkennen gelernt; solche Paare reeller Zahlen haben wir etwa
benutzt, um Punkte in der Ebene zu beschreiben. In der Geometrie brauchen wir auch
Matrizen. Matrizen eignen sich besonders gut, um etwa Drehungen oderSpiegelungen
zu beschreiben.

EineMatrix ist ein rechteckiges Zahlenschema. Zunächst einige Beispiele:

BEISPIELE 2.1.

ê K 1 3 5
7 2 1 O ist eine 2́ 3-Matrix.

ê K 1 2
3 5 O ist eine 2́ 2-Matrix.

ê K 3
1 O ist eine 2́ 1-Matrix.

ê I 1 2 7 M ist eine 1́ 3-Matrix.

Eine Matrix mitmZeilen undn Spalten bezeichnen wir als einem´n-Matrix. WennA
einem´ n-Matrix ist, undi Î {1, 2,¼, m} und j Î {1, 2,¼, n}, so bezeichnen wir mit
A(i, j ), A[i, j ] oderAi, j den Eintrag, der beiA in der i-ten Zeile undj-ten Spalte steht.
Für

A = I 1 3 5
7 2 1M

gilt zum BeispielA2,1 = 7. Die Menge allerm´ n-Matrizen kürzen wir mitRm´n ab.

Wir müssen noch den Begriff “rechteckiges Zahlenschema” klären. Man kann eine
m´ n-Matrix A mit Einträgen ausR als Funktion von{1, 2,¼, m} ´ {1, 2,¼, n} nach
R definieren. Der Eintrag, der in der 2. Zeile und 4. Spalte steht, ist dann der Funkti-
onswertA(2, 4). Diese Sichtweise gibt auch recht gut wieder, was eine Implementation
des abstrakten Datentyps “Matrix” können muss. Es muss möglich sein, eine Funkti-
onLiefereEintrag zu schreiben, sodassLiefereEintrag (A, i, j) den
Eintrag vonA an deri-ten Zeile undj-ten Spalte, also den FunktionswertA(i, j ), zu-
rückgibt.

29
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In Mathematica geben wir die Matrix

A = K1 2 3
4 5 6O

wie folgt ein.

In[11]:= A = {{1, 2, 3}, {4, 5, 6}}

Out[11]= {{1,2,3},{4,5,6}}

In[12]:= MatrixForm [A]

Out[12]= J1 2 3
4 5 6

N
In[13]:= A = {{5, 7, 8},{-2, 3, 5}}

Out[13]= {{5,7,8},{-2,3,5}}

In[14]:= MatrixForm [A]

Out[14]= J 5 7 8
-2 3 5

N
In[15]:= A[[2]] [[1]]

Out[15]= -2

2. Die Addition von Matrizen

Zwei Matrizen kann man addieren, wenn sie gleich viele Zeilen und gleich viele Spal-
ten haben. Wie man zwei Matrizen von gleichem Format addiert, erklären wir mit
folgenden Beispielen.

AUFGABEN 2.2.

ê K 1 3 5
7 2 1 O + K -1 -2 3

6 5 -3 O = K 0 1 8
13 7 -2 O

ê K 1 -3
2 0 O + K 0 3

7 1 O = K 1 0
9 1 O

ê K 1 5
3 7 O + K 2 -3

-4 0 O = K 3 2
-1 7 O

ê K 1 3
1 0 O - K 2 1

3 5 O = K -1 2
-2 -5 O.

Wir fassen zusammen, wie diese Addition funktioniert: ZweiMatrizenA Î Rm´k, B Î
Rn´l lassen sich genau dann addieren, wennm = n und k = l gilt, d.h. wenn die
Matrizen von gleichem Format sind. WennC die Matrix A + B ist, dann hat auchC
das Formatm´ k, und für allei Î {1, 2,¼, m} und j Î {1, 2,¼k} berechnet man den
EintragCi, j durch

Ci, j = Ai, j + Bi, j .
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In[16]:= A = {{1, 4, 3},{0, 1, 0}};

In[17]:= B = {{-7, 5, 0},{23,-7, 16}};

In[18]:= A + B

Out[18]= {{-6,9,3},{23,-6,16}}

In[19]:= MatrixForm [%]

Out[19]= J-6 9 3
23 -6 16

N

3. Die Multiplikation einer Matrix mit einer reellen Zahl

Eine Matrix A wird mit einer reellen Zahl multipliziert, indem jeder Eintrag mit der
Zahl multipliziert wird. Wir geben dazu wieder ein Beispiel:

AUFGABE 2.3.

2 * K 3 5
7 8 O = K 6 10

14 16 O .
Wir formulieren wieder allgemein, wie man eine reelle Zahl mit einer MatrixA multi-
pliziert. Wennt eine reelle Zahl, undA einem´n-Matrix ist, so ist die MatrixC := t *A
ebenfalls einem´ n-Matrix. Die Einträge vonC sind dadaurch gegeben, dass für alle
i Î {1, 2,¼, m}, j Î {1, 2,¼, n} gilt:

Ci, j = t Ai, j .

In[20]:= A = {{2, 5},{3, 4},{10, 2}}

Out[20]= {{2,5},{3,4},{10,2}}

In[21]:= MatrixForm [(-10) * A]

Out[21]= K -20 -50
-30 -40
-100 -20

O

4. Die Multiplikation von Matrizen

Zwei MatrizenA, B können genau dann miteinander multipliziert werden, wennA
genausoviele Spalten wieB Zeilen hat. Einek´ l -Matrix ist also mit einerm´n-Matrix
multiplizierbar, wennl = m. Das Ergebnis dieser Multiplikation ist einek´ n-Matrix.
Wir erklären die Matrixmultiplikation zunächst anhand eines Beispiels.

AUFGABE 2.4.

J 3 1 2
2 5 4

N × J 3 9 3
1 8 5
7 1 -4

N =

J 3 × 3+ 1 × 1+ 2 × 7 3 × 9+ 1 × 8+ 2 × 1 3 × 3+ 1 × 5+ 2 × (-4)
2 × 3+ 5 × 1+ 4 × 7 2 × 9+ 5 × 8+ 4 × 1 2 × 3+ 5 × 5+ 4 × (-4) N.



32 2. MATRIZEN

Daher gilt

J 3 1 2
2 5 4 N × J

3 9 3
1 8 5
7 1 -4

N = J 24 37 6
39 62 15N.

Wenn man einek´m-Matrix A mit einerm´n-Matrix B multipliziert, so ist das Produkt
C einek ´ n-Matrix. Für i Î {1, 2,¼, k} und j Î {1, 2,¼, n} ist der EintragCi, j das
Skalarprodukt aus deri-ten Zeile vonA und derj-ten Spalte vonB. Wir rechnen noch
einige Beispiele:

AUFGABEN 2.5.

ê J 1 3 2
0 -1 3 N × J

5 2
1 7
8 -2

N = J 24 19
23 -13 N.

ê J 1 2 3 N × J 2 5
3 7 N ist nicht definiert, da die erste Matrix 3 Spalten und die

zweite Matrix 2 Zeilen hat, und 2 nicht gleich 3 ist.

WennA eine 2´ 3 undB eine 3´ 1-Matrix ist, dann ist das ProduktA × B eine 2´ 1-
Matrix. Das ProduktB × A ist nicht definiert. Selbst dann, wenn beide ProdukteA × B
und B × A definiert sind, müssen die Ergebnisse nicht gleich sein. Dazu rechnen wir
folgende Beispiele:

AUFGABEN 2.6.

J 1 0
-1 1 N × J 2 3

0 1 N = J 2 3
-2 -2 N

J 2 3
0 1 N × J 1 0

-1 1 N = J -1 3
-1 1 N.

( 1 2 5 ) ×
æçççççç
è

5
1
2

ö÷÷÷÷÷÷
ø

= (17)

æçççççç
è

5
1
2

ö÷÷÷÷÷÷
ø

× ( 1 2 5 ) =
æçççççç
è

5 10 25
1 2 5
2 4 10

ö÷÷÷÷÷÷
ø

Das erste Beispiel noch einmal in Mathematica.

In[22]:= A = {{3, 1, 2}, {2, 5, 4}};

B = {{3, 9, 3},{1, 8, 5},{7, 1,-4}};

In[23]:= MatrixForm [A.B]

Out[23]= J24 37 6
39 62 15

N
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Wir halten die Definition der Matrizenmultiplikation noch einmal genau fest:

DEFINITION 2.7 (Matrizenmultiplikation). SeiA einek´m-Matrix undB einem´ n-
Matrix. Dann ist das ProduktC := A × B einek ´ n-Matrix. Für i Î {1, 2,¼, k} und
j Î {1, 2,¼, n} ist der EintragC[i, j ] durch

C[i, j ] =
mâ

r=1

A[i, r ] × B[r, j ].

definiert.

5. Rechenregeln für die Addition und Multiplikation von Mat rizen

Wir haben bereits gesehen, dass nicht für alle MatrizenA × B = B × A gelten muss.
Einige Rechenregeln, die wir vom Rechnen mit Zahlen kennen,gelten aber auch für
Matrizen.

SATZ 2.8 (Assoziativität der Matrizenmultiplikation).Seien k, l, m, nÎ N, und seien
A Î Rk´l , B Î Rl´m, C Î Rm´n. Dann gilt

(A × B) ×C = A × (B ×C).

Es ist nicht schwierig, die Assoziativität der Matrizenmultiplikation zu beweisen, wenn
A, B, C alle 2´ 2-Matrizen sind. Man berechnet

IJ a b
c d

N × J e f
g h

NM × J i j
k l

N
und

J a b
c d

N × IJ e f
g h

N × J i j
k l

NM,
und stellt fest, dass beide Ergebnisse gleich sind. Für Matrizen beliebigen Formats
gehen wir so vor:

Beweis von Satz 2.8:Wir beobachten, dass(A × B) × C und A × (B × C) beidesk ´ n-
Matrizen sind. Um zu zeigen, dass beide Matrizen gleich sind, zeigen wir, dass für alle
i Î {1,¼, k} und j Î {1,¼, n} gilt, dass(A × B) ×C [i, j ] = A × (B ×C) [i, j ].

Seien alsoi Î {1,¼, k} und j Î {1,¼, n}. Wir wollen

(2.1) (A × B) ×C [i, j ] = A × (B ×C) [i, j ]
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zeigen. Es gilt

(A × B) ×C [i, j ] =
mâ

r=1

(A × B)[i, r ] ×C[r, j ]

=
m

â
r=1

(
l

â
s=1

A[i, s] × B[s, r]) ×C[r, j ]

=
m

â
r=1

l

â
s=1

A[i, s] × B[s, r] ×C[r, j ].

Wir berechnen nun die rechte Seite von (2.1), und erhalten

A × (B ×C)[i, j ] =
l

â
r=1

A[i, r ] × (B ×C)[r, j ]

=
lâ

r=1

A[i, r ] × (
mâ

s=1

B[r, s] ×C[s, j])

=
l

â
r=1

m

â
s=1

A[i, r ] × B[r, s] ×C[s, j])

=
m

â
s=1

l

â
r=1

A[i, r ] × B[r, s] ×C[s, j])

=
mâ

r1=1

lâ
s1=1

A[r, s1] × B[s1, r1] ×C[r1, j]

=
mâ

r=1

lâ
s=1

A[i, s] × B[s, r] ×C[r, j ].

Somit gilt die Gleichung (2.1). Folglich haben(A × B) ×C undA × (B ×C) also an jeder
Stelle den gleichen Eintrag, und sind somit gleich.à

SATZ 2.9 (Rechtsdistributivität der Matrizenmultiplikation). Seien k, l, mÎ N, und
seien A, BÎ Rk´l , C Î Rl´m. Dann gilt

(A+ B) ×C = (A ×C) + (B ×C).

SATZ 2.10 (Linksdistributivität der Matrizenmultiplikation). Seien k, l, mÎ N, und
seien AÎ Rk´l , B,CÎ Rl´m. Dann gilt

A × (B+C) = (A × B) + (A ×C).

SATZ 2.11 (Zusammenhang zwischen zwei Multiplikationen).Seien m, nÎ N, sei
A Î Rm´n, und sei tÎ R. Dann gilt (tA) × B = t(A × B).
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6. Die Multiplikation von Vektoren und Matrizen

Seiv = I -2
4 M undA = J -3 4

1 0
-1 1

N. Dann ist der VektorA × v gegeben durch

A × v = J -3 4
1 0
-1 1

N × K -2
4 O =

æçççççç
è

6+ 16
-2+ 0

2+ 4

ö÷÷÷÷÷÷
ø

.

Das Ergebnis ist ein Vektor imR3.

Die Multiplikation sieht also genauso aus wie die Multiplikation der 3´ 2-Matrix

J -3 4
1 0
-1 1

N mit der 2´ 1-Matrix I -2
4 M. Bei der Matrizenmultiplikation ist das Ergebnis

aber eine 3́ 1-Matrix.

Mit Mathematica wird der Unterschied deutlich:

In[24]:= A = {{-3, 4},{1, 0},{-1, 1}};

v = {-2, 4};

x = A.v
Out[24]= {22,-2,6}

In[25]:= A = {{-3, 4},{1, 0},{-1, 1}};

v = {{-2},{4}};

x = A.v
Out[25]= {{22},{-2},{6}}

In[26]:= A = {{-3, 4},{1, 0},{-1, 1}};

v = {{-2, 4}};

x = A.v

Hier liefert Mathematica eine Fehlermeldung.
Out[26]= {{-3,4},{1,0},{-1,1}}.{{-2,4}}

Seiv = (-4, 3, 2) undA = J -3 5
1 0
-1 1

N. Dann ist der Vektorv × A gegeben durch

(-4, 3, 2) × J -3 5
1 0
-1 1

N = (12+ 3- 2, -20+ 2) = (13,-18).
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Das Ergebnis ist ein Vektor imR2.

Die Multiplikation sieht also genauso aus wie die Multiplikation der 1´ 3-Matrix

(-4 3 2) mit der 3´ 2-Matrix J -3 5
1 0
-1 1

N. Bei der Matrizenmultiplikation ist das Er-

gebnis aber eine 1́ 2-Matrix.

Wenn man diese Multiplikation “Matrix mal Vektor” verwendet, lassen sich lineare
Gleichungssysteme kürzer anschreiben.

3x+ 4y- 2z = 1

2x+ 5y- 8z = 2

läßt sich dann als

K 3 4 -2
2 5 -8 O ×

æçççççç
è

x
y
z

ö÷÷÷÷÷÷
ø

= K 1
2 O

schreiben. Im allgemeinen erhält man beimGleichungen undn Unbekannten die Form

A × x = b,

wobeiA einem´ n-Matrix ist, x ein Vektor imRn undb ein Vektor imRm.

Die FunktionLinearSolve[A,b] liefert eine Lösung des linearen Gleichungssy-
stemsA × x = b.

Wir lösen zum Beispiel 2x- 3y = 5.

In[27]:= LinearSolve [{{2, -3}}, {5}]

Out[27]= 95
2
,0=

Später werden wir sehen, wie man alle Lösungen erhält.

7. Das Transponieren von Matrizen

Beim Transponiereneiner Matrix wird die Matrix an der Hauptdiagonale gespiegelt.

K 1 4 -3
2 -5 3 O

T

=
æçççççç
è

1 2
4 -5
-3 3

ö÷÷÷÷÷÷
ø

WennA einem´ n-Matrix ist, so istAT einen´m-Matrix, und für allei Î {1, 2,¼, n}
und j Î {1, 2,¼, m} gilt

AT(i, j ) = A( j, i).

In[28]:= A = {{1, 4,-3},{2,-5, 3}};

In[29]:= MatrixForm [A]
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Out[29]= J1 4 -3
2 -5 3

N
In[30]:= B = Transpose [A]

Out[30]= {{1,2},{4,-5},{-3,3}}

In[31]:= MatrixForm [B]

Out[31]= K 1 2
4 -5
-3 3

O
SATZ 2.12. Seien l, m, nÎ N, sei AÎ Rl´m, und seien B,CÎ Rm´n. Dann gilt:

(1) (A × B)T = BT × AT

(2) (B+C)T = BT +CT

ÜBUNGSAUFGABEN 2.13.

(1) Berechnen Sie für die Matrix

A := K 0 -2 3
8 7 6 O

die Matrix B := AT × A.
(2) Berechnen Sie(A- B) ×CT für die Matrizen

A = K 1 3
4 -2

O , B= K -2 -3
2 2

O ,C = æççççççç
è

0 1
1 -1
2 0

ö÷÷÷÷÷÷÷
ø

.

(3) Finden Sie eine MatrixX, sodaßA × X = B, wobeiA = J -4 0
1 2N, B = J -4 -8

7 10 N. (Hinweis: Bestimmen Sie jede Spalte

von X durch Lösen eines linearen Gleichungssystems.)

8. Die Einheitsmatrizen

K 1 0
0 1 O K 2 -1

3 2 O = K 2 -1
3 2 O

æçççççç
è

3 5
4 2
8 1

ö÷÷÷÷÷÷
ø

K 1 0
0 1 O =

æçççççç
è

3 5
4 2
8 1

ö÷÷÷÷÷÷
ø

Die Matrix

En =

æçççççççççç
è

1 0 ¼ 0
0 1 ¼ 0
¶ ¶ ¸ ¶

0 0 ¼ 1

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

heißt Einheitsmatrix vom Formatn´ n. Man sieht leicht, daß für jedem´ n-Matrix A
und jeden´ k-Matrix B gilt:

A × En = A,

En × B = B.
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Besonders einfach zu lösen sind Gleichungssysteme mit der Einheitsmatrix: Das Glei-
chungssystem

K 1 0
0 1 O K x

y O = K 4
2 O

hat die Lösungx = 4, y = 2, und daher die LösungsmengeL = {(4, 2)}.

In[32]:= A = -24 * IdentityMatrix [5];

MatrixForm [A]

Out[32]= K
-24 0 0 0 0
0 -24 0 0 0
0 0 -24 0 0
0 0 0 -24 0
0 0 0 0 -24

O

9. Das Invertieren von Matrizen

Betrachtet man die Gleichung 5x = 7, so erhält man die Lösungx = 7
5 durch Multipli-

kation beider Seiten mit15 (des Inversen von 5). Wir betrachten das Gleichungssystem

K 2 3
5 -5 O K x

y O = K 12
-20 O

Seien wir nun optimistisch, und stellen wir uns vor, wir haben eine MatrixA = K a b
c d O,

sodass

K a b
c d O K 2 3

5 -5 O = K 1 0
0 1 O .

Für die Lösungen des Gleichungssystems muss dann auch gelten:

A × K 2 3
5 -5 O K x

y O = A × K 12
-20 O

K x
y O = A × K 12

-20 O
Wie bestimmen wir so eine MatrixA? Wir suchen eine MatrixA = K a b

c d O, die

folgende Eigenschaft besitzt:

K a b
c d O K 2 3

5 -5 O = K 1 0
0 1 O .
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Durch Ausmultiplizieren erhalten wir folgendes Gleichungssystem:

2a+ 5b = 1

3a- 5b = 0

2c+ 5d = 0

3c- 5d = 1

Lösen wir dieses, so erhalten wir

K a b
c d O = K 0, 2 0, 12

0, 2 -0, 08 O = 1
25
K 5 3

5 -2 O .
Nun können wir auch die Lösung des ursprünglichen Systems berechnen:

K x
y O = 1

25
K 5 3

5 -2 O K 12
-20 O = K 0

4 O
Somit ist(0, 4) der einzige Kandidat für eine Lösung des Systems. Da(0, 4) auch wirk-
lich Lösung ist, ergibt sich als LösungsmengeL = {(0, 4)}.

DEFINITION 2.14. SeiA einen ´ n-Matrix überR. A heißtinvertierbar, falls es eine
n´ n-Matrix B mit A × B = B × A = En gibt.

SATZ 2.15. Seien A1, A2 invertierbare Matrizen inRn´n. Dann ist auch A1 × A2 inver-
tierbar.

Beweis.SeienA1, A2 Î R
n´n invertierbar. Es gibt daher MatrizenB1, B2, sodassA1×B1 =

B1 ×A1 = En undA2 ×B2 = B2 ×A2 = En. Dann gilt(A1 ×A2) × (B2 ×B1) = A1 × (A2 ×B2) ×B1 =
A1 × En × B1 = A1 × B1 = En. Somit istA1 × A2 invertierbar.à

SATZ 2.16. Sei A eine invertierbare Matrix inRn´n, und sei B so, dass A×B = B×A = En.
Sei C eine Matrix mit A×C = En. Dann gilt B= C.

Beweis.Es giltC = En ×C = (B × A) ×C = B × (A ×C) = B × En = B.à

Zu jeder invertierbaren MatrixA gibt es also genau eine MatrixB mit A ×B = En. Diese
Matrix B kürzen wir mitA-1 ab.

DEFINITION 2.17. SeiA einen ´ n-Matrix. A ist regulär genau dann, wennA inver-
tierbar ist.A ist singulärgenau dann, wennA nicht invertierbar ist.

ÜBUNGSAUFGABEN 2.18.

(1) Zeigen Sie, dass füra, b, c, dÎ Rmit ad ¹ bc die Matrix J a b
c d N invertierbar ist, und dass

J a b
c d N-1

=
1

ad- bc
J d -b
-c a N

gilt.
(2) SeiA einem´m- Matrix, für die es einn Î Nmit An = 0 gibt, und seiE diem´m-Einheitsmatrix. Zeigen Sie, dass

E - A invertierbar ist.Hinweis:Denken Sie beim Auffinden der inversen Matrix an11-x = Ú¥i=0 xi .
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SATZ 2.19. Seien A, BÎ Rn´n invertierbare Matrizen.

(1) A-1 ist invertierbar, und es gilt(A-1)-1 = A.
(2) AT ist invertierbar, und es gilt(AT)-1 = (A-1)T .
(3) A × B ist invertierbar, und es gilt(A × B)-1 = B-1 × A-1.

Beweis.

(1) Es giltA-1 ×A = A×A-1 = En. Also istA-1 invertierbar, undB := A ihre inverse
Matrix.

(2) Es giltA × A-1 = A-1 × A = En. Durch Transponieren erhält man(A-1)T × AT =
AT × (A-1)T = En. Folglich istAT invertierbar, und die inverse Matrix zuAT ist
(A-1)T .

(3) Es gilt(A × B) × (B-1 × A-1) = En und(B-1 ×A-1) × (A ×B) = En. Folglich istA ×B
invertierbar, und die inverse Matrix vonA × B ist B-1 × A-1.

à

Den folgenden Satz werden wir erst später beweisen (Satz 12.22 und Satz 12.23):

SATZ 2.20. Sei AÎ Rn´n, und sei BÎ Rn´n so, dass A×B = En. Dann ist A invertierbar.
Außerdem ist dann B die zu A inverse Matrix.

Wir berechnen jetzt die inverse Matrix vonJ 1 3
2 -4 N durch den Ansatz

J 1 3
2 -4

N × J a b
c d

N = J 1 0
0 1

N.
In[33]:= A = {{1, 3},{2,-4}};

LinearSolve [A, {1, 0}]

Out[33]= 92
5
,
1

5
=

Also a = 0.4, c= 0.2.

In[34]:= A = {{1, 3},{2,-4}};

LinearSolve [A, {0, 1}]

Out[34]= 9 3

10
,-

1

10
=

Also b = 0.3, d = -0.1.

Die FunktionInverse berechnet die inverse Matrix; die Funktion̂(-1) macht
leider etwas ganz anderes.
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In[35]:= A = {{1, 3},{2,-4}};

B = Inverse [A];

MatrixForm [B]

Out[35]= K
2

5

3

10
1

5
-
1

10

O
In[36]:= A.B

Out[36]= {{1,0},{0,1}}

In[37]:= B.A

Out[37]= {{1,0},{0,1}}

In[38]:= Aˆ (-1)

Out[38]= 991, 1
3
=,91

2
,-

1

4
==

In[39]:= A.Aˆ (-1)

Out[39]= 995
2
,-

5

12
=,90, 5

3
==





KAPITEL 3

Lineare Gleichungssysteme

1. Beispiele

Wir betrachten zunächst vier Gleichungssysteme und bestimmen ihre Lösungsmenge.
Dabei geht es uns noch nicht darum, ein Lösungsverfahren fürlineare Gleichungssy-
steme zu entwickeln (das kommt später), sondern nur darum, ein paar typische Phäno-
mene zu beobachten.

(1) Man bestimme alle Paare(x, y) in R2, die sowohl die Gleichungx + y = -1
als auch die Gleichung 3x+2y = -5 erfüllen. Wir suchen also alle Lösungen
des Gleichungssystems

(3.1)
x+ y = -1 (1)

3x+ 2y = -5 (2).

Lösung:WennI x
y M eine Lösung des Gleichungssystems ist, dann giltx+ y =

-1. Daher gilt auch-3x- 3y = 3. Somit ist jede Lösung des Systems (3.1)
auch eine Lösung von

(3.2)
-3x- 3y = 3 (1’)

3x+ 2y = -5 (2).

Wenn-3x-3y = 3 und 3x+2y = -5, dann gilt auch(-3x-3y)+(3x+2y) =
3+ (-5), also-y = -2. Daher mussy = 2 sein. Da aberx+ y = -1 ist, muss
x = -1 - y sein, und daher istx = -3. Daher ist nurI -3

2 M als Lösung des
Gleichungssystems möglich.

Wir probieren nun aus, obI -3
2 M auch wirklich eine Lösung ist. Tatsächlich

gilt -3+ 2 = -1 und 3× (-3) + 2 × 2 = -5. Daher ist die Menge

L = {I -3
2 M}

die Lösungsmenge des Gleichungssystems.
Wir interpretieren dieses Beispiel jetzt geometrisch. Jene PunkteI xy M im

R2, die die Gleichungx+ y = -1 erfüllen, liegen auf einer Geraden (eben auf
der Geraden mit Gleichungx+ y = -1). Jene PunkteI x

y M, die die Gleichung
3x + 2y = -5 erfüllen, liegen auf der Geraden mit Gleichung 3x + 2y =
-5. Die Lösungsmenge des Gleichungssystems enthält alle Punkte, die auf
beiden Geraden liegen. Wenn die beiden Geraden nicht parallel sind, so gibt
es genau einen Punkt, der auf beiden Geraden liegt, nämlich den Schnittpunkt

43



44 3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

der beiden Geraden. Dieser Schnittpunkt ist in diesem Beispiel der PunktI -3
2 M.

(2) Wir suchen alle Lösungen des Gleichungssystems

(3.3)
x+ 3y = -1 (1)

-3x- 9y = 2 (2).

Lösung:WennI x
y M eine Lösung des Gleichungssystems ist, dann giltx+3y =

-1. Daher gilt auch 3x+ 9y = -3. Somit ist jede Lösung des Systems (3.3)
auch eine Lösung von

(3.4)
3x+ 9y = -3 (1’)

-3x- 9y = 2 (2).

Wenn 3x+ 9y = -3 und-3x- 9y = 2, dann gilt auch

(3.5) (3x+ 9y) + (-3x- 9y) = -3+ 2.

Die linke Seite von (3.5) ist aber immer 0. Jede LösungI x
y M des Gleichungs-

systems (3.3) muss also 0= -3 + 2, also 0= -1 erfüllen. Egal welchex, y
man in die Gleichung (3.5) einsetzt: die Gleichung (3.5) kann nie erfüllt sein.

Somit hat das Gleichungssystem (3.3) keine Lösung. Die Lösungsmenge
ist also die leere Menge, also

L = {} = Æ.

Wir interpretieren dieses Beispiel jetzt geometrisch. DieGeradex+ 3y =
-1 hat den NormalvektorI 13 M. Die Gerade-3x-9y = 2 hat den Normalvektor
I -3
-9 M. Der VektorI -3

-9 M ist ein Vielfaches des VektorsI 13 M. Die beiden Geraden
sind also parallel. Zwei parallele Geraden sind entweder identisch, oder sie
haben keinen gemeinsamen Punkt. Da das Gleichungssystem (3.3) unlösbar
ist, haben die beiden Geraden keinen gemeinsamen Punkt; siesind also zwei
verschiedene parallele Geraden.

(3) Wir suchen alle Lösungen des Gleichungssystems

(3.6)
x+ 5y = -4 (1)

-2x- 10y = 8 (2).

Lösung:WennI x
y M eine Lösung des Gleichungssystems ist, dann giltx+5y =

-4. Daher gilt auch 2x+ 10y = -8. Somit ist jede Lösung des Systems (3.6)
auch eine Lösung von

(3.7)
2x+ 10y = -8 (1’)

-2x- 10y = 8 (2).

Wenn 2x+ 10y = -8 und-2x- 10y = 8, dann gilt auch

(3.8) (2x+ 10y) + (-2x- 10y) = -8+ 8.
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Sowohl die linke als auch die rechte Seite der Gleichung (3.8) ist also 0.
Somit ist die Gleichung (3.8) für alleI xy M in R2 erfüllt. Sie liefert also keine
Einschränkung für die Lösungen.

Nicht jeder PunktI x
y M in R2 ist eine Lösung des Systems (3.6). (Der Punkt

I 0
0 M erfüllt nicht einmal die erste Gleichung.) Wir sehen aber, dass jede Lö-

sung der ersten Gleichung von (3.6) auch eine Lösung der zweiten Gleichung
von (3.6) ist: das liegt daran, dass die zweite Gleichung entsteht, wenn man
beide Seiten der ersten Gleichung mit-2 multipliziert. Man kann also die
zweite Gleichung einfach weglassen (sie liefert keine weitere Einschränkung
für x undy), und nur mehr die Lösungen von

x+ 5y = -4

bestimmen. Wir sehen, dass wir für jeden Wert, den wir füry vorgeben, einen
Wert für x erhalten. Wenn wir füry := t setzen, erhalten wir fürx den Wert
x = -4- 5 t. Somit können wir die LösungsmengeL so angeben:

L = {I -4-5t
t M | t Î R}.

Die LösungsmengeL ist also eine Gerade durchI -4
0 M mit Richtungsvektor

I -5
1 M.

Wir interpretieren dieses Beispiel jetzt geometrisch. DieGleichungenx+
5y = -4 und-2x- 10y = 8 werden von denselbenI x

y M erfüllt. Sie beschrei-
ben also die gleiche Gerade. Der Schnitt dieser beiden Geraden miteinander
ist also genau diese eine Gerade. Und wirklich:X = I -4

0 M + t × I -5
1 M ist genau

die Parameterdarstellung der Geradenx+ 5y = -4.
(4) Wir suchen alle Lösungen des Gleichungssystems

(3.9)

3x+ 4y = -1 (1)

5x+ 10y = -5 (2)

2x+ 8y = -6 (3).

Lösung:Wir multiplizieren die Gleichung(1) mit 5, und die Gleichung(2)
mit -3 und erhalten

(3.10)

15x+ 20y = -5 (1’)

-15x- 30y = 15 (2’)

2x+ 8y = -6 (3).

Jede Lösung von(1¢) und(2¢) erfüllt auch

(15x+ 20y) + (-15x- 30y) = -5+ 15,

also-10y = 10, und somity = -1. Wenny = -1, dann muss wegen der
Gleichung(1) gelten:

3x = -1- 4y,

also 3x = -1+ 4, und somitx = 1.
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Die Frage ist, obI 1
-1 M auch wirklich eine Lösung des Gleichungssystems

ist. Wir haben bis jetzt ja nur so begründet, dass für jede Lösung I x
y M des

Gleichungssystemsx = 1 undy = -1 gelten muss. Wir wissen aber noch
nicht, obI 1

-1 M die Gleichungen(1), (2) und(3) erfüllt. So haben wir etwa die
Gleichung(3) beim Ausrechnen vonx undy noch gar nicht verwendet! Wir
müssen also ausprobieren, obI 1

-1 M wirklich alle drei Gleichungen erfüllt. Es
gilt 3 × 1+ 4 × (-1) = -1, 5 × 1+ 10 × (-1) = -5 und 2× 1+ 8 × (-1) = -6. Das
PaarI 1

-1 M erfüllt also wirklich alle drei Gleichungen, und es gilt somit

L = {I 1
-1 M}.

Wir interpretieren dieses Beispiel jetzt geometrisch. Vonden drei Gera-
den, die durch die Gleichungen(1), (2) und(3) beschrieben werden, sind kei-
ne zwei parallel, da kein Normalvektor ein Vielfaches einesanderen Normal-
vektors ist. Alle drei Geraden gehen durch den PunktI 1

-1 M. Die drei Geraden
gehen also “sternförmig” durch den PunktI 1

-1 M.
Das Gleichungssystem (3.6) zeigt, dass die LösungsmengeL eines linearen Gleichungs-
systems nicht leer oder einelementig sein muss, sondern auch eine unendliche Menge
sein kann. Für die Darstellung der LösungsmengeL des Systems (3.6) gibt es zwei
Möglichkeiten:

(1) Implizite Darstellungder Lösung: Jedes Paar(x, y), dasx+5y = -4 erfüllt, ist
auch eine Lösung für das gesamte Gleichungssystem. Die Lösung kann also
in der Form

L = {(x, y) Î R2 | x+ 5y = -4}

geschrieben werden.
(2) Parametrisierte Darstellungder Lösung: Wir können die Lösungsmenge als

L = {(-4, 0) + t × (-5, 1) | t Î R}

schreiben.

Wollen wir nun überprüfen, ob das Paar(3, 4) in der Lösungsmenge liegt, so müssen
wir bei impliziter Darstellung nurx = 3 undy = 4 in x+ 5y einsetzen. Da wir dabei
23 und nicht-4 erhalten, folgt(3, 4) /Î L. Bei parametrisierter Darstellung müssen wir
dazu das Gleichungssystem

-4- 5 t = 3

t = 4

lösen. Aus der Tatsache, dass dieses System keine Lösung besitzt, können wir(3, 4) /Î
L schließen.

Die implizite Darstellung lässt jedoch keine direkte geometrische Interpretation zu,
während man aus der parametrisierten Darstellung sofort erkennt, dass es sich bei der
Lösungsmenge um eine Gerade imR2 mit der Steigung-1

5 handelt.
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Auch andere Kurven imR2 lassen sich sowohl implizit als auch parametrisiert darstel-
len. So ist zum Beispiel der Kreis mit Radius 1 um den Ursprunggegeben durch

K = {(x, y) Î R2 | x2 + y2 = 1}

= {(cost, sint) | t Î R, 0 £ t < 2Π}.

Wir werden uns überlegen, wie wir die Lösungsmenge von einerDarstellungsform in
die andere umrechnen können. Die jeweiligen Übergänge nennt manParametrisieren
(Lösen) bzw. Implizitisieren.

2. Die Lösung von Gleichungssystemen in Staffelform

Wir betrachten das Gleichungssystem

(3.11)

æçççççççççç
è

1 -5 8 2 -2
0 1 -2 -4 2
0 0 0 -16 8
0 0 0 0 0

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

× x =

æçççççççççç
è

-9
5
16
0

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

.

Dieses Gleichungssystem können wir so lösen:x5 können wir beliebig festlegen. Wir
setzen also

x5 = t.

Wir erhalten
-16x4 + 8 t = 16,

also

x4 = -1+
1
2

t.

Dax3 frei wählbar ist, setzen wirx3 aufs.

Dann erhalten wir
x2 = 5+ 2x3 + 4x4 - 2x5,

also

x2 = 5+ 2s- 4+ 2 t - 2 t

x2 = 1+ 2s.

Schließlich
x1 = -2+ 2s+ t.

Also ergibt sich als Lösungsmenge

L = {J -2
1
0
-1
0

N + s × J 2
2
1
0
0

N + t × J
1
0
0
1
2
1

N | s, tÎ R}.



48 3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Die Matrix

æçççççççççç
è

1 -5 8 2 -2
0 1 -2 -4 2
0 0 0 -16 8
0 0 0 0 0

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

ist eine besonders angenehme Koeffizientenmatrix. Sie ist nämlich in Zeilenstaffel-
form. Wir definieren:

DEFINITION 3.1. SeiA einem´ n-Matrix. A ist in Zeilenstaffelform, wenn esr Î N0
und j1, j2,¼, jr Î {1,¼, n} gibt, sodass

(1) jr > j r-1 > × × × > j 1.
(2) Für allei Î {1, 2,¼, r} gilt: A(i, j i) ¹ 0.
(3) Für allei Î {1, 2,¼, r} und für allek Î {1, 2,¼, n}mit k < j i gilt: A(i, k) = 0.
(4) Für allei Î {1, 2,¼, m}mit i > r und für allek Î {1, 2,¼, n} gilt: A(i, k) = 0.

WennA einem´n-Matrix in Zeilenstaffelform ist, undr wie in obiger Definition, dann
treten in der Lösung vonA × x = 0 genaun- r frei wählbare Parameter auf.

ÜBUNGSAUFGABEN 3.2.

(1) Bestimmen Sie die Lösungsmenge des linearen Gleichungssystems

K 2 0 1 -1
0 1 0 2 O × J

x1
x2
x3
x4

N = J 1
0
N.

Geben Sie die Lösungsmenge in parametrisierter Form an.
(2) Bestimmen Sie die Lösungsmenge des linearen Gleichungssystems

K 1 1 1 -1
0 1 0 2 O × J

x1
x2
x3
x4

N = J 1
0
N.

Geben Sie die Lösungsmenge in parametrisierter Form an.
(3) Bestimmen Sie alle Lösungen des folgenden Gleichungssystems:

2x1 - 1x2 + 1x3 - 1x4 + 1x5 = 12

1x2 + 1x3 - 1x4 + 1x5 = 4

1x3 + 0x4 - 1x5 = 14.

(4) Lösen Sie das Gleichungssystem

æççççççç
è

2 5 7 3 2
0 1 0 -1 0
0 0 -1 0 2

ö÷÷÷÷÷÷÷
ø

×

æççççççççççççççç
è

x1
x2
x3
x4
x5

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

=
æççççççç
è

1
-2
0

ö÷÷÷÷÷÷÷
ø

,

und geben Sie die Lösungsmenge parametrisiert an.
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3. Das Gaußsche Eliminationsverfahren

Wenn die Koeffizientenmatrix eines Gleichungssystems Zeilenstaffelform hat, dann
wissen wir bereits, wie wir alle Lösungen des Gleichungssystems bestimmen. Wir
erklären mit einem Beispiel, wie wir sonst vorgehen. Wir betrachten das Gleichungs-
system

(3.12)

æçççççççççç
è

1 -5 8 2 -2
1 -4 6 -2 0
-1 0 2 2 0
5 -8 6 0 -5

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

× x =

æçççççççççç
è

-9
-4
0
-18

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

Wir schreiben uns zunächst das System anders auf.

I 1 -5 8 2 -2 -9
II 1 -4 6 -2 0 -4

III -1 0 2 2 0 0
IV 5 -8 6 0 -5 -18

Wir addieren nun passende Vielfache der Gleichung I zu jederder anderen Gleichun-
gen, sodass in den neuen Gleichungen die Variablex1 nicht mehr vorkommt. Das führt
auf

(3.13)
II ¢ 0 1 -2 -4 2 5 -I + II

III ¢ 0 -5 10 4 -2 -9 I + III
IV ¢ 0 17 -34 -10 5 27 (-5) × I + IV

Nun hat das Gleichungssystem, das aus den Gleichungen I,II,III,IV besteht, die glei-
che Lösungsmenge wie das Gleichungssystem, das aus den Gleichungen I,II’,III’,IV’
besteht.

Das kann man so begründen: wenn ein Tupel(x1, x2, x3, x4, x5) die Gleichungen I und
IV erfüllt, dann erfüllt es auch die Gleichung IV’, die ja eine Linearkombination (=
Summer von Vielfachen) der Gleichungen I und IV ist. Sei nun(x1, x2, x3, x4, x5) ein
Tupel, das die Gleichungen I und IV’ erfüllt. Da IV’ =-5× I + IV, gilt IV = IV’ + 5 × I.
Daher ist die Gleichung IV eine Linearkombination der Gleichungen IV’ und I. Also
muss das Tupel(x1, x2, x3, x4, x5) auch die Gleichung IV erfüllen.

Wir können also anstelle des Gleichungssystems I,II,III,IV das Gleichungssystem
I,II’,III’,IV’ lösen. In den Gleichungen II’, III’, IV’ kom mt die Variablex1 nicht vor.
Also können wir so vorgehen: wir bestimmen die Lösungen(x2, x3, x4, x5) der Glei-
chungen II’, III’, IV’. Für jede dieser Lösungen rechnen wiruns dann aus der Glei-
chung I den Wert vonx1 aus.

Um die Lösungen von II’, III’, IV’ zu bestimmen, addieren wirwieder passende Viel-
fache der Gleichung II’ zu III’ und IV’. Wir erhalten

(3.14)
III ¢¢ 0 0 0 -16 8 16 5× II ¢ + III ¢

IV ¢¢ 0 0 0 58 -29 -58 (-17) × II ¢ + IV ¢
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Nun können wir alle Lösungen(x3, x4, x5) der Gleichungen III” und IV” bestimmen.
Dann können wir für jede Lösung aus II’ den Wert vonx2 bestimmen (und dann aus I
den Wert vonx1).

In den Gleichungen III” und IV” kommtx3 nicht vor. Wenn wir also eine Lösung
(x4, x5) für die Gleichungen III” und IV” finden, dann können wir fürx3 jede beliebige
Zahl einsetzen. Für jede solche Setzung erhalten wir eine Lösung(x3, x4, x5) von III”
und IV”. Wir merken uns:

x3 ist frei wählbar,

sofern es Lösungen(x4, x5) für III” und IV” gibt. Jetzt versuchen wir, alle Lösungen
(x4, x5) von III” und IV” zu finden. Dazu addieren wir ein passendes Vielfaches der
Gleichung III” zur Gleichung IV”. Wir erhalten

(3.15) IV ¢¢¢ 0 0 0 0 0 0 58× III ¢¢ + 16 × IV ¢¢

Alle Lösungen(x5) dieser letzten Gleichung zu finden, ist einfach: wir können jeden
Wert fürx5 einsetzen. Also:

x5 ist frei wählbar.

Setzen wir alsox5 auf t, und schauen wir, welche Werte sich für die anderen Variablen
ergeben.

Aus der Gleichung III” erhalten wir

-16x4 + 8 t = 16,

also

x4 = -1+
1
2

t.

Dax3 frei wählbar ist, setzen wirx3 aufs.

Aus der Gleichung II’ erhalten wir

x2 = 5+ 2x3 + 4x4 - 2x5,

also

x2 = 5+ 2s- 4+ 2 t - 2 t

x2 = 1+ 2s.

Aus der Gleichung I erhalten wir schließlich

x1 = -2+ 2s+ t.

Also ergibt sich als Lösungsmenge

L = {J -2
1
0
-1
0

N + s × J 2
2
1
0
0

N + t × J
1
0
0
1
2
1

N | s, tÎ R}.
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ÜBUNGSAUFGABEN 3.3.

(1) Bestimmen Sie alle Lösungen des Gleichungssystems

x+ 2y+ 3z = -10

-x+ 7y+ 2z = -10

5x- 8y+ 5z = -10.

(2) Bestimmen Sie alle Lösungen des Gleichungssystems

-4x+ 2y+ 3z = 12

-6x+ 3y+ 0z = -18

6x- 3y+ 2z = 34

(3) Bestimmen Sie alle Lösungen des Gleichungssystems

1x+ 0y+ 2z = 16

2x+ 3y- z = -8

0x+ 2y- 3z = -36

(4) Geben Sie die Lösungsmenge des folgenden linearen Gleichungssystems in parametrisierter Form an!

æççççççç
è

-2 -1 0 8
2 -3 8 0
10 -7 24 -16

ö÷÷÷÷÷÷÷
ø

× J x1
x2
x3
x4

N = æççççççç
è

-32
16
112

ö÷÷÷÷÷÷÷
ø

.

(5) Geben Sie die Lösungsmenge des folgenden linearen Gleichungssystems in parametrisierter Form an!

æççççççç
è

-2 -1 8 0
2 -3 0 8
10 -7 -16 -24

ö÷÷÷÷÷÷÷
ø

× J x1
x2
x3
x4

N = æççççççç
è

-16
8
56

ö÷÷÷÷÷÷÷
ø

(6) Ergänzen Sie die Gleichung

3x- 2y+ 5z = 0

so zu einem Gleichungssystem mit drei Gleichungen, dass dasSystem
(a) keine Lösung
(b) genau eine Lösung
(c) genau zwei Lösungen
(d) eine Gerade als Lösungsmenge
(e) eine Ebene als Lösungsmenge

hat.
(7) Für zwei Goldbarren und acht Silbertaler erhalten Sie 69.000.– Schilling, für 7 Barren und 3 Taler 84.000.– Schilling.

Wieviel ist ein Goldbarren wert? Wieviel ist ein Silbertaler wert?
(8) Bestimmen Sie alle Lösungen des Gleichungssystems

æççççççççççç
è

1 5 3
2 10 8
4 20 15
1 6 5

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

× x =

æççççççççççç
è

16
34
67
21

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

.

(9) Bestimmen Sie alle Lösungen des Gleichungssystems

æççççççç
è

1 3 5 2
2 8 14 4
-1 -2 -3 -2

ö÷÷÷÷÷÷÷
ø

× x =
æççççççç
è

3
6
-2

ö÷÷÷÷÷÷÷
ø

.

(10) Lösen Sie folgendes Gleichungssystem, und geben Sie die Lösungsmenge paramtrisiert an!

æççççççç
è

-2 1 0 1
-3 2 2 0
-6 5 8 -3

ö÷÷÷÷÷÷÷
ø

× x =
æççççççç
è

-8
-13
-28

ö÷÷÷÷÷÷÷
ø

.
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4. Einige durchgerechnete Beispiele zum Gauß-Algorithmus

AUFGABE 3.4.
æçççççççççç
è

1 -5 8 2 -2
1 -4 6 -2 0
-1 0 2 2 0
5 -8 6 0 -5

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

× x =

æçççççççççç
è

-9
-4
0
-18

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

In[40]:= << GaussDemo6.m

In[41]:= Gauss [A1, b1]

K
x1 x2 x3 x4 x5 |

1 -5 8 2 -2 | -9
1 -4 6 -2 0 | -4
-1 0 2 2 0 | 0
5 -8 6 0 -5 | -18

O

We use equation (1) of the last system to eliminate x1

K
x2 x3 x4 x5 |

1 -2 -4 2 | 5
-5 10 4 -2 | -9
17 -34 -10 5 | 27

O

We use equation (1) of the last system to eliminate x2

K x3 x4 x5 |

0 -16 8 | 16
0 58 -29 | -58

O
x3 does not appear in any equation.

K x4 x5 |

-16 8 | 16
58 -29 | -58

O
We use equation (1) of the last system to eliminate x4

J x5 |

0 | 0
N

x5 does not appear in any equation.

x5 := t1

We use

J x4 x5 |

-16 8 | 16
N

to compute x4

x4 = -1 + t1

2

x3 := t2
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We use

J x2 x3 x4 x5 |

1 -2 -4 2 | 5
N

to compute x2

x2 = 1 + 2 t2

We use

J x1 x2 x3 x4 x5 |

1 -5 8 2 -2 | -9
N

to compute x1

x1 = -2 + t1 + 2 t2

Out[41]= 9{-2,1,0,-1,0},991,0,0, 1
2
,1=,{2,2,1,0,0}==

AUFGABE 3.5.
æçççççç
è

1 5 7 9
2 10 14 18
3 2 1 0

ö÷÷÷÷÷÷
ø

× x =
æçççççç
è

0
1
1

ö÷÷÷÷÷÷
ø

In[42]:= << GaussDemo6.m

In[43]:= Gauss [A2, b2]

K
x1 x2 x3 x4 |

1 5 7 9 | 0
2 10 14 18 | 1
3 2 1 0 | 1

O

We use equation (1) of the last system to eliminate x1

K x2 x3 x4 |

0 0 0 | 1
-13 -20 -27 | 1

O
We use equation (2) of the last system to eliminate x2

J x3 x4 |

0 0 | 1
N

x3 does not appear in any equation.

J x4 |

0 | 1
N

x4 does not appear in any equation.

The system has no solution

Out[43]= NOSOLUTION
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AUFGABE 3.6.
æçççççççççç
è

1 5 3
2 10 8
4 20 15
1 6 5

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

× x =

æçççççççççç
è

16
34
67
21

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

In[44]:= << GaussDemo6.m

In[45]:= Gauss [A3, b3]

K
x1 x2 x3 |

1 5 3 | 16
2 10 8 | 34
4 20 15 | 67
1 6 5 | 21

O

We use equation (1) of the last system to eliminate x1

K
x2 x3 |

0 2 | 2
0 3 | 3
1 2 | 5

O

We use equation (3) of the last system to eliminate x2

K x3 |

2 | 2
3 | 3

O
We use equation (1) of the last system to eliminate x3

We use

J x3 |

2 | 2
N

to compute x3

x3 = 1

We use

J x2 x3 |

1 2 | 5
N

to compute x2

x2 = 3

We use

J x1 x2 x3 |

1 5 3 | 16
N

to compute x1

x1 = -2

Out[45]= {{-2,3,1},{}}
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AUFGABE 3.7.
æçççççççççç
è

1 5 3
2 10 8
4 20 15
1 6 5

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

× x =

æçççççççççç
è

16
34
68
22

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

In[46]:= << GaussDemo6.m

In[47]:= Gauss [A4, b4]

K
x1 x2 x3 |

1 5 3 | 16
2 10 8 | 34
4 20 15 | 68
1 6 5 | 22

O

We use equation (1) of the last system to eliminate x1

K
x2 x3 |

0 2 | 2
0 3 | 4
1 2 | 6

O

We use equation (3) of the last system to eliminate x2

K x3 |

2 | 2
3 | 4

O
We use equation (1) of the last system to eliminate x3

The system has no solution

Out[47]= NOSOLUTION

AUFGABE 3.8.
æçççççççççç
è

1 2 -3 0 6 7 0
-2 -4 1 0 2 3 0
4 8 1 0 1 -1 0
3 6 -1 0 9 9 0

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

× x =

æçççççççççç
è

5
7
3
15

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

In[48]:= << GaussDemo6.m

In[49]:= Gauss[A5, b5]

K
x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 |

1 2 -3 0 6 7 0 | 5
-2 -4 1 0 2 3 0 | 7
4 8 1 0 1 -1 0 | 3
3 6 -1 0 9 9 0 | 15

O
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We use equation (1) of the last system to eliminate x1

K
x2 x3 x4 x5 x6 x7 |

0 -5 0 14 17 0 | 17
0 13 0 -23 -29 0 | -17
0 8 0 -9 -12 0 | 0

O

x2 does not appear in any equation.

K
x3 x4 x5 x6 x7 |

-5 0 14 17 0 | 17
13 0 -23 -29 0 | -17
8 0 -9 -12 0 | 0

O

We use equation (1) of the last system to eliminate x3

K x4 x5 x6 x7 |

0 67 76 0 | 136
0 67 76 0 | 136

O
x4 does not appear in any equation.

K x5 x6 x7 |

67 76 0 | 136
67 76 0 | 136

O
We use equation (1) of the last system to eliminate x5

J x6 x7 |

0 0 | 0
N

x6 does not appear in any equation.

J x7 |

0 | 0
N

x7 does not appear in any equation.

x7 := t1

x6 := t2

We use

J x5 x6 x7 |

67 76 0 | 136
N

to compute x5

x5 = 136
67 + -

76 t2

67

x4 := t3

We use

J x3 x4 x5 x6 x7 |

-5 0 14 17 0 | 17
N

to compute x3

x3 = 153
67 +

15 t2

67
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x2 := t4

We use

J x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 |

1 2 -3 0 6 7 0 | 5
N

to compute x1

x1 = -2267 +
32 t2

67 - 2 t4

Out[49]= 99 - 22
67

,0,
153

67
,0,

136

67
,0,0=,

9{0,0,0,0,0,0,1},932
67

,0,
15

67
,0,-

76

67
,1,0=,

{0,0,0,1,0,0,0},{-2,1,0,0,0,0,0}==





Teil 2

Mengen und Funktionen





KAPITEL 4

Mengen

1. Eigenschaften von Mengen

Unter einerMengestellen wir uns eine Zusammenfassung von Objekten zu einem
Ganzen vor. Wenn das Objekta zur MengeM gehört, schreiben wir

a Î M.

Zwei MengenA, B sehen wir als gleich an, wenn sie dieselben Elemente enthalten.
Diese Eigenschaft nennt man dasExtensionalitätsaxiomoderAxiom der Umfangsbe-
stimmtheit.

Der BegriffMengewird nicht präzise mathematisch definiert. Vielmehr gibt man eini-
ge Eigenschaften an, die Mengen unserer Vorstellung nach erfüllen sollen. Als Grund-
lage fast aller Teilgebiete der Mathematik haben sich jene Eigenschaften bewährt, die
Ernst Zermelo, Abraham Adolf Fraenkel und Thoralf Skolem von 1907 bis 1929 von
Mengen gefordert haben. Diese Eigenschaften sind dieAxiome der Zermelo-Fraenkel-
Mengenlehre. Die Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre hat sich als ausgezeichnet geeignet
herausgestellt, fast alle Resultate der Mathematik klar darzustellen und zu vermitteln.
Zum anderen sind die Axiome auch theoretisch – in der Logik und der Mengenlehre –
gut untersucht worden, und man hat bis heute keinen Widerspruch in ihnen gefunden.
Wir werden nicht alle Axiome diskutieren, aber zumindest das Extensionalitätsaxiom
explizit angeben.

AXIOM 4.1 (Extensionalitätsaxiom).Seien A, B Mengen. Dann gilt A= B genau dann,
wenn für alle xÎ A auch xÎ B gilt, und für alle xÎ B auch xÎ A gilt.

Insbesondere gilt{1, 2, 3} = {3, 1, 2} = {3, 3, 1, 2, 2}.

DEFINITION 4.2 (Teilmenge). SeienA, BMengen. Dann giltA Í B genau dann, wenn
für allea Î A aucha Î B gilt.

2. Operationen auf Mengen

DEFINITION 4.3. SeienA, BMengen. Dann definieren wir:

AÈ B := {x | x Î A undx Î B},
AÇ B := {x | x Î A oderx Î B}.

AÈ B ist derDurchschnittvonA undB. AÇ B ist dieVereinigungvonA undB.

61
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SATZ 4.4. Seien A, B,C Mengen. Dann gilt:

(1) AÈ B = BÈ A,
(2) AÇ B = BÇ A,
(3) AÇ (BÇC) = (AÇ B) ÇC,
(4) AÈ (BÈC) = (AÈ B) ÈC,
(5) (AÈ B) ÇC = (AÇC) È (BÇC),
(6) (AÇ B) ÈC = (AÈC) Ç (BÈC).

Wir beweisen hier nur die Eigenschaft (5), geben “dafür” aber zwei Beweise an.

Beweis I von Satz 4.4:Es gilt

(AÈ B) ÇC = {x | x Î AÈ B oderx Î C}

= {x | (x Î Aß x Î B) Þ x Î C}.

Außerdem gilt

(AÇC) È (BÇC) = {x | x Î AÇCß x Î BÇC}

= {x | (x Î AÞ x Î C) ß (x Î BÞ x Î C)}.

Wir müssen also nachweisen, dass für allex die Eigenschaft(x Î A ß x Î B) Þ x Î C
genau dann gilt, wenn(x Î A Þ x Î C) ß (x Î B Þ x Î C). Sei dazux fixiert. Wir
beobachten, dass beide Aussagen aus den gleichen drei Aussagena := (x Î A), b :=
(x Î B), undc := (x Î C) zusammengebaut sind. Wir brauchen also nur 8 Fälle zu
untersuchen, je nach dem oba, b, cjeweils wahr oder falsch sind.

a b c aÞ c bÞ c (aÞ c) ß (bÞ c) (aß b) (aß b) Þ c
f f f f f f f f
f f w w w w f w
f w f f w f f f
f w w w w w f w
w f f w f f f f
w f w w w w f w
w w f w w w w w
w w w w w w w w

Wir sehen, dass(aÞ c)ß (bÞ c) º (aß b)Þ c. Somit gilt(x Î Aß x Î B)Þ x Î C genau
dann, wenn(x Î AÞx Î C)ß (x Î BÞx Î C). Also gilt (AÈB)ÇC = (AÇC)È(BÇC).

Beweis II von Satz 4.4:Um zu zeigen, dass

(4.1) (AÈ B) ÇC = (AÇC) È (BÇC),

zeigen wir, dass(AÈB)ÇC Í (AÇC)È(BÇC) und dass(AÈB)ÇC � (AÇC)È(BÇC).
“Í”: Sei x Î (AÈ B) ÇC. Wir wollen zeigen, dassx Î (AÇC) È (BÇC).

Dazu zeigen wir zuerst, dassx Î AÇC. Dax Î (AÈB)ÇC, wissen wir, dassx Î AÈB
oderx Î C.
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ê 1.Fall: x Î AÈ B: Da dannx Î AÈ B, gilt x Î A, und somitx Î AÇC.
ê 2.Fall: x Î C: Dann liegtx in AÇC.

Somit liegtx also inAÇC.

Nun zeigen wir, dassx Î BÇC. Dax Î (AÈ B) ÇC, wissen wir, dassx in AÈ B oder
in C liegt.

ê 1.Fall: x Î AÈ B: Dann giltx Î B, und somitx Î BÇC.
ê 2.Fall: x Î C: Dann liegtx in BÇC.

Somit liegtx also inBÇC.

Daher liegtx also sowohl inAÇC als auch inBÇC, und somit giltx Î (AÇC)È(BÇC).

“�”: Sei x Î (AÇC)È(BÇC). Wir wollen zeigen, dassx Î (AÈB)ÇC. Wir betrachten
dazu zwei Fälle.

ê 1. Fall: x Î C: Dann liegtx auch in(AÈ B) ÇC.
ê 2. Fall: x Ï C: Dax in (AÇC) È (BÇC) liegt, gilt x Î AÇC. Dax Ï C, gilt

alsox Î A. Dax in (AÇC) È (BÇC) liegt, gilt auchx Î BÇC. Da x Ï C,
gilt alsox Î B. Insgesamt gilt alsox Î AÈ B, und somitx Î (AÈ B) ÇC.

à

DEFINITION 4.5. SeienA, BMengen. Dann istB � A definiert durch

B � A := {x | x Î B undx Ï A}.

Dabei stehtx Ï A für (nichtx Î A).

Wenn man nur Mengen betrachtet, die Teilmengen einer MengeU , desUniversums,
sind, so schreibt man auch∁UB für U � B. Es gelten etwa folgende Zusammenhänge:

SATZ 4.6. Seien A, B,C,U Mengen, sodass A, B,C Teilmengen von U sind. Dann gilt:

(1) B � A = BÈ (∁UA),
(2) C � (B � A) = (AÈC) Ç (C � B),
(3) (De Morgansche Regeln)∁U (AÈB) = ∁U(A)Ç∁U(B) und∁U (AÇB) = ∁U (A)È

∁U (B).

Beweis von(2): Es gilt

x Î (C � (B � A)) Û x Î Cß (x Ï B � A)
Û x Î Cß Ø(x Î Bß x Ï A)

Û x Î Cß (x Ï BÞ x Î A)

Û (x Î C ß x Ï B) Þ (x Î Cß x Î A)

Û x Î C � BÞ x Î CÈ A

Û x Î (C � B) Ç (CÈ A).
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Mit Æ bezeichnen wir die leere Menge, die kein Element enthält. Für jede MengeA
gilt Æ Í A undA � A = Æ.

DEFINITION 4.7. SeienA, BMengen. MitADB bezeichnen wir die Menge

ADB := (A � B) Ç (B � A).
ADB heißt diesymmetrische DifferenzvonA undB.

SATZ 4.8. Seien A, B,C Mengen. Es gilt:

(1) ADB = (AÇ B) � (AÈ B).
(2) (ADB)DC = AD(BDC).
(3) ADB = BDA.
(4) ADÆ = A.
(5) ADA = Æ.
(6) (ADB) ÈC = (AÈC)D(BÈC).

DEFINITION 4.9. SeiA eine Menge. Dann ist die MengeP(A), diePotenzmengevon
A, definiert durch

P(A) := {B |B Í A}.

Es gilt etwaP({1, 2}) = {Æ, {1}, {2}, {1, 2}}.

SATZ 4.10. Sei nÎ N, und sei A= {1, 2,¼, n}. Dann hatP(A) genau2n Elemente.

Beweis:Wir beweisen diesen Satz mit Induktion. Sein = 1. Dann giltA = {1} und
P(A) = {Æ, {1}}. Die MengeP(A) hat also genau 2 Elemente. Wir nehmen nun an, dass
n Î N, und dassP({1,¼, n}) genau 2n Elemente hat. Wir berechnen nunP({1,¼, n+
1}). Es gilt

P({1,¼, n, n+ 1}) = {B |B Í {1,¼, n+ 1} ß n+ 1 Î B}

Ç {B |B Í {1,¼, n+ 1} ß n+ 1 Ï B}

= {CÇ {n+ 1} |C Í {1,¼, n}}

Ç {C |C Í {1,¼, n}}.

Die Menge{C |C Í {1,¼, n}} ist die MengeP({1,¼, n}). Nach der Induktionsannah-
me hat diese Menge 2n Elemente. Da verschiedene Teilmengen von{1,¼, n} durch
Hinzufügen vonn+1 verschieden bleiben, hat auch{CÇ {n+1} |C Í {1,¼, n}} genau
2n Elemente. Schließlich haben{C Ç {n + 1} |C Í {1,¼, n}} und {C |C Í {1,¼, n}}
keine Elemente gemeinsam, es gilt daher

{CÇ {n+ 1} |C Í {1,¼, n}} È {C |C Í {1,¼, n}} = Æ.

Also hat ihre Vereinigung 2n + 2n = 2n+1 Elemente. Insgesamt haben wir gezeigt,
dassP({1,¼, n+ 1}) genau 2n+1 Elemente hat; damit ist auch der Induktionsschritt
gelungen.à

Wenn eine MengeA genaun verschiedene Elemente hat (mitn Î N0), so schreiben
wir |A| = n (oder #A = n). Eine solche Menge nennen wir auchn-elementig, und wir
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sagen,n ist die Kardinalität der Menge. Eine Menge, für die es kein solchesn Î N0
gibt, bezeichnen wir alsunendlich. Manchmal schreibt man|A| = ¥. Eine genauere
Unterscheidung zwischen “verschieden großen” unendlichen Mengen werden wir in
Kapitel 11 vornehmen.

Wir halten nun die Kardinalität einiger endlichen Mengen fest.

SATZ 4.11. Seien A, B, A1,¼, An endliche Mengen. Dann gilt:

(1) Wenn AÈ B = Æ, so gilt |AÇ B| = |A| + |B|.
(2) Wenn für alle i, j Î {1,¼, n} mit i ¹ j gilt, dass Ai È A j = Æ, so gilt:
|A1 Ç A2 Ç¼Ç An| = |A1| + |A2| +µ + |An|.

(3) Es gilt |AÇ B| = |A| + |B| - |AÈ B|.

Beweis:Wir beweisen hier nur die Eigenschaft (2). DaA � B undB disjunkt sind, und
AÇ B = (A � B) Ç B, gilt

(4.2) |AÇ B| = |A � B| + |B|.
Nun gilt (AÈB)Ç(A�B) = A und(AÈB)È(A�B) = Æ. Folglich gilt |AÈB|+|A�B| = |A|.
Wenn man nun in Gleichung (4.2)|A � B| durch |A| - |A È B| ersetzt, so erhält man
|AÇ B| = |A| + |B| - |AÈ B|. à

SATZ 4.12. Sei A eine Menge mit n Elementen, und sei iÎ {0,¼, n}. Dann hat A genau
( n

i ) =
n!

i!(n-i)! Teilmengen mit i Elementen.

Beweis:Wir verwenden, dass fürn Î N und i Î {1,¼, n - 1} gilt: ( n
i ) = I n-1

i M +I n-1
i-1 M. Nun zeigen wir den Satz mit Induktion nachn. Für n = 1 sehen wir, dass eine

einelementige Menge genau eine nullelementige und eine einelementige Teilmenge
hat. Sei nunn ³ 2. Für i = 0 sehen wir, dassA genau eine nullelementige Teilmenge,
nämlichÆ, hat. Füri = n hat A genau einen-elementige Teilmenge, nämlichA. Sei
nun i Î {1,¼, n- 1}. Wir wählen ein Elementa ausA. Es gilt

{B |B Í A, |B| = i} = {B |B Í A, |B| = i, a Ï B} Ç {B |B Í A, |B| = i, a Î B}

= {B |B Í A � {a}, |B| = i} Ç {BÇ {a} |B Í A � {a}, |B| = i - 1}.

Nun hat die erste dieser MengenI n-1
i M und die zweiteI n-1

i-1 M Elemente. Somit gilt
|{B |B Í A, |B| = i}| = I n-1

i-1 M + I n-1
i M = ( n

i ). à

Es gibt Mengen, deren Elemente alle Mengen sind. Wir geben jetzt der Vereinigung
aller Elemente einer Menge und dem Durchschnitt aller Elemente einer Menge eine
Abkürzung.

DEFINITION 4.13. SeiA eine Menge, deren Elemente alle Mengen sind. MitæA
oderæ

AÎA

A bezeichnen wir die Menge, die durch

æA = {x | $A Î A : x Î A}
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definiert ist.

Beispiel:æ{{1, 2}, {2, 5}, {1, 5,Æ}} = {Æ, 1, 2, 5},æ{]n, n+1[ | n Î N} =æ
nÎN

]n, n+ 1[ =

{x Î R+ | x ³ 1} � N. Weiters giltæÆ = Æ.

DEFINITION 4.14. SeiA eine nichtleere Menge, deren Elemente alle Mengen sind.
Mit èA oderè

AÎA

A bezeichnen wir die Menge, die durch

èA = {x | "A Î A : x Î A}

definiert ist.

Beispiel:è{{1, 2}, {2, 5}, {2, 6}} = {2},è{]n, n+ 1[ | n Î N} =è
nÎN

]n, n+ 1[ = Æ.



KAPITEL 5

Relationen und Funktionen

1. Geordnete Paare

Als erstes definieren wirgeordnete Paare.

DEFINITION 5.1. Für beliebigea, bdefinieren wir dasgeordnete Paar(a, b) durch

(a, b) := {{a}, {a, b}}.

SATZ 5.2. Für alle a, b, c, d gilt(a, b) = (c, d) genau dann, wenn a= c und b= d.

Beweis:Wenna = c undb = d, so gilt (a, b) = {{a}, {a, b}} = {{c}, {c, d}} = (c, d).

Wir zeigen nun, dass aus(a, b) = (c, d) folgt, dassa = c undb = d. Seien dazua, b, c, d
so, dass(a, b) = (c, d). Wir wissen also, dass{{a}, {a, b}} = {{c}, {c, d}}.

ê 1.Fall: a ¹ b: Wir wissen, dass{c} Î {{a}, {a, b}}. Da{a, b} nicht einelementig
ist, kann nur{c} = {a} gelten. Dann gilta = c. Somit gilt also{{a}, {a, b}} =
{{a}, {a, d}}. Da {a, b} ¹ {a}, muss{a, b} = {a, d} gelten. Somit giltb Î {a, d},
und folglichb = d.
ê 2.Fall: a = b: Dann gilt {{a}} = {{c}, {c, d}}. Also gilt {c, d} = {a}, und somit

c = d = a. Also gilt a = c undd = b.

DEFINITION 5.3. SeienA, B Mengen. Wir definierenA ´ B, daskartesische Produkt
von A und B, durch

A´ B := {(a, b) | aÎ A undbÎ B}.

SATZ 5.4. Seien A, B, X,Y Mengen. Dann gilt

(1) (AÇ B) ´ X = (A´ X) Ç (B´ X),
(2) (AÈ B) ´ (X ÈY) = (A´ X) È (B´Y),
(3) Æ ´ B = Æ.
(4) Wenn Á B = Æ, so gilt A= Æ oder B= Æ.

2. Relationen

DEFINITION 5.5. SeienA, BMengen. Jede Teilmenge vonA´ B heißt auchRelation
von A nach B.

67
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Beispiele: SeiA := {W,N,O,S,T,V,B,St,K} die Menge der neun österreichischen Bun-
desländer, und seiB := {Donau, Inn, Traun}. Wir definieren eine RelationR durch

R := {(a, b) Î A´ B | a besitzt einen Teil des Ufers vonb}.

Wir erhaltenR= {(W, Donau), (N, Donau), (O, Donau), (T, Inn), (O, Inn), (St, Traun), (O, Traun)}.
Für (a, b) Î R schreiben wir aucha R b.

SeiA := R undB := Z. Wir definieren eine RelationΡ durch

aΡ b :Û a Î [b, b+ 1[

für a Î A, b Î B. Dann gilt zum Beispiel(Π, 3) Î Ρ, (
0

2, 1) Î Ρ. Es gilt alsoΡ =
{(r, n) Î R ´ N | n £ r < n + 1}.

Sei nunA := N undB := N. Wir definieren eine RelationK durch

(a, b) Î K :Û $c Î N0 : a+ c = b

für a Î A, b Î B. Wir sehen, dassK = {(x, y) Î N ´ N | x £ y}. K ist also die “kleiner-
gleich”-Relation.

Nun definieren wir eine Relationº5 vonZ nachZ durch

a º5 b :Û $c Î Z : 5 × c = b- a.

Es gilt also
º5 = {(a, b) Î Z ´Z | b- a ist Vielfaches von 5}.

3. Funktionen

DEFINITION 5.6. SeienA, BMengen, und seiReine Relation vonA nachB. R ist eine
funktionale Relation von A nach B, wenn es für allea Î A genau einbÎ B gibt, sodass
(a, b) Î R.

Beispiele: SeienA := {1, 2, 3}, B := {a, b, c}, R := {(1, a), (2, c), (3, c)}. Dann istR eine
funktionale Relation vonA nachB.

SeiA := R, B := R, f := {(r, sin(r)) | r Î R}. Dann ist f eine funktionale Relation von
R nachR.

SeiA := R, B := R, g := {(sin(r), r) | r Î R}. Dann istgkeine funktionale Relation von
R nachR, da es keiny Î R gibt, sodass(-2, y) Î R.

Sei A := [-1, 1], B := R, h := {(sin(r), r) | r Î R}. Dann isth keine funktionale
Relation vonA nachR, da(0, 0) Î h und(0,Π) Î h. Somit gibt es füra := 0 mehr als
ein bÎ R, sodass(a, b) Î h.

DEFINITION 5.7. SeienA, BMengen, und seif eine funktionale Relation vonA nach
B. Füra Î A bezeichnen wir mitf (a) dann jenesbÎ B, für das(a, b) Î f .
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Funktionale Relationen vonA nachB bezeichnen wir auch einfach alsFunktionen
von A nach B. Funktionen kann man auf verschiedene Arten angeben. Wir betrachten
einige gebräuchliche Varianten für die Quadratfunktionq auf den ganzen Zahlen.

(1) Direkt als Menge:q := {(x, x2) | x Î Z}. Die Menge kann natürlich auch
anders angegeben werden, zum Beispiel durchq := {(x, y) Î Z ´Z | y = x2}.

(2) Durch eine Zuordnungsvorschrift:

q : Z � Z

x S� x2 .

Man liest das als “q ist eine Funktion vonZ nachZ, die jedesx in Z auf x2

abbildet.
(3) Durch Angabe des Funktionswerts, also etwa so:q : Z ® Z, q(z) := z2 für

zÎ Z. (Lies:“q ist eine Funktion vonZ nachZ, undq(z) ist gleichz2 für alle
zÎ Z.”

Egal, welche der drei Varianten man wählt:q ist dadurch jedesmal als die gleiche
Teilmenge vonZ ´ Z definiert. Die Schreibweisef : A ® B bedeutetf ist eine
Funktion von A nach B, also einfachf ist eine funktionale Relation von A nach B.

DEFINITION 5.8 (Einschränkung). SeienA, B Mengen, seiT eine Teilmenge vonA,
und seif eine Funktion vonA nachB. Mit f |T bezeichnen wir die Funktion, die durch

f : T � B
t S� f (t)

gegeben ist. Sie heißtEinschränkung von f auf T.

Es gilt alsof |T = {(x, y) Î f | x Î T}.

DEFINITION 5.9. SeienA, BMengen. MitBA bezeichnet man die Menge aller Funkti-
on vonA nachB. Genauer:

BA := { f Î P(A´ B) | f : A® B}.

SATZ 5.10. Seien n, mÎ N, und sei A= {1,¼, m}, B := {1,¼, n}. Dann hat BA genau
nm Elemente.

4. Definitions- und Wertebereich

DEFINITION 5.11. SeienA, BMengen, und seif eine Funktion vonA nachB. Dann ist
A auch derDefinitionsbereichvon f . DerWertebereichvon f ist die Menge{ f (a) | a Î
A}.

Der Wertebereich einer Funktion enthält also jene Elementein B, die tatsächlich als
Funktionswert auftreten.
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DEFINITION 5.12. SeienA, B Mengen, und seif eine Funktion vonA nachB. Sei
T Í A. Dann bezeichnen wir mitf [T] dasBild von T unter f, das wir mit

f [T] = { f (t) | t Î T}

definieren.

Wenn keine Verwechslungen möglich sind, so schreibt man auch f (T) anstelle von
f [T]. Für die Sinusfunktion sin vonR nachR ist der Wertebereich also das Intervall
[-1, 1]. Außerdem gilt sin[{n × Π4 | n Î N}] = {-1,-

0
2

2 , 0,
0

2
2 , 1}.

SATZ 5.13. Seien A, B Mengen, und sei f eine Funktion von A nach B. Seien C,D Í A.
Dann gilt

(1) f (CÇ D) = f (C) Ç f (D),
(2) f (CÈ D) Í f (C) È f (D).

DEFINITION 5.14. SeienA, BMengen, und seif eine Funktion vonA nachB.

(1) Die Funktionf ist injektiv, wenn

"x, yÎ A : f (x) = f (y) Þ x = y

gilt.
(2) Die Funktion f ist surjektiv auf B, wenn es für alleb Î B ein a Î A gibt,

sodassf (a) = b.
(3) Die Funktionf ist bijektiv von A nach B, wenn sie injektiv und surjektiv ist.

Die Funktion f ist also injektiv, wenn es keinx, yÎ A mit x ¹ y und f (x) = f (y) gibt.

SATZ 5.15. Seien A, B Mengen, und sei f eine Funktion von A nach B. Sei

g := {(b, a) Î B´ A | (a, b) Î f }.

Dann sind äquivalent:

(1) g ist eine Funktion von B nach A.
(2) f ist eine bijektive Funktion von A nach B.

Beweis:(2)Þ(1): SeibÎ B. Wir zeigen, dass es genau eina Î A gibt, sodass(b, a) Î g.
Da f bijektiv ist, gibt es eina Î A mit f (a) = b, also mit(a, b) Î f . Dann gilt(b, a) Î g,
und wir haben ein geeignetesa Î A gefunden. Wir zeigen nun, dass es höchstens ein
a Î A mit (b, a) Î g gibt. Seiena1, a2 Î A so, dass(b, a1) Î g und (b, a2) Î g.
Dann gilt (a1, b) Î f und (a2, b) Î f , alsob = f (a1) = f (a2). Da f injektiv ist,
gilt a1 = a2. (1)Þ(2): Wir zeigen als erstes, dassf injektiv ist. Seiena1, a2 Î A mit
f (a1) = f (a2). Also gilt (a1, f (a1)) Î f und (a2, f (a2)) Î f , und somit( f (a1), a1) Î g
und( f (a2), a2) Î g. Dageine Funktion ist, muss wegenf (a1) = f (a2) also aucha1 = a2
gelten. Somit istf injektiv. Wir zeigen nun, dassf surjektiv ist. Sei dazub Î B. Dag
eine Funktion ist, gibt es eina Î A mit (b, a) Î g. Somit gilt (a, b) Î f , und folglich
f (a) = b. Also liegtb im Wertebereich vonf . Somit ist f surjektiv.à
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DEFINITION 5.16. SeienA, B Mengen, und seif eine bijektive Funktion vonA nach
B. Die Funktiong : B ® A mit g = {(b, a) Î B ´ A | f (a) = b} heißtdie zu f inverse
Funktion, und wird mit f -1 abgekürzt.

Die gleiche Schreibweise,f -1, verwendet man auch für etwas anderes:

DEFINITION 5.17. SeienA, B Mengen, und seif eine Funktion vonA nachB. Sei
D Í B. Dann bezeichnet man mitf -1[D] (oder f -1(D)) die Menge, die durch

f -1[D] := {a Î A | f (a) Î D}

gegeben ist, und man nenntf -1[D] dasUrbild von D unter f.

5. Familien und Folgen

Wir können es bestimmt nicht besser formulieren als P. Halmos [Halmos, 1976, S.
48].

Gelegentlich wird der Wertebereich einer Funktion für wichtiger ge-
halten als die Funktion selbst. In einem solchen Falle werden Termi-
nologie und Notation stark verändert. Sei zum Beispielx eine Funk-
tion von einer MengeI in eine MengeX. [¼ ] Wir wollen jetzt ein
Element des DefinitionsbereichesI einenIndexund I selbst dieIn-
dexmengenennen; der Wertebereich der Funktionx soll indizierte
Mengeund die Funktion selbstFamilie heißen; der Wert der Funk-
tion an einer Stellei, Termder Familie genannt, wird (anstelle von
x(i)) nunxi geschrieben.

DEFINITION 5.18. SeienI, X Mengen, und seix eine Funktion vonI nachX. Wir
schreibenxi für x(i). Wir definieren nunXxi | i Î I \ durch

Xxi | i Î I \ := {(i, xi) | i Î I }.

Es gilt alsox = Xxi | i Î I \.
FürXxi | i Î I \ schreibt man auch(xi)iÎI . Etwas allgemeiner schreibt man für eine Funk-
tion f vonA nachB und eine TeilmengeC vonA auch

X f (c) | c Î C\ oder( f (c))cÎC

für die Menge{(c, f(c)) | c Î C}.

DEFINITION 5.19. SeiA eine Menge, sein Î N, und seiena1,¼, an Î A. Mit dem
n-TupelXa1,¼, an\meinen wir die FamilieXai | i Î {1,¼, n}\.
Ein n-TupelXa1,¼, an\ sehen wir also als eine mit der Indexmenge{1,¼, n} indizierte
Familie an. Dasn-TupelXa1,¼, an\ schreiben wir auch als(a1,¼, an); dass jetzt(a, b)
zwei verschiedene (aber in der Praxis sehr ähnliche) Bedeutungen haben kann, stört
meist nicht.
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DEFINITION 5.20. SeiA eine Menge, und sein Î N. Mit An bezeichnen wir die Menge
allern-Tupel ausA, also

An := {Xa1,¼, an\ | a1,¼, an Î A} = { f | f : {1,¼, n} ® A}.

DEFINITION 5.21. Sei(Xi)iÎI eine mitI indizierte Familie von Mengen. Dann ist

ä
iÎI

Xi := {x : I ®æ{Xi | i Î I } | "i Î I : x(i) Î Xi}

= {(xi)iÎI | (xi)iÎI ist eine Familie mit"i Î I : xi Î Xi}.

Wenn alleXi die gleiche MengeX sind, erhält manÕiÎI Xi = XI . Die Menge der reellen
Zahlenfolgen ist also zum Beispiel genau die MengeRN.

Jetzt können wir noch ein Axiom der Mengenlehre angeben, dasnicht aus den anderen
Axiomen der Mengenlehre folgt. Es hat so überraschende Konsequenzen, dass man
seine Verwendung, im Unterschied zur Verwendung der anderen Axiome der Mengen-
lehre, manchmal explizit macht, und etwa schreibt: “unter Verwendung des Auswahl-
axioms gilt”.

AXIOM 5.22 (Auswahlaxiom).Sei I eine Menge, und sei(Xi)iÎI eine Familie von Men-
gen. Wir nehmen an, dass für alle iÎ I die Menge Xi nicht leer ist. Dann ist auchÕiÎI Xi
nicht leer.

In einer anderen Formulierung:

Sei (Xi)iÎI eine Familie von nichtleeren Mengen. Dann gibt es eine
Funktion f mit DefinitionsbereichI , sodass für allei Î I : f (i) Î Xi
gilt.

Ein solchesf heißt auchAuswahlfunktion; daher der NameAuswahlaxiom.

Im Jahr 1937 zeigte K. Gödel: wenn die üblichen Axiome der Mengenlehre wider-
spruchsfrei sind, so sind auch die Axiome zusammen mit dem Auswahlaxiom wider-
spruchsfrei. Das Auswahlaxiom bringt also keine “neuen” Widersprüche.

Im Jahr 1963 zeigte P. Cohen, dass man auch das Gegenteil des Auswahlaxioms, also
die Existenz einer Familie nichtleerer Mengen, für die es keine Auswahlfunktion gibt,
annehmen kann, ohne dadurch neue Widersprüche zu erhalten.Wenn also die üblichen
Axiome der Mengenlehre widerspruchsfrei sind, so sind auchdie Axiome zusammen
mit der Negation des Auswahlaxioms widerspruchsfrei.

Das Auswahlaxiom ist also unabhängig von den anderen Axiomen der Mengenlehre;
seine Wahrheit wird von den anderen Axiomen nicht bestimmt.Legt man nur die übli-
chen Axiome der Mengenlehre zu Grunde, liegt das Auswahlaxiom also im “gesetzlich
nicht geregelten Raum”.

Wir werden das Auswahlaxiom als gültig voraussetzen.
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ÜBUNGSAUFGABEN 5.23.

(1) (Funktionen) Für eine Funktionf : X ® Y undA Í X schreiben wirf [A] für { f (a) | a Î X}. Für welche Funktionen
gilt, dass für alle TeilmengenA, Bvon X die Mengef [AÈ B] gleich f [A] È f [B] ist?

6. Hintereinanderausführung von Funktionen

DEFINITION 5.24. SeienA, B,CMengen, seif eine Funktion vonA nachB, und seig
eine Funktion vonB nachC. Wir definiereng ë f durch

g ë f : A � C
a S� g( f (a)).

Die Funktiong ë f heißt dieHintereinanderausführungoderfunktionale Komposition
von f undg. Man spricht “g nach f ” für g ë f .

SATZ 5.25 (Assoziativität der Hintereinanderausführung).Seien A, B,C, D Mengen,
und sei f : A® B, g: B® C, h : C® D. Dann gilt(h ë g) ë f = h ë (g ë f ).

SATZ 5.26 (Hintereinanderausführung und inverse Funktion).Seien A, B Mengen, sei
f eine bijektive Funktion von A nach B, und sei f-1 := {(b, a) Î B´ A | (a, b) Î f } die
zu f inverse Funktion. Dann gilt f-1

ë f = idA und f ë f -1 = idB.

Beweis:Sei a Î A. Dann gilt (a, f(a)) Î f , und somit( f (a), a) Î f -1. Also gilt
f -1( f (a)) = a. Sei nunbÎ B, und seia Î A so, dassf (a) = b. Dann gilt(a, b) Î f und
somit(b, a) Î f -1. Also gilt b = f (a) = f ( f -1(b)). à

SATZ 5.27. Seien A, B,C Mengen, sei f eine Funktion von A nach B, und sei g eine
Funktion von B nach C.

(1) Wenn gë f surjektiv auf C ist, so ist auch g surjektiv auf C.
(2) Wenn gë f injektiv ist, so ist auch f injektiv.

Mit idA bezeichnen wir die Funktion vonA nachA mit idA(x) = x für allex Î A.

SATZ 5.28. Seien A, B Mengen, sei f eine Funktion von A nach B, und seien l,r Funk-
tionen von B nach A. Wenn lë f = idA und f ë r = idB, so ist f bijektiv, und es gilt
l = r = f -1.

Beweis:Nach Satz 5.27 istf bijektiv. Es gilt alsol = l ë idB = l ë( f ë f -1) = (l ë f )ë f -1 =
idA ë f -1 = f -1 undr = idA ë r = ( f -1

ë f ) ë r = f -1
ë ( f ë r) = f -1

ë idB = f -1. à

SATZ 5.29. Seien A, B,C Mengen, sei f eine bijektive Funktion von A nach B, und sei
g eine bijektive Funktion von B nach C. Dann ist gë f eine bijektive Funktion von A
nach C, und es gilt(gë f )-1 = f -1

ë g-1.
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KAPITEL 6

Unterräume desRn

1. Die Definition eines Unterraums

Mengen, mit denen man so rechnen kann wie mit Vektoren, werden wir als Vektor-
räumebezeichnen. Wir behandeln zunächst den für die Geometrie wichtigsten Vektor-
raum, nämlichR3, und, in Verallgemeinerung davon, für jedesn Î N den Vektorraum

Rn = {

æçççççççççç
è

x1
x2
¶

xn

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

| x1, x2,¼, xn Î R}.

Für einen Vektorx Î Rn und i Î {1, 2,¼, n} schreiben wirx(i), x[i], undxi für den
i-ten Eintrag vonx.

Manche Teilmengen desRn sind abgeschlossen bezüglich der Addition von Vekto-
ren und der Multiplikation mit reellen Zahlen. Solche Teilmengen bezeichnen wir als
UnterräumedesRn.

DEFINITION 6.1. T Í Rn ist UnterraumdesRn :Û

(1) Die MengeT enthält zumindest ein Element.
(2) Für alleΛ Î R und für allet Î T gilt Λ t Î T.
(3) Für alles, tÎ T gilt s+ t Î T.

Wir geben einige Beispiele von Unterräumen desRn :

BEISPIELE 6.2.

(1) T1 = {(x, y) Î R2 | 2x- 3y = 0} ist Unterraum desR2. Begründung: Wegen
(0, 0) Î T1 ist die MengeT1 nicht leer. Sei(u, v) Î T1 und Λ Î R. Dann
gilt 2 u- 3v = 0 und damit 2(Λ u) - 3 (Λ v) = 0, also giltΛ × (u, v) Î T1. Für
(u1, v1), (u2, v2) Î T1 gilt 2 × (u1+u2)-3× (v1+v2) = 2u1-3v1+2u2-3v2 = 0,
also ist(u1, v1) + (u2, v2) Î T1.

Damit haben wir gezeigt, dassT1 ein Unterraum desR2 ist.
(2) T2 = {(x, y) Î R2 | 3x+ 2y = 1} ist kein Unterraum desR2, denn(1,-1) Î T2,

aber 2× (1,-1) /Î T2.
(3) T3 = {(x, y, z) Î R3 | es gibts, tÎ R, sodass(x, y, z) = s×(1,-2, 4)+t ×(0, 1, 8)}

ist ein Unterraum desR3.

77
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(4) T4 = {(0, 0)} ist Unterraum desR2.
(5) T5 = {(0, 1)} ist kein Unterraum desR2, da 2× (0, 1) /Î T5.

ÜBUNGSAUFGABEN 6.3.

(1) Vervollständigen Sie die folgenden Begründungen dafür, dass die Menge

T = {I xy M | es gibtΑ Î R, sodassI xy M = Α × I -2
1 M}

die Unterraumeigenschaften (V1) und (V2) erfüllt.
(a) T ist nicht die leere Menge, weil .
(b) Für alle Λ Î R und t Î T liegt Λ × t in T : Wir fixieren t ausT und Λ Î R. Wir wollen zeigen, dass

in liegt. Dat in T liegt, gibt es einΑ Î R, sodasst = Α × I -2
1 M. Um zu

zeigen, dassΛ × t in T liegt, müssen wir einΑ¢ Î R finden, sodass

Λ × t = Α¢ × .

Nun wissen wir, dasst = Α × I -2
1 M ist. Daher giltΛ × t = . Das heißt, dass für

Α¢ = gilt:
Λ × t = Α¢ × I -2

1 M.
Daher liegt auch in T.

(2) Welche der folgenden Mengen sind Unterräume des VektorraumesR2? Geben Sie jeweils an, welche Unterraumei-
genschaften erfüllt sind.

(a) {I xy M Î R2 |3x+ 2y = 0}.
(b) {I xy M Î R2 |3x+ 2y = 1}.

(3) Welche der folgenden Mengen sind Unterräume des VektorraumesR2? Geben Sie jeweils an, welche Unterraumei-
genschaften erfüllt sind.

(a) {I xy M Î R2 | $Λ Î R : I xy M = Λ × I 13 M}.
(b) {I xy M Î R2 | $Λ Î R : I xy M = I -4

-12M + Λ × I 13 M}.
(4) Welche der folgenden Mengen sind Unterräume des VektorraumesR2? Geben Sie jeweils an, welche Unterraumei-

genschaften erfüllt sind.
(a) {I xy M Î R2 | x+ 3y £ 0}.
(b) {I xy M Î R2 | x4 + y2 = 0}.

(5) Zeigen Sie: Wenn ein Unterraum desRn (Rn als Vektorraum überR) zwei Punkte enthält, so enthält er bereits die
gesamte Verbindungsgerade.

Die Lösungsmenge eines linearen Gleichungssystems mit rechter Seite= 0 ist immer
ein Unterraum.

SATZ 6.4. Seien m, nÎ N, und sei A eine ḿ n-Matrix. Dann ist die Lösungsmenge
des Gleichungssystems A× x = 0 ein Unterraum desRn.

Beweis.SeiU = {x Î Rn |A × x = 0}.

(1) Wegen 0Î U istU nicht die leere Menge.
(2) Seix Î U,Λ Î R. Dann gilt 0= Λ (A × x) = A × (Λ x), alsoΛ x Î U .
(3) Seienu, vÎ U . Dann giltA × (u+ v) = A × u+ A × v = 0, d.h.u+ v Î U .

Somit istU ein Unterraum desRn. à

AUFGABE 6.5. Wir bestimmen diesen Unterraum für die MatrixA = K 1 0 2
0 1 3 O. Als

Lösungsmenge vonA × x = 0 erhalten wir

L = {(-2 t,-3 t, t) | t Î R}.
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2. Die lineare Hülle von Vektoren

DEFINITION 6.6. SeimÎ N0, und seienv1,¼, vm Î R
n. Die Menge

L(v1,¼, vm) := {
mâ

i=1

Λi × vi | Λ1,¼,Λm Î R}

heißt dielineare Hülleder Vektorenv1,¼, vm.

L(I 3
2 M) ist also die Gerade imR2, die durchI 00 M undI 64 M geht.L( ) definiert man als{

×
0}.

Die lineare Hülle vonv1,¼, vm ist der kleinste Unterraum, derv1,¼, vm enthält:

SATZ 6.7. Sei mÎ N0, n Î N, und seien v1,¼, vm Vektoren imRn. Dann gilt

(1) L(v1,¼, vm) ist ein Unterraum desRn.
(2) Sei M ein Unterraum der v1,¼, vm enthält. Dann gilt L(v1,¼, vm) Í M.

Wollen wir etwa überprüfen, ob z.B.(3, 0, 1) in der linearen Hülle von(2, 1,-3) und
(7, 2,-5) liegt, müssen wir ein Gleichungssystem lösen:

Λ1 ×
æçççççç
è

2
1
-3

ö÷÷÷÷÷÷
ø

+ Λ2 ×
æçççççç
è

7
2
-5

ö÷÷÷÷÷÷
ø

=
æçççççç
è

3
0
1

ö÷÷÷÷÷÷
ø

,

das heißt
æçççççç
è

2 7
1 2
-3 -5

ö÷÷÷÷÷÷
ø

K Λ1
Λ2
O = æçççççç

è

3
0
1

ö÷÷÷÷÷÷
ø

.

Lösen wir dieses System, so erhalten wirΛ1 = -2 undΛ2 = 1. Also ist (3, 0, 1) eine
Linearkombination von(2, 1,-3) und (7, 2,-5), und liegt somit in der linearen Hülle
dieser beiden Vektoren.

SATZ 6.8. Seien m, nÎ N, seien b1, b2,¼, bm Vektoren imRn, und seiB = (b1, b2, . . . , bm)
die Matrix mit den Vektoren b1, b2,¼, bm als Spaltenvektoren. Dann liegt v genau dann
in L(b1,¼, bm), wenn das GleichungssystemB × x = v eine Lösung xÎ Rm hat.

ÜBUNGSAUFGABEN 6.9.

(1) Liegt I 2
-1 M in der linearen Hülle vonI 00 M, I 12 M, I -2

-4 M?
(2) Liegt I 1

-5 M in der linearen Hülle vonI 12 M, I 13 M, I 14 M?
(3) Testen Sie, obJ 7

-2
-2
N in der linearen Hülle vonJ 1

0
-2
N, J -2

0
4
N, J 3
-1
0
N) liegt.

Sei nunn Î N eine natürliche Zahl, und seiM eine (möglicherweise unendliche)
Teilmenge vonRn. Wir definieren die lineare Hülle vonM als

L(M) = {
k

â
i=1

Λi ×mi | k Î N0, Λ1, . . . ,Λk Î R, m1,¼, mk Î M}.
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Die lineare Hülle vonM ist also die Menge aller Linearkombinationen endlich vieler
Vektoren ausM.

DEFINITION 6.10. Für einem´ n-Matrix A mit Einträgen ausR definieren wir ih-
ren Zeilenraum Z(A) als die lineare Hülle der Zeilen vonA. Der Zeilenraum ist ein
Unterraum vonRn.

Den Spaltenraum S(A) definieren wir als die lineare Hülle der Spalten vonA. Der
Spaltenraum ist ein Unterraum vonRm.

DenNullraum N(A) definieren wir als die Lösungsmenge des Gleichungssystems
A × x = 0. Er ist ein Unterraum desRn.

3. Die lineare Unabhängigkeit von Vektoren

DEFINITION 6.11. Seienm, n Î N, und seienv1,¼, vm in Rn. Die Folge(v1,¼, vm)
heißtlinear unabhängig, wenn für alleΛ1,¼,Λm Î Rmit

mâ
i=1

Λi × vi = Λ1 × v1 +µ + Λm × vm = 0

gilt, dass alleΛi = 0 sind.

Man sagt dann oft auch einfach, dass die Vektorenv1,¼, vm linear unabhängig sind.
Als Spezialfall definiert man noch fürm = 0, dass die Folge() aus 0 Vektoren immer
linear unabhängig ist.

Vektorenv1,¼, vm, die nicht linear unabhängig sind, nennt manlinear abhängig. Die
Folge(v1, . . . , vm) ist also genau dann linear abhängig, wenn es(Λ1,¼,Λm) ¹ (0,¼, 0)
gibt, sodassÚm

i=1 Λi × vi = 0.

AUFGABE 6.12. Sind(3, 2) und(1, 3) linear unabhängig ?

Lösung.Wir betrachten

Λ1 × K 3
2 O + Λ2 × K 1

3 O = K 3 1
2 3 O K Λ1

Λ2
O = K 0

0 O .
Dieses System besitzt nur die Lösung(0, 0). Daher sind die beiden Vektoren linear
unabhängig.

AUFGABE 6.13. Sind(3, 2), (1, 4) und(5, 3) linear unabhängig ?

Lösung.Hier erhalten wir

Λ1 × K 3
2 O + Λ2 × K 1

4 O + Λ3 × K 5
3 O = K 3 1 5

2 4 3 O
æçççççç
è

Λ1
Λ2
Λ3

ö÷÷÷÷÷÷
ø

= K 0
0 O .
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Eine Lösung des Gleichungssystems istΛ1 = -1.7, Λ2 = 0.1 undΛ3 = 1. Die drei
Vektoren sind also linear abhängig.

SATZ 6.14.Seien m, nÎ N, seien b1, b2,¼, bm Vektoren imRn, und seiB = (b1, b2, . . . , bm)
die Matrix mit den Vektoren b1, b2,¼, bm als Spaltenvektoren. Dann sind(b1, b2,¼, bm)
genau dann linear abhängig, wenn das SystemB × x = 0 eine Lösung x¹ 0 hat.

SATZ 6.15. Sei m³ 1 und seien b1,¼, bm Î R
n. Die folgenden zwei Aussagen sind

äquivalent:

(1) (b1,¼, bm) ist linear abhängig.
(2) Es gibt ein kÎ {1,¼, m}, sodass bk in L(b1,¼, bk-1) liegt.

SATZ 6.16. Sei mÎ N0, sei nÎ N, und seien v1,¼, vm, v Î Rn. Wir nehmen an, dass
v1,¼, vm linear unabhängig sind. Dann sind äquivalent:

(1) v Î L(v1,¼, vm).
(2) (v1,¼, vm, v) ist linear abhängig.

ÜBUNGSAUFGABEN 6.17.

(1) Zeigen Sie, dass die Vektoren(J 1
4
-2
N, J 01

2
N, J 3

10
-10
N) linear abhängig sind, indem Sie eine Linearkombination finden, bei

der nicht jeder Vektor 0 mal genommen wird, und die trotzdem den Nullvektor ergibt.
(2) Testen Sie jeweils, ob folgende Mengen von Vektoren linear abhängig sind. Finden Sie, falls die Vektoren linear

abhängig sind, eine Linearkombination, die den Nullvektorergibt, und bei der nicht jeder Vektor 0 mal genommen
wird.

(a) I 12 M, I 13 M, I 14 M.
(b) J 00

0
N, J 1

2
-2
N, J -1

2
2
N.

(3) SindJ 3
4
-5
N, J -2

0
1
N, J 16

8
-25
N linear abhängig?

(4) Sind die Vektoren(J 1
4
-2
N, J 01

2
N, J 3

10
-8
N) linear abhängig?

(5) Geben Sie einen Vektorv Î R2 an, sodassI -1
3 M undv linear abhängig sind.

(6) Finden Sie drei Vektorena, b, cÎ R3, sodass(b, c) linear unabhängig und(a, b, c) linear abhängig sind.
(7) Vervollständigen Sie die Begründung für folgende Aussage.

Seienv1, v2, w Î Rn so, dassw in der linearen Hülle vonv1 undv2 liegt. Dann sind(v1, v2, w) linear
abhängig.

Begründung:Daw in der linearen Hülle vonv1 undv2 liegt, gibt esΛ1,Λ2 Î R, sodass

w = .

Daher gilt

Λ1 × v1 + Λ2 × v2 + = 0.

Das ist eine Linearkombination, die 0 ergibt, obwohl nicht jeder Vektor mal genommen
wurde. Daher sind(v1, v2, w) .

4. Basen eines Vektorraums

4.1. Definition.

DEFINITION 6.18. SeiT Unterraum vonRn. Die FolgeB = (b1,¼, bm) heißt Basis
vonT :Û
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(1) (b1,¼, bm) ist linear unabhängig,
(2) L(b1,¼, bm) = T.

Wir geben einige Beispiele:

BEISPIEL 6.19.

(1) {(1, 0), (0, 1)} ist Basis desR2: Jeder VektorK x
y O lässt sich als

x × K 1
0 O + y × K 0

1 O
schreiben, und liegt somit in der linearen Hülle von(1, 0) und(0, 1). Somit ist
die lineare Hülle der Vektoren{(1, 0), (0, 1)} der ganzeR2. Die beiden Vekto-
ren sind außerdem linear unabhängig.

(2) {(2, 3)} ist keine Basis desR2, da es keinΛ gibt, sodassK 1
0 O = Λ × K 2

3 O.
(3) {(2, 3)} ist Basis vonL((2, 3)).

SeiU ein Unterraum desRn. Dann ist eine Basis eine Möglichkeit, die MengeU anzu-
geben. Mathematica nutzt das, um die Lösungen des GleichungssystemsA×x = 0 durch
die FunktionNullSpace auszugeben. Dabei wird die (möglicherweise unendliche)
MengeU = {x Î Rn |A × x = 0} durch eine Basis dieses Raums angegeben.

In[50]:= A = {{1, 2, 3}}

Out[50]= {{1,2,3}}

In[51]:= NullSpace [A]

Out[51]= {{-3,0,1},{-2,1,0}}

ÜBUNGSAUFGABEN 6.20.

(1) Finden Sie eine BasisB der EbeneL(J 0
1
0
N, J 1
-1
2
N), die wederJ 01

0
N nochJ 1

-1
2
N enthält.

4.2. Bestimmen der Basis eines Unterraums.Wir können Unterräume desRn

auf zwei Arten angeben.

ê explizit, das heißt, als lineare Hülle von Vektoren.
ê implizit, das heißt, durch ein Gleichungssystem, dessen Lösungsmenge der

anzugebende Unterraum ist.

Wir überlegen uns als erstes, wie wir eine Basis eines explizit gegebenen Unterraums
berechnen können. Dazu berechnen wir die Basis des Raums

V = L(J -5
3
1
1
N, J -33

17
1
-1
N, J 85
-44
-3
2
N, J -19

10
1
0
N).
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Wir wollen also eine Basis des Zeilenraums der Matrix

æçççççççççç
è

-5 3 1 1
-33 17 1 -1
85 -44 -3 2
-19 10 1 0

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

bestimmen. Der Zeilenraum ändert sich nicht, wenn wir eine Zeile mit einer von 0
verschiedenen Zahl multiplizieren, oder wenn wir zu einer Zeile ein Vielfaches einer
anderen Zeile addieren. Wir können uns also jetzt systematisch Matrizen erzeugen, die
alle den gleichen Zeilenraum haben wie die ursprüngliche Matrix. Das machen wir mit
Mathematica.

In[52]:= << RowRed9.m

In[53]:= RowEchelonForm [{{-5, 3, 1, 1},{-33, 17, 1,-1},{85,-44,-3, 2},{-19, 10,1, 0}}]

K
-5 3 1 1
-33 17 1 -1
85 -44 -3 2
-19 10 1 0

O

K
-5 3 1 1
0 -14 -28 -38
0 7 14 19
0 -7 -14 -19

O

K
-5 3 1 1
0 -14 -28 -38
0 0 0 0
0 0 0 0

O

Out[53]= {{{1,0,0,0},{-33,5,0,0},{1,5,2,0},{-5,-5,0,10}},

{{-5,3,1,1},{0,-14,-28,-38},

{0,0,0,0},{0,0,0,0}}}

Wir haben also eine Matrix in Zeilenstaffelform erzeugt, deren Zeilenraum der gleiche
wie der Zeilenraum der gegebenen Matrix ist.
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ALGORITHMUS 6.21 (Zeilenstaffelform).
Eingabe: Einem´ n-Matrix A.
Ausgabe: Einem´ n-Matrix B, sodassB in Zeilenstaffelform ist, undZ(A) = Z(B).

1 B¬ A
2 zeile¬ 1
3 spalte¬ 1
4 while zeile£ mdo
5 while spalte£ n undB(i, spalte) = 0 für alle i mit zeile£ i £ m do
6 spalte¬ spalte+ 1
7 endwhile
8 if spalte£ n then
9 gewaehlteZeile¬ ein i, sodasszeile£ i £ mundB(i, spalte) ¹ 0

10 if gewaehlteZeile¹ zeilethen
11 Vertausche diegewaehlteZeile-te mit derzeile-ten Zeile vonB
12 endif
13 i ¬ zeile+ 1
14 while i £ m do
15 Addiere passendes Vielfaches derzeile-ten Zeile zuri-ten Zeile

vonB, sodassB(i, spalte) = 0
16 i ¬ i + 1
17 endwhile
18 endif
19 zeile¬ zeile+ 1
20 spalte¬ spalte+ 1
21 endwhile
22 return B

Dieser Algorithmus liefert also folgenden Satz.

SATZ 6.22. Seien m, nÎ N, und sei A eine ḿ n-Matrix. Dann gibt es eine Matrix B
in Zeilenstaffelform, sodass Z(A) = Z(B).

Die Zeilen einer Matrix in Zeilenstaffelform, die nicht 0 sind, sind linear unabhängig.
Daher haben wir auch eine Basis von

V = L((-5, 3, 1, 1) , (-33, 17, 1,-1) , (85,-44,-3, 2) , (-19, 10, 1, 0))

gefunden, nämlich

B = (J -5
3
1
1
N, J 0
-14
-28
-38
N).

Wir fassen zusammen:

ALGORITHMUS 6.23 (Basis eines explizit gegebenen Unterraums).
Eingabe: Vektorenv1,¼, vm Î R

n.
Ausgabe: Eine Basisb1,¼, bk von L(v1,¼, vm).
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1 Bilde diem´ n-Matrix V, in deren Zeilen die Vektorenv1,¼, vm stehen
2 Berechne eine MatrixB in Zeilenstaffelform, sodassZ(V) = Z(B)
3 return (b1,¼, bk) als jene Zeilen vonB, die nicht 0 sind

Was wir noch nicht begründet haben ist, dass die Zeilen einerMatrix in Zeilenstaffel-
form, die nicht 0 sind, linear unabhängig sind. Betrachten wir dazu die Matrix

A =

æçççççççççç
è

1 2 -3 0 6 7 0
0 0 -5 0 14 17 0
0 0 0 0 67 76 0
0 0 0 0 0 0 0

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

.

Um zu zeigen, dass die von 0 verschiedenen Zeilen vonA linear unabhängig sind,
müssen wir zeigen, dass das Gleichungssystem

æççççççççççççççççççççççç
è

1 0 0
2 0 0
-3 -5 0
0 0 0
6 14 67
7 17 76
0 0 0

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

×
æçççççç
è

Λ1
Λ2
Λ3

ö÷÷÷÷÷÷
ø

=

æççççççççççççççççççççççç
è

0
0
0
0
0
0
0

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

nur die Lösung(0, 0, 0) hat. Wir sehen, dass uns die erste GleichungΛ1 = 0, dann die
dritte GleichungΛ2 = 0, und dann die fünfte GleichungΛ3 = 0 liefert.

Das machen wir jetzt allgemein:

SATZ 6.24. Sei A eine ḿ n-Matrix in Zeilenstaffelform. Dann sind die Zeilen von A,
die nicht0 sind, linear unabhängige Vektoren imRn.

Beweis.Seienr Î N und j1 < j 2 < × × × < j r wie in Definition 3.1. Wir betrachten eine
Linearkombination der erstenr Zeilen vonA, die 0 ist. Seien also(Λ1,¼,Λr) Î R

r so,
dass für allek Î {1,¼, n} gilt:

(6.1)
r

â
l=1

Λl × A[l, k] = 0.

Wir zeigen jetzt, dass für allei Î {1,¼, r} gilt: Λi = 0. Wir zeigen das mit Induktion
nachi. Betrachten wir die Gleichung 6.1 fürk := j1. Dann gilt

râ
l=1

Λl × A[l, j1] = 0.

Für l ³ 2 gilt A[l, j1] = 0, da Bedingung (3) von Definition 3.1 füri := l undk := j1
ergibt, dassA(l, j1) = 0. Also gilt Λ1 × A[1, j1] = 0. DaA[1, j1] ¹ 0, gilt Λ1 = 0.
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Sei nuni Î {1,¼, r}. Wir nehmen an, dassΛ1 = Λ2 = × × × = Λi-1 = 0. Wir betrachten
die Gleichung 6.1 fürk := j i. Es gilt dann

r

â
l=1

Λl × A[l, j i] = 0,

also

Λi × A[i, j i] +
r

â
l=i+1

Λl × A[l, j i] = 0.

Für l > i ergibt Bedingung (3) von Definition 3.1 (miti¢ := l und k¢ := j i), dass
A[l, j i] = 0 gilt. Also gilt Λi × A[i, j i] = 0. DaA[i, j i] ¹ 0, gilt auchΛi = 0.

Es ist alsoΛ1 = Λ2 = × × × = Λr = 0. Also sind die erstenr Zeilen vonA linear unabhän-
gig.à

ÜBUNGSAUFGABEN 6.25.

(1) Bestimmen Sie eine Basis vonL(J 1
0
-2
N, J -2

0
4
N, J 3
-1
0
N).

(2) Finden Sie jeweils eine Basis folgender Unterräume!

(a) {J xy
z
N Î R3 | x+ 3y+ z= 0}.

(b) L(J 1
4
-5
N).

(c) L(I 12 M, I 24 M, I -2
4 M).

5. Die Zeilenstaffelnormalform

Wir studieren folgendes Problem: Gegeben sind zwei UnterräumeU,V vonRn. Beide
Unterräume sind explizit gegeben, das heißt, durchu1,¼, ul und v1,¼, vm so, dass
U = L(u1,¼, ul) undV = L(v1,¼, vm). Wir fragen uns nun, obU = V.

DEFINITION 6.26 (Zeilenstaffelnormalform). SeiA einem´n-Matrix. A ist in Zeilen-
staffelnormalform, wenn esr Î N0 und j1, j2,¼, jr Î {1,¼, n} gibt, sodass

(1) jr > j r-1 > × × × > j 1.
(2) Für allei Î {1, 2,¼, r} gilt: A(i, j i) = 1.
(3) Für allei Î {1, 2,¼, r} und für allek Î {1, 2,¼, r} gilt: Wennk ¹ i, dann gilt

A(k, ji) = 0.
(4) Für allei Î {1, 2,¼, r} und für allek Î {1, 2,¼, n}mit k < j i gilt: A(i, k) = 0.
(5) Für allei Î {1, 2,¼, m}mit i > r und für allek Î {1, 2,¼, n} gilt: A(i, k) = 0.
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ALGORITHMUS 6.27 (Zeilenstaffelnormalform).
Eingabe: Einem´ n-Matrix A.
Ausgabe: Einem´ n-Matrix B, sodassB in Zeilenstaffelnormalform ist, undZ(A) =
Z(B).

1 B¬ A
2 zeile¬ 1
3 spalte¬ 1
4 while zeile£ mdo
5 (* Die erstenspalte- 1 Spalten sind in Zeilenstaffelnormalform *)
6 while spalte£ n undB(i, spalte) = 0 für alle i mit zeile£ i £ m do
7 spalte¬ spalte+ 1
8 endwhile
9 if spalte£ n then

10 gewaehlteZeile¬ ein i, sodasszeile£ i £ mundB(i, spalte) ¹ 0
11 if gewaehlteZeile¹ zeilethen
12 Vertausche diegewaehlteZeile-te mit derzeile-ten Zeile vonB
13 endif
14 Multipliziere diezeile-te Zeile vonB mit 1

B(zeile,spalte)
15 i ¬ 1
16 while i £ m do
17 if i ¹ zeilethen
18 Addiere passendes Vielfaches derzeile-ten Zeile zuri-ten Zei-

le vonB, sodassB(i, spalte) = 0
19 endif
20 i ¬ i + 1
21 endwhile
22 endif
23 zeile¬ zeile+ 1
24 spalte¬ spalte+ 1
25 endwhile
26 return B

Wir geben einige Beispiele für das Berechnen einer Matrix inZeilenstaffelnormalform,
die den gleichen Zeilenraum wie die Ausgangsmatrix besitzt.

AUFGABE 6.28.

In[54]:= << RowRed9.m

In[55]:= MatrixForm [A1]

Out[55]= K
1 -5 8 2 -2
1 -4 6 -2 0
-1 0 2 2 0
5 -8 6 0 -5

O
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In[56]:= RowEchelonNormalForm [A1]

K
1 -5 8 2 -2
1 -4 6 -2 0
-1 0 2 2 0
5 -8 6 0 -5

O

K
1 -5 8 2 -2
0 1 -2 -4 2
0 -5 10 4 -2
0 17 -34 -10 5

O

K
1 0 -2 -18 8
0 1 -2 -4 2
0 0 0 -16 8
0 0 0 58 -29

O

K
1 0 -2 -18 8
0 1 -2 -4 2

0 0 0 1 -
1

2
0 0 0 58 -29

O

K
1 0 -2 0 -1
0 1 -2 0 0

0 0 0 1 -
1

2
0 0 0 0 0

O

Out[56]= 9991
2
,-

5

8
,-

9

8
,0=,90,-1

4
,-

1

4
,0=,

91
4
,-

5

16
,-

1

16
,0=,9 - 5

2
,
9

8
,
29

8
,1==,9{1,0,-2,0,-1},

{0,1,-2,0,0},90,0,0,1,-1
2
=,{0,0,0,0,0}==

AUFGABE 6.29.

In[57]:= << RowRed9.m

In[58]:= MatrixForm [A2]

Out[58]= K1 5 7 9
2 10 14 18
3 2 1 0

O
In[59]:= RowEchelonNormalForm [A2]

K 1 5 7 9
2 10 14 18
3 2 1 0

O

K 1 5 7 9
0 0 0 0
0 -13 -20 -27

O
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K 1 5 7 9
0 -13 -20 -27
0 0 0 0

O

K
1 5 7 9

0 1
20

13

27

13
0 0 0 0

O

K
1 0 -

9

13
-
18

13

0 1
20

13

27

13
0 0 0 0

O

Out[59]= 999 - 2

13
,0,

5

13
=,9 3

13
,0,-

1

13
=,{-2,1,0}=,

991,0,- 9

13
,-

18

13
=,90,1, 20

13
,
27

13
=,{0,0,0,0}==

AUFGABE 6.30.

In[60]:= << RowRed9.m

In[61]:= MatrixForm [A3]

Out[61]= K
1 5 3
2 10 8
4 20 15
1 6 5

O

In[62]:= RowEchelonNormalForm [A3]

K
1 5 3
2 10 8
4 20 15
1 6 5

O

K
1 5 3
0 0 2
0 0 3
0 1 2

O

K
1 5 3
0 1 2
0 0 3
0 0 2

O

K
1 0 -7
0 1 2
0 0 3
0 0 2

O

K
1 0 -7
0 1 2
0 0 1
0 0 2

O
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K
1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0

O

Out[62]= 999 - 10
3
,0,

7

3
,-5=,95

3
,0,-

2

3
,1=,

9 - 4
3
,0,

1

3
,0=,92

3
,1,-

2

3
,0==,

{{1,0,0},{0,1,0},{0,0,1},{0,0,0}}=
AUFGABE 6.31.

In[63]:= << RowRed9.m

In[64]:= MatrixForm [A5]

Out[64]= K
1 2 -3 0 6 7 0
-2 -4 1 0 2 3 0
4 8 1 0 1 -1 0
3 6 -1 0 9 9 0

O

In[65]:= RowEchelonNormalForm [A5]

K
1 2 -3 0 6 7 0
-2 -4 1 0 2 3 0
4 8 1 0 1 -1 0
3 6 -1 0 9 9 0

O

K
1 2 -3 0 6 7 0
0 0 -5 0 14 17 0
0 0 13 0 -23 -29 0
0 0 8 0 -9 -12 0

O

K
1 2 -3 0 6 7 0

0 0 1 0 -
14

5
-
17

5
0

0 0 13 0 -23 -29 0
0 0 8 0 -9 -12 0

O

K
1 2 0 0 -

12

5
-
16

5
0

0 0 1 0 -
14

5
-
17

5
0

0 0 0 0
67

5

76

5
0

0 0 0 0
67

5

76

5
0

O

K
1 2 0 0 -

12

5
-
16

5
0

0 0 1 0 -
14

5
-
17

5
0

0 0 0 0 1
76

67
0

0 0 0 0
67

5

76

5
0

O
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K
1 2 0 0 0 -

32

67
0

0 0 1 0 0 -
15

67
0

0 0 0 0 1
76

67
0

0 0 0 0 0 0 0

O

Out[65]= 999 1

67
,-

9

67
,
12

67
,0=,9 - 10

67
,
23

67
,
14

67
,0=,

9 6

67
,
13

67
,
5

67
,0=,{-1,-1,-1,1}=,

991,2,0,0,0,-32
67

,0=,90,0,1,0,0,-15
67

,0=,
90,0,0,0,1, 76

67
,0=,{0,0,0,0,0,0,0}==

Der Algorithmus liefert den folgenden Satz.

SATZ 6.32. Seien m, nÎ N, und sei A eine ḿ n-Matrix. Dann gibt es eine Matrix B
in Zeilenstaffelnormalform, sodass Z(A) = Z(B).

Mathematica hat einen eigenen Befehl zur Berechnung der Zeilenstaffelnormalform,
nämlichRowReduce.

In[66]:= MatrixForm [A1]

Out[66]= K
1 -5 8 2 -2
1 -4 6 -2 0
-1 0 2 2 0
5 -8 6 0 -5

O

In[67]:= MatrixForm [RowReduce[A1]]

Out[67]= K
1 0 -2 0 -1
0 1 -2 0 0

0 0 0 1 -
1

2
0 0 0 0 0

O

6. Der Nullraum einer Matrix

Wir überlegen uns jetzt, wie wir eine Basis eines implizit gegebenen Unterraums des
Rn berechnen.

DEFINITION 6.33 (Skalarprodukt). Seienv = (v1, . . . , vn) undw = (w1, . . . , wn) Î R
n.

Wir definieren das SkalarproduktXv, w\ durch

Xv, w\ = n

â
i=1

vi wi.

DEFINITION 6.34. SeiM eine Teilmenge desRn. Dann definieren wir

Mß := {v Î Rn | Xm, v\ = 0 für allemÎ M}.
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SATZ 6.35. Sei A eine ḿ n-Matrix. Dann gilt N(A) = (Z(A))ß.
KOROLLAR 6.36. Sei A eine ĺ n, und sei B eine ḿ n-Matrix. Wenn Z(A) = Z(B),
dann gilt auch N(A) = N(B).

Wenn eine MatrixB in Zeilenstaffelnormalform ist, dann kann man ihren Nullraum
N(B) besonders schnell berechnen.

SATZ 6.37. Sei B eine ḿ n-Matrix in Zeilenstaffelnormalform, seien j1 < j 2 < × × × <
jr Î {1, 2,¼, n}wie in Definition 6.26. Seien i1 < i 2 < ¼ < i n-r Î {1, 2,¼, n} so, dass
{i1,¼, in-r} Ç { j1,¼, jr} = {1, 2,¼, n}. Sei C eine(n- r) ´ n-Matrix, die so definiert
ist: Für alle kÎ {1, 2,¼, n- r} gilt:

ê C(k, ik) = 1,
ê für alle sÎ {1,¼, r} : C(k, js) = -B(s, ik), und
ê für alle l Î {i1, i2,¼, in-r} � {ik} : C(k, l) = 0.

Dann steht in den Zeilen von C eine Basis des Nullraumes von B.

Beweis.Wir zeigen als erstes, dass jede Zeile vonC im Nullraum vonB liegt. Sei dazu
c diek-te Zeile vonC. Wir berechnen jetztB×c (dazu stellen wir unsc als Spaltenvektor
vor). Fürt Î {1,¼, r} berechnen wir dent-ten Eintrag vonB × c. Wir erhalten:

(B × c)[t] =
n

â
l=1

B[t, l] × c[l ]

=
n

â
l=1

B[t, l] ×C[k, l]

= B[t, ik] ×C[k, ik] +
râ

s=1

B[t, js] ×C[k, js] + â
lÎ{i1,i2,¼,in-r }�{ik}

B[t, l] ×C[k, l]

= B[t, ik] × 1+ 1 ×C[k, jt] + 0

= B[t, ik] - B[t, ik] = 0.

Daher giltZ(C) Í N(B).

Bevor wir die InklusionN(B) Í Z(C) beweisen, zeigen wir als Vorbereitung folgende
Aussage:

Wenn
x = (x(1), x(2),¼, x(n))

und
y = (y(1), y(2),¼, y(n))

Vektoren inRn sind, sodassB × x = 0, undB × y = 0 undx(i l ) = y(i l )
für alle l Î {1, 2,¼, n- r} gilt, so gilt x = y.
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Das begründen wir so: wir zeigen, dassx undy auch an den Stellenj1,¼, jr überein-
stimmen. Sei alsok Î {1,¼, r}. Dann gilt

nâ
j=1

B(k, j) × x( j) = 0.

Das bedeutet

B(k, jk) × x( jk) + â
sÎ{1,¼,r}�{k}

B(k, js) × x( js) = -
n-râ
l=1

B(k, il ) × x(i l ),

also

x( jk) = -
n-r

â
l=1

B(k, il ) × x(i l ).

Ebenso errechnen wiry( jk) = -Ún-r
l=1 B(k, il ) × y(i l ). Also gilt x = y.

Nach dieser Vorbereitung zeigen wirN(B) Í Z(C). Sei dazux Î N(B). Wir setzen

Α = (Α(1),¼,Α(n- r)) := (x(i1),¼, x(in-r))

und

y := CT × Α.

DaB ×CT = 0, gilt B × y = 0. Wir zeigen nun, dass für allel Î {1, 2,¼, n- r} gilt:

y(i l ) = x(i l ).

Dazu berechnen wir

y(i l ) = (C
T × Α)[i l ]

=
n-r

â
k=1

C(k, il ) × Α(k)

= C(l, i l) × Α(l )

= 1 × x(i l ).

Aus unserer vorbereitenden Bemerkung erhalten wir

x = y.

Der Vektory liegt offensichtlich im Zeilenraum vonC, also giltx Î Z(C).

Wir wissen also jetzt, dass die lineare Hülle der Zeilenvektoren vonC genauN(B)
ist. Jetzt zeigen wir noch, dass die Zeilen vonC linear unabhängig sind. SeiΑ =
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(Α(1),¼,Α(n- r)) so, dassCT × Α = 0. Seil Î {1, 2,¼, n- r}. Dann gilt

0 = (CT × Α)[i l ]

=
n-râ
k=1

C(k, il ) × Α(k)

= C(l, i l) × Α(l )

= 1 × Α(l ).

Daher giltΑ(l ) = 0.à

Wir haben also folgenden Satz gezeigt:

SATZ 6.38. Sei B eine ḿ n-Matrix in Zeilenstaffelnormalform, und sei r die Anzahl
der Zeilen von B, die nicht0 sind. Dann hat N(B) eine Basis, die genau n- r Vektoren
enthält.

Wir fassen den konstruktiven Teil des Beweises des Satzes 6.37 nocheinmal zusam-
men.

ALGORITHMUS 6.39 (Nullraum einer Matrix in Zeilenstaffelnormalform).
Eingabe: Einem´ n-Matrix B in Zeilenstaffelnormalform.
Ausgabe: Eine MatrixC, deren Zeilen eine Basis des Nullraumes vonB sind.

1 r ¬ Anzahl der Zeilen¹ 0 vonB
2 for s= 1 to r do
3 J[s] ¬ min{k Î N |B[s, k] ¹ 0}
4 endfor
5 C¬ die (n- r) ´ n-Matrix mit allen Einträgen 0
6 freieVariablen¬ aufsteigend geordnete Liste der Elemente von{1,¼, n} �
{J[s] | sÎ {1,¼, r}}

7 for k = 1 to n- r do
8 i ¬ freieVariablen[k]
9 (* die i-te Variable wird frei gewählt *)

10 C[k, i] ¬ 1
11 for s= 1 to r do
12 C[k, J[s]] ¬ -B[s, i]
13 endfor
14 endfor

Als Beispiel berechnen wir den Nullraum von zwei Matrizen inZeilenstaffelnormal-
form.

AUFGABE 6.40. In[68]:= (* 1. Beispiel *)

In[69]:= << RowRed9.m

In[70]:= B = RowReduce[A6];
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Out[70]= MatrixForm [B]

In[71]:= K
1 2 0 -17 0 -22
0 0 1 -5 0 -5
0 0 0 0 1 2
0 0 0 0 0 0

O

Out[71]= CC = NullSpaceViaREF2[B];

MatrixForm [CC]

In[72]:= K-2 1 0 0 0 0
17 0 5 1 0 0
22 0 5 0 -2 1

O

In[73]:=

(* 2. Beispiel *)

In[74]:= B = RowReduce[A5];

Out[74]= MatrixForm [B]

In[75]:= K
1 2 0 0 0 -

32

67
0

0 0 1 0 0 -
15

67
0

0 0 0 0 1
76

67
0

0 0 0 0 0 0 0

O

In[76]:= CC = NullSpaceViaREF2 [B];

Out[76]= MatrixForm [CC]

In[77]:= K
-2 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0

32

67
0

15

67
0 -

76

67
1 0

0 0 0 0 0 0 1

O

ÜBUNGSAUFGABEN 6.41.

(1) Bestimmen Sie eine Basis für den UnterraumU desR4, der durch

U = {Ix1, x2, x3, x4M Î R4 | K 1 0 -2 3
2 1 0 4

O × Ix1, x2, x3, x4M = I 00 M}
gegeben ist.

Jede Matrix hat den gleichen Zeilenraum wie eine Matrix in Zeilenstaffelnormalform,
also folgt aus Satz 6.38:

SATZ 6.42. Sei mÎ N, und sei A eine ḿ (m+ 1)-Matrix. Dann enthält der Nullraum
von A einen von0 verschiedenen Vektor.
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7. Die Dimension eines Unterraumes

LEMMA 6.43. Seien m, nÎ N, sei V ein Unterraum vonRn, und seien v1,¼, vm Î R
n

so, dass L(v1,¼, vm) = V. SeienΛ1,¼,Λm Î R und sei w:= Úm
i=1 Λivi. Sei j so, dass

Λ j ¹ 0. Dann gilt
L(v1,¼, vj-1, w, vj+1,¼, vm) = V.

SATZ 6.44 (Austauschsatz von Steinitz).Seien m, nÎ N, sei V ein Unterraum desRn,
und seien x1,¼, xm so, dass L(x1,¼, xm) = V. Sei rÎ N, und sei(w1,¼, wr) eine linear
unabhängige Folge von Elementen aus V. Dann gibt es für alle iÎ {0, 1,¼, min(r, m)}
eine injektive AbbildungΠ : {i + 1,¼, m} ® {1,¼, m}, sodass

V = L(w1,¼, wi , xΠ(i+1),¼, xΠ(m))

ist.

Beweis:Induktion nachi. Für i = 0 setzen wirΠ := id{1,¼,m}.

Sei nuni ³ 1. Wir nehmen an, dass

(6.2) V = L(w1,¼, wi-1, xΠ(i),¼, xΠ(m))

ist. Wir wollen nun eines derxΠ( j) durchwi ersetzen. Dawi Î L(w1,¼, wi-1, xΠ(i),¼, xΠ(m)),
gibt esΛ1,¼,Λm Î R, sodass

wi =
i-1â
j=1

Λ jwj +
mâ
j=i

Λ jxΠ( j).

Wenn nun für allej Î {i, i + 1,¼, m} auchΛ j = 0 gilt, so sind(w1,¼, wi) linear
abhängig. Daher gibt es einj Î {i, i + 1,¼, m}, sodassΛ j ¹ 0. Nach Lemma 6.43 gilt
also

V = L(w1,¼, wi-1, xΠ(i),¼, xΠ( j-1), wi, xΠ( j+1),¼, xΠ(m)).

Wir definieren nun
Σ : {i,¼, m} ® {1,¼, m}

durchΣ( j) := Π(i), Σ(i) := Π( j), undΣ(r) = Π(r) für r Î {i,¼, m} � {i, j }. Nun gilt

L(w1,¼, wi, xΣ(i+1),¼, xΣ(m))

= L(w1,¼, wi, xΠ(i),¼, xΠ( j-1), xΠ( j+1),¼, xΠ(m))

= V.

Somit leistetΣ|{i+1,¼,m} das Gewünschte.à

KOROLLAR 6.45. Seien m, nÎ N und sei V ein Unterraum desRn, und seien x1,¼, xm
so, dass L(x1,¼, xm) = V. Sei rÎ N, und sei(w1,¼, wr) eine linear unabhängige Folge
von Elementen aus V . Dann gilt r£ m.

Beweis:Wir nehmen anr > m. Aus dem Austauschsatz (Satz 6.44) erhalten wir, dass
L(w1,¼, wm) = V. Also gilt wm+1 Î L(w1,¼, wm). Somit ist(w1,¼, wm+1) linear ab-
hängig, im Widerspruch zur Voraussetzung.à
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KOROLLAR 6.46. Sei nÎ N. Dann gilt: Jede Folge von mehr als n Vektoren imRn ist
linear abhängig.

Beweis.Rn hat die sogenanntekanonischeBasis(e1,¼, en) mit

e1 =

æçççççççççç
è

1
0
¶

0

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

, e2 =

æçççççççççç
è

0
1
¶

0

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

,¼, en =

æçççççççççç
è

0
0
¶

1

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

.

Aus Korollar 6.45 folgt, dass eine Folge aus mehr alsn Vektoren linear abhängig ist.
à

SATZ 6.47. Sei nÎ N, und sei T ein Unterraum vonRn. Dann haben alle Basen von
T gleich viele Elemente.

SATZ 6.48. Sei nÎ N, und sei T ein Unterraum desRn. Dann hat T eine Basis.

Beweis.SeiC := {(v1,¼, vi) Îæn

k=0
Tk | i Î {0,¼, n}, (v1,¼, vi) ist linear unabhängig}.

Wir wählen nunmmaximal, sodassCÈTm ¹ Æ. Sei(v1,¼, vm) Î CÈTm. Es gilt nun
für alle w Î T, dass(v1,¼, vm, w) linear abhängig ist: Fallsm = n, gilt das, dan + 1
Vektoren inRn stets linear abhängig sind, sonst wegen der Maximalität vonm. Also
gilt L(v1,¼, vm) = T. à

Jeder Unterraum desRn ist also die lineare Hülle endlich vieler Vektoren. Der Satz6.47
ermöglicht folgende Definition:

DEFINITION 6.49 (Dimension). SeiT ein Unterraum desRn. Dann ist dieDimension
von T die Anzahl der Elemente einer Basis vonT. Wir kürzen die Dimension vonT
mit dim (T) ab.

SATZ 6.50. Sei nÎ N, sei kÎ N0, sei T ein Unterraum desRn mit Dimension k, und
sei S ein Unterraum vonRn mit SÍ T unddim(S) = k. Dann gilt S= T.

Beweis.Sei (s1,¼, sk) eine Basis vonS. FallsL(s1,¼, sk) = T, so gilt S = T. Wenn
es eint Î T � L(s1,¼, sk) gibt, so ist nach Satz 6.16 die Folge(s1,¼, sk, t) linear
unabhängig. Dann haben wirk+ 1 linear unabhängige Vektoren in einem Vektorraum
mit einerk-elementigen Basis gefunden. Das widerspricht Korollar 6.45.à

ÜBUNGSAUFGABEN 6.51.

(1) Beweisen Sie:
Seienk Î N0, n Î N, und seiM eine Teilmenge vonRn. Sei

B = (b1, b2,¼, bk)

eine linear unabhängige Folge von Vektoren ausM. Wir nehmen an, dassB so ist, dass es keinmÎ M
gibt, sodass(b1, b2,¼, bk, m) ebenfalls linear unabhängig ist. (Wir fordern also, dassB eine maximale
linear unabhängige Folge ausM ist.) Dann istB eine Basis fürL(M).

(2) Zeigen Sie:
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Seienk, nÎ N, und seiM = (m1, m2,¼, mk) eine Folge von Vektoren inRn. Dann gibt esr Î {0,¼, k}
und i1, i2,¼, ir Î {1,¼, k}, sodass folgendes gilt:i1 < i 2 < µ < i r , und (mi1

, mi2
,¼, mir

) ist eine
Basis vonL(M).

(3) Zeigen Sie:
Seik Î N0, n Î N, und seiM = (m1, m2,¼, mk) eine Folge von Vektoren inRn. Dann gilt dim(L(M)) £
k.

8. Der Rang einer Matrix

DEFINITION 6.52. SeiA einem´ n-Matrix. Der Rangvon A ist die Dimension des
Zeilenraums vonA.

Man berechnet den Rang, indem man aus der MatrixA eine MatrixB in Zeilenstaf-
felform erzeugt, die den gleichen Zeilenraum wieA hat. Die Zeilen vonB, die nicht 0
sind, sind stets linear unabhängig. Sie bilden also eine Basis vonZ(B) = Z(A).

ALGORITHMUS 6.53 (Rang einer Matrix).
Eingabe: einem´ n-Matrix A.
Ausgabe: der Rang vonA.

1 Berechne mit Algorithmus 6.21 eine MatrixB in Zeilenstaffelform, sodass
Z(B) = Z(A).

2 return Anzahl der Zeilen vonB, die nicht 0 sind.

SATZ 6.54. Seien m, nÎ N, sei A eine ḿ n-Matrix, und sei k der Rang von A. Dann
hat N(A) die Dimension n- k.

Beweis.Sei B eine Matrix in Zeilenstaffelnormalform, sodassZ(B) = Z(A). Wegen
Korollar 6.36 hatB × x = 0 die gleiche Lösungsmenge wieA × x = 0. Seir die Anzahl
der Zeilen vonB, die nicht 0 sind. Diese Zeilen sind nach Satz 6.24 linear unabhängig,
und bilden somit eine Basis vonZ(B). Da alle Basen eines Unterraums gleich viele
Vektoren enthalten, giltr = k. Nach Satz 6.37 hatN(B) die Dimensionn - k. Da
N(B) = N(A), hat auchN(A) die Dimensionn- k. à

9. Die Eindeutigkeit der Zeilenstaffelnormalform

Die Zeilenstaffelnormalform hat folgende wichtige Eigenschaft:

SATZ 6.55. Seien m, nÎ N, und seien B,C zwei ḿ n-Matrizen in Zeilenstaffelnor-
malform. Wir nehmen an, dass Z(B) = Z(C). Dann gilt B= C.

Beweis.Wir fixieren m, nÎ N. Wir zeigen, dass für aller Î N0 folgendes gilt:

Für allea Î N und für allea´ n-MatrizenB,C in Zeilenstaffelnor-
malform mit dim(Z(B)) = r undZ(B) = Z(C) gilt B = C.
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Diese Aussage beweisen wir durch Induktion nachr. Für r = 0 gilt Z(B) = Z(C) = {
×
0},

alsoB = C = 0.

Sei nunr ³ 1, seia Î N, und seienB,Czweia´n-Matrizen in Zeilenstaffelnormalform
mit Z(B) = Z(C) und dim(Z(B)) = r. Dann haben sowohlB also auchC genaur Zeilen,
die nicht 0 sind.

Für einen UnterraumU vonRn und fürl Î {1,¼, n-1} definieren wir eine Teilmenge
desRl durch

U (l) := {(u1,¼, ul) Î R
l | es gibtul+1,¼, un Î R, sodass(u1,¼, un) Î U }.

U (n) definieren wir durchU (n) := U . Außerdem definieren wir für jedem´ n-Matrix A
und für jedesl Î {1,¼, n}

Al := diem´ l -Matrix, die aus den erstenl Spalten vonA besteht.

Dann gilt:

Für allel Î {1,¼, n} : Z(Bl ) = Z(B)(l).

Seienj1,¼, jr wie in der Definition der Zeilenstaffelnormalform. Dann gilt dim(Z(B)( jr )) =
r, da die erstenr Zeilen vonB jr

eine Basis vonZ(B)( jr ) sind. Ebenso gilt dim(Z(B)( jr-1)) =

r - 1, da die erstenr - 1 Zeilen vonB jr-1 eine Basis vonZ(B)( jr-1) sind. Daher gilt:jr
ist jenesl Î {1, 2,¼, n}, sodass dim(Z(B)(l)) = r und dim(Z(B)(l-1)) = r - 1.

Die Matrix C hat ebenfalls genaur Zeilen, die nicht 0 sind. Seienj ¢1,¼, j¢r wie in der
Definition der Zeilenstaffelnormalform. Wie oben gilt, dass j ¢r jenesl ¢ Î {1, 2,¼, n}
ist , sodass dim(Z(C)(l

¢)) = r und dim(Z(C)(l
¢-1)) = r - 1. DaZ(B) = Z(C), gilt also

jr = j ¢r .

Die erstenr - 1 Zeilen der MatrixB sind in Zeilenstaffelnormalform. Sie bilden eine
Basis des Raums

U = {(v1,¼, vn) Î Z(B) | vir
= 0}.

Ebenso sind die erstenr - 1 Zeilen der MatrixC in Zeilenstaffelnormalform. Sie sind
eine Basis von

V = {(v1,¼, vn) Î Z(C) | vir
= 0}.

SeiB¢ die Matrix, die aus den erstenr - 1 Zeilen vonB besteht, und seiC¢ die Matrix,
die aus den erstenr - 1 Zeilen vonC besteht. Nach Voraussetzung giltZ(B) = Z(C).
Daher gilt auchU = V. Das heißt aber, dassZ(B¢) = Z(C¢). Nach Induktionsvorausset-
zung gilt alsoB¢ = C¢.

Es bleibt zu zeigen, dassB undC die gleicher-te Zeile haben. Seib die r-te Zeile von
B und c die r-te Zeile vonC. Der Eintrag an derjr-ten Stelle vonb - c ist 1- 1 =
0; auch alle Einträge vonb - c vor der jr-ten Stelle sind gleich 0. Dab, c Î Z(B),
gilt b- c Î Z(B). Seienb1,¼, br die erstenr Zeilen vonB. SeienΛ1,¼,Λr so, dassÚr

k=1 Λk × bk = b- c. Wenn wir füri Î {1,¼, r} den j i-ten Eintrag betrachten, erhalten
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wir
râ

k=1

Λk × B(k, ji) = 0.

DaB in Zeilenstaffelnormalform ist, ist nur deri-te Summand dieser Summe ungleich
0. Wir erhalten alsoΛi = 0. Folglich sind alleΛi = 0, alsob- c = 0. Also sind auch die
r-te Zeile vonB undC gleich.à

Dieser Satz hat folgende Anwendung:

ALGORITHMUS 6.56 (Gleichheit von Unterräumen).
Eingabe:v1,¼, vk Î R

n undw1,¼, wl Î R
n.

Ausgabe:true, falls L(v1,¼, vk) = L(w1,¼, wl ), falsesonst.

1 m¬ max(k, l)
2 Ṽ ¬ diem´n-Matrix, deren erstek Zeilen die Vektorenv1,¼, vk sind, und

deren restliche Zeilen 0 sind
3 W̃ ¬ die m´ n-Matrix, deren erstel Zeilen die Vektorenw1,¼, wl sind,

und deren restliche Zeilen 0 sind
4 Berechne eine Matrix̃V¢ in Zeilenstaffelnormalform, sodassZ(Ṽ ¢) = Z(Ṽ)
5 Berechne eine Matrix̃W¢ in Zeilenstaffelnormalform, sodassZ(W̃¢) = Z(W̃)
6 return true , falls Ṽ ¢ = W̃¢, undfalsesonst.

10. Die Lösungsmenge inhomogener linearer Gleichungssysteme

DEFINITION 6.57. SeiA Î Rm´n, und seib Î Rm. Das GleichungssystemA × x = b
heißthomogen, wennb = 0, undinhomogen, wennb ¹ 0.

DEFINITION 6.58. SeiT ein Unterraum desRn, x0 Î R
n. Dann ist dielineare Man-

nigfaltigkeit x0 + T definiert durch:

x0 + T := {x0 + t | t Î T}.

Die lineare Mannigfaltigkeitx0 + T ist also der um den Vektorx0 verschobene Un-
terraumT. Lösungsmengen linearer Gleichungssysteme sind stets leer oder lineare
Mannigfaltigkeiten.

SATZ 6.59. Seien m, nÎ N, sei A eine ḿn-Matrix, und sei x0 eine Lösung des Systems
A × x = b. Sei L die Lösungsmenge von A× x = b und N(A) der Nullraum von A. Dann
gilt: L = x0 + N(A).

AUFGABE 6.60. SeiA = K 3 1 2 -5
0 1 -3 8 O undb = K 4

1 O. Berechne die Lösungs-

menge vonA × x = b.

Wir lösen dieses Beispiel mit Mathematica. Mathematica bietet dazu die Funktionen
NullSpace undLinearSolve.
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In[78]:= A = {{3, 1, 2, -5},{0, 1,-3, 8}};

In[79]:= b = {4, 1};

In[80]:= NullSpace [A]

Out[80]= {{13,-24,0,3},{-5,9,3,0}}

In[81]:= LinearSolve [A, b]

Out[81]= {1,1,0,0}

Die Lösungsmenge ist damit gegeben durch

L = {(1, 1, 0, 0) + s × (13,-24, 0, 3) + t × (-5, 9, 3, 0) | s, tÎ R}.

Wir überlegen uns jetzt noch, wie wir algorithmisch bestimmen können, ob ein lineares
Gleichungssystem eine Lösung hat. Sei dazuA × x = b ein lineares Gleichungssystems.
Wir bilden die erweiterte Koeffizientenmatrix(A b), also jene Matrix, die wir erhalten,
wenn wirA um eine Spalte vergrößern und in diese Spalteb schreiben.

SATZ 6.61. Seien A× x = b und C× x = d zwei lineare Gleichungssysteme, und sei
E = (A b) und F = (C d). Wenn E und F den gleichen Zeilenraum haben, dann haben
die beiden Gleichungssysteme die gleiche Lösungsmenge.

SATZ 6.62. Sei A eine ḿ n-Matrix, sei bÎ Rm, sei E die Matrix(A b), und sei
L := {x Î Rn |A × x = b}. Dann gilt

L = {J x1
x2
¶

xn

N Î Rn | J
x1
x2
¶

xn
-1

N Î N(E)}.

SATZ 6.63. Seien m, nÎ N, sei AÎ Rm´n, bÎ Rm, und sei E:= (A b). Sei F eine Ma-
trix in Zeilenstaffelform mit Z(F) = Z(E), und seien j1 < ¼ < j r wie in Definition 3.1.
Wenn jr = n+ 1, dann hat das System A× x = b keine Lösung.

Beweis.Wenn jr = n+ 1, dann gilt für alle Elementex Î N(F), dassxn+1 = 0 ist. Nach
Satz 6.62 hatA × x = b also keine Lösung.à

Wir bestimmen jetzt alle Lösungen vonA × x = b folgendermaßen:

ALGORITHMUS 6.64 (Lineare Gleichungssysteme).
Eingabe: Einem´ n-Matrix A, undbÎ Rm.
Ausgabe: “keine Lösung”, falls es keinx Î Rn mit A×x = bgibt. Sonst geben wir einen
Vektor x0 Î R

n und einet ´ n-Matrix D aus, sodass die Lösungsmenge vonA × x = b
gleichx0 + Z(D) ist.

1 B¬ die erweiterte Matrix(A b)
2 C¬ diem´ (n+ 1)-Matrix in Zeilenstaffelnormalform mitZ(C) = Z(B)
3 r ¬ Anzahl der Zeilen¹ 0 vonB.
4 for s= 1 to r do
5 J[s] ¬ min{k Î N |C[s, k] ¹ 0}
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6 endfor
7 if J[r] = n+ 1 then
8 resultat¬ “keine Lösung”
9 else

10 D ¬ die (n- r) ´ n-Matrix mit allen Einträgen 0
11 x0 ¬ der Nullvektor imRn

12 I ¬ aufsteigend geordnete Liste der Elemente von{1,¼, n} � {J[s] | s Î
{1,¼, r}}

13 for k = 1 to n- r do
14 i ¬ I [k]
15 (* die i-te Variable wird frei gewählt *)
16 D[k, i] ¬ 1
17 for s= 1 to r do
18 D[k, J[s]] ¬ -C[s, i]
19 endfor
20 endfor
21 for s= 1 to r do
22 x0[J[s]] ¬ C[s, n+ 1]
23 endfor
24 resultat¬ (x0,C)
25 endif
26 return resultat

Wir berechnen jetzt die Lösung von zwei linearen Gleichungssystemen mit Mathema-
tica, indem wir die Zeilenstaffelnormalform von(A b) ausrechnen.

AUFGABE 6.65. In[82]:= << RowRed9.m

In[83]:= MatrixForm [A1]

Out[83]= K
1 -5 8 2 -2
1 -4 6 -2 0
-1 0 2 2 0
5 -8 6 0 -5

O

In[84]:= MatrixForm [b1]

Out[84]= K
-9
-4
0
-18

O

In[85]:=

LinSolveViaREF [A1, b1]

K
1 -5 8 2 -2 -9
1 -4 6 -2 0 -4
-1 0 2 2 0 0
5 -8 6 0 -5 -18

O
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K
1 -5 8 2 -2 -9
0 1 -2 -4 2 5
0 -5 10 4 -2 -9
0 17 -34 -10 5 27

O

K
1 0 -2 -18 8 16
0 1 -2 -4 2 5
0 0 0 -16 8 16
0 0 0 58 -29 -58

O

K
1 0 -2 -18 8 16
0 1 -2 -4 2 5

0 0 0 1 -
1

2
-1

0 0 0 58 -29 -58

O

K
1 0 -2 0 -1 -2
0 1 -2 0 0 1

0 0 0 1 -
1

2
-1

0 0 0 0 0 0

O

Out[85]= 9{-2,1,0,-1,0},9{2,2,1,0,0},91,0,0, 1
2
,1===

Jetzt noch ein System, das keine Lösung hat.

AUFGABE 6.66. In[86]:= << RowRed9.m

In[87]:= MatrixForm [A2]

Out[87]= K1 5 7 9
2 10 14 18
3 2 1 0

O
In[88]:= MatrixForm [b2]

Out[88]= K01
1
O

In[89]:=

LinSolveViaREF [A2, b2]

K 1 5 7 9 0
2 10 14 18 1
3 2 1 0 1

O

K 1 5 7 9 0
0 0 0 0 1
0 -13 -20 -27 1

O

K 1 5 7 9 0
0 -13 -20 -27 1
0 0 0 0 1

O
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K
1 5 7 9 0

0 1
20

13

27

13
-
1

13
0 0 0 0 1

O

K
1 0 -

9

13
-
18

13

5

13
0 1

20

13

27

13
-
1

13
0 0 0 0 1

O

K
1 0 -

9

13
-
18

13
0

0 1
20

13

27

13
0

0 0 0 0 1

O
Out[89]= NOSOLUTION

ÜBUNGSAUFGABEN 6.67.

(1) Widerlegen Sie durch Angabe eines Gegenbeispiels:
Wenn das GleichungssystemA × x = 0 eine Lösung hat, so besitzt für jede rechte Seiteb das Glei-
chungssystemA × x = b zumindest eine Lösung.

11. Koordinaten

SATZ 6.68. Seien nÎ N, m Î N0, sei B= (b1,¼, bm) eine Basis des Unterraums T
vonRn, und sei tÎ T. Dann gibt es genau ein m-Tupel(Λ1,¼,Λm) Î R

m mit

t =
m

â
i=1

Λi × bi.

Beweis.Ein solchesm-Tupel existiert, dat Î L(b1,¼, bm). Sei nunB dien´m-Matrix,
in deren Spalten die Vektoren(b1,¼, bm) stehen. Angenommen,Α = (Λ1,¼,Λm) und
Β = (Μ1,¼,Μm) seien zwei verschiedene Tupel mitB × Α = B × Β = t. Dann gilt
B × (Α - Β) = 0 undΑ - Β ¹ 0. Das ist ein Widerspruch zur linearen Unabhängigkeit
von der Spalten vonB. à

Diesesm-Tupel gibt also an, wie wir den Vektort aus den Basisvektoren zusammen-
bauen können. Wir nennen dieses Tupel dieKoordinatendes Vektorst bezüglich der
BasisB.

DEFINITION 6.69. SeiB = (b1,¼, bm) Basis vonT Í Rn, sei t Î T, und seiB
die n ´ m-Matrix, in deren Spalten die Vektoren(b1,¼, bm) stehen. Dann heißt das
Α = (Λ1,¼,Λm) Î R

m mit

B × Α = t

dasKoordinatentupelvon t bezüglich der BasisB. Wir schreiben auch(t)B = Α.
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Das Koordinatentupel(t)B erfüllt also die Gleichung

B × (t)B = t.

AUFGABEN 6.70. (1) SeiB = ((1, 0, 3), (2, 1, 6)), T = L(B), und v = (3, 1, 9).
Offenbar gilt

æçççççç
è

3
1
9

ö÷÷÷÷÷÷
ø

= 1 ×
æçççççç
è

1
0
3

ö÷÷÷÷÷÷
ø

+ 1 ×
æçççççç
è

2
1
6

ö÷÷÷÷÷÷
ø

,

woraus(v)B = (1, 1) folgt.
(2) SeiT = L((3, 2, 1), (0, 1, 2)), und B = ((3, 2, 1), (0, 1, 2)). Für das erste Ba-

siselement gilt offensichtlich

(
æçççççç
è

3
2
1

ö÷÷÷÷÷÷
ø

)B = K 1
0 O ,

weiters ist zum Beispiel

(4 ×
æçççççç
è

3
2
1

ö÷÷÷÷÷÷
ø

- 2 ×
æçççççç
è

0
1
2

ö÷÷÷÷÷÷
ø

)B = K 4
-2 O .

ÜBUNGSAUFGABEN 6.71.

(1) Der Vektorv hat bezüglich der BasisA = (J 1
0
-3
N, J 2

8
-4
N) der Ebene¶ die Koordinaten(v)A = I 10 M. Berechnen Sie seine

Koordinaten bezüglich der BasisB = (J 5
16
-11
N, J 12

40
-26
N).

(2) Die Ebene¶ hat die Basen

A = (J 10
1
N, J 02

0
N)

und
B = (J 1

1
1
N, J 21

2
N).

Der Vektorv hat bezüglichB die Koordinaten(v)B = I 7
-3 M. Berechnen Sie seine Koordinaten bezüglichA!

(3) Die Ebenee ist durche= L(J 31
2
N, J 3
-1
5
N) gegeben. Sie hat die Basen

B = (J 31
2
N, J 3
-1
5
N)

und
C = (J 24

-2
31
N, J 18
-2
24
N).

Der Vektorv ist gegeben durch(v)C = I -1
-2 M. Berechnen Sie(v)B.

(4) Seia = K 3
5
4
5
O undb = K - 4

5
3
5
O, und seiB = (a, b). Zeigen Sie, dass ein VektorI xy M bezüglich der BasisB die Koordinaten

K XJ xy N,a\XJ xy N,b\ O hat; das heißt, zeigen Sie

(I xy M)B = K XJ xy N,a\XJ xy N,b\ O.
Stimmt diese Formel für jede Basis(a, b) desR2?

(5) SeiB = (J 3
0
-1
N, J 21

4
N), und seiE die lineare Hülle vonB. B ist dann eine Basis vonE.

(a) Welcher Vektorw hat bezüglichB die Koordinaten(w)B = I 3
-2 M?

(b) Wie lauten die Koordinaten vonJ -1
1
5
N bezüglichB ?
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(c) Geben Sie eine BasisC vonE an, bezüglich der der PunktJ -1
1
5
N die KoordinatenI 02 M hat.

12. Summen und Durchschnitte von Unterräumen

SATZ 6.72. Seien U,V Unterräume desRn. Dann ist UÈV auch ein Unterraum des
Rn.

DEFINITION 6.73. SeienU,V Unterräume desRn. Wir definieren

U +V := {u+ v | u Î U, vÎ V}.

SATZ 6.74. Seien U,V Unterräume desRn. Dann ist U+V auch ein Unterraum des
Rn.

Wir überlegen uns nun, wie wir Basen vonU ÈV undU +V berechnen können.

ALGORITHMUS 6.75 (Summe explizit gegebener Unterräume).
Eingabe:u1,¼, ul Î R

n undv1,¼, vm Î R
n so, dassL(u1,¼, ul) = U undL(v1,¼, vl) =

V.
Ausgabe: Eine Basis vonU +V.

1 Bilde eine(l +m) ´n-Matrix W, deren erstel Zeilen die Vektorenu1,¼, ul
sind, und deren(l + 1)-te bis(l +m)-te Zeile die Vektorenv1,¼, vl sind

2 Bestimme eine MatrixW¢ in Zeilenstaffelform, sodassZ(W¢) = Z(W)
3 return die Zeilen vonW¢, die nicht 0 sind

ALGORITHMUS 6.76 (Durchschnitt implizit gegebener Unterräume).
Eingabe: Einer ´n-Matrix A und eines´n-Matrix B, sodassN(A) = U undN(B) = V.
Ausgabe: Eine Basis vonU ÈV.

1 Bilde die(r + s) ´ n-Matrix C, deren erster Zeilen die MatrixA und deren
letztes Zeilen die MatrixB sind

2 Bestimme eine BasisX für N(C)
3 return X

Um die Summe zweier implizit gegebener Unterräume zu berechnen, können wir uns
zuerst von beiden Unterräumen mit den Algorithmen 6.27 und 6.39 eine Basis aus-
rechnen, und dann Algorithmus 6.75 verwenden.

AUFGABE 6.77. Bestimmen Sie eine Basis des RaumsU +V, wobei

U = {x Î R4 | K 4 -3 0 1
2 -2 1 0 O × x = J 0

0
N},

und

V = {x Î R4 | K 2 -3 0 1
-3 -2 1 0 O × x = J 0

0 N}.
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Lösung:Wir berechnen MatrizenC, D, in deren Zeilen Basen vonU bzw.V stehen.

In[90]:= A = {{4,-3, 0, 1},{2,-2, 1, 0}}

Out[90]= {{4,-3,0,1},{2,-2,1,0}}

In[91]:= B = {{2,-3, 0, 1},{-3,-2, 1, 0}}

Out[91]= {{2,-3,0,1},{-3,-2,1,0}}

In[92]:= CC= NullSpace [A]

Out[92]= {{-1,-1,0,1},{3,4,2,0}}

In[93]:= DD = NullSpace [B]

Out[93]= {{-2,3,0,13},{3,2,13,0}}

Jetzt bestimmen wir eine MatrixE, deren Zeilenraum der RaumU +V ist.

In[94]:= EE = Join [CC, DD];

In[95]:= MatrixForm [EE]

Out[95]= K
-1 -1 0 1
3 4 2 0
-2 3 0 13
3 2 13 0

O

In[96]:= FF = RowReduce[EE];

In[97]:= MatrixForm [FF]

Out[97]= K
1 0 0 -

16

5

0 1 0
11

5

0 0 1
2

5
0 0 0 0

O

Also ist
((1, 0, 0,-16/5), (0, 1, 0, 11/5), (0, 0, 1,2/5))

eine Basis vonU +V.

Nun wollen wir den Durchschnitt zweier parametrisiert gegebener Unterräume berech-
nen.

SATZ 6.78. Sei U ein Unterraum desRn. Dann giltdim(Uß) = n- dim(U ).

Beweis.Sei(u1,¼, ul) eine Basis vonU . Uß ist die Lösungsmenge des Gleichungssy-
stemsŨ × x = 0, wobeiŨ die l ´ n-Matrix ist, deren Zeilenvektorenu1,¼, ul sind. Der
Rang vonU ist l , daher ist die Dimension vonUß nach Satz 6.54 gleichn- l . à

SATZ 6.79. Sei U ein Unterraum desRn. Dann gilt (Uß)ß = U.
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Beweis.Wir zeigen zunächst�. Seiu Î U . Um zu zeigen, dassu Î (Uß)ß liegt, ist zu
zeigen, dassXv, u\ = 0 für allev Î Uß. Seiv Î Uß. Da v Î Uß, gilt Xu, v\ = 0. Also
gilt U Í (Uß)ß. Sei nunl die Dimension vonU . Es gilt dim((Uß)ß) = n- dim(Uß) =
n- (n- l ) = l . Wegen Satz 6.50 gilt alsoU = (Uß)ß. à
SATZ 6.80. Sei A eine ḿ n-Matrix, und sei B eine ń l-Matrix, in deren Spalten eine
Basis für den Nullraum von A steht. Dann gilt

N(BT) = Z(A).

Der Nullraum von BT ist also der Zeilenraum von A.

Beweis.In den Spalten vonB steht eine Basis für den NullraumN(A) von A. Der
NullraumN(A) ist gleichzeitig der Raum(Z(A))ß. In den Spalten vonB steht also eine
Basis für(Z(A))ß. Wieder nach Satz 6.35 giltN(BT) = (Z(BT))ß. Da in den Spalten von
B eine Basis vonZ(A)ß steht, sind auch die Zeilen vonBT eine Basis von(Z(A))ß. Es
gilt alsoZ(BT) = (Z(A))ß. Somit gilt insgesamtN(BT) = (Z(BT))ß = ((Z(A))ß)ß. Wegen
Satz 6.79 gilt alsoN(BT) = Z(A). à

Dieser Satz lässt sich noch umformulieren:

KOROLLAR 6.81. Sei A eine ḿ n-Matrix, und sei C eine ĺ n-Matrix, in deren Zeilen
eine Basis für den Nullraum von A steht. Dann gilt

N(C) = Z(A).

Der Nullraum von C ist also der Zeilenraum von A.

Das führt zu folgendem Algorithmus:

ALGORITHMUS 6.82 (Implizitisieren eines Unterraums).
Eingabe: Einem´ n-Matrix A.
Ausgabe: Einel ´ n-Matrix C, sodassN(C) = Z(A).

1 C¬ eine Matrix, in deren Zeilen eine Basis vonN(A) steht
2 return C

ALGORITHMUS 6.83 (Durchschnitt von explizit gegebenen Unterräumen).
Eingabe:u1,¼, ul Î R

n undv1,¼, vm Î R
n so, dassL(u1,¼, ul) = U undL(v1,¼, vl) =

V.
Ausgabe: Eine Basis vonU ÈV.

1 Bestimme mit Algorithmus 6.82 eine MatrixC1, sodassN(C1) = U
2 Bestimme mit Algorithmus 6.82 eine MatrixC2, sodassN(C2) = U
3 Verwende Algorithmus 6.76, um eine Basis vonN(C1) ÈN(C2) auszurech-

nen

Wir verwenden diesen Algorithmus, um folgendes Beispiel zulösen.

AUFGABE 6.84. SeiU = L((-1,-2,-2,-2), (1, 4, 6, 8)), undV = L((1, 0, 3,-2), (-1, 2, 1, 8)).
Berechnen Sie eine Basis vonU ÈV.
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Lösung:

In[98]:= CfuerU1 = NullSpace [{{-1,-2,-2,-2}, {1, 4, 6, 8}}]

Out[98]= {{4,-3,0,1},{2,-2,1,0}}

In[99]:= CfuerU2 = NullSpace [{{1, 0, 3,-2},{-1, 2, 1, 8}}]

Out[99]= {{2,-3,0,1},{-3,-2,1,0}}

In[100]:= CfuerU1geschnittenU2 = Join [CfuerU1 , CfuerU2 ]

Out[100]= {{4,-3,0,1},{2,-2,1,0},{2,-3,0,1},{-3,-2,1,0}}

In[101]:= BasisFuerU1geschnittenU2 = NullSpace [CfuerU1geschnittenU2 ]

Out[101]= {{0,1,2,3}}

Somit ist((0, 1, 2, 3)) eine Basis vonU ÈV.

Zum Schneiden parametrisiert gegebener linearer Mannigfaltigkeiten hilft folgender
Algorithmus.

ALGORITHMUS 6.85 (Implizitisieren einer linearen Mannigfaltigkeit).
Eingabe: Einem´ n-Matrix A, undbÎ Rn.
Ausgabe: Einel ´ n-Matrix C undd Î Rl , sodassb+ Z(A) = {x Î Rn |C × x = d}.

1 C¬ eine Matrix, in deren Zeilen eine Basis vonN(A) steht
2 d ¬ C × b
3 return (C, d)





KAPITEL 7

Orthogonalität

1. Der Winkel zwischen zwei Vektoren

DEFINITION 7.1. Fürx = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) Î R
n ist dasSkalarproduktvon

x undy definiert als

Xx, y\ := x1 y1 + x2 y2 + × × × + xn yn =
n

â
i=1

xi yi.

Es gilt

Xx, x\ = n

â
i=1

x2
i = üxü2.

LEMMA 7.2. Für x, y, zÎ Rn undΛ Î R gilt:

(1) Xx+ y, z\ = Xx, z\ + Xy, z\,
(2) XΛ x, y\ = Λ Xx, y\.

SATZ 7.3. Der Winkelj zwischen x und y ist gegeben durch

cosj =
Xx, y\
üxü × üyü .

DEFINITION 7.4. Zwei Vektorenstehengenau dannnormal aufeinander, wennXx, y\ =
0. Wir schreiben dannx ^ y.

ÜBUNGSAUFGABEN 7.5.

(1) Bestimmen Sie einen Vektor, der aufJ 10
2
N undJ -1

1
0
N normal steht.

(2) SeiB = (J 3
0
-1
N, J 2

1
4
N), und seiE die lineare Hülle vonB. B ist dann eine Basis vonE. Außerdem bezeichnen wir mit

B die Matrix

B :=
æççççççç
è

3 2
0 1
-1 4

ö÷÷÷÷÷÷÷
ø

.

(a) Welches Gleichungssystem muss ein VektorJ xy
z
N erfüllen, der auf alle Vektoren inE normal steht? Was hat

die Koeffizientenmatrix dieses Systems mitB zu tun?
(b) Mit welchem Gleichungssystem können Sie feststellen, ob ein Vektorv in E liegt? Was hat die Koeffizien-

tenmatrix dieses Systems mitB zu tun?

(c) Seiw = J 16
44
-6
N. Finden Sie einen Vektore, der inE liegt, sodassw- e normal auf alle Vektoren inE steht.

111
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2. Der Normalraum auf eine Menge von Vektoren

WennU eine Teilmenge desRn ist, dann bezeichnen wir den RaumUß auch als “U
orthogonal” und verwenden anstelle vonUß die BezeichnungU^. Für eine Teilmenge
A desRn ist A^ also definiert durch

A^ := {x Î Rn | x ^ a für allea Î A}.

Für jede TeilmengeA vonRn gilt A^ = L(A)^ und(A^)^ = L(A).

ÜBUNGSAUFGABEN 7.6.

(1) Gegeben seien die Vektoren

x = J 10
0
N, y = J 12

1
N, z= J 6

4
2
N.

Berechnen Sie
(a) {x}^,
(b) {x, y}^,
(c) {x, y, z}^,

und jeweils die Dimension davon.
(2) Welche Vektoren desR4 stehen auf alle drei Vektoren

(1,2, 0, 0) , (0, 1,2,-1) , (1,0, 2, 0)

normal? (Zwei Vektoren imR4 stehen aufeinander normal, wenn ihr Skalarprodukt gleich 0ist.)

3. Orthonormalbasen

DEFINITION 7.7. SeiT ein Unterraum desRn undB = (b1, . . . , bk) eine Basis vonT.
B ist eineOrthonormalbasis(ONB), wenn

(1) Xbi, bj\ = 0 für alle i, j Î {1, 2,¼, k}mit i ¹ j.
(2) übiü = 0Xbi, bi\ = 1 für alle i Î {1, 2,¼, k}.

BEISPIELE 7.8.

(1) Die kanonische Basis((1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0,1)) ist ONB desR3.
(2) B = ((12, -

0
3

2 , 0), (
0

3
2 , 1

2, 0), (0, 0, 1)) ist ONB desR3.
(3) B = (12(1,-1, 1,-1), 1

2(1, 1, 1, 1)) ist ONB vonL((1,-1, 1,-1), (1, 1, 1, 1)).
(4) Seib1 = (3, 4), b2 = (-4, 3). Dann ist(b1

5 , b2
5 ) ONB desR2.

ÜBUNGSAUFGABEN 7.9.

(1) (Orthonormalbasen) Welche der folgenden Basen sind ONB?

(a) (J 1
0
0
N, 10

13
J 0

2
3
N, -10

13
J 0

3
-2
N).

(b) ( 10
3
J 1

1
1
N).

(c) I 0.6
0.8 M, I -0.8

0.6 M.
SATZ 7.10. Sei B= (b1, . . . , bk) eine ONB und vÎ L(B) mit den Koordinaten(v)B =
(Λ1, . . . ,Λk). Dann gilt üvü2 = Λ2

1 + × × × + Λ
2
k.
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Beweis.DaB eine ONB ist, gilt

üvü2 = Xv, v\ = X k

â
i=1

Λi bi,
k

â
j=1

Λ j b j\ =
k

â
i=1

k

â
j=1

Λi Λ j Xbi, bj\ =
k

â
i=1

Λi Λi Xbi, bi\

=
k

â
i=1

Λ2
i × 1.

à

Wir wenden diesen Satz an:

Seib1 = (0.6, 0.8), b2 = (-0.8, 0.6). Berechnen Sie die Länge vonv = 12 × b1 + 5 × b2!

Lösung: Da(b1, b2) eine ONB desR2 ist, gilt

üvü =
1

122 + 52 = 13.

Wir kontrollieren das Ergebnis, indem wirv berechnen. Da

v = 12 × (0.6, 0.8) + 5 × (-0.8, 0.6) = (3.2, 12.6),

gilt

üvü = 1(3.2)2 + (12.6)2 = 13.

SATZ 7.11. Sei T ein Unterraum desRn mit der ONB B= (b1, . . . , bk). Sei vÎ L(B)
mit den Koordinaten(v)B = (Λ1, . . . ,Λk). Dann gilt

Λi = Xv, bi\ für alle i Î {1,¼, k}.

Beweis.Sei i Î {1,¼, k}. Wir wissen, dass
kâ

j=1

Λ j b j = v,

und somit

X kâ
j=1

Λ j b j , bi\ = Xv, bi\.
Daraus folgt, dass

kâ
j=1

Λ j Xb j , bi\ = Xv, bi\
oder

Λi Xbi, bi\ = Xv, bi\.
Somit gilt

Λi = Xv, bi\.
à
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Bei Orthonormalbasen müssen wir also kein Gleichungssystem lösen, um die Koor-
dinaten eines Vektors zu bestimmen. Dazu folgendes Beispiel: Gegeben sei die ONB
B = ((0.6, 0.8), (-0.8, 0.6)). Gesucht sind die Koordinaten(Λ1,Λ2) von v = (2, 1) bzgl.
B.

Λ1 = Xv, b1\ = 2, Λ2 = Xv, b2\ = -1.

Also gilt:

(v)B = K 2
-1 O .

Eine Orthonormalbasis besitzt also zwei wesentliche Vorteile gegenüber normalen Ba-
sen:

(1) Mit (v)B = (Λ1, . . . ,Λk) kann die Länge des Vektorsv als

üvü = 1Λ2
1 + × × × + Λ

2
k

berechnet werden.
(2) Die Koordinaten eines Vektorsv erhält man als

(v)B =
æçççççç
è

Xv, b1\
¶Xv, bk\
ö÷÷÷÷÷÷
ø

.

4. Das Gram-Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren

Gegeben ist ein UnterraumT mit der BasisB = (b1, . . . , bm). Gesucht ist eine ONB
(d1, . . . , dm) von T.

Wir konstruierend1, . . . , dm mit folgenden Eigenschaften:

(1) di ^ d j für i ¹ j,
(2) üdiü = 1 für alle i,
(3) für allek £ m gilt L(b1, . . . , bk) = L(d1, . . . , dk).

(1) und (2) sollen garantieren, dass wir eine ONB erhalten. (3) fordert, dass die ersten
k Vektoren der gesuchten ONB den gleichen Vektorraum aufspannen wie die erstenk
Vektoren der BasisB.

ALGORITHMUS 7.12.

(1) Konstruktion von d1: Wir setzenc1 = b1 undd1 =
c1üc1ü .

(2) Konstruktion von d2: Um (3) erfüllen zu können, machen wir den Ansatz

c2 = b2 + Α1 × d1

mit Xc2, d1\ = 0. Aus

Xb2 + Α1 × d1, d1\ = Xb2, d1\ + Α1 Xd1, d1\ = Xb2, d1\ + Α1 = 0
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folgt
Α1 = -Xb2, d1\.

Also erhalten wir mittels

c2 = b2 - Xb2, d1\ × d1,

d2 =
c2üc2ü

den gewünschten Vektord2.
(3) Konstruktion von d3: Fürc3 machen wir analog zuc2 den Ansatz

c3 = b3 + Α1 × d1 + Α2 × d2.

Fordern wir dann Normalität zu den ersten beiden Vektoren, so erhalten wir

Xc3, d1\ = Xb3, d1\ + Α1 Xd1, d1\«¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬®
=1

+ Α2 Xd2, d1\«¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬®
=0

= 0,

also
Α1 = -Xb3, d1\,

und

Xc3, d2\ = Xb3, d2\ + Α1 Xd1, d2\«¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬®
=0

+ Α2 Xd2, d2\«¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬®
=1

= 0,

also
Α2 = -Xb3, d2\.

Somit ergibt sichc3 als

c3 = b3 - Xb3, d1\ × d1 - Xb3, d2\ × d2

und der gesuchte Vektord3 der Länge 1 als

d3 =
c3üc3ü .

(4) Konstruktion von di: Seiend1, . . . , di-1 bereits bekannt. Dann setzen wir

ci = bi - Xbi, d1\ × d1 - × × × - Xbi, di-1\ × di-1

und erhalten mit
di =

ciüciü
den gewünschten Vektor.

AUFGABEN 7.13. (1) Sei

B = (

æçççççççççç
è

1
-1

1
-1

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

,

æçççççççççç
è

-1
1
3
-3

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

,

æçççççççççç
è

1
0
0
0

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

).

Gesucht ist eine ONB vonL(B).
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Offenbar istc1 = (1,-1, 1,-1) und somit

d1 =
c1üc1ü =

1
2

æçççççççççç
è

1
-1

1
-1

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

.

Dann ist

c2 =

æçççççççççç
è

-1
1
3
-3

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

- X(-1, 1, 3,-3), d1\ 1
2

æçççççççççç
è

1
-1

1
-1

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

=

æçççççççççç
è

-2
2
2
-2

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

und

d2 =
c2üc2ü =

1
2

æçççççççççç
è

-1
1
1
-1

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

.

Schließlich ist

c3 =

æçççççççççç
è

1
0
0
0

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

- X(1, 0, 0, 0), d1\ d1 - X(1, 0, 0, 0), d2\ d2 =
1
2

æçççççççççç
è

1
1
0
0

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

und

d3 =
c3üc3ü =

10
2

æçççççççççç
è

1
1
0
0

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

.

(2) SeiB = ((3, 4), (5, 6)). Gesucht ist eine ONB vonL(B).
Wir erhalten

d1 =
1
5
K 3

4 O = K 0.6
0.8 O ,

d2 = K 0.8
-0.6 O .

Man prüft leicht nach, dass die beiden Vektoren tatsächlichnormal aufeinan-
der stehen.

SATZ 7.14. Sei T ein Unterraum desRn. Dann hat T eine ONB.

Beweis.Aus einer beliebigen Basis vonT kann mit dem Gram-Schmidtschen Ortho-
normalisierungsverfahren eine ONB berechnet werden.à

ÜBUNGSAUFGABEN 7.15.
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(1) Orthonormalisieren Sie die folgende Familie von Vektoren mit dem Verfahren von Gram-Schmidt!

A = (J 10
0
N, J 23

1
N, J 00

1
N).

(2) Bestimmen Sie jeweils eine Orthonormalbasis (ONB) für folgende Unterräume desR3!

(a) U = L(J 1
2
-2
N, J 3

2
-1
N).

(b) V = {(x1, x2, x3, x4) Î R
4 | x1 + 2x3 + 2x4 = 0 undx2 - 2x3 + 2x4 = 0}. (Hinweis: Berechnen Sie zuerst eine

Basis vonV und orthonormalisieren Sie diese mit dem Verfahren von Gram-Schmidt).
(3) Geben Sie eine Orthonormalbasis der Ebenee : x- 2y+ 3z= 0 an.
(4) Bestimmen Sie mithilfe des Verfahrens von Gram-Schmidteine Orthonormalbasis von

{(x1, x2, x3, x4) Î R
4 | x1 - x2 + x3 - x4 = 0}.

5. Orthogonalprojektionen

SATZ 7.16. Sei T ein Unterraum desRn, v Î Rn. Dann gibt es genau ein xÎ Rn mit
den Eigenschaften

(1) x Î T,
(2) v- x Î T^.

Um diesen Satz zu zeigen, brauchen wir zwei Resultate als Vorbereitung:

SATZ 7.17. Sei nÎ N, und sei AÎ Rn´n. Wir nehmen an, dass die Spalten von A linear
unabhängig sind. Dann ist A invertierbar.

Beweis:SeiA = J | |
s1 µ sn
| |

N. Da(s1,¼, sn) linear unabhängig ist, gilt dim(L(s1,¼, sn)) =

n, und somitL(s1,¼, sn) = R
n. Also gibt esΛ1,1,¼,Λ1,n Î R, sodass

J | |
s1 µ sn
| |

N × J Λ1,1

¶
Λ1,n

N = J 1
0
¶
0
N.

Insgesamt erhalten wir auf diese Weise eine MatrixR mit

J | |
s1 µ sn
| |

N × R= En.

Wir zeigen nun, dass auch die Zeilen vonA linear unabhängig sind. Sei dazuA =

J — z1 —
¶

— zn —
N, und seienΑ1,¼,Αn Î R so, dassÚn

i=1 Αi * zi = 0. Dann gilt

(Α1Α2¼Αn) × J
— z1 —

¶

— zn —
N = (0 0¼ 0).
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SeiΑ := (Α1Α2¼Αn). Dann giltΑ = Α × En = Α × (A × R) = (Α × A) × R= 0 × R= 0. Also
sind alleΑi = 0. Folglich sind die Zeilen vonA linear unabhängig.

Es gilt alsoL(z1,¼, zn) = R
n. Genauso wie die MatrixR können wir nun eine Matrix

L finden, sodassL ×A = En. Es gilt dannL = L ×En = L × (A ×R) = (L ×A) ×R= En ×R= R,
und somit giltL = R. Dann istA invertierbar mit inverser MatrixA-1 := R. à

LEMMA 7.18. Seien b1, . . . , bk Î R
n linear unabhängig. B sei definiert als die ńk-

Matrix mit den Spalten b1, . . . , bk. Dann ist BT × B invertierbar.

Wir zeigen, dass die Spaltenvektoren vonBT × B linear unabhängig sind. Sei dazuv Î
Rk´1 so, dass(BT × B) × v = 0. Dann giltvT × BT × B × v = 0, also(B × v)T × (B × v) = (0).
Dann giltB × v = 0. Da die Spalten vonB linear unabhängig sind, gilt alsov = 0. Somit
sind die Spaltenvektoren vonBT × B linear unabhängig. Nun folgt aus Satz 7.17, dass
BT × B invertierbar ist.à

Beweis von Satz 7.16.

ê Zunächst zeigen wir, dass so einx existiert. Sei(b1, . . . , bk) eine Basis vonT,
und seiB die n ´ k-Matrix, in deren Spalten die Vektorenb1,¼, bk stehen.
Wir versuchen(Α1,¼,Αk) zu finden, sodass

x :=
kâ

i=1

Αi × bi = B ×
æçççççç
è

Α1
¶

Αk

ö÷÷÷÷÷÷
ø

«¬¬¬¬¬¬¬¬®
Α

die Eigenschaftv-B × Α Î T^ erfüllt. Dann muss gelten:Xb j , v- x\ = Xb j , v-
B × Α\ = 0 für alle j, oder, anders ausgedrückt,

æçççççççççç
è

Xb1, v- B × Α\Xb2, v- B × Α\
¶Xbk, v- B × Α\

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

= BT × (v- B × Α) =

æçççççççççç
è

0
0
¶

0

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

,

und somit
BT × v- BT × B × Α = 0,

also
BT × v = (BT × B) × Α.

Da die Basisvektoren linear unabhängig sind, ist nach Lemma7.18 die Matrix
BT × B invertierbar. Somit mussΑ die Gleichung

(BT × B)-1 × BT × v = (BT × B)-1(BT × B) × Α = Α

erfüllen. Wir erhalten als Kandidaten fürx also

x = B × (BT × B)-1 × BT × v.
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Wir überprüfen jetzt, obv- x wirklich in T^ liegt, und erhalten

BT(v- x) = BT(v- B × (BT × B)-1 × BT × v)

= BT × v- BT × B × (BT × B)-1 × BT × v)

= BTv- BTv = 0.

ê Eindeutigkeit: Seienx, yzwei Vektoren, die den Bedingungen des Satzes 7.16
genügen, d.h.
(1) x, yÎ T,
(2) v- x, v- y Î T^.

Wegen (1) giltx- y Î T. Aus (2) erhalten wir(v- x) - (v- y) = -x+ y Î T^.
Daher gilt auch-(-x+ y) = x- y Î T^. Dax- y Î T undx- y Î T^, giltXx- y, x- y\ = 0. Also gilt ü(x- y)ü2 = 0, und folglichx = y.

Somit existiert genau einx, das die obigen Eigenschaften erfüllt.à

DEFINITION 7.19. Sein Î N, seiT ein Unterraum desRn, und seiv Î Rn. Dasx Î T
mit v-x Î T^ nennen wirorthogonale Projektionvonv aufT und schreibenx = PT(v).

WennT der Spaltenraum der MatrixB mit linear unabhängigen Spalten(b1,¼, bk) ist,
alsoT = S(B), dann ist(b1,¼, bk) eine Basis vonT. Wie im Beweis von Satz 7.16
ermittelt, gilt dann

PT(v) = B × (BT × B)-1 × BTv.

AUFGABEN 7.20.

(1) Gesucht ist die orthogonale Projektion von(4, 2) auf die GeradeG = {(x, y) | 3x-
4y = 0}.

Lösung: FürB = I 43 M gilt G = S(B). WegenBT × B = (42 + 32) = (25) und
BT × v = (16+ 6) = (22) ist

PG(v) = B × (BT × B)-1 × BT × v =
22
25
J 4

3 N.

(2) Wir berechnen die orthogonale Projektion des Vektorsv = (6, 0, 0) auf die
Ebenee = L((1, 2, 1), (-1, 0, 1)). Wir bilden eine MatrixB, in deren Spalten
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wir die Basisvektoren voneschreiben. In diesem Fall gilt

BT × B = K 1 2 1
-1 0 1 O

æçççççç
è

1 -1
2 0
1 1

ö÷÷÷÷÷÷
ø

= K 6 0
0 2 O ,

BT × v = K 1 2 1
-1 0 1 O

æçççççç
è

6
0
0

ö÷÷÷÷÷÷
ø

= K 6
-6 O

Pe(v) = B × (BT × B)-1 × BT × v =
æçççççç
è

1 -1
2 0
1 1

ö÷÷÷÷÷÷
ø

K 1
6 0
0 1

2
O K 6
-6 O

=
æçççççç
è

1 -1
2 0
1 1

ö÷÷÷÷÷÷
ø

K 1
-3 O =

æçççççç
è

4
2
-2

ö÷÷÷÷÷÷
ø

.

ÜBUNGSAUFGABEN 7.21.
Wir wollen die Pyramide mit der quadratischen Grundfläche(A, B,C, D) und der SpitzeS als 2D-Graphik auf dem Bildschirm
darstellen. Lösen Sie dazu folgende Probleme:

(1) Sei die Ebenee= L(B) durch ihre Basis

B = (
10
10
J 3

0
-1
N, 10

19
J 1
-3
3
N)

gegeben. Bestimmen Sie fürv = J 2
2
0
N die Projektion vonv auf L(B), alsoPL(B)(v).

(2) Bestimmen Sie die Koordinaten vonPL(B)(v) bezüglichB.
(3) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis der Ebenee, die durch

e : x- 2y+ 2z= 0

gegeben ist.

(4) Welcher Punkt aufehat vonJ -2
-5
5
N den geringsten Abstand?

SATZ 7.22. Sei T ein Unterraum desRn, vÎ Rn. Dann gilt

PT^(v) = v- PT(v).

Beweisskizze.Wir definiereny := v-PT(v). Man kann zeigen, dassy die Eigenschaften
der Projektion vonv aufT^ erfüllt. à

Aus diesem Satz können wir sofort eine Formel für die Projektion aufT^ ableiten. Sei
B eine Matrix mit linear unabhängigen Spalten, sodassT = S(B). Dann gilt:

PT^(v) = (En - B × (BT × B)-1 × BT) × v.

ÜBUNGSAUFGABEN 7.23.

(1) (a) Bestimmen Sie für jeden Vektorv = (x, y, z) Î R3 die Projektion aufU := {(x, y, z) | - x+ 2y+ 2z= 0}.
(b) Bestimmen Sie eine MatrixPU , sodass die Projektion vonv aufU gleichPU × v ist.
(c) Bestimmen SiePU × PU !

(2) SeiU := {(x, y, z) | - x+ 2y+ 2z= 0}.
(a) Bestimmen sie für jeden Vektorv = (x, y, z) Î R3 die Projektion vonv auf den Orthogonalraum vonU , also

aufU^.
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(b) Bestimmen Sie eine MatrixPU^ , sodass die Projektion vonv aufU^ gleichPU^ × v ist.
(c) Bestimmen SiePU^ × PU^ .

6. Abstandsberechnungen mit Hilfe der Orthogonalprojektion

6.1. Abstand eines Punktes von einem Unterraum.Gegeben sei ein Unterraum
T desRn sowie ein Vektorv Î Rn. Gesucht ist jenesx Î T, das vonv den kleinsten
Abstand hat.

SATZ 7.24. Sei T ein Unterraum desRn, vÎ Rn, und sei xÎ T. Dann sind äquivalent:

(1) ||v- x|| = inf{||v- t || : t Î T}.
(2) Der Vektor x ist die Projektion von v auf T , also x= PT(v).

Beweis.(2)Þ(1): Wir nehmen an,x = PT(v). Seit Î T. Dann gilt

||v- t ||2 = ||(v- x) + (x- t)||2.

Dav- x Î T^ undx- t Î T, gilt

||(v- x) + (x- t)||2 = ||v- x||2 + ||x- t ||2.

Es gilt also

Für allet Î T: ||v- t || ³ ||v- x||.

Also gilt

||v- x|| = inf{||v- t || : t Î T}.

(1)Þ(2): Seix so, dass||v- x|| = inf{||v- t || : t Î T}, und seiy = PT(v). Es gilt dann
||v- x|| £ ||v- y|| und ||v- x||2 = ||(v- y) + (y- x)||2 = ||v- y||2 + ||y- x||2. Das ergibt
ingesamt||v- y||2 ³ ||v- y||2 + ||y- x||2, also||y- x||2 = 0. Somit giltx = y = PT(v). à

ÜBUNGSAUFGABEN 7.25.

(1) Welcher Punkt auf der Geraden

g= L(J 1
2
-2
N)

hat vonJ 2
-1
9
N den kleinsten Abstand?

(2) Wir betrachten den PunktpÎ R4 und den UnterraumU desR4.

p = (8, 10, 1, 14) ,

U = L((-1,-2, 0, 3)).

Welcher Punktp0 ausU hat vonp den kleinsten Abstand?
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6.2. Abstand zwischen zwei linearen Mannigfaltigkeiten.WennA undB nicht-
leere Teilmengen desRn sind, dann kann man ihrenAbstanddurch

dist(A, B) = inf{||a- b|| | aÎ A, bÎ B}

definieren.

Gegeben sind zwei lineare MannigfaltigkeitenM1 = v1 + T1 undM2 = v2 + T2. Dabei
sindv1, v2 Î R

n, undT1, T2 sind Unterräume desRn. Wir suchenp1 Î M1 undp2 Î M2,
sodass

||p1 - p2|| = dist(M1, M2).

Dazu bestimmen wirt1 Î T1 undt2 Î T2, sodass

||(v1 + t1) - (v2 + t2)|| = dist(M1, M2).

Nun gilt

dist(M1, M2) = inf{||(v1 + t1) - (v2 + t2)|| | t1 Î T1, t2 Î T2}

= inf{||(v1 - v2) - (t2 - t1)|| | t1 Î T1, t2 Î T2}

= inf{||(v1 - v2) - s|| | sÎ T1 + T2}.

Wir wissen, dass(v1 - v2) - s genau dann das Infimum von{(v1 - v2) - s | sÎ T1 + T2}
annimmt, wenns= PT1+T2

(v1 - v2). Also berechnen wir

s := PT1+T2
(v1 - v2).

Folglich gilt für t1 Î T1 undt2 Î T2 die Gleichung

(v1 + t1) - (v2 + t2) = inf{(v1 + t1) - (v2 + t2) | t1 Î T1, t2 Î T2}

genau dann, wennt2- t1 = s. Wir müssen also alle(t1, t2) Î T1´ T2 bestimmen, sodass
t2- t1 = s. Wir bestimmen uns also eint ¢1 Î T1 und eint ¢2 Î T2, sodasst ¢2- t ¢1 = s. Dann
gilt

{(t1, t2) Î T1 ´ T2 | t1 - t2 = s} = {t ¢1 + r, t ¢2 + r) | r Î T1 È T2}.

Damit erhalten wir

{(p1, p2) Î M1´M2 | ||p1- p2|| = dist(M1, M2)} = {Iv1+ t ¢1+ r, v2+ t ¢2+ rM | r Î T1ÈT2}.

AUFGABE 7.26. Bestimmen Sie jene Punkte auf den Mannigfaltigkeiten

M1 := (5, 0, 0, 0) + L((1, 2,-1, 0), (1, 1, 1, 1))

und
M2 := (11, 27, 2, 11) + L((1,-1,-1, 1), (1, 0, 0, 1)),

die voneinander geringsten Abstand haben.

Sei T1 = L((1, 2,-1, 0), (1, 1, 1, 1)) undT2 = L((1,-1,-1, 1), (1, 0, 0, 1)). Wir berech-
nen eine Basis vonT1 + T2.

In[102]:= B1 = {{1, 2,-1, 0}, {1, 1, 1, 1}};

B2 = {{1,-1,-1, 1},{1, 0, 0, 1}};
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Out[102]= {{1,-1,-1,1},{1,0,0,1}}

In[103]:= BasisVonT1PlusT2 = RowReduce[B1 ˜Join˜ B2 ]

Out[103]= 9{1,0,0,1},90,1,0,-1
3
=,90,0,1, 1

3
=,{0,0,0,0}=

Also erhalten wir

B = ((1, 0, 0, 1), (0, 1, 0,-1/3), (0, 0,1,1/3))

als Basis vonT1+T2. Jetzt können wir die Projektion vonv1-v2 aufT1+T2 ausrechnen.
SeiC die Matrix

æçççççççççç
è

1 0 0
0 1 0
0 0 1
1 -1

3
1
3

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

.

Dann gilt

PT1+T2
(v1 - v2) = C × (CT ×C)-1 ×CT × (v1 - v2) = J -12

-25
-4
-5
N.

Also gilt s= (-12,-25,-4,-5). Diesesswollen wir als-t ¢1+t ¢2 mit t ¢1 Î T1 undt ¢2 Î T2
darstellen. Durch die folgenden Mathematica-Berechnungen erhalten wir

s= -7 × (1, 2,-1, 0) - 8 × (1, 1, 1, 1) + 3 × (1,-1,-1, 1) + 0 × (1, 0, 0, 1).

In[104]:= s

Out[104]= {-12,-25,-4,-5}

In[105]:= B1B2 = B1 ˜Join˜ B2

Out[105]= {{1,2,-1,0},{1,1,1,1},{1,-1,-1,1},{1,0,0,1}}

In[106]:= M = Transpose [B1B2]

Out[106]= {{1,1,1,1},{2,1,-1,0},{-1,1,-1,0},{0,1,1,1}}

In[107]:= MatrixForm [M]

Out[107]= K
1 1 1 1
2 1 -1 0
-1 1 -1 0
0 1 1 1

O

In[108]:= LinearSolve [M, s]

Out[108]= {-7,-8,3,0}

Für t ¢1 = 7 × (1, 2,-1, 0) + 8 × (1, 1, 1, 1) undt ¢2 = 3 × (1,-1,-1, 1) gilt also

s= -t ¢1 + t ¢2.

Wir erhalten
t ¢1 = (15, 22, 1, 8) , t¢2 = (3,-3,-3, 3).

Also sind die Punkte

p1 = (5, 0, 0, 0) + (15, 22, 1, 8) = (20, 22, 1, 8)
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und
p2 = (11, 27, 2, 11) + (3,-3,-3, 3) = (14, 24,-1, 14)

so, dassp1 Î M1, p2 Î M2, und||p1 - p2|| = dist(M1, M2).

Um alle Punkte zu erhalten, für die der Abstand minimal wird,müssen wir nochT1ÈT2
berechnen.

In[109]:= C1 = NullSpace [{{1, 2,-1, 0}, {1, 1, 1, 1}}];

MatrixForm [C1]

Out[109]= J-2 1 0 1
-3 2 1 0

N
In[110]:= C2 = NullSpace [{{1,-1,-1, 1},{1, 0, 0, 1}}];

MatrixForm [ C2]

Out[110]= J-1 0 0 1
0 -1 1 0

N
In[111]:= NullSpace [Join [C1,C2]]

Out[111]= {{1,1,1,1}}

Wir erhaltenT1 È T2 = L((1, 1, 1, 1)). Somit ist die Menge aller Paare inM1 ´M2, die
minimalen Abstand voneinander haben, gegeben als

{I(20, 22, 1, 8) + t × (1, 1, 1, 1) , (14, 24,-1, 14) + t × (1, 1, 1, 1)M | t Î R}.
Folgendes Mathematica-Programm liefert zwei Punkte mit minimaler Distanz. Ach-
tung: die Basisvektoren vonT1 undT2 stehen hier in denZeilender ArgumenteB1 und
B2.

Proj [B_, v_] :=
Transpose [B] . Inverse [B . Transpose[B]]. B. v;

PointsWithMinimalDistance [v1_, B1_, v2_, B2_] :=
Module[{},

B12 = RowReduce [B1 ~Join~ B2];
If [MatrixRank[B12] == 0,

{v1, v2},
Basis12 = Take [B12, MatrixRank [B12]];
s = Proj [Basis12, v1 - v2];
t1 = - Transpose [B1].Take [LinearSolve

[Transpose [B1 ~Join~ B2], s], Length [B1]];
t2 = s + t1;
{v1 + t1, v2 + t2}

]
];
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Wir testen dieses Programm:

In[112]:= << abstand2 .m

In[113]:= v1 = {5, 0, 0, 0};

v2 = {11, 27, 2, 11};

T1 = {{1, 1, 1, 1},{1, 2,-1, 0}};

T2 = {{1, 0, 0, 1},{1,-1,-1, 1}};

In[114]:= PointsWithMinimalDistance [v1,T1, v2, T2]

Out[114]= {{23,25,4,11},{17,27,2,17}}

ÜBUNGSAUFGABEN 7.27.

(1) Welcher Punkt auf der Geraden
g : X = I 00 M + Λ × I 1

-4 M
hat vonI 6

-7 M den geringsten Abstand?

(2) Bestimmen Sie den Punkt aufJ 10
0
N + L(J 1

2
-2
N), der am nächsten beim PunktJ 2

3
-1
N liegt.

(3) (a) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis des UnterraumsW vonR4, der durch

W = {Ix1, x2, x3, x4M | - x1 + x3 = 0 und - x2 + x4 = 0}.

gegeben ist.
(b) Welcher Punkt inW hat von(4,-1, 6,-1) den geringsten Abstand?

(4) Bestimmen Sie den Abstand des PunktesJ -6
4
-2
N von der Geradeng, die durch den PunktJ 0

0
10
N geht, und deren Rich-

tungsvektor gleichJ 1
-2
3
N ist.

(5) Bestimmen Sie den Abstand des Punktes(8, 2, 11,17) von der Geradeng, die durch

g : X = (1, 2,-4, 7) + t × (12,0, 3, 4)

gegeben ist. Welcher Geradenpunkt ist diesem Punkt am nächsten?
(6) (a) Welcher Punktp auf der Geraden

g : -2x+ z= 0 und 2x+ y = 0

hat vom Punktv = J -10
-25
25
N den geringsten Abstand?

(b) Wie groß ist dieser Abstand?
(c) Berechnen Siev- p! Welchen Winkel schließenp undv- p miteinander ein?

(7) Welcher Punkt der Ebene

e : X = J -24
-53
13
N + Λ × J 12

3
N + Μ × J -1

7
2
N

kommt dem PunktJ 00
0
N am nächsten ?

(8) Welche Punkte der Geraden

g1 : X = J 012 N + Λ × J
1
2
3
N

und

g1 : X = J -24
-52
15
N + Μ × J -1

7
2
N

kommen einander am nächsten?
(9) Welcher Punkt der Ebene

e : X = J -24
-53
13
N + Λ × J 12

3
N + Μ × J -1

7
2
N

kommt dem PunktJ -47
-95
34
N am nächsten?
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(10) Welcher Punkt der Ebene

e : X = (5,2, 1, 0) + Λ × (1, 2,0, 0) + Μ × (0, 1, 2,-1)

kommt der Geraden
g : X = (5, 3, 0, 5) + Α × (1,0, 2, 0)

am nächsten?
(11) Berechnen Sie den InkreismittelpunktI = J i1

i2
N des DreiecksABC mit A = I -3

-2 M, B = I 40 M und C = I 24 M, indem

Sie die Bedingung, dassI gleich weit vonAB, BC und AC entfernt ist, in Gleichungen in den Variableni1 und i2
umwandeln. Verwenden Sie zur Lösung der auftretenden Gleichungen den Mathematica-BefehlSolve.

7. Die bestapproximierende Lösung eines linearen Gleichungssystems

Oft trifft man auf Gleichungssysteme, die keine Lösung besitzen, wie z.B.

æçççççç
è

1 0
2 1
-1 1

ö÷÷÷÷÷÷
ø

× x =
æçççççç
è

1
2
0

ö÷÷÷÷÷÷
ø

.

In solchen Fällen wird man einx suchen, das dem Gleichungssystem “möglichst gut”
genügt. Naheliegend ist es, jenesx als “Lösung” zu betrachten, das den kleinsten Fehler
liefert, d.h. für dasüA × x- büminimal ist.

DEFINITION 7.28. SeiA Î Rm´n, b Î Rm. Eine bestapproximierende Lösungdes
GleichungssystemsA × x = b ist einx* Î Rn, sodassüA × x* - büminimal ist.

Wir wissen, dass{A×x | x Î Rn} genau der Spaltenraum vonA ist. Wir suchen also jenes
Element des Spaltenraumes vonA, das vonb minimalen Abstand hat. Dazu sollteA × x
die Projektion vonb auf den Spaltenraum vonA sein. Dann stehtb - A × x auf den
Spaltenraum vonA normal. Es gilt also

AT × (b- A × x) = 0.

WennAT ×A invertierbar ist, dann können wirx durchx = (AT ×A)-1 ×AT ×b bestimmen.

SATZ 7.29. Sei A eine Matrix, deren Spaltenvektoren linear unabhängigsind, und sei
b ein Vektor. Dann ist die bestapproximierende Lösung x* von A× x = b gegeben durch

x* = (AT × A)-1 × AT × b.

AUFGABE 7.30. Wir bestimmen die bestapproximierende Lösung von

æçççççç
è

1 0
2 1
-1 1

ö÷÷÷÷÷÷
ø

× x =
æçççççç
è

1
2
0

ö÷÷÷÷÷÷
ø

.

Hier ist

AT × A = K 6 1
1 2 O und (AT × A)-1 =

1
11
K 2 -1
-1 6 O .

Also erhalten wir

x* =
1
11
K 8

7 O .
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ÜBUNGSAUFGABEN 7.31.

(1) Das GleichungssystemA × x = b ist für folgendesA undb unlösbar:

A =
æççççççç
è

1 0
1 1
0 1

ö÷÷÷÷÷÷÷
ø

, b=
æççççççç
è

2
2
2

ö÷÷÷÷÷÷÷
ø

.

Bestimmen Sie die “beste Näherungslösung”. Warum (bzw. in welchem Sinn) ist diese Lösung “besser” als(1, 1)?

Nun versuchen wir, die “beste Gerade durch eine Punktwolke”zu legen.

Gegeben seien die Punkte(x1, y1), . . . ,(xn, yn). Gesucht ist die bestapproximierende
Geradey = k x+ d durch diese Punktwolke.

Dafür berechnet man die bestapproximierende Lösung des Gleichungssystems

æçççççç
è

x1 1
¶ ¶

xn 1

ö÷÷÷÷÷÷
ø

K k
d O =

æçççççç
è

y1
¶

yn

ö÷÷÷÷÷÷
ø

wie oben beschrieben. Wir überlegen uns noch, welcher “Abstand” zwischen Punkten
und Gerade hier wirklich minimiert wird. Die bestaproximierende Lösung minimiertÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

æçççççç
è

y1
¶

yn

ö÷÷÷÷÷÷
ø

-
æçççççç
è

x1 1
¶ ¶

xn 1

ö÷÷÷÷÷÷
ø

K k
d O
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
=

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
æçççççç
è

y1 - (k x1 + d)
¶

yn - (k xn + d)

ö÷÷÷÷÷÷
ø

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
,

also die Summe der Quadrate der Vertikalabstände zwischen den Punkten und der
Gerade.

ÜBUNGSAUFGABEN 7.32.

(1) Bestimmen Sie jene Gerade der Formy = k x+ d, die die Punkte(0, 3), (1, 4) und (2, 7) bestmöglich approximiert.
“Bestmöglich” heißt dabei, dassk undd so zu bestimmen sind, dass

(y1 - (k x1 + d))2 + (y2 - (k x2 + d))2 + (y3 - (k x3 + d))2

minimal wird.
(2) Bestimmen Sie jene Gerade der Formy = k x+ d, die die Punkte(2, 3), (3, 0) und (6, 5) bestmöglich approximiert.

“Bestmöglich” heißt dabei, dassk undd so zu bestimmen sind, dass

(y1 - (k x1 + d))2 + (y2 - (k x2 + d))2 + (y3 - (k x3 + d))2

minimal wird.





KAPITEL 8

Ringe, Körper und Vektorräume

Nachrichten codiert man gerne als Listen von Bits. Deswegenwird es sich als günstig
herausstellen, dass man nicht nur mit Vektoren, deren Einträge reelle Zahlen sind,
rechnen kann, sondern auch mit Vektoren, deren Einträge nur0 oder 1 sein können.
Unser Wissen über das Lösen linearer Gleichungssysteme lässt sich auf solche 0/1-
Vektoren verallgemeinern; das ist z.B. in der Codierungstheorie hilfreich.

1. Kommutative Ringe mit Eins

Unser Ziel ist, anstelle der reellen Zahlen auch andere Objekte verwenden zu können,
solange man diese Objekte sinnvoll addieren und multiplizieren kann.

Sei n Î N. Eine n-stellige Operationauf A ist eine Funktion vonAn nachA. Eine
Algebra ist ein Paar(A, F), wobeiA eine nichtleere Menge, undF eine Familie von
endlichstelligen Operationen aufA ist. WennF = ( f1,¼, fk), so bezeichnet man so-
wohl das Paar(A, F) als auch das Tupel(A, f1,¼, fk) als Algebra.

DEFINITION 8.1. Eine AlgebraXR,+,-, ×, 0, 1\ ist ein kommutativer Ring mit Eins,
wenn+, × binäre Operationen aufR sind,- eine unäre Operation aufR ist, und 0, 1
Elemente ausR sind, sodass für allex, y, zÎ R die folgenden Eigenschaften erfüllt
sind:

(1) x+ 0 = x
(2) x+ (-x) = 0
(3) (x+ y) + z= x+ (y+ z)
(4) x+ y = y+ x
(5) (x × y) × z= x × (y × z)
(6) x × y = y × x
(7) x × 1 = x
(8) x × (y+ z) = x × y+ x × z.

SATZ 8.2. SeiXR,+,-, ×, 0, 1\ ein kommutativer Ring mit1, und seien x, yÎ R. Dann
gilt

(1) -(-(x)) = x
(2) x × 0 = 0.
(3) -(x × y) = (-x) × y = x × (-y).

129
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Beweis:(1): -(-x) = -(-x) + 0 = 0 + (-(-x)) = (x + (-x)) + (-(-x)) = x + ((-x) +
(-(-x)) = x+0 = x. (2): x×0 = x×0+0 = x×0+(x×0+(-x×0)) = (x×0+x×0)+(-x×0) =
x × (0+ 0) + (-x × 0) = x × 0+ (-x × 0) = 0. (3): Wir verwenden jetzt außer den bei der
Definition von kommutativen Ringen verwendeten Gleichungen auch die Folgerungen,
dass für allez Î R auch(-z) + z = 0 und 0+ z = z gilt. -(x × y) = -(x × y) + x × 0 =
-(x×y)+x×(y+(-y)) = -(x×y)+(x×y+x×(-y)) = (-(x×y)+x×y)+x×(-y) = 0+x×(-y) = x×(-y).
Mithilfe des Kommutativgesetzes folgt nun auch(-x) × y = -(x × y). à

DEFINITION 8.3. SeiR = XR,+,-, 0, ×, 1\ ein kommutativer Ring mit Eins.R ist ein
Körper, wenn folgendes gilt:

(1) |R| ³ 2,
(2) für allex Î R mit x ¹ 0 gibt es einy Î R, sodassx × y = 1.

ÜBUNGSAUFGABEN 8.4.

(1) Zeigen Sie, dass es in einem Körper für jedesx höchstens einy mit x × y = 1 geben kann.
(2) Zeigen Sie, dass das Produkt zweier Elemente in einem Körper nur dann 0 ist, wenn einer der Faktoren gleich 0 ist.

In einem Körper hat jedes Elementa ¹ 0 genau ein multiplikativ inverses Element;
wir bezeichnen es mita-1.

Der zweielementige RingZ2 = {0,1}mit 0Å0 = 0, 0Å1 = 1, 1Å0 = 1, 1Å1 = 0,
0� 0 = 0, 0� 1 = 0, 1� 0 = 0, 1� 1 = 1 ist ein Körper.

2. Vektorräume

DEFINITION 8.5. SeiK ein Körper. Ein TupelXV,+++,---,0, *\ heißtVektorraumüberK,
wennV ¹ Æ, +++ : V ´ V ® V, --- : V ® V, 0 Î V und* : K ´ V ® V, und für alle
x, y, zÎ V undΑ,Β Î K gilt:

(1) (x+++ y) +++ z= x+++ (y+++ z),
(2) 0+++ x = x,
(3) (---x) +++ x = 0,
(4) x+++ y = y+++ x,
(5) Α * (Β * x) = (Α × Β) * x,
(6) (Α + Β) * x = Α * x+++ Β * x,
(7) Α * (x+++ y) = Α * x+++ Α * y,
(8) 1* x = x.

BEISPIELE 8.6.

(1) Für jeden KörperK und jedesn Î N ist Kn (mit geeignet definierten Opera-
tionen) ein Vektorraum überK.

(2) Für jeden UnterraumU desRn ist U (mit geeignet definierten Operationen)
ein Vektorraum überR.
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ÜBUNGSAUFGABEN 8.7.
Sei in den folgenden BeispielenK ein Körper, undXV,+++,---,0,*\ ein Vektorraum überK.

(1) Seix Î V. Zeigen Sie 0* x = 0.
(2) SeiΑ Î K. Zeigen SieΑ * 0 = 0.
(3) Seix Î V. Zeigen Sie(---x) = (-1) * x.
(4) SeiΑ Î K, xÎ V so, dassΑ * v = 0. Zeigen Sie, dassΑ = 0 oderv = 0.

DEFINITION 8.8. SeiK ein Körper undV ein Vektorraum überK. SeiU eine Teilmen-
ge vonV. U ist einUnterraumvonV, wennU ¹ Æ, und für alleu, vÎ U undΑ Î K
gilt u+ v Î U undΑ * u Î U .

WennU ein Unterraum vonV = XV,+,-, 0, *\ ist, dann istU = XU,+|U´U ,-|U , 0, *|K´U\
ebenfalls ein Vektorraum überK.

SATZ 8.9 (Unterraumkriterium).Sei K ein Körper und V ein Vektorraum über K. Sei U
eine Teilmenge von V. Dann ist U ist genau dann einUnterraumvon V, wenn U¹ Æ,
und für alleΑ,Β Î K und u, vÎ U gilt Α * u+ Β * v Î U.





KAPITEL 9

Lineare Abbildungen

1. Beispiele

Wir betrachten einige Funktionen, die von einem Vektorraumin einen Vektorraum
gehen.

AUFGABE 9.1. Seis jene Funktion vonR2 nachR2, die jeden Punkt auf den Punkt
abbildet, auf dem er nach der Spiegelung an derx-Achse landet. Dann lässt sichs so
schreiben:

s : R2 � R2

I x
y M S� J 1 0

0 -1 N × I x
y M.

AUFGABE 9.2. Wir überlegen uns, wo der PunktI x
y M nach einer Drehung um den

Nullpunkt um 60ë gegen den Uhrzeigersinn landet. Seid diese Drehung. Dann lässt
sichd so schreiben:

d : R2 � R2

I xy M S� J cos( Π3 ) - sin( Π3 )
sin( Π3 ) cos( Π3 )

N × I x
y M.

AUFGABE 9.3. Wir bestimmen die Projektion des Punktes(x, y, z) Î R3 auf U =
L((0, 1, 2), (3, 0, 4)). Sei pU diese Projektionsabbildung. Wir berechnen die Projekti-
onsmatrixPU in folgender Rechnung:

In[115]:= B = Transpose [{{0, 1, 2},{3, 0, 4}}]

Out[115]= {{0,3},{1,0},{2,4}}

In[116]:= PU = B. Inverse [Transpose [B].B] . Transpose [B];

MatrixForm [PU]

Out[116]= K
45

61
-
24

61

12

61

-
24

61

25

61

18

61
12

61

18

61

52

61

O

Somit haben wir eine MatrixPU gefunden, sodassPU × J x
y
z
N die Projektion von(x, y, z)

aufU ist.
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Solche Abbildungen, die man durch Matrizen beschreiben kann, werden der Inhalt
dieses Kapitels sein.

2. Die Definition linearer Abbildungen

DEFINITION 9.4. SeienU und V Vektorräume über dem KörperK. Eine Funktion
h : U ® V ist einelineare Abbildung, wenn:

(1) für alleu1, u2 Î U : h(u1 + u2) = h(u1) + h(u2)
(2) für alleu Î U und für alleΛ Î K : h(Λ u) = Λ h(u).

BEISPIEL 9.5. SeiK ein Körper, und seiA Î Kn´m. Dann ist die Abbildungh, die
durch

h : Km � Kn

x S� A × x

definiert ist, eine lineare Abbildung vomK-VektorraumKm in denK-VektorraumKn.

AUFGABE 9.6. Welche der folgenden Abbildungen vonR2 nachR sind linear?

(1) h1((x, y)) = 3x- 2y für x, yÎ R.
(2) h2((x, y)) = 3x+ 1 für x, yÎ R.
(3) h3((x, y)) = 0 für x, yÎ R.

Lösung.

(1) Wir zeigen, dass die Abbildungh1 linear ist. Seien dazuu, v Î R2. Es gibt
dannx1, y1, x2, y2 Î R, sodassu = (x1, y1) und v = (x2, y2). Es gilt dann
h1(u+v) = 3 (x1+x2) -2 (y1+y2) = (3x1-2y1) + (3x2-2y2) = h1(u) +h1(v)
undh1(Λ u) = 3 (Λ x1) - 2 (Λ y1) = Λ (3x1 - 2y1) = Λ h1(u) .

(2) h2 ist keine lineare Abbildung, dah2((1, 1) + (1, 1)) = h2((2, 2)) = 7 und
h2((1, 1)) + h2((1, 1)) = 4+ 4 = 8.

(3) h3 ist linear.

SATZ 9.7. Sei K ein Körper, seien U,V,W Vektorräume über K, und seien f: U ® V
und g : V ® W lineare Abbildungen. Dann ist die Hintereinanderausführung gë f
ebenfalls linear.

SATZ 9.8. Sei K ein Körper, sei mÎ N, und sei V ein Vektorraum über K mit Basis
B = (b1,¼, bm). Dann ist die Abbildung c, die durch

c : V � Km

v S� (v)B

definiert ist, eine lineare Abbildung.
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Beweis.Wir geben hier nur den Beweis dafür, dassc(u+v) = c(u)+c(v) für alleu, vÎ V.
Seienu, v Î V. Zu zeigen ist, dass(u + v)B = (u)B + (v)B. SeienΛ1, . . . ,Λm Î K und
Μ1, . . . ,Μm Î K so, dass

mâ
i=1

Λi bi = u

und
m

â
i=1

Μi bi = v.

Dann gilt also(u)B = (Λ1, . . . ,Λm) und(v)B = (Μ1, . . . ,Μm). Wir berechnen nun
m

â
i=1

(Λi + Μi) bi.

Es giltÚm
i=1(Λi + Μi) bi = Úm

i=1 Λi bi +Úm
i=1 Μi bi = u+ v. Da alsoÚm

i=1(Λi + Μi) bi = u+ v,
gilt (u+ v)B = (Λ1 + Μ1, . . . ,Λm+ Μm) = (Λ1, . . . ,Λm) + (Μ1,¼,Μm) = (u)B + (v)B. à

Auch die inverse Abbildung dieser Abbildung ist linear:

SATZ 9.9. Sei K ein Körper, sei mÎ N, und sei V ein Vektorraum über K mit Basis
B = (b1,¼, bm). Dann ist die Abbildung d, die durch

d : Km � V
(Λ1,¼,Λm) S� Úm

i=1 Λi bi

definiert ist, eine lineare Abbildung.

SATZ 9.10. Seien U und V Vektorräume über K mit den Basen B= (b1,¼, bm) und
C = (c1,¼, cn). Sei A eine ḿ n-Matrix. Die Funktion f: U ® V bilde x auf jenes y,
das durch

(y)C = A × (x)B
gegeben ist, ab. Dann ist h eine lineare Abbildung.

Beweisskizze.Es gilt f = gë h ë i, wobeii : U ® Km, u# (u)B, h : Km ® Kn, x# A × x,
g : Kn ® V,(Λ1, . . . ,Λm) # Úm

i=1 Λi ci. Alle drei Abbildungeng, h, i sind linear, also
auch ihre Hintereinanderausführung.à

AUFGABE 9.11. SeiU der Unterraum desR3 mit BasisB = ((1, 1, 1), (1, 0, 0)), und
seih : R3 ® R2, v# (v)B. Dann ist etwa

h((4, 1, 1)) = K 1
3 O ,

h((-1,-1,-1)) = K -1
0 O .

ÜBUNGSAUFGABEN 9.12.
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(1) Eine lineare Abblidung vonh vonR2 nachR2 bildet den PunktI 11 M auf I 20 M und den PunktI 1
-1 M auf I 0

-2 M ab. Auf
welchen Punkt wirdI 12 M abgebildet?

(2) Zeigen oder widerlegen Sie: Wennh eine lineare Abbildung vonR3 nachR2 ist und h ¹ 0, dann gilt für alle
v1, v2 Î R3:

(v1, v2) linear unabhängigÞ (h(v1), h(v2)) linear unabhängig.

3. Abbildungsmatrizen linearer Abbildungen

Seih : U ® V eine lineare Abbildung,B = (b1,¼, bm) eine Basis vonU . Seix Î U
mit x = Úm

i=1 Λi × bi. Dann gilt wegen der Linearität vonh:

h(x) = h(
mâ

i=1

Λi × bi) =
mâ

i=1

Λi × h(bi).

Eine lineare Abbildung ist also durch die Bilder der Basisvektoren bereits vollständig
bestimmt.

Wir werden jetzt sehen, dass sich jede lineare Abbildung, deren Definitions- und Bild-
bereich endlichdimensionale Vektorräume sind, durch eineMatrix darstellen lässt.

DEFINITION 9.13. SeienU,V Vektorräume überK, seienm, nÎ N, seiB = (b1,¼, bm)
eine Basis vonU undC = (c1,¼, cn) eine Basis vonV. Seih eine lineare Abbildung
vonU nachV. Wir definieren nun dien´m-Matrix Sh(B,C). Dazu legen wir fest, dass
für i Î {1, . . . , m} in der i-ten Spalte vonSh(B,C) der Vektor(h(bi))C steht. Es gilt also

Sh(B,C) =
æçççççç
è

| | |
(h(b1))C (h(b2))C µ (h(bm))C
| | |

ö÷÷÷÷÷÷
ø

.

Die Matrix Sh(B,C) Î Kn´m heißtAbbildungsmatrixoderDarstellungsmatrixvon h
bezüglich der BasenB undC.

SATZ 9.14. Seien U,V Vektorräume über K, seien m, nÎ N, sei B= (b1,¼, bm) eine
Basis von U und C= (c1,¼, cn) eine Basis von V. Sei h eine lineare Abbildung von U
nach V. Dann gilt

(9.1) (h(u))C = Sh(B,C) × (u)B für alle uÎ U.
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Beweis.Seiu Î U mit u = Úm
i=1 Λi bi. Dann gilt

(h(u))C = Ih( mâ
i=1

Λi bi)MC
= I m

â
i=1

Λi h(bi)MC
=

m

â
i=1

Λi Ih(bi)MC
=
æçççççç
è

| | |
(h(b1))C (h(b2))C µ (h(bm))C
| | |

ö÷÷÷÷÷÷
ø

× J Λ1
Λ2
¶
Λm

N
= Sh(B,C) × (u)B.

à

Wir zeigen nun, dass die Abbildungsmatrix durch die Gleichung (9.1) eindeutig be-
stimmt ist.

SATZ 9.15. Seien U,V Vektorräume über K, seien m, nÎ N, sei B= (b1,¼, bm) eine
Basis von U und C= (c1,¼, cn) eine Basis von V. Sei h eine lineare Abbildung von U
nach V, und sei A eine ńm-Matrix, sodass für alle uÎ U:

(9.2) (h(u))C = A × (u)B.

Dann gilt A= Sh(B,C).

Beweis.Sei i Î {1,¼, m}. Wegen (9.2) gilt(h(bi))C = A × (bi)B, also

(h(bi))C = A × J 0
¶
1
¶
0

N,
wobei der Einser an deri ten Stelle steht. Die rechte Seite dieser Gleichung ergibt die
i-te Spalte vonA. Also ist diei-te Spalte vonA gleich(h(bi))C. DaherA = Sh(B,C). à

AUFGABE 9.16. Seih : R2 ® R3 die folgende lineare Abbildung.

h : R2 � R3

I x
y M S� J 3x-2y

2x+y
-x+4y
N.

Sei B die Basis(I -1
2 M, I 45 M) desR2, und seiC die Basis(J -9

-13
-7
N, J 20

39
30
N, J 0

1
0
N) desR3. Be-

stimmen SieSh(B,C).

Lösung: Es gilt

h(b1) = J -7
0
9
N, h(b2) = J 2

13
16
N.
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Aus dem Gleichungssystem

J -9 20 0
-13 39 1
-7 30 0

N × x = J -7
0
9
N

erhalten wir(h(b1))C = J 3
1
0
N und ebenso(h(b2))C = J 2

1
0
N. Insgesamt erhalten wir

Sh(B,C) = J 3 2
1 1
0 0

N.
In Mathematica kann man die notwendigen Rechnungen so durchführen:

In[117]:= h[x_, y_] = {{3,-2},{2, 1},{-1, 4}}. {x, y}

Out[117]= {3 x - 2 y,2 x + y,-x + 4 y}

In[118]:= hb1 = h[-1, 2]

Out[118]= {-7,0,9}

In[119]:= hb2 = h[4, 5]

Out[119]= {2,13,16}

In[120]:= CC = {{-9, 20, 0},{-13, 39, 1},{-7, 30, 0}}

Out[120]= {{-9,20,0},{-13,39,1},{-7,30,0}}

In[121]:= MatrixForm [CC]

Out[121]= K -9 20 0
-13 39 1
-7 30 0

O
In[122]:= LinearSolve [CC, hb1]

Out[122]= {3,1,0}

In[123]:= LinearSolve [CC, hb2]

Out[123]= {2,1,0}

AUFGABE 9.17. SeiU = R2,V = R1 mit den kanonischen BasenB = ((1, 0), (0, 1))
undC = ((1)). Die lineare Abbildungh : U ® V sei definiert durch

h((x, y)) = (3x- 2y)

für allex, yÎ R. In diesem Fall ist(h(b1))C = (3) und(h(b2))C = (-2). Somit gilt

Sh(B,C) = (3 - 2).

AUFGABE 9.18. SeiU = R2,V = R1 mit den BasenB = ((2, 3), (3,-2)), C = ((2)).
Die lineare Abbildungh : U ® V sei definiert durch

h((x, y)) = (3x- 2y)

für alle x, y Î R. Dann isth(b1) = 0, also(h(b1))B = (0) und h(b2) = (13), also
(h(b2))B = 6.5, und folglichSh(B,C) = (0 6.5).
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ÜBUNGSAUFGABEN 9.19.

(1) Eine lineare Abbildungh : R2 ® R2 sei gegeben durchh(I 1
-1 M) = I 02 M und h(I -2

1 M) = I 17 M. Bestimmen Sie die
AbbildungsmatrixSh(E, E), wobeiE = (I 10 M, I 01 M).

(2) SeienE2, E3 die kanonischen Basen vonR2 undR3, und sei

Σ((x, y, z)) := (3x- 2y, 2z).

Geben Sie die AbbildungsmatrixSΣ(E3, E2) an.

4. Abbildungsmatrizen für Spiegelungen und Drehungen

Wir wollen nun die Abbildungsmatrizen für bestimmte Drehungen und Spiegelungen
bestimmen. Wir betrachten folgende Beispiele:

AUFGABE 9.20. Seie die EbeneL(J 1
2
-1
N, J 0

1
-1
N), und seiΣ jene Abbildung, die jeden

Punkt imR3 auf den Punkt abbildet, auf dem er nach der Spiegelung an der Ebenee
landet.

Gesucht ist die AbbildungsmatrixSΣ(E, E) dieser Spiegelung bezüglich der kanoni-
schen BasisE desR3.

AUFGABE 9.21. Seig die Gerade mit der Gleichung 5x - 2y = 0 im R2. Sei Σ
jene Abbildung, die jeden Punkt imR2 auf den Punkt abbildet, auf dem er nach der
Spiegelung ang landet.

Gesucht ist die AbbildungsmatrixSΣ(E, E) dieser Spiegelung bezüglich der kanoni-
schen BasisE desR2.

AUFGABE 9.22. Seig die GeradeL(J 1
2
-2
N), und sei∆ : R3 ® R3 jene Abbildung,

die jeden Punkt auf den Punkt abbildet, auf dem er nach der Drehung um 60ë um die
Geradeg landet. Wir müssen noch die Richtung der Drehung festlegen:Wenn wir vom
PunktJ 1

2
-2
N auf die Ebenex+2y-2z= 0 hinunterschauen, dann sollen sich die Punkte

dieser Ebene gegen den Uhrzeigersinn drehen.

Alle drei Beispiele kann man mit dem gleichen “Programm” lösen. Seih die angege-
bene lineare Abbildung. Dann gehen wir so vor:

(1) Bestimme eine BasisB, sodassSh(B, B) leicht zu bestimmen ist.
(2) BestimmeSh(B, B).
(3) BestimmeSh(E, E) ausSh(B, B).

Die Schritte (1) und (2) können wir bereits jetzt durchführen; für den Schritt (3) müssen
wir uns noch überlegen, wie man aus den Koordinaten eines Vektors bezüglich einer
Basis die Koordinaten bezüglich einer anderen Basis ausrechnet.

Wir starten mit Beispiel 9.20. Wir wählen eine Basis(b1, b2, b3) desR3, sodassb1, b2
in der Ebenee liegen, undb3 auf b1 und b2 normal steht. Es gilt dannΣ(b1) = b1,
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Σ(b2) = b2 undΣ(b3) = -b3. Also gilt (Σ(b1))B = J 1
0
0
N, (Σ(b2))B = J 0

1
0
N und(Σ(b3))B =

(-b3)B = J 0
0
-1
N. Dann gilt

SΣ(B, B) = J 1 0 0
0 1 0
0 0 -1

N.
Wir bestimmen nun eine BasisB mit den gewünschten Eigenschaften. Dazu wählen

wir b1 = J 1
2
-1
N und b2 = J 0

1
-1
N. Wir bestimmen einen Vektor, der auf beiden normal

steht:

In[124]:= NullSpace [ {{1, 2,-1}, {0, 1,-1}}]

Out[124]= {{-1,1,1}}

Also wählen wirb3 = J -1
1
1
N, und somit

B = (J 1
2
-1
N, J 0

1
-1
N, J -1

1
1
N.

Wir bestimmen nunB undSΣ(B, B) für Beispiel 9.21. Wir wählen eine Basis(b1, b2)
desR2, sodassb1 auf der Geradeg liegt, undb2 auf b1 normal steht. Es gilt dann
Σ(b1) = b1 undΣ(b2) = -b2, und somit(Σ(b1))B = I 1

0 M und(Σ(b2))B = (-b2)B = I 0
-1 M.

Dann gilt

SΣ(B, B) = J 1 0
0 -1

N.
Wir bestimmen nun eine BasisB mit den gewünschten Eigenschaften. Dazu wählen
wir b2 = I 5

-2 M undb1 = I 2
5 M. Wir erhalten

B = (I 2
5 M, I 5

-2 M).
Nun bestimmen wirB und S∆(B, B) für Beispiel 9.22. Dazu bestimmen wir eine Or-

thonormalbasisB von R3, sodassb3 =
1ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄJ 1
2
-2
NÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
J 1

2
-2
N. Außerdem soll(b1, b2, b3) po-

sitiv orientiert sein. Das heißt: “Wenn manb1 in b2 hineinschraubt, dann soll sich
eine Schraube mit Rechtsgewinde in Richtungb3 bewegen.” Eine ONB(b1, b2, b3)
ist dann positiv orientiert, wennb1 ´ b2 = b3. Zu dieser BasisB bestimmen wir
jetzt die MatrixS∆(B, B). Es gilt h(b3) = b3, h(b1) = cos(60ë) b1 + sin(60ë) b2, und
h(b2) = -sin(60ë) b1 + cos(60ë) b2. Mit c := cos(60ë) und s := sin(60ë) lässt sich
S∆(B, B) also durch

S∆(B, B) = J c -s 0
s c 0
0 0 1

N
angeben. Jetzt bestimmen eine BasisB desR3 mit den gewünschten Eigenschaften.

Dazu bestimmen wir zunächst eine ONB der Ebenee = (L(J 1
2
-2
N))^. Wir bestimmen

eine Basis für diese Ebene:
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In[125]:= NullSpace [ {{1, 2,-2}}]

Out[125]= {{2,0,1},{-2,1,0}}

Daher ist((2, 0, 1), (-2, 1, 0)) eine Basis vone. Wir bestimmen nun eine ONB vone.

In[126]:= e1 = {2, 0, 1};

e2 = {-2, 1, 0};

d1 = e1 / Sqrt [e1.e1]

Out[126]= 9 20
5
,0,

10
5
=

In[127]:= c2 = e2 - (e2.d1) * d1

Out[127]= 9 - 2
5
,1,

4

5
=

In[128]:= d2 = c2 / Sqrt [c2.c2]

Out[128]= 9 - 2

3
0
5
,

0
5

3
,

4

3
0
5
=

Daher ist die BasisF, die durch

F = (
10
5
J 2

0
1
N, 10

45
J -2

5
4
N, 1

3
J 1

2
-2
N)

gegeben ist, eine ONB desR3. Wir bestimmen, obF positive Orientierung hat:

In[129]:= Cross [d1, d2]

Out[129]= 9 - 1
3
,-

2

3
,
2

3
=

Die Orientierung ist also noch falsch. Wenn wir das Vorzeichen von f1 umdrehen,
erhalten wir eine Basis mit positiver Orientierung. (Man kann genausogut das Vor-
zeichen vonf2 umdrehen. Man darf aber nicht das Vorzeichen vonf3 umdrehen; die
Basis, die man durch Umdrehen des Vorzeichens vonf3 erhält, ist zwar positiv ori-
entiert, aber ihr dritter Basisvektor ist nicht mehr der gewünschte.) Wir schreiben die
Basisvektoren vonB in die Spalten der MatrixB.

In[130]:= d3 = Cross [-d1, d2]

Out[130]= 91
3
,
2

3
,-

2

3
=

In[131]:= B = Transpose [{-d1, d2, d3}]

Out[131]= 99 - 20
5
,-

2

3
0
5
,
1

3
=,90,

0
5

3
,
2

3
=,9 - 10

5
,

4

3
0
5
,-

2

3
==

In[132]:= MatrixForm [B]

Out[132]= K
-
20
5
-

2

3
0
5

1

3

0

0
5

3

2

3

-
10
5

4

3
0
5

-
2

3

O
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Somit haben wir auch für Beispiel 9.22 eine BasisB und die MatrixS∆(B, B) gefunden.

5. Basistransformationen

Wir lösen folgendes Problem: Gegeben sind zwei BasenB,Cdes gleichen Unterraums
U desRn, und die Koordinaten(v)B eines Vektorsv Î U . Gesucht sind die Koordinaten
vonv bezüglichC, also(v)C.

AUFGABE 9.23. SeiB = ((1, 0, 1), (1,-1, 0)) und C = ((3,-2, 1), (1, 1, 2)), und sei
(x)B = (1,-1). Gesucht ist(x)C.

Lösung:Aus B und(x)B können wir

x = B × (x)B =
æçççççç
è

1 1
0 -1
1 0

ö÷÷÷÷÷÷
ø

K 1
-1 O =

æçççççç
è

0
1
1

ö÷÷÷÷÷÷
ø

berechnen. WegenC × (x)C = x gilt:

æçççççç
è

3 1
-2 1

1 2

ö÷÷÷÷÷÷
ø

× (x)C =
æçççççç
è

0
1
1

ö÷÷÷÷÷÷
ø

Als Lösung dieses Gleichungssystems erhalten wir(x)C = (-0.2, 0.6).

Allgemein gehen wir also so vor: WennB undC die Matrizen sind, in deren Spalten
die Vektoren vonB beziehungsweiseC stehen. Dann lässt sich(x)C aus der Gleichung

C × (x)C = B × (x)B

berechnen. WennC gleich viele Spalten wie Zeilen hat, dann istC invertierbar, und
wir erhalten

(x)C = C
-1
× B × (x)B.

WennC weniger Spalten als Zeilen hat, dann wissen wir, dass die Spaltenvektoren von
C linear unabhängig sind. DaC eine Matrix über den reellen Zahlen ist, istC

T
× C

invertierbar. Dann gilt:C
T
×C × (x)C = C

T
× B × (x)B, und somit

(x)C = (C
T
×C)-1 ×C

T
× B × (x)B.

DEFINITION 9.24. SeiK ein Körper, seiU ein Unterraum vonKn, und seienB undC
Basen vonU . Eine MatrixT ist eineBasistransformationsmatrixvon B nachC, wenn
für alleu Î U gilt

(u)C = T × (u)B.

Es gibt genau eine solche Matrix. Wir kürzen sie mitCTB ab. Es gilt also

(u)C = CTB × (u)B für alleu Î U.
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Die Basistransformationsmatrix ist genau die Abbildungsmatrix Sid(B,C), wobei id :
U ® U , u# u die identische Abbildung ist.

SeienB undC die Matrizen, in deren Spalten die Vektoren der BasenB bzw.C stehen.
Dann kann die Basistransformationsmatrizen so berechnen:

(1) FallsB undC quadratische Matrizen sind, so giltCTB := C
-1
× B.

(2) FallsC
T
× C invertierbar ist (das ist immer der Fall, wennK der Körper der

reellen Zahlen ist), so giltCTB := (C
T
×C)-1 ×C

T
× B.

(3) In jedem Fall kann manCTB als AbbildungsmatrixSid(B,C) berechnen. In der
i-ten Spalte vonCTB steht also(bi)C, also die Lösung des Gleichungssystems
C × x = bi.

ÜBUNGSAUFGABEN 9.25.

(1) (Koordinaten) Die Ebene¶ hat die Basen

A = (J 10
1
N, J 02

0
N)

und
B = (J 1

1
1
N, J 21

2
N).

(a) Der Vektorv hat bezüglichB die Koordinaten(v)B = I 7
-3 M. Berechnen Sie seine Koordinaten bezüglichA!

(b) Bestimmen Sie eine MatrixT, sodass für allev Î ¶ gilt:

(v)A = T × (v)B.

(Diese Matrix heißtBasistransformationsmatrix).

6. Die Hintereinanderausführung und die Matrizenmultipli kation

SATZ 9.26. Seien U,V,W Vektorräume über dem Körper K mit den Basen A, B,C, und
seien f: U ® V und g: V ®W lineare Abbildungen. Dann gilt

(9.3) Sgë f (A,C) = Sg(B,C) × Sf (A, B).

Beweis.Wir zeigen, dass für alleu Î U gilt:

(Sg(B,C) × Sf (A, B)) × (u)A = ((g ë f ) (u))C.

Dann folgt aus Satz 9.15 die Gleichung 9.3. Seiu Î U . Dann gilt(Sg(B,C) × Sf (A, B)) ×

(u)A = Sg(B,C) × (Sf (A, B) × (u)A) = Sg(B,C) × ( f (u))B = Ig( f (u))MC = Ig ë f (u)M
C
. à

AUFGABE 9.27. Man spiegle den Punkt(2, 3) an derx-Achse, und drehe anschließend
den gespiegelten Punkt um 90ë gegen den Uhrzeigersinn um den Nullpunkt:

Lösung:Die SpiegelungΣ an derx-Achse hat bzgl. der kanonischen BasisE desR2 die

DarstellungsmatrixSΣ(E, E) = J 1 0
0 -1

N. Die Drehung∆ um 90ë hat die Darstellungs-

matrixS∆(E, E) = J cos(90ë) - sin(90ë)
sin(90ë) cos(90ë)

N. Die Darstellungsmatrix der Spiegelung mit
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anschließender Drehung ist also

S∆ëΣ(E, E) = S∆(E, E) × SΣ(E, E) = J cos(90ë) sin(90ë)
sin(90ë) - cos(90ë)

N = J 0 1
1 0

N.
Wir erhalten∆(Σ((2, 3))) = (3, 2).

SATZ 9.28. Seien U,V Vektorräume über dem Körper K, und seien A, B Basen von U
und C, D Basen von V. Sei h eine lineare Abbildung von U nach V. Dann gilt

Sh(A, D) = DTC × Sh(B,C) × BTA.

Beweisskizze.Für alleu Î U gilt DTC × Sh(B,C) × BTA × (u)A = (h(u))D. Also gilt nach
Satz 9.15DTC × Sh(B,C) × BTA = Sh(A, D). à

Das folgende Korollar wird uns helfen, die Beispiele 9.20, 9.21 und 9.22 zu lösen.

KOROLLAR 9.29. Sei K ein Körper, sei B eine Basis des K-Vektorraums Kn, und sei E
die kanonische Basis von Kn. Sei h eine lineare Abbildung von Kn nach Kn. Dann gilt

Sh(E, E) = ETB × Sh(B, B) × BTE.

WennB die Matrix ist, in deren Spalten die Vektoren von B stehen, so gilt also

Sh(E, E) = B × Sh(B, B) × B
-1

.

7. Abbildungsmatrizen für Spiegelungen und Drehungen bezüglich der
kanonischen Basis

Wir lösen das Beispiel 9.20. Dazu müssen wir die Abbildungsmatrix Sh(E, E) aus der
AbbildungsmatrixSh(B, B) ausrechnen.

In[133]:= B = Transpose [{{1, 2,-1},{0, 1,-1},{-1, 1,1}}]

Out[133]= {{1,0,-1},{2,1,1},{-1,-1,1}}

In[134]:= ShBB = {{1, 0, 0},{0, 1, 0}, {0, 0,-1}}

Out[134]= {{1,0,0},{0,1,0},{0,0,-1}}

In[135]:= ETB = B

Out[135]= {{1,0,-1},{2,1,1},{-1,-1,1}}

In[136]:= BTE = Inverse [B]

Out[136]= 992
3
,
1

3
,
1

3
=,{-1,0,-1},9 - 1

3
,
1

3
,
1

3
==

In[137]:= ShEE = ETB. ShBB. BTE

Out[137]= 991
3
,
2

3
,
2

3
=,92

3
,
1

3
,-

2

3
=,92

3
,-

2

3
,
1

3
==

In[138]:= MatrixForm [ShEE]
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Out[138]= K
1

3

2

3

2

3
2

3

1

3
-
2

3
2

3
-
2

3

1

3

O

Nun lösen wir das Beispiel 9.21.

In[139]:= B = Transpose [{{2, 5}, {5,-2}}]

Out[139]= {{2,5},{5,-2}}

In[140]:= ShBB = {{1, 0},{0,-1}}

Out[140]= {{1,0},{0,-1}}

In[141]:= ETB = B

Out[141]= {{2,5},{5,-2}}

In[142]:= BTE = Inverse [B]

Out[142]= 99 2

29
,
5

29
=,9 5

29
,-

2

29
==

In[143]:= ShEE = ETB. ShBB. BTE

Out[143]= 99 - 21
29

,
20

29
=,920

29
,
21

29
==

In[144]:= MatrixForm [ShEE]

Out[144]= K-
21

29

20

29
20

29

21

29

O

Schließlich lösen wir noch Beispiel 9.22

In[145]:= B = Transpose [{-1/Sqrt [5] * {2, 0, 1},

1/Sqrt [45] * {-2, 5, 4}, 1/3 * {1, 2,-2}}]

Out[145]= 99 - 20
5
,-

2

3
0
5
,
1

3
=,90,

0
5

3
,
2

3
=,9 - 10

5
,

4

3
0
5
,-

2

3
==

In[146]:= c = Cos [Π/3];

s = Sin [Π/3];

ShBB = {{c,-s, 0},{s, c, 0},{0, 0, 1}}

Out[146]= 991
2
,-

0
3

2
,0=,9

0
3

2
,
1

2
,0=,{0,0,1}=

In[147]:= ETB = B

Out[147]= 99 - 20
5
,-

2

3
0
5
,
1

3
=,90,

0
5

3
,
2

3
=,9 - 10

5
,

4

3
0
5
,-

2

3
==

In[148]:= BTE = Inverse [B]

Out[148]= 99 - 20
5
,0,-

10
5
=,9 - 2

3
0
5
,

0
5

3
,

4

3
0
5
=,91

3
,
2

3
,-

2

3
==
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In[149]:= ShEE = Simplify [ETB.ShBB.BTE]

Out[149]= 995
9
,
1

9
+

10
3
,-

1

9
+

10
3
=,91

9
-

10
3
,
13

18
,
1

18
I - 4 - 303M=,

9 - 1
9
-

10
3
,
1

18
I - 4 + 303M, 13

18
==

In[150]:= MatrixForm [N[ShEE, 6]]

Out[150]= K 0.555556 0.688461 0.466239
-0.466239 0.722222 -0.510897
-0.688461 0.0664529 0.722222

O
ÜBUNGSAUFGABEN 9.30.

(1) Finden Sie eine BasisB, bezüglich der die Spiegelung∆ an der Ebenex+ y+ z= 0 die Abbildungsmatrix

S∆(B, B) =
æççççççç
è

1 0 0
0 1 0
0 0 -1

ö÷÷÷÷÷÷÷
ø

hat.
(2) Bestimmen Sie eine geeignete BasisB desR2, für die die Abbildungsmatrix der Spiegelungs an der Geraden

g : 7x- 4y folgende Form besitzt:

Ss(B, B) = J 1 0
0 -1 N.

(3) (Spiegelung an einer Geraden in der Ebene) Wir bezeichnen mit Σ jene Spiegelung, die jeden Punkt der EbeneR2

an der Geraden-3x+ 4y = 0 spiegelt.
(a) Bestimmen Sie eine BasisB desR2, sodass für die AbbildungsmatrixSΣ(B, B) der SpiegelungΣ bezüglich

der BasisB folgende Gleichung gilt.

SΣ(B, B) = J 1 0
0 -1 N.

(b) Berechnen Sie die AbbildungsmatrixSΣ(E, E) der SpiegelungΣ bezüglich der kanonischen BasisE.
(c) Wo landet der Punkt(a, b) nach dieser SpiegelungΣ?

(4) Seih die lineare Abbildung, die jeden Punkt an der Ebenee : x+ 2y+ 2z= 0 spiegelt.

(a) Berechnen Sieh(v) für v Î {J 12
2
N, J -2

0
1
N, J 2
-5
4
N}.

(b) Bestimmen Sie die AbbildungsmatrixSh(B, B) für die Basis

B = (J 12
2
N, J -2

0
1
N, J 2
-5
4
N).

(5) Wir betrachten die AbbildungΣ : R2 ® R2, die jeden Punkt an dery-Achse spiegelt. Bestimmen Sie die Ab-
bildungsmatrixSΣ(E, E) dieser Abbildung bezüglich der kanonischen BasisE. Testen Sie Ihre Abbildungsmatrix,
indem Sie damit das Spiegelbild vonI 4

-3 M ausrechnen.
(6) Geben Sie die Darstellungsmatrix für die Spiegelung an der Ebene 2x- y+ z= 0 bezüglich der kanonischen Basis

E an. (Sie brauchen die auftretenden inversen Matrizen nichtzu berechnen.)
(7) (Spiegelung an einer Geraden in der Ebene)

(a) Wir bezeichnen mitΣ jene Spiegelung, die jeden Punkt an der Geraden

x+ y = 0

spiegelt. Wo landet der Punkt(a, b) nach dieser SpiegelungΣ? Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix dieser
Spiegelung bezüglich der kanonischen Basis.

(b) Finden Sie mithilfe einer Skizze, wo der PunktI 14 M landet, und überprüfen Sie das Ergebnis Ihrer Rechnung
anhand der Skizze.

(8) Seih die lineare Abbildung, die jeden Punkt an der Ebenee : x+2y+2z= 0 spiegelt. Wir suchen in diesem Beispiel
Sh(E, E), wobeiE die kanonische Basis desR3 ist. Gehen Sie dazu so vor:

(a) Bestimmen SieSid(E, B). Dabei ist id die identische Abbildung.Sid(E, B) ist also eine Basistransformations-
matrix, und erfüllt die Eigenschaft(v)B = Sid(E, B) × (v)E für alle v Î R3.)

(b) Bestimmen SieSid(B, E).
(c) Bauen Sie aus diesen beiden Matrizen undSh(B, B) die Matrix Sh(E, E) zusammen.
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(9) (Spiegelung an einer Ebene im Raum) Wo landet der PunktJ xy
z
N Î R3 nach der SpiegelungΣ an der Ebene

-2x- y+ z= 0 ?

Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix dieser Spiegelung!
(10) (Spiegelung an einer Geraden in der Ebene) Wir bezeichnen mitΣ jene Spiegelung, die jeden Punkt an der Geraden

12x+ 5y = 0 spiegelt. Wo landet der Punkt(a, b) nach dieser SpiegelungΣ? Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix
dieser Spiegelung bezüglich der kanonischen Basis.

(11) Wir bezeichnen mitΣ jene Spiegelung, die jeden Punkt an der Geraden 15x- 8y = 0 spiegelt. Wo landet der Punkt
(a, b) nach dieser SpiegelungΣ? Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix dieser Spiegelung bezüglich der kanonischen
Basis.

(12) Geben Sie die Darstellungsmatrix für die Spiegelung ander Geradenx- 2y = 0 bezüglich der kanonischen BasisE
an.

(13) Wo landet der PunktJ xy
z
N Î R3 nach der Drehung∆ um 90ë um die Gerade

X = J 00
0
N + Λ × J 4

0
-3
N.

Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix dieser Drehung bezüglich der kanonischen Basis! Wir drehen dabeigegen den

Uhrzeigersinn, wenn man vonJ 4
0
-3
N nachJ 00

0
N schaut.

(14) (Drehung um eine Gerade im Raum) Wo landet der PunktJ xy
z
N Î R3 nach der Drehung∆ um 90ë um die Geradeg,

die durch
g : X = J 00

0
N + Λ × J 12

0
5
N

gegeben ist? Dabei drehen wirgegen den Uhrzeigersinn, wenn man vonJ 12
0
5
N in RichtungJ 00

0
N schaut. Bestimmen

Sie die Abbildungsmatrix dieser Drehung bezüglich der kanonischen Basis!





Teil 4

Mengen und Relationen





KAPITEL 10

Äquivalenzrelationen und Faktormengen

1. Äquivalenzrelationen

Wir nennen eine Relation vonA nachA auch eineRelation auf A.

DEFINITION 10.1. SeiΡ eine Relation aufA.

(1) Ρ ist reflexiv, wenn für allea Î A gilt: (a, a) Î Ρ.
(2) Ρ ist transitiv, wenn für allea, b, cÎ A gilt: wenn(a, b) Î Ρ und(b, c) Î Ρ, so

gilt auch(a, c) Î Ρ.
(3) Ρ ist symmetrisch, wenn für allea, b Î A gilt: wenn (a, b) Î Ρ, so gilt auch
(b, a) Î Ρ.

DEFINITION 10.2. SeiΡ eine Relation aufA. Die RelationΡ ist eineÄquivalenzrelation
auf A, wenn sie reflexiv, transitiv und symmetrisch ist.

DEFINITION 10.3. SeiΡ eine Äquivalenzrelation aufA, und seia Î A. Die Äquiva-
lenzklasse von a bezüglichΡ wird mit [a]Ρ odera/Ρ abgekürzt, und ist definiert durch

a/Ρ := {bÎ A | (a, b) Î Ρ}.

Eine TeilmengeC von A ist eineÄquivalenzklasse vonΡ, wenn es eina Î A gibt,
sodassC = a/Ρ.

LEMMA 10.4. SeiΡ eine Äquivalenzrelation auf A, und seien a, bÎ A. Wenn(a, b) Î Ρ,
so gilt [a]Ρ = [b]Ρ.

Beweis:Sei c Î [a]Ρ. Dann gilt (a, c) Î Ρ. Wegen der Symmetrie vonΡ gilt auch
(b, a) Î Ρ, und somit wegen der Transitivität vonΡ auch(b, c) Î Ρ. Somit giltc Î [b]Ρ.
Sei nunc Î [b]Ρ. Dann gilt(b, c) Î Ρ und somit wegen(a, b) Î Ρ und der Transitivität
vonΡ auch(a, c) Î Ρ, und somitc Î [a]Ρ. à

ÜBUNGSAUFGABEN 10.5.

(1) SeiΡ eine Äquivalenzrelation aufA, und seiena, bÎ A. Zeigen Sie, dass folgende Aussagen äquivalent sind:
(a) (a, b) Î Ρ.
(b) [a]Ρ = [b]Ρ.
(c) a Î [b]Ρ.
(d) [a]Ρ È [b]Ρ ¹ Æ.

151
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2. Partitionen

DEFINITION 10.6. SeiA eine Menge. Eine TeilmengeP vonP(A) ist einePartition
von A, wenn

(1) für alleP Î P : P ¹ Æ,
(2) æ{P |P Î P} = A,

(3) für alleP1, P2 Î Pmit P1 ¹ P2 gilt P1 È P2 = Æ.

WennP eine Partition vonA ist, so gibt es für jedesa Î A genau einP Î P, sodass
a Î P.

DEFINITION 10.7. SeiΡ eine Äquivalenzrelation aufA. Die Faktormenge von A mo-
duloΡ ist die Menge

A/Ρ := {[a]Ρ | a Î A}.

SATZ 10.8. Sei Ρ eine Äquivalenzrelation auf A. Dann ist die Faktormenge vonA
bezüglichΡ eine Partition von A.

Beweis:SeiP Î A/Ρ. Dann gibt es eina Î A, sodassP = [a]Ρ = {b Î A | (a, b) Î Ρ}.
Wegen der Reflexivität vonΡ gilt (a, a) Î Ρ, und folglicha Î [a]Ρ, alsoa Î P. Somit
gilt P ¹ Æ.

Wir zeigen nun, dass jedesa Î A Element eines Elementes vonA/Ρ ist. Sei dazu
a Î A. Dann gilt wegen der Reflexivität vonΡ, dassa Î [a]Ρ. Somit ista Element
eines Elementes vonA/Ρ, nämlich von[a]Ρ.

Seien nunP, Q Î A/Ρ. Seiena, b Î A so, dassP = [a]Ρ undQ = [b]Ρ. Wir nehmen
nun an, dassP È Q ¹ Æ. Es gibt dann also einc Î A mit c Î P und c Î Q. Also
gilt wegenc Î [a]Ρ auch(a, c) Î Ρ, und wegenc Î [b]Ρ auch(b, c) Î Ρ. Wegen der
Symmetrie vonΡ gilt daher auch(c, b) Î Ρ, und daher, wegen der Transitivität vonΡ,
auch(a, b) Î Ρ. Somit gilt nach Lemma 10.4 auchP = Q. à

SATZ 10.9. Sei A eine Menge, und seiP eine Partition von A. Dann ist

Ρ := {(a, b) Î A´ A | $P Î P : a Î P und bÎ P}

eine Äquivalenzrelation auf A.

SATZ 10.10. Sei A eine Menge, seiP die Menge aller Partitionen auf A, und seiE

die Menge aller Äquivalenzrelationen auf A. Dann sind die Abbildungen e und p, die
durch

e : P � E

P S� Ρ(P)

mit Ρ(P) = {(a, b) Î A´ A | $P Î P : a Î P und bÎ P} und

p : E � P

Ρ S� {[a]Ρ | a Î A}
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definiert sind, zueinander inverse Bijektionen.

Beweis:Wir zeigen, dass für jede ÄquivalenzrelationΡ aufA gilt:

(10.1) e(p(Ρ)) = Ρ.

Sei dazuΡ Î E. Wir zeigen nun als erstesÍ von (10.1), und nehmen dazu, dassa, bÎ A
so sind, dass(a, b) Î e(p(Ρ)). Dann gibt es einP Î p(Ρ), sodassa Î P und b Î P.
Es gibt also einP Î {[c]Ρ | c Î A}, sodassa Î P undb Î P. Somit gibt es einc Î A,
sodassa Î [c]Ρ undb Î [c]Ρ. Somit gilt (c, a) Î Ρ und (c, b) Î Ρ, also(a, b) Î Ρ. Das
beweistÍ von (10.1).

Sei nun(a, b) Î Ρ. Dann giltbÎ [a]Ρ, und, wegen der Reflexivität vonΡ, aucha Î [a]Ρ.
Nun gilt [a]Ρ Î p(Ρ). Da a, bbeide Elemente von[a]Ρ sind, gilt (a, b) Î e(p(Ρ)). Das
beweist� von (10.1).

Nun zeigen wir, dass für jede PartitionP vonA gilt:

(10.2) p(e(P)) = P.

Wir zeigen als erstes die Inklusion� von (10.2). Sei dazuP Î P, und seiΣ := e(P).
DaP nicht leer ist, gibt esa Î P. Wir zeigen als erstes

(10.3) P = [a]Σ.

Um Í von (10.3) zu zeigen, wählen wirp Î P. Dann gilt a Î P und p Î P, also
(a, p) Î e(P) = Σ. Somit gilt p Î [a]Σ. Um � von (10.3) zu zeigen, wählen wir
q Î [a]Σ. Es gilt dann also(a, q) Î Σ. Folglich gibt esQ Î P, sodassa Î Q und
q Î Q. Nun gilt a Î PÈ Q, alsoP = Q. Folglich gilt q Î P. Das beweist (10.3). Da
[a]Σ offensichtlich inp(Σ) liegt, gilt auchP Î p(Σ). Somit ist� von (10.2) bewiesen.

Um Í von (10.2) zu zeigen, wählen wirQ Î p(e(P)). SeiΣ := e(P). Dann gibt es ein
a Î A, sodassQ = [a]Σ. Sei nunP Î P so, dassa Î P. Wir zeigen nun

(10.4) P = Q.

Sei dazup Î P. Dann gilt (a, p) Î Σ. Folglich gilt p Î [a]Σ, also p Î Q. Sei nun
q Î Q. Dann gilt(a, q) Î Σ. Es gibt also einR Î P, sodassa Î R undq Î R. Wegen
a Î RÈP gilt R= P. Somit giltq Î P. Das beweist (10.4). Somit gilt also auchQ Î P;
also gilt auchÍ in (10.2).

Aus (10.1), (10.2) und Satz 5.28 erhalten wir nun, dasse und p zueinander inverse
bijektive Abbildungen sind.à

DEFINITION 10.11. SeiA eine Menge, und seiΡ eine Äquivalenzrelation aufA. Eine
TeilmengeRvonA ist einRepräsentantensystemvonA moduloΡ, wenn für allea Î A
die Menge[a]Ρ È Rgenau ein Element enthält.

Beispiel:Sei A := Z ´ (Z � {0}), und sei(( a
b ), (

c
d )) Î Ρ genau dann, wennad = bc.

Dann istΡ eine Äquivalenzrelation, undR := {( a
b ) Î A | b > 0, ggT(a, b) = 1} ist
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ein Repräsentantensystem. Die FaktormengeA/Ρ bezeichnet man als die Menge der
rationalen Zahlen. Für [( a

b )]Ρ schreibt mana
b.



KAPITEL 11

Die Mächtigkeit von Mengen

1. Ordnungsrelationen

DEFINITION 11.1. SeiM eine Menge, und seiΡ eine Relation aufM. Die RelationΡ
ist antisymmetrisch, wenn für allex, yÎ M mit (x, y) Î Ρ und(y, x) Î Ρ gilt: x = y.

DEFINITION 11.2. SeiM eine Menge, und seiΡ eine Relation aufM. Die RelationΡ
ist eineOrdnungsrelation, wenn siereflexiv, transitivundantisymmetrischist.

DEFINITION 11.3. SeiM eine Menge, und sei£ eine Ordnungsrelation aufM. Die
Relation£ ist linear, wenn für allex, yÎ M gilt, dassx £ y odery £ x.

Ein Paar(M,£) aus einer Menge und einer Ordnungsrelation bezeichnen wir als ge-
ordnete Menge. Wir schreiben aucha < b, wenna £ b unda ¹ b.

DEFINITION 11.4. Sei(M,£) eine geordnete Menge, und seia Î M.

(1) a ist einkleinstes ElementvonM, wenn für allebÎ M gilt: a £ b.
(2) a ist einminimales ElementvonM, wenn es keinbÎ M mit b < a gibt.
(3) SeiT eine Teilmenge vonM, und seim Î M. Das Elementm ist eineuntere

Schranke für T, wenn für allet Î T gilt: m £ t. (Eine untere Schranke kann,
aber muss nicht, inT liegen.)

(4) a is eingrößtes ElementvonM, wenn für allebÎ M gilt: b £ a.
(5) a ist einmaximales ElementvonM, wenn es keinb in M mit a < b gibt.
(6) SeiT eine Teilmenge vonM, und seim Î M. Das Elementm ist eineobere

Schranke für T, wenn für allet Î T gilt: t £ m.

Eine geordnete Menge(M,£) hat höchstens ein kleinstes Element. Jedes kleinste Ele-
ment ist minimal.

SATZ 11.5 (Lemma von Zorn).Sei(M,£) eine geordnete Menge mit folgender Eigen-
schaft:

Für alle Teilmengen T von M mit der Eigenschaft, dass(T,£) linear
geordnet ist, gibt es ein mÎ M, sodass für alle tÎ T: t £ m.

Dann hat M ein maximales Element.

Zur Formulierung: exakterweise muss es statt(T,£) natürlich(T,£ È (T´T)) heißen.
Die Forderung anM ist, dass jede linear geordnete TeilmengeT von M eine obere

155
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Schranke besitzt, die zwar nicht inT, aber sehr wohl inM liegen muss. Der Beweis
des Lemmas von Zorn ist aufwändig und benötigt das Auswahlaxiom.

Aus dem Lemma von Zorn werden wir nun folgern, dass jeder Vektorraum eine Basis
besitzt. Manchmal ist es nützlich, als Basen für Vektorräume nicht nurFolgenvon Vek-
toren, sondern auch einfachTeilmengendes Vektorraums zuzulassen; die Definitionen
lassen sich rasch anpassen:

DEFINITION 11.6. SeiK ein Körper, und seiV ein Vektorraum überK. Eine Teilmenge
B vonV ist linear unabhängig, wenn für jede endliche TeilmengeW vonB und für alle
Λ :W ® K mit â

wÎW

Λ(w)w = 0

gilt, dass für allew ÎW gilt: Λ(w) = 0. Die lineare Hülleder MengeB ist definiert als
{ÚwÎW Λ(w)w |W ist endlich,Λ :W ® K}. Die MengeB ist eineBasis für V, wenn sie
linear unbhängig ist, und ihre lineare Hülle ganzV.

LEMMA 11.7. Sei V ein Vektorraum über dem Körper F, und sei

U := {B |B ist linear unabhängige Teilmenge von V}.

Jedes maximale Element aus(U,Í) ist eine Basis von V.

Beweis:SeiB ein maximales Element von(U,Í). DaB Î U, ist B linear unabhängig.
Wir zeigen nun, dassL(B) = V. Sei dazuv Î V; wir wollen zeigen, dassv Î L(B).
Wennv Î B, so gilt klarerweisev Î L(B). Wir betrachten nun den Fallv Ï B. Wir
bildenB¢ := BÇ {v}. Wegen der Maximalität vonB ist B¢ linear abhängig. Es gibt also
eine endliche TeilmengeW vonBÇ{v} undΛ :W ® F, sodass esw ÎW mit Λ(w) ¹ 0
gibt, und

(11.1) â
wÎW

Λ(w)w = 0.

Wennv ÏW oderΛ(v) = 0, so erhalten wir aus (11.1), dassB linear abhängig ist, im
Widerspruch zuB Î U. Somit giltv ÎW undΛ(v) ¹ 0. Es gilt also

v = -
1
Λ(v)

â
wÎW�{v}

Λ(w)w,

und somitv Î L(B).

Somit giltV = L(B). à

SATZ 11.8. Sei F ein Körper, und sei V ein Vektorraum über F. Dann besitztV eine
Basis.

Beweis:SeiU := {B |B Í V, B ist linear unabhängig}. Nach Lemma 11.7 genügt es
zu zeigen, dass(U,Í) ein maximales Element hat. Dazu verwenden wir das Zornsche
Lemma. SeiK eine Teilmenge vonU, sodass(K,Í) linear geordnet ist. Es gilt also
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für alle K, L Î K: K Í L oderL Í K. Wir zeigen nun, dassK eine obere Schranke in
U besitzt. Sei dazuM :=æ{K |K Î K}, also die Vereinigung aller Elemente ausK.
Klarerweise istM eine obere Schranke fürK. Es bleibt zu zeigen, dassM Î U. Dazu
ist zu zeigen, dass auchM linear unabhängig ist. Sei dazuW eine endliche nichtleere
Teilmenge vonM, und seiΛ :W ® R so, dass

â
wÎW

Λ(w)w = 0.

Da jedesw ÎW in M liegt, gibt es für jedesw einKw Î K, sodassw Î Kw.

Nun gilt für jede endliche nichtleere TeilmengeE vonK, dassæ{E |E Î E} Î E. (Das
kann man mit Induktion nach der Anzahl der Elemente vonE zeigen. Die Beobachtung
ist aber tatsächlich einfach: in einer endlichen linear geordneten Menge gibt es immer
ein größtes Element.)

Wenn wir diese Beobachtung fürE := {Kw |w ÎW} verwenden, so erhalten wir, dass
es einw0 Î W gibt, sodassW Í Kw0

. Da Kw0
Î U, ist Kw0

linear unabhängig. Daher
gilt für alle w ÎW: Λ(w) = 0.

Somit istM linear unabhängig, und es giltM Î U.

Das Lemma von Zorn liefert nun, dass(U,Í) zumindest ein maximales Element be-
sitzt.à

2. Mächtigkeit

DEFINITION 11.9. SeienA, B Mengen. Wir sagen, dassA und B gleichmächtigsind
(A ~ B), wenn es eine bijektive Funktion vonA nachB gibt.

SATZ 11.10. Sei C eine Menge. Dann ist~ aufP(C) eine Äquivalenzrelation.

PROPOSITION11.11.Z ~ N ~ N ´ N.

Beweis:Die Funktion
f : Z � N

x S� ; -2x+ 2 wennx £ 0
2x- 1 wennx ³ 1

ist bijektiv. Ebenso ist

f : N ´ N � N

(x, y) S� 2x-1 × (2y- 1)

bijektiv.à

DEFINITION 11.12. Eine MengeA ist endlich, wenn es einn Î N0 gibt, sodassA ~
{x Î N | 1 £ x £ n}. Eine MengeB ist abzählbar unendlich, wenn sie gleichmächtig zu
N ist. Eine Menge istabzählbar, wenn sie endlich oder abzählbar unendlich ist.
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DEFINITION 11.13. SeienA, B Mengen. Wir sagen, dassB mindestens so mächtig wie
A (A - B) ist, wenn es eine injektive Funktion vonA nachB gibt. B ist mächtiger als
A, wennB mindestens so mächtig wieA ist undA undB nicht gleichmächtig sind.

ÜBUNGSAUFGABEN 11.14.

(1) SeienA, BMengen mitA - B. Zeigen Sie, dass es eine surjektive Funktion vonB auf A gibt.
(2) SeienA, B Mengen, sodass es eine surjektive Funktions von B auf A gibt. Zeigen Sie, dass dannA � B. Hinweis:

Verwenden Sie das Auswahlaxiom fürÕaÎA s-1[{a}].
(3) Wir nehmen an, dassA1 ~ A2 undB1 ~ B2. Zeigen Sie, dass dann auchA1 ´ B1 ~ A2 ´ B2 undP(A1) ~ P(A2).
(4) SeiA eine Menge. Finden Sie eine bijektive Abbildung vonP(A) nach{0, 1}A.

Für jede MengeA gilt A - A.

SATZ 11.15. Seien A, B,C Mengen mit A- B und B- C. Dann gilt A- C.

Beweis:Die Hintereinanderausführung injektiver Funktionen ist injektiv.à

Nun überlegen wir uns, was passiert, wennA - B und B - A. Dazu beweisen wir
zuerst folgendes Lemma.

LEMMA 11.16. Sei Y eine Menge, und sei U eine Teilmenge von Y . Wir nehmen an,
dass es eine injektive Funktion g: Y ® U gibt. Dann sind Y und U gleichmächtig.

Beweis:SeiV := Y �U , und

U1 :=è{B Í U | g[V Ç B] Í B}.

Wir zeigen nun

(11.2) g[V ÇU1] Í U1.

Sei dazuw Î VÇU1. Wir wollen zeigen, dassg(w) Îè{B |B Í U undg[VÇB] Í B}.
Dazu zeigen wir, dassg(w) in jeder TeilmengeB von U mit g[V Ç B] Í B liegt. Sei
alsoB Í U so, dassg[V Ç B] Í B. WegenU1 Í B gilt auchw Î V Ç B. Daher gilt
g(w) Î g[V Ç B], und somitg(w) Î B. Somit gilt (11.2).

Nun zeigen wir

(11.3) g[V ÇU1] = U1.

Nehmen wir nun an, dassg[V Ç U1] ¹ U1. Dann gibt es einu1 Î U1, sodassu1 Ï
g[V Ç U1]. Dann gilt g[V Ç (U1 � {u1})] Í U1 � {u1}. Somit istB := U1 � {u1} eine
der Mengen, die bei der Bildung vonU1 geschnitten wurden. Also giltu1 Ï U1, im
Widerspruch zur Wahl vonu1. Somit gilt (11.3).

Somit istg|VÇU1
eine bijektive Funktion vonV ÇU1 nachU1. DaY = V ÇU = (V Ç

U1) Ç (U �U1) undU = U1 Ç (U �U1), ist h := g|VÇU1
Ç idU�U1

eine bijektive Funktion
vonY nachU . à

SATZ 11.17 (Satz von Schröder-Bernstein).Seien A, B Mengen mit A- B und B- A.
Dann gilt A~ B.
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Beweis:Sei f : A ® B injektiv undg : B ® A injektiv. Dann ist f ë g eine injektive
Funktion, und es giltf ë g[B] Í f [A].

Sei nunY := B undU := f [A]. Nun ist f ë g eine injektive Funktion vonY nachU .
Nach Lemma 11.16 gibt es eine bijektive Funktionh : Y ® U . Nun ist f bijektiv von
A nach f [A], undh-1 bijektiv von f [A] nachB, also isth-1

ë f bijektiv von A nachB.
Somit giltA ~ B. à

3. Einige abzählbar unendliche Mengen

SATZ 11.18. Es giltQ ~ N.

Beweis:Nach dem Satz von Schröder-Bernstein genügt esN - Q undQ - N zu
zeigen. Klarerweise istf : N ® Q, x# x

1 injektiv, also giltN - Q.

Wir bilden nun eine injektive Abbildungg : Q ® Z ´ N durch

g(
a
b
) := (a/ggT(a, b), b/ggT(a, b)),

wennb > 0. Diese Abbildung ist wohldefiniert und injektiv. DaZ ´ N ~ N ´ N ~ N,
gibt es eine injektive Abbildung vonZ ´ N nachN, und somit giltQ - N. (Ebenso ist
h : Z´(N�{0}) ® Q, (a, b)# a

b surjektiv aufQ. Unter Verwendung des Auswahlaxioms
gilt also deshalbQ - Z ´ (N � {0}), und folglichQ - Z ´ N - N ´ N - N.) à

SATZ 11.19. SeiXAi | i Î N\ eine Familie von Mengen. Wir nehmen an, dass für alle

i Î N gilt : A i - N. Dann gilt auchæ
iÎN

Ai - N.

Beweis:Sei fi : Ai ® N injektiv. Wir bilden nun f : æ{Ai | i Î N} ® N ´ N durch
f (a) := (k1, k2), wobeik1 := min{ j Î N | a Î A j} undk2 := fk1

(a). Diese Abbildung ist

injektiv und beweistæ{Ai | i Î N} - N ´ N. WegenN ´ N - N folgt die Behauptung.
à

ÜBUNGSAUFGABEN 11.20.

(1) Zeigen Sie, dass für jedesa mit a Ï N die Menge{a} Ç N gleichmächtig zuN ist.
(2) Zeigen Sie, dass die Vereinigung einer abzählbar unendlichen mit einer endlichen Menge abzählbar unendlich ist.
(3) Zeigen Sie, dass eine Vereinigung von abzählbar vielen abzählbaren Mengen abzählbar ist, indem Sie eine surjektive

Abbildung vonN ´ N auf diese Menge definieren.
(4) Zeigen Sie, dass für jedesn Î N die MengeNn gleichmächtig zuN ist.
(5) Zeigen Sie, dass für nichtleere abzählbare MengeA die MengeA* :=æ{An |n Î N} abzählbar unendlich ist.
(6) Zeigen Sie, dass die Menge der endlichen Teilmengen vonN gleichmächtig zuN ist.

4. Einige überabzählbar unendliche Mengen

Eine MengeC istüberabzählbar unendlich, wennC unendlich und nicht gleichmächtig
zuN ist. Zunächst überlegen wir uns, warum es solche Mengen gibt.
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LEMMA 11.21. Sei A eine Menge. Dann gibt es keine surjektive Funktion von Aauf
P(A).

Beweis:Sei f : A® P(A). Wir zeigen, dassf nicht surjektiv aufP(A) sein kann.

Wir betrachten dazu
B := {x Î A | x Ï f (x)}.

Wir zeigen nun, dassB nicht im Wertebereich vonf liegt. Dazu zeigen wir, dass für
allea Î A gilt: f (a) ¹ B. Sei alsoa Î A.

ê 1.Fall: a Î f (a). Wenna Î f (a), so gilt a Ï B. Das Elementa liegt also in
f (a), aber nicht inB. Somit gilt f (a) ¹ B.
ê 2. Fall: a Ï f (a). Wenna Ï f (a), so gilta Î B. Das Elementa liegt also in

B, aber nicht inf (a). Somit gilt f (a) ¹ B.

B liegt also nicht im Wertebereich vonf ; somit ist f nicht surjektiv aufP(A). à

Somit gilt:

SATZ 11.22 (Satz von Cantor).Sei A eine Menge. Dann gilt A- P(A), und A≁ P(A).

Beweis:Die Abbildung f : A® P(A), a# {a} ist injektiv, also giltA - P(A).

WennA ~ P(A), so gibt es eine bijektive Abbildung vonAnachP(A). Diese Abbildung
ist surjektiv aufP(A), im Widerspruch zu Lemma 11.21. Also giltA ≁ P(A). à

Nach dem Satz von Cantor ist alsoP(N) überabzählbar.

SATZ 11.23. Die MengeR der reellen Zahlen ist gleichmächtig zuP(N), also überab-
zählbar.

Beweis:Die Funktion f : P(N) ® R, I # ÚiÎI 10-i ist injektiv und belegtP(N) - R.

Sei nunq eine bijektive Funktion vonN nachQ. Wir schreiben fürq(i) kurz qi. Dann
ist g : R ® P(N), r # {i Î N | qi < r } injektiv, da zwischen zwei verschiedenen reellen
Zahlen stets eine rationale Zahl liegt.

Somit gilt nach dem Satz von Schröder-BernsteinP(N) ~ R. à

5. Unendliche Mengen

In dieser Sektion stellen wir noch einige Sätze über unendliche Mengen zusammen.
Diese Sätze haben gemeinsam, dass man für die Beweise das Auswahlaxiom benötigt.

SATZ 11.24. Jede unendliche Menge M enthält eine abzählbar unendliche Teilmenge.

Beweis:Sei f : P(M) � {Æ} ® M so, dassf (A) Î A für alle A Í M. So ein f existiert,
weil nach dem Auswahlaxiom die MengeÕAÎP(M)�{Æ} A nicht leer ist.
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Sei F die Menge aller endlichen Teilmengen vonM. Wir definieren eine Funktion
E : N ® F rekursiv. DaM nicht leer ist, können wir können wirE(1) := { f (M)}
definieren, und für allen Î N: E(n+ 1) = E(n) Ç { f (M � E(n))}.
Sei nung : N ® M definiert durchg(n) := f (M � E(n)). Wir zeigen nun, dassg injektiv
ist. Sein1 < n2. Es gilt g(n2) = f (M � E(n2)) Ï E(n2). Da g(n1) = f (M � E(n1)), gilt
g(n1) Î E(n1) Ç { f (M � E(n1))}, alsog(n1) Î E(n1 + 1), und somitg(n1) Î E(n2). Also
gilt g(n1) ¹ g(n2). Folglich istg[N] eine abzählbare Teilmenge vonM. à

ÜBUNGSAUFGABEN 11.25.

(1) SeiA unendlich undE endlich. Zeigen SieAÇ E ~ A. Hinweis:Benutzen Sie eine abzählbare TeilmengeB von A
und verwenden SieBÇ E ~ B.

(2) SeiB unendlich. Zeigen Sie, dass es eine Funktionf : B ® B gibt, die injektiv, aber nicht surjektiv ist.Hinweis:
Lösen Sie das Beispiel zuerst fürB := N.

(3) Zeigen Sie[0, 1] ~ ]0, 1[ ~ R.

SATZ 11.26 (Vergleichbarkeitssatz).Seien A, B Mengen. Dann gilt A- B oder B- A.

Beweisskizze:Sei

F := { f Í A´ B | es gibtC Í A, sodassf eine injektive Funktion vonC nachB ist.}

Mit dem Lemma von Zorn kann man zeigen, dass(F,Í) ein maximales Elementf0
besitzt. Wenn der DefinitionsbereichC von f0 gleichA ist, so giltA - B.

Wenn f0 surjektiv aufB ist, so istf0 eine bijektive Funktion vonC nachB; also ist f -1
0

injektiv vonB nachC, und es giltB - A.

WennC ¹ A und f0[C] ¹ B, so wählen wira Î A � C und b Î B � f0[C]. Dann ist
f0 Ç {(a, b)} ebenfalls injektiv, im Widerspruch zur Maximalität vonf0. à

SATZ 11.27. Seien A, B Mengen mit A- B. Wir nehmen an, dass B unendlich ist.
Dann gilt

(1) AÇ B ~ B;
(2) Wenn A nicht leer ist, so gilt Á B ~ B;
(3) Wenn A zumindest zwei Elemente enthält, so gilt AB ~ P(B).

Beweis:[Halmos, 1976, Kapitel 24].à

ÜBUNGSAUFGABEN 11.28.

(1) Zeigen SieNR ~ P(R).
(2) Zeigen SieRN ~ R. Hinweis:Finden Sie eine injektive Abbildung vonP(N)N nachP(N ´ N).

Auf Satz 11.27 aufbauend kann man nun beweisen, dass alle Basen eines Vektorraums
gleichmächtig sind.

SATZ 11.29 (Dimensionssatz für Vektorräume).Sei V ein Vektorraum über dem Kör-
per K, und seien B und C Basen von V. Dann gilt B~ C.
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6. Erstaunliches über Mengen

SATZ 11.30. Sei A eine Menge, und sei B:= {a Î A | a Ï a}. Dann gilt BÏ A.

Beweis:Nehmen wir an, dassB Î A.

ê 1.Fall: B Ï B: Dann giltB Î A undB Ï B. Also gilt B Î B, im Widerspruch
zur Fallannahme. Dieser Fall kann also nicht auftreten.
ê 2. Fall: B Î B: Dann erfülltB die Eigenschaft, die unter den Elementen von

A jene inB auswählt; es gilt alsoB Ï B, im Widerspruch zur Fallannahme.

Somit ist die AnnahmeB Î A falsch; es gilt alsoB Ï A. à

Damit gibt es auch keine Menge, die alle Mengen als Elemente enthalten würde: jede
MengeM enthält zumindest die Menge{mÎ M |mÏ m} nicht als Element. Der Begriff
“die Menge aller Mengen” ist also widersprüchlich, weil er von einem Objekt, das es
nicht gibt, nämlich einer Menge aller Mengen, so spricht, als ob es dieses Objekt gäbe.
Dass es eine “Menge aller Mengen” nicht gibt, ist dasRussell’sche Paradoxon.

Eine berühmte Vermutung (die Kontinuumshypothese) sagt, dass folgende Frage die
Antwort “ja” hat.

PROBLEM 11.31. Gilt für jede unendliche Teilmenge A vonR : A ~ R oder A~ N?

K. Gödel zeigte, dass die Axiome der Zermelo-FraenkelschenMengenlehre, wenn wi-
derspruchsfrei, auch unter Zuhilfenahme des Auswahlaxioms nicht erlauben, die Ant-
wort “nein” herzuleiten. P. Cohen zeigte, dass die Axiome der Zermelo-Fraenkelschen
Mengenlehre und das Auswahlaxiom, wenn widerspruchsfrei,nicht erlauben, die Ant-
wort “ja” herzuleiten.
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KAPITEL 12

Determinanten

1. Volumen eines Parallelepipeds

Sei A = J —z1—
—z2—
¶

—zm—
N eine reellem´ m-Matrix. Dasvon den Zeilen von A aufgespannte

Parallelepipedist die Teilmenge

{
m

â
i=1

Λi × zi | Λ1,¼,Λm Î [0, 1]}

von Rm. Wir versuchen jetzt, das Volumen dieses Parallelepipeds zu messen, und
schreibenD(z1, z2,¼, zm) für dieses Volumen.

Ohne den Begriff Volumen imRm definiert zu haben, könnte man vermuten, dass eine
FunktionD : Rm´Rm´µ´Rm ® R, die dieses Volumen misst, folgende Eigenschaf-
ten hat. Da wir die Eigenschaften nicht nur fürR benötigen, formulieren wir diese
Eigenschaften für einen kommutativen Ring mit EinsK. D ist dann eine Funktion von
Km´µ ´ Km nachK.

(D1) Für allez1,¼, zm, yÎ Km, Α,Β Î K und i Î {1,¼, m} gilt

D(z1,¼, zi-1, Α * zi + Β * y, zi+1,¼, zm)

= ΑD(z1,¼, zi-1, zi, zi+1,¼, zm)

+ ΒD(z1,¼, zi-1, y, zi+1,¼, zm).

Eine FunktionD, die diese Eigenschaft besitzt, nennen wirmultilinear.
(D2) Für allez1,¼, zm gilt: wenn esi, j Î {1, 2,¼, m}gibt, sodassi ¹ j undzi = zj ,

so gilt
D(z1,¼, zm) = 0.

Eine FunktionD, die diese Eigenschaft besitzt, nennen wiralternierend.
(D3) Für die Einheitsvektorene1,¼, em im Km gilt

D(e1,¼, em) = 1.

SATZ 12.1. Sei K ein kommutativer Ring mit1, sei mÎ N, sei D : (Km)m ® K eine
Abbildung, die (D1), (D2) und (D3) erfüllt, seien z1,¼, zm Î Km, Α Î K, und seien
i, j Î {1,¼, m}mit i ¹ j. Dann gilt

(1) D(z1,¼, zj-1, Α * zi + zj , zj+1,¼, zm) = D(z1,¼, zm).

165
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(2) Wenn i < j, so gilt

D(z1,¼, zi-1, zj , zi+1,¼, zj-1, zi, zj+1,¼, zm) = -D(z1,¼, zm).

Beweis:

(1) Wegen der Multilinearität vonD gilt D(z1,¼, zj-1,Α * zi + zj , zj+1,¼, zm) =
ΑD(z1,¼, zj-1, zi, zj+1,¼, zm) + D(z1,¼, zm). Da D alternierend ist, ist der
erste Summand gleich 0.

(2) DaD alternierend ist, gilt

D(z1,¼, zi-1, zi + zj , zi+1,¼, zj-1, zi + zj , zj+1,¼, zm) = 0.

Wegen der Multlinearität gilt also

0 = D(z1,¼, zi-1, zi, zi+1,¼, zj-1, zi, zj+1,¼, zm)

+ D(z1,¼, zi-1, zi, zi+1,¼, zj-1, zj , zj+1,¼, zm)

+ D(z1,¼, zi-1, zj , zi+1,¼, zj-1, zi, zj+1,¼, zm)

+ D(z1,¼, zi-1, zj , zi+1,¼, zj-1, zj , zj+1,¼, zm)

= 0+ D(z1,¼, zi-1, zi, zi+1,¼, zj-1, zj , zj+1,¼, zm)

+ D(z1,¼, zi-1, zj , zi+1,¼, zj-1, zi, zj+1,¼, zm) + 0.

à

2. Permutationen

DEFINITION 12.2. SeiX eine Menge,mÎ N. EinePermutation von Xist eine bijektive
Abbildung vonX nachX. Die Menge aller Bijektionen aufX kürzt man auch mitSX,
die Menge aller Bijektionen auf{1,¼, m}mit Sm ab.

Permutationen von{1,¼, m} kann man durch die Wertetabelle angeben. So beschreibt

J 1 2 3 4 5 6 7
3 2 4 6 7 1 5N

die Abbildung f = {(1, 3), (2, 2),¼, (7, 5)}; es gilt alsof (1) = 3,¼, f (7) = 5.

DEFINITION 12.3 (Signatur). Seif : {1, 2,¼, m} ® {1, 2,¼, m} eine bijektive Ab-
bildung. Wir definieren dieSignaturvon f folgendermaßen: Wennm = 1, so gilt
sgn( f ) = 1. Wennm³ 2, so definieren wir

sgn( f ) := ä
(i, j )Î{(k,l)Î{1,¼,m}´{1,¼,m} | k<l }

f (i) - f ( j)
i - j

.

SATZ 12.4. Sei mÎ N, und seien f , gÎ Sm. Sei k die Anzahl der Elemente der Menge

{(i, j ) Î {1, 2,¼, m}2 | i < j und f (i) > f ( j)}.

Dann gilt:
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(1) sgn( f ) = (-1)k.
(2) sgn( f ë g) = sgn( f ) × sgn(g).
(3) sgn(id) = 1.
(4) sgn( f -1) = sgn( f ).

Beweis:(1) sgn( f ) =

ä
(i, j )Î{1,¼,m}2

i< j

f (i) - f ( j)

ä
(i, j )Î{1,¼,m}2

i< j

i - j
. Für den Zähler dieses Produkts gilt:

ä
(i, j )Î{1,¼,m}2

i< j

f (i) - f ( j)

= I ä
(i, j )Î{1,¼,m}2

i< j und f (i)< f ( j)

f (i) - f ( j)M × I ä
(i, j )Î{1,¼,m}2

i< j und f (i)> f ( j)

f ( j) - f (i)M × (-1)k.

Wir behaupten nun, dass dieses Produkt gleich(-1)k ä
(s,t)Î{1,¼,m}2

s<t

(s- t) ist. Seiena, b

so, dassf (a) = s und f (b) = t. Wenna < b, so tritt der Faktors- t im ersten Produkt
auf, wennb < a, so tritt der Faktors- t im zweiten Produkt auf. (2) Es gilt

(12.1) sgn( f ë g) =

ä
(i, j )Î{1,¼,m}2

i< j

f (g(i)) - f (g( j))

ä
(i, j )Î{1,¼,m}2

i< j

i - j

=

ä
(i, j )Î{1,¼,m}2

i< j

f (g(i)) - f (g( j))

ä
(i, j )Î{1,¼,m}2

i< j

g(i) - g( j)
×

ä
(i, j )Î{1,¼,m}2

i< j

g(i) - g( j)

ä
(i, j )Î{1,¼,m}2

i< j

i - j
.
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Für den ersten Bruch in der rechten Seite von (12.1) gilt

ä
(i, j )Î{1,¼,m}2

i< j

f (g(i)) - f (g( j))
g(i) - g( j)

= ä
(i, j )Î{1,¼,m}2

i< j undg(i)<g( j)

f (g(i)) - f (g( j))
g(i) - g( j)

× ä
(i, j )Î{1,¼,m}2

i< j undg(i)>g( j)

f (g(i)) - f (g( j))
g(i) - g( j)

= ä
(i, j )Î{1,¼,m}2

i< j undg(i)<g( j)

f (g(i)) - f (g( j))
g(i) - g( j)

× ä
(i, j )Î{1,¼,m}2

i< j undg(i)>g( j)

f (g( j)) - f (g(i))
g( j) - g(i)

= ä
(s,t)Î{1,¼,m}2

s<t

f (s) - f (t)
s- t

= sgn( f ).

Der zweite Bruch in der rechten Seite von (12.1) ist sgn(g). (3) folgt unmittelbar aus
der Definition der Signatur. (4) sgn( f -1) × sgn( f ) = sgn( f -1

ë f ) = sgn(id) = 1.à

DEFINITION 12.5 (Zyklen). Seieni1, i2,¼, in paarweise verschiedene Zahlen in{1,¼, m}.
Dann bezeichnen wir mit(i1 i2 i3 ¼ in) die Permutationf mit f (i1) = i2,¼, f (in-1) =
in, f (in) = i1, f (k) = k für allek Î {1,¼, m} � {i1,¼, in}.

Für i ¹ j bezeichnen wir den Zweierzyklus(i j ) auch alsTransposition.

SATZ 12.6. Sei mÎ N, a, bÎ N0, i, j Î {1,¼, m}, und seiΣ Î Sm.

(1) Σ ist ein Produkt von endlich vielen Transpositionen. (Das Produkt von0
Transpositionen definieren wir dabei alsid.)

(2) Wenn i¹ j, so gilt sgn((i j )) = -1.
(3) Für alle TranspositionenΡ1,¼,Ρa undΤ1,¼, Τb mitΣ = Ρ1ëµëΡa = Τ1ëµëΤb

teilt 2 die Differenz a- b.
(4) Für n Î N und paarweise verschiedene i1,¼, in Î {1,¼, m} gilt

sgn((i1 i2 ¼ in)) = (-1)n+1.

Beweis:(1) Sei

M(Σ) := max({0} Ç {k Î {1,¼, m} | Σ(k) ¹ k}).

Wir zeigen nun mit Induktion nachn, dass alle Permutationen mitM(Σ) = n Produkt
von Transpositionen sind. Fürn = 0 gilt Σ = id; Σ ist dann also das Produkt von 0
Transpositionen. Sei nunn ³ 1, und seiΣ so, dassM(Σ) = n. Seik := Σ(n). Es gilt
k < n. Sei Ρ := (k n) ë Σ. Es gilt Ρ(n) = n und Ρ(r) = r für alle r > n . Also gilt
M(Ρ) < n. Somit gibt es nach Induktionsvoraussetzung TranspositionenΤ1,¼, Τl mit
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Ρ = Τ1 ëµ ë Τl . Also gilt Σ = (k n)-1
ë Τ1 ëµ ë Τl = (k n) ë Τ1 ëµ ë Τl . Somit istΣ

ebenfalls ein Produkt von Transpositionen.

(2) SeiΣ := (i j ). Wir nehmen an, dassi < j . Wir bestimmen die Anzahl der Elemente
in {(k, l) Î {1,¼, m}2 | k < l undΣ(k) > Σ(l )}. Diese Menge ist gleich{(i, i +1), (i, i +
2),¼, (i, j ), (i+1, j), (i+2, j),¼, (i-1, j)}. Sie hat also(i- j)+(i- j -1) = 2(i- j)-1
viele Elemente. Da diese Zahl ungerade ist, gilt wegen Satz 12.4 (1), dass die Signatur
von (i j ) gleich-1 ist.

Im Fall i > j beobachten wir, dass(i j ) = ( j i ), und erhalten dann aus dem ersten Fall,
dass sgn(( j i )) = -1.

(3) Die Signatur vonΣ ist (-1)a = (-1)b.

(4) Es gilt(i1 i2 ¼ in) = (i1 in) ë (i1 i2 ¼, in-1), somit folgt die behauptete Gleichheit
aus (2) durch Induktion nachn. à

SATZ 12.7. Sei m³ 2, und seien i, jÎ {1,¼, m}mit i < j. Sei

Am := { f Î Sm | sgn( f ) = 1},

und sei(i j ) ë Am := {(i j ) ë f | f Î Am}. Dann gilt Am È ((i j ) ë Am) = Æ und
AmÇ ((i j ) ë Am) = Sm; außerdem istj : Am ® (i j ) ë Am, f # (i j ) ë f bijektiv.

Beweis:Alle Elemente inAm haben Signatur 1, alle Elemente in(i j ) ë Am haben Si-
gnatur-1, folglich ist ihr Schnitt leer.

Sei nun f Î Sm. Wenn sgn( f ) = 1, so liegt f in Am. Wenn sgn( f ) = -1, so gilt
f = (i j ) ë (i j ) ë f , und da(i j ) ë f in Am liegt, gilt f Î (i j ) ë Am.

Um die Bijektivität vonj zu zeigen, definieren wirΨ : (i j ) ë Am ® Am, f # (i j ) ë f .
Dann giltΨ ë j = idAm

undj ë Ψ = id(i j )ëAm
, folglich istj bijektiv. à

ÜBUNGSAUFGABEN 12.8.

(1) Der Beweis von Satz 12.6 (1) liefert eine Zerlegung vonJ 1 2 3 4 5 6 7
3 2 4 6 7 1 5N in ein Produkt von Transpositionen. Geben

Sie diese Transpositionen an!
(2) Seienf , gÎ Sm. SeiF : Sm ® Sm, h# f ë h ë g. Zeigen Sie, dassF bijektiv ist.
(3) SeiF : Sm ® Sm, F(Σ) := Σ-1 für Σ Î Sm. Zeigen Sie, dassF bijektiv ist.

SATZ 12.9. Sei K ein kommutativer Ring mit1, sei mÎ N, sei D : (Km)m ® K eine
Abbildung, die (D1), (D2) und (D3) erfüllt, seien z1,¼, zm Î Km, und sei f Î Sm.
Dann gilt

(12.2) D(zf (1),¼, zf (m)) = sgn( f )D(z1,¼, zm).

Beweis:Wir zeigen durch Induktion nachn, dass die Gleichung (12.2) für alle Per-
mutationen gilt, die Produkt von genaun Transpositionen sind. Klarerweise gilt (12.2)
für f = id. Sei nun f = Τn ë µ ë Τ1, wobei alleΤi Transpositionen sind, und sei
g := Τn ëµ ë Τ2. Dann gilt wegen Satz 12.1

D(zg(Τ1(1))
,¼, zg(Τ1(m))

) = -D(zg(1),¼, zg(m)).



170 12. DETERMINANTEN

Nach Induktionsvoraussetzung ist dieser Ausdruck gleich-sgn(g)D(z1,¼, zm). Da
f = g ë Τ1, gilt sgn( f ) = -sgn(g). Also gilt D(zf (1),¼, zf (m)) = sgn( f )D(z1,¼, zm).
Das beschließt den Induktionsbeweis.

Da sich jede Permutation als Produkt von endlich vielen Transpositionen schreiben
lässt, gilt (12.2) also für allef Î Sm. à

3. Determinante einer quadratischen Matrix

Eine FunktionD mit den in Sektion 1 geforderten Eigenschaften erhält man mithilfe
derDeterminante.

DEFINITION 12.10. SeiK ein kommutativer Ring mit Eins,mÎ N, und seiA Î Km´m.
Dann definieren wir dieDeterminantevonA durch

det(A) :=â
fÎSm

sgn( f )
mä

i=1

A(i, f (i)).

SATZ 12.11.Sei K ein kommutativer Ring mit Eins, sei mÎ N, sei A eine ḿ m-Matrix
über K, und seiD : Km´ Km´ × × × ´ Km ® K gegeben durch

D : (Km)m � K

(z1, z2,¼, zm) S� det(J –z1–
–z2–
¶

–zm–
N) .

Dann erfülltD die Eigenschaften (D1), (D2), und (D3).

Beweis:Wir zeigen als erstes (D1). Seien dazuz1,¼, zm, y Î Km, Α,Β Î K und i Î
{1,¼, m}. SeienA, B,Cdiem´m-Matrizen, die durch

A =

æççççççççççççççççççççççç
è

— z1 —
¶

— zi-1 —
— Α * zi + Β * y —
— zi+1 —

¶

— zm —

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

, B =

æççççççççççççççççççççççç
è

— z1 —
¶

— zi-1 —
— zi —
— zi+1 —

¶

— zm —

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

, C =

æççççççççççççççççççççççç
è

— z1 —
¶

— zi-1 —
— y —
— zi+1 —

¶

— zm —

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø
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gegeben sind. Nun gilt

D(z1,¼, zi-1,Α * zi + Β * y, zi+1,¼, zm)

= det(A)

= â
fÎSm

sgn( f )
m

ä
j=1

A( j, f ( j))

= â
fÎSm

sgn( f ) I m

ä
j=1
j¹i

A( j, f ( j))MA(i, f (i))

= â
fÎSm

sgn( f ) I mä
j=1
j¹i

A( j, f ( j))M IΑB(i, f (i)) + ΒC(i, f (i))M

= â
fÎSm

sgn( f )I m

ä
j=1
j¹i

A( j, f ( j))MΑB(i, f (i))

+â
fÎSm

sgn( f )I m

ä
j=1
j¹i

A( j, f ( j))M ΒC(i, f (i))

= Αâ
fÎSm

sgn( f ) I mä
j=1

B( j, f ( j))M + Βâ
fÎSm

sgn( f ) I mä
j=1

C( j, f ( j))M
= Α det(B) + Β det(C)

= ΑD(z1,¼, zm) + ΒD(z1,¼, zi-1, y, zi+1,¼, zm).
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Wir zeigen als nächstes die Eigenschaft (D2). Sei dazuA eine Matrix, dereni-te und
j-Zeile gleich sind. Dann gilt

det(A) = â
fÎSm

sgn( f )
mä

k=1

A(k, f(k))

= â
fÎAm

sgn( f )
m

ä
k=1

A(k, f(k)) +â
fÎAm

sgn( f ë (i j ))
m

ä
k=1

A(k,( f ë (i, j )) (k))

= â
fÎAm

m

ä
k=1

A(k, f(k)) -â
fÎAm

I m

ä
k=1

kÏ{i, j }

A(k, f(k))M × A(i, f ( j)) × A( j, f (i))

= â
fÎAm

mä
k=1

A(k, f(k)) -â
fÎAm

I mä
k=1

kÏ{i, j }

A(k, f(k))M × A( j, f ( j)) × A(i, f (i))

= â
fÎAm

mä
k=1

A(k, f(k)) -â
fÎAm

mä
k=1

A(k, f(k))

= 0.

Um (D3) zu zeigen, beobachten wir, dass det(Em) = 1.à

SATZ 12.12. Sei K ein kommutativer Ring mit Eins, sei mÎ N, und seien A und B
m´m-Matrizen über K. Dann giltdet(A) = det(AT) unddet(A × B) = det(A) × det(B).

Beweis.Zuerst zeigen wir det(A) = det(AT). Es gilt

det(AT) = â
fÎSm

sgn( f )
mä

i=1

AT(i, f (i))

= â
fÎSm

sgn( f )
mä

i=1

A( f (i), i)

= â
fÎSm

sgn( f )
mä

j=1

A( j, f -1( j))

= â
fÎSm

sgn( f -1)
m

ä
j=1

A( j, f -1( j))

=â
gÎSm

sgn(g)
m

ä
j=1

A( j, g( j)).
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Nun beweisen wir die zweite Eigenschaft: Seienb1,¼, bm die Zeilen der MatrixB.
Dann steht in der ersten Zeile des ProduktsA × B der Vektor

A(1, 1)b1 + A(1, 2)b2 +µ + A(1, m)bm.

Wenn wir allem Zeilen des Produkts ausrechnen, dann sehen wir

det(A × B) = DI A(1, 1)b1 + A(1, 2)b2 +µ + A(1, m)bm,
A(2, 1)b1 + A(2, 2)b2 +µ + A(2, m)bm,
¼
A(m,1)b1 + A(m,2)b2 +µ + A(m, m)bmM.

Wir nutzen nun die Multilinearität der FunktionD und erhalten

det(A × B) = â
f :{1,¼,m}®{1,¼,m}

I mä
i=1

A(i, f (i))M ×D(bf (1), bf (2),¼, bf (m)).

Die Determinante ist 0, wenn zwei Zeilen gleich sind. Daher brauchen wir nur über
die bijektiven Funktionen zu summieren und erhalten:

det(A × B) = â
fÎSm

I m

ä
i=1

A(i, f (i))M ×D(bf (1), bf (2),¼, bf (m)).

Wegen Satz 12.9 gilt für eine Bijektionf : D(bf (1), bf (2),¼, bf (m)) = sgn( f )D(b1, b2,¼, bm).
Also erhalten wir

det(A × B) = â
fÎSm

JI m

ä
i=1

A(i, f (i))Msgn( f ) det(B)N = det(B) × det(A).

à

SATZ 12.13. Sei K ein Körper, sei mÎ N, und sei A eine ḿ m-Matrix über K. Dann
sind äquivalent:

(1) Die Zeilen von A sind linear unabhängig.
(2) det(A) ¹ 0.

Beweis.(1)Þ(2): Da die Zeilenvektoren linear unabhängig sind, ist der Zeilenraum von
A ganzKn. Somit gibt es eine MatrixL mit L ×A = En. Dann gilt 1= det(L) det(A), also
det(A) ¹ 0. (2)Þ(1): Wir gehen so vor: Wennzi in der linearen Hülle vonz1,¼, zi-1
liegt, so kann man Satz 12.1 (1) verwenden, um eine Matrix mitgleicher Determinante
und i-ter Zeile= 0 zu erzeugen. Wegen der Eigenschaft (D1) ist diese Determinante
= 0.à

4. Berechnen der Determinante in Körpern

Es ist besonders leicht, die Determinante einer Matrix in Zeilenstaffelform zu berech-
nen:
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SATZ 12.14.Sei K ein Körper, sei mÎ N, und sei A eine ḿ m-Matrix über K, sodass
für alle i, j mit i > j gilt: A (i, j ) = 0. Dann gilt

det(A) =
mä

i=1

A(i, i).

Beweisskizze:Sei f Î Sm, f ¹ id. Wenn für allei die Ungleichungi £ f (i) gilt, so
gilt f (m) = m, ¼, f (1) = 1, also f = id. Es gibt alsoi mit i > f (i), und somit ist
A(i, f (i)) = 0.à

Wir wissen, dass sich jede Matrix durch Zeilenumformungen in Zeilenstaffelnormal-
form bringen lässt. Dabei ändert sich die Determinante folgendermaßen:

(1) Wenn wir ein Vielfaches einer Zeile zu einer anderen dazuaddieren, bleibt
die Determinante unverändert.

(2) Wenn wir eine Zeile mit einem Körperelement vervielfachen, dann verviel-
facht sich die Determinante um eben dieses Körperelement.

(3) Beim Vertauschen von zwei Zeilen ändert sich das Vorzeichen der Determi-
nante.

Aus diesen Überlegungen erhält man einen Algorithmus zum Berechnen der Determi-
nante. Wir rechnen einige Beispiele.

In[151]:= << RowRed10.m

In[152]:= DeterminantenDemo [B]

Det[K 1 2 -3
2 29 -16
-3 -16 22

O]
Wir addieren das - 2 fache

der 1. Zeile zum 1 fachen der 2.Zeile.

= 1 * 1 * det[K 1 2 -3
0 25 -10
-3 -16 22

O]
Wir addieren das 3 fache

der 1. Zeile zum 1 fachen der 3.Zeile.

= 1 * 1 * det[K 1 2 -3
0 25 -10
0 -10 13

O]
Wir addieren das 2 fache

der 2. Zeile zum 5 fachen der 3.Zeile.

= 1 * 1
5 * det[K 1 2 -3

0 25 -10
0 0 45

O]
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= 225

Out[152]= 225

In[153]:= DeterminantenDemo [A]

Det[K 5 0 0
3 0 -2
4 1 1

O]
Wir addieren das - 3 fache

der 1. Zeile zum 5 fachen der 2.Zeile.

= 1 * 1
5 * det[K 5 0 0

0 0 -10
4 1 1

O]
Wir addieren das - 4 fache

der 1. Zeile zum 5 fachen der 3.Zeile.

= 1
5 *

1
5 * det[K 5 0 0

0 0 -10
0 5 5

O]

= - 1
25 det[K

5 0 0
0 5 5
0 0 -10

O]
= 10

Out[153]= 10

In[154]:= DeterminantenDemo [B2]

Det[K
1 2 -3 4
3 1 3 5
4 3 0 9
8 0 0 1

O]

Wir addieren das - 3 fache

der 1. Zeile zum 1 fachen der 2.Zeile.

= 1 * 1 * det[K
1 2 -3 4
0 -5 12 -7
4 3 0 9
8 0 0 1

O]

Wir addieren das - 4 fache

der 1. Zeile zum 1 fachen der 3.Zeile.

= 1 * 1 * det[K
1 2 -3 4
0 -5 12 -7
0 -5 12 -7
8 0 0 1

O]

Wir addieren das - 8 fache

der 1. Zeile zum 1 fachen der 4.Zeile.
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= 1 * 1 * det[K
1 2 -3 4
0 -5 12 -7
0 -5 12 -7
0 -16 24 -31

O]

Wir addieren das - 1 fache

der 2. Zeile zum 1 fachen der 3.Zeile.

= 1 * 1 * det[K
1 2 -3 4
0 -5 12 -7
0 0 0 0
0 -16 24 -31

O]

Wir addieren das - 16 fache

der 2. Zeile zum 5 fachen der 4.Zeile.

= 1 * 1
5 * det[K

1 2 -3 4
0 -5 12 -7
0 0 0 0
0 0 -72 -43

O]

= -15 det[K
1 2 -3 4
0 -5 12 -7
0 0 -72 -43
0 0 0 0

O]

= 0

Out[154]= 0

Schließlich berechnen wir noch die Determinante vonJ 0 2 1
0 0 1
1 2 3

N
In[155]:= << RowRed10.m

In[156]:= M= {{0, 2, 1},{0, 0, 1},{1, 2, 3}}

Out[156]= {{0,2,1},{0,0,1},{1,2,3}}

In[157]:= DeterminantenDemo [M]

Det[K 0 2 1
0 0 1
1 2 3

O]

= -1 det[K 1 2 3
0 0 1
0 2 1

O]

= 1 det[K 1 2 3
0 2 1
0 0 1

O]
= 2

Out[157]= 2
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In[158]:= Det [M]

Out[158]= 2

5. Die adjungierte Matrix

DEFINITION 12.15. Sein Î N, sei A einen ´ n-Matrix, und seieni, j Î {1,¼, n}.
Dann bezeichnen wir mitA[i, j ] dien´ n-Matrix, die durch

A[i, j ](k, l) :=
ìïïïíïïï
î

A(k, l) wennk ¹ i und l ¹ j
0 wenn(k = i und l ¹ j) oder(k ¹ i und l = j)
1 wennk = i und l = j

für k, l Î {1,¼, n} definiert ist.A[i, j ] ist also die Matrix, die man ausA durch Ersetzen
der i-ten Zeile durch den Einheitsvektorej und durch Ersetzen derj-ten Spalte durch
den Einheitsvektorei erhält.

Für

A = J -5 7 8
6 3 -2
1 -5 4

N
gilt also

A[3,2] = J -5 0 8
6 0 -2
0 1 0

N.

Für n ³ 2 beteichnet man mitA(i, j ) die (n- 1) ´ (n- 1)-Matrix, die man ausA durch
Streichen deri-ten Zeile undj-ten Spalte erhält. Es gilt also

A(i, j )(k, l) :=

ìïïïïïíïïïïï
î

A(k, l) wennk < i und l < j
A(k+ 1, l) wennk ³ i und l < j
A(k, l + 1) wennk < i und l ³ j

A(k+ 1, l + 1) wennk ³ i und l ³ j

für allek, l Î {1,¼, n- 1}.

FürA = J -5 7 8
6 3 -2
1 -5 4

N gilt alsoA(3,2) = J -5 8
6 -2 N.

LEMMA 12.16.Seien B eine ńn-Matrix, und seienΣ, Τ Î Sn. Sei C eine ń n-Matrix,
die durch C(i, j ) := B(Σ(i), Τ( j)) definiert ist. Dann giltdet(C) = sgn(Σ) sgn(Τ) det(B).
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Beweis:

det(C) =â
fÎSn

sgn( f )
n

ä
i=1

C(i, f (i))

=â
fÎSn

sgn( f )
n

ä
i=1

B(Σ(i), Τ( f (i)))

=â
fÎSn

sgn( f )
nä

k=1

B(k,Τ ë f ë Σ-1(k))

=â
fÎSn

sgn(Σ) sgn(Τ) sgn(Τ ë f ë Σ-1)
nä

k=1

B(k,Τ ë f ë Σ-1(k))

= sgn(Τ) sgn(Σ)â
gÎSn

sgn(g)
n

ä
k=1

B(k, g(k))

= sgn(Τ) sgn(Σ) det(B).

LEMMA 12.17.Sei n³ 2, sei A eine ń n-Matrix, und seien i, jÎ {1,¼, n}. Dann gilt
det(A[i, j ]) = (-1)i+ j det(A(i, j )).

Beweis:Wir beweisen den Satz zunächst füri = j = n. Dann gilt

det(A[n,n]) =â
fÎSn

sgn( f )
n

ä
k=1

A[n,n](k, f(k))

= â
fÎSn

f (n)=n

sgn( f )
n-1

ä
k=1

A(k, f(k)).

Sei f eine Permutation von{1,¼, n} mit f (n) = n. Dann istg := f |{1,¼,n-1} eine Per-
mutation von{1,¼, n- 1}. Da sich f als Produkt gleich vieler Transpositionen wieg
schreiben lässt, ist die Signatur vong gleich der Signatur vonf . Es gilt also

â
fÎSn

f (n)=n

sgn( f )
n-1

ä
k=1

A(k, f(k))

= â
gÎSn-1

sgn(g)
n-1ä
k=1

A(k, f(k))

= det(A(i, j )).
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Wir beweisen nun den Fall(i, j ) ¹ (n, n). SeiΣ der Zyklus(i i + 1 ¼ n), undΤ :=
( j j + 1 ¼ n)

B(k, l) := A(Σ(k), Τ(l ).)

Dann gilt B(n,n) = A(i, j ). Außderdem gilt für allek, l Î {1,¼, n} auchB[n,n](k, l) =
A[i, j ](Σ(k), Τ(l )). Wir berechnen nun det(A[i, j ]). Nach Lemma 12.16 gilt det(A[i, j ]) =
sgn(Σ)sgn(Τ) det(B[n,n]). Nach dem bereits betrachteten Fall gilt sgn(Σ)sgn(Τ) det(B[n,n]) =
sgn(Σ)sgn(Τ) det(B(n,n)). WegenB(n,n) = A(i, j ) gilt nun insgesamt

det(A[i, j ]) = sgn(Σ)sgn(Τ) det(A(i, j )).

Nach Satz 12.6 (4) gilt sgn(Σ) = (-1)n-i+1+1 = (-1)n-i und sgn(Τ) = (-1)n- j . Also gilt
sgn(Σ)sgn(Τ) = (-1)i+ j . à

DEFINITION 12.18. Sein Î N, und seiA einen´n-Matrix. Die zuA adjungierte (oder
adjunkte1 ) Matrix Aad ist wie folgt definiert: wennn ³ 2, so gilt

Aad(i, j ) := (-1)i+ j det(A( j,i)) für i, j Î {1,¼, n}.

Fürn = 1 definiert man die adjungierte Matrix durchAad := (1).

Es gilt alsoAad(i, j ) = det(A[ j,i]). Wir beobachten zunächst folgenden einfachen Satz:

SATZ 12.19. Sei A eine ń n-Matrix. Dann gilt(Aad)T = (AT)ad.

Beweis:Für i, j Î {1,¼, n} gilt (Aad)T(i, j ) = Aad( j, i) = det(A[i, j ]) = det((A[i, j ])T) =
det((AT)[ j,i]) = (AT)ad(i, j ). à

SATZ 12.20. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei A eine n´ n Matrix mit
Einträgen aus R. Dann gilt

A × Aad = Aad × A =

æççççççççççççççç
è

det(A) 0 0 ¼ 0
0 det(A) 0 ¼ 0
0 0 ¸ 0
¶ ¸ ¶

0 0 ¼ ¼ det(A)

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

.

Beweis:Wir werden als Abkürzung für dien´ n-Matrix

æççççççççççççççç
è

r 0 0 ¼ 0
0 r 0 ¼ 0
0 0 ¸ 0
¶ ¸ ¶

0 0 ¼ ¼ r

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

mit r Î Rauch oft kürzerr * En schreiben.

1Der Begriffadjunkte Matrixhat folgenden Vorteil: es gibt in der linearen Algebra auch den Begriff
desadjungierten Operators, der aber nicht mitAad zu tun hat, sondern mitAT . Der Begriff der zuA
adjunkten Matrixvermeidet diese Inkongruenz.
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Wir nehmen an, dassn ³ 2. Für j Î {1,¼, n} sei

ej := (0, 0,¼, 0, 1, 0,¼, 0)

der j-te Einheitsvektor inRn; der Einser steht dabei an derj-ten Stelle. Wir zeigen
zunächstA × Aad = det(A) * En.

Sei nuni Î {1,¼, n}. Wir bilden nun MatrizenA1,¼, An wie folgt: A1 ist die Matrix,
die wir ausA erhalten, wenn wir diei-te Zeile durche1 ersetzen; allgemein seiA j die
Matrix, die wir erhalten, wenn wir diei-te Zeile durchej ersetzen. Es gilt also

A j =

æççççççççççççççççççççççç
è

A(1, 1) ¼ A(1, j - 1) A(1, j) A(1, j + 1) ¼ A(1, n)
¶ ¶ ¶ ¶ ¶

A(i - 1, 1) ¼ A(i - 1, j - 1) A(i - 1, j) A(i - 1, j + 1) ¼ A(i - 1, n)
0 ¼ 0 1 0 ¼ 0

A(i + 1, 1) ¼ A(i + 1, j - 1) A(i + 1, j) A(i + 1, j + 1) ¼ A(i + 1, n)
¶ ¶ ¶ ¶ ¶

A(n,1) ¼ A(n, j - 1) A(n, j) A(n, j + 1) ¼ A(n, n)

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

.

Aus Satz 12.1 (1) und Satz 12.11 erhalten wir, dass für allej Î {1,¼, n} gilt:

det(A j) = det(A[i, j ]).

Sei nunk Î {1,¼, n}Wir berechnen nun den(k, i)-ten Eintrag vonA×Aad. Wir erhalten

A × Aad(k, i) =
nâ

j=1

A(k, j)Aad( j, i)

=
nâ

j=1

A(k, j) det(A[i, j ])

=
n

â
j=1

A(k, j) det(A j)

Wir nützen nun die Linearität der Determinante in deri-ten Zeile aus und erhalten,
dass die letzte Summe gleich der Determinante der MatrixB ist, die wir ausA erhalten,
indem wir diei-te Zeile vonA durch

(A(k,1), A(k,2),¼, A(k, n)),

also durch diek-te Zeile vonA ersetzen. Es gilt also

B =

æççççççççççççççççççççççç
è

A(1, 1) ¼ A(1, j - 1) A(1, j) A(1, j + 1) ¼ A(1, n)
¶ ¶ ¶ ¶ ¶

A(i - 1, 1) ¼ A(i - 1, j - 1) A(i - 1, j) A(i - 1, j + 1) ¼ A(i - 1, n)
A(k,1) ¼ A(k, j - 1) A(k, j) A(k, j + 1) ¼ A(k, n)

A(i + 1, 1) ¼ A(i + 1, j - 1) A(i + 1, j) A(i + 1, j + 1) ¼ A(i + 1, n)
¶ ¶ ¶ ¶ ¶

A(n,1) ¼ A(n, j - 1) A(n, j) A(n, j + 1) ¼ A(n, n)

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

.
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Die Determinante dieser MatrixB ist wegen Satz 12.11 gleich 0, wennk ¹ i, da dann
in B diek-te und diei-te Zeile gleich sind. Istk = i, so gilt det(B) = det(A).

Insgesamt haben wir also bewiesen, dass für jeden´n-Matrix A die GleichheitA×Aad =
det(A)*En gilt. Dann gilt auchAad×A = (AT ×(Aad)T)T = (AT ×(AT)ad)T = (det(AT)*En)

T =
det(A) * En. à

KOROLLAR 12.21 (Entwicklungssatz von Laplace).Sei n³ 2, sei A eine ń n-Matrix
über einem kommutativen Ring mit Eins K, und seien i, jÎ {1,¼, n}. Dann gilt

(1) det(A) = Ún
k=1(-1)i+kA(i, k) × det(A(i,k)). (Entwicklung nach der i-ten Zeile.)

(2) det(A) = Ún
k=1(-1)k+ jA(k, j) × det(A(k, j)). (Entwicklung nach der j-ten Spalte.)

Beweis:(1) Nach Satz 12.20 gilt

det(A) = (A × Aad) (i, i)

=
nâ

k=1

A(i, k)Aad(k, i)

=
nâ

k=1

A(i, k)(-1)i+k det(A(i,k)).

(2) Nach Satz 12.20 gilt

det(A) = (Aad × A) ( j, j )

=
nâ

k=1

Aad( j, k)A(k, j)

=
n

â
k=1

(-1) j+k det(A(k, j))A(k, j).

6. Determinanten und Invertierbarkeit

SATZ 12.22. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei A eine(n´ n)-Matrix mit
Einträgen aus R. Dann sind äquivalent:

(1) Es gibt eine Matrix B mit A× B = En.
(2) Es gibt eine Matrix C mit C× A = En.
(3) Es gibt ein yÎ R, sodassdet(A) y = 1.

Beweis:(1)Þ(3): wegen Satz 12.12 gilt 1= det(En) = det(A) det(B), also leistety :=
det(B) das Gewünschte. (3)Þ(1): SeiB := y * Aad. Dann giltA × B = y * (A × Aad), und
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das ist wegen Satz 12.20 gleich

y *

æççççççççççççççç
è

det(A) 0 0 ¼ 0
0 det(A) 0 ¼ 0
0 0 ¸ 0
¶ ¸ ¶

0 0 ¼ ¼ det(A)

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

,

also gleichEn.

Die Äquivalenz von (1) und (2) zeigt man genauso.à

Somit wissen wir, dss eine ganzzahlige Matrix genau dann eine ganzzahlige inverse
Matrix hat, wenn ihre Determinante+1 oder-1 ist.

SATZ 12.23. Sei K ein Körper, und sei A eine(n ´ n)-Matrix mit Einträgen aus K.
Dann sind äquivalent:

(1) det(A) ¹ 0.
(2) A ist invertierbar.
(3) Die Zeilenvektoren von A sind linear unabhängig.
(4) Die Spaltenvektoren von A sind linear unabhängig.

Beweis:(1)Þ(2):B := 1
det(A)A

ad ist nach Satz 12.20 zuA invers. (2)Þ(3): Sei(y1,¼, yn) Î

Kn mit (y1,¼, yn) ×A = 0. Dann gilt 0= 0×A-1 = ((y1,¼, yn) ×A) ×A
-1 = (y1,¼, yn), also

sind die Zeilen linear unabhängig. (3)Þ(1): Da die Zeilenvektoren linear unabhängig
sind, ist der Zeilenraum vonA ganzKn. Somit gibt es eine MatrixL mit L × A = En.
Dann gilt 1= det(L) det(A), also det(A) ¹ 0.

Die Bedingungen (1), (2) und (3) sind also für jede MatrixA äquivalent.

(1)Þ(4): SeiA eine Matrix mit det(A) ¹ 0. Dann gilt det(AT) ¹ 0, also sind die Zei-
len vonAT nach einer der bereits bewiesenen Implikationen linear unabhängig. Somit
gilt (4). (4)Þ(3): Wenn die Spalten vonA linear unabhängig sind, so sind es auch die
Zeilen vonAT . Also gilt det(AT) ¹ 0, und somit det(A) ¹ 0.à

7. Determinanten und Volumina

Wir betrachten in dieser Sektion Matrizen mit Einträgen ausR. Wir wissen (wegen
det(A) = det(AT)), dass| det(A)| das Volumen des von den Spalten vonA aufgespannten
Parallelepipeds ist.

SATZ 12.24.Seien A, BÎ Rn´n, und seien b1,¼, bn die Spaltenvektoren von B. Sei hA :
Rn ® Rn gegeben durch hA(y) = A×y für yÎ Rn. Das Volumen des von hA(b1),¼, hA(bn)
aufgespannten Parallelepipeds ist|det(A) det(B)|.
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Beweis:Das Parallelepiped wird von den Spaltenvektoren vonA × B aufgespannt und
hat also das Volumen|det(A × B)|. Aus der Multiplikativität der Determinante folgt die
Aussage.

SATZ 12.25.Seien m, nÎ Rmit m³ n, seien AÎ Rm´n, BÎ Rn´n, und seien b1,¼, bn
die Spaltenvektoren von B. Sei hA : R

n ® Rm gegeben durch hA(y) = A × y für y Î Rn.
Das n-dimensionale Volumen des von hA(b1),¼, hA(bn) aufgespannten Parallelepipeds
ist
0

det(AT × A) × | det(B)|.

Beweis:Sei Q einem´ n-Matrix, in deren Spalten eine Orthonormalbasis des Spal-
tenraums vonA steht. Es gilt dannQT × Q = En. Dann stehen in den Spalten von
QT × (A × B) die Koordinaten des vonhA(b1),¼, hA(bn) aufgespannten Parallelepipeds
bezüglich dieser Orthonormalbasis. Sei nunR Î Rn´n mit A = QR. Dann gilt für das
gesuchte VolumenV:

V2 = det(QTAB)2

= det(BTATQQTAB)
= det(BTRTQTQQTQRB)
= det(BT) det(B) det(RTQTQR)
= det(B)2 det(AT × A).

à

FürB := En erhalten wir als Folgerung, dass dasn-dimensionale Volumen des von den
Spalten vonA aufgespannten Parallelepipeds gleich

0
det(AT × A) ist.

ÜBUNGSAUFGABEN 12.26.

(1) Seir > s. Zeigen Sie, dass für jeder ´s-Matrix A gilt, dass det(AT ×A) ³ 0.Hinweis:Schreiben SieA alsQ×R, wobei
in den Spalten vonQ eine Orthonormalbasis für den Spaltenraum vonA steht, und berechnen Sie det(QT × A)2.

8. Gleichungssysteme

SATZ 12.27. Sei K ein kommutativer Ring mit Eins, sei nÎ N, sei AÎ Kn´n und sei

bÎ Kn. Wir nehmen an, dassJ y1
y2
¶

yn

N eine Lösung des Gleichungssystems A× x = b ist.

Sei i Î {1,¼, n}, und sei Abi die Matrix, die man aus A erhält, indem man die i-te
Spalte von A durch b ersetzt. Dann giltdet(A) yi = det(Ab

i ).

Beweis:Sei X die Matrix, die man aus der EinheitsmatrixEn erhält, indem man die

i-te Spalte durchJ y1
y2
¶

yn

N ersetzt. Dann gilt

A × X = Ab
i .

Also gilt det(A) det(X) = det(Ab
i ). Durch Entwicklung nach deri-ten Zeile erhält man

det(X) = yi. à
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SATZ 12.28. Sei K ein Körper, sei nÎ N, AÎ Kn´n, bÎ Kn. Äquivalent sind:

(1) Das Gleichungssystem A× x = b hat genau eine Lösung in Kn.
(2) det(A) ¹ 0.

Beweis:Wenn det(A) ¹ 0, so istAnach Satz 12.23 invertierbar, und somit istx := A-1×b
die eindeutige Lösung vonA × x = b.

Wenn det(A) = 0, so sind die Spaltenvektoren vonA linear abhängig; der Nullraum
vonA ist also nicht nulldimensional. Die Lösungsmenge vonA ×x = b ist also leer oder
von der Formx0 + N(A), und somit in beiden Fällen nicht einelementig.à

SATZ 12.29 (Cramersche Regel).Sei K ein Körper, sei nÎ N, A Î Kn´n, b Î Kn. Wir
nehmen an, dassdet(A) ¹ 0. Für jedes iÎ N sei Ab

i die Matrix, die man aus A dadurch

erhält, dass man die i-te Spalte durch b ersetzt, und sei yi :=
det(Ab

i )
det(A) .

Dann ist(y1,¼, yn) die eindeutige Lösung von A× x = b.

Beweis:Wegen Satz 12.28 hatA × x = b genau eine Lösung, und wegen Satz 12.27

berechnet sich diese Lösung durchyi :=
det(Ab

i )
det(A) . à



KAPITEL 13

Polynome

1. Primfaktorzerlegung in den ganzen Zahlen

DEFINITION 13.1 (Primzahl). Eine Zahlp Î N ist genau dann einePrimzahl, wenn
folgende beiden Bedingungen gelten:

(1) Es gilt p > 1.
(2) Für allea, bÎ N mit p = a × b gilt a = 1 oderb = 1.

DEFINITION 13.2 (Teilbarkeit). Seienx, y Î Z. Die Zahlx teilt y genau dann, wenn
es einzÎ Z gibt, sodassy = z × x ist.

Wir schreiben dann auchx | y; die Zahly heißt einVielfachesvonx.

SATZ 13.3. Seien aÎ Z und nÎ N. Dann gibt es genau ein Paar von Zahlen(q, r) Î
Z ´Z, sodass a= q × n+ r und r Î {0,¼, n- 1}.

Wir bezeichnen den Restr mit amodn.

SATZ 13.4 (Euklid, 360-280 v.Chr.).Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis:Wir nehmen an, dassp1,¼, pr bereits alle Primzahlen sind. Da 2 prim ist,
gilt r ³ 1. Dann ist der kleinste Teilerq von 1+ Õr

i=1 pi mit q > 1 eine Primzahl mit
q Ï {p1,¼, pr}. à

DEFINITION 13.5 (Größter gemeinsamer Teiler). Für zwei Zahlena, b Î Z (nicht
beide 0) ist ggT(a, b) die größte ZahlzÎ N mit z | a undz | b.

SATZ 13.6. Seien a, bÎ Z nicht beide0, und sei zÎ Z. Dann gilt: ggT(a, b) =
ggT(a+ z × b, b) .

So gilt zum Beispiel ggT(25, 15) = ggT(40, 15).

Beweis:Wir zeigen, dass nicht nur der ggT, sondern sogar die Mengen der gemeinsa-
men Teiler der beiden Zahlenpaare gleich sind. Wir zeigen also

{t Î Z : t | a undt | b} = {t Î Z : t | a+ zbundt | b} .

“Í”: Falls t sowohla als auchb teilt, dann aucha+zbundb. “�”: Falls t sowohla+zb,
als auchb teilt, dann aucha+ zb- zbundb, also aucha undb.à

185
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Das nützen wir jetzt möglichst geschickt aus, um ggT(147, 33) zu berechnen:

ggT(147, 33) = ggT(147- 4 × 33, 33)

= ggT(15, 33)

= ggT(15, 33- 2 × 15)

= ggT(15, 3)

= ggT(0, 3)

= 3.

Günstig ist es also,zso zu wählen, dassa+ zbder Rest vona bei der Division durchb
wird.

Mit Hilfe des erweiterten Euklidischen Algorithmusfindet man nicht nur den ggT von
a undb, sondern auchu, vÎ Z, sodass gilt:

ggT (a, b) = u × a+ v × b.

Beispiel:Wir berechnen ggT(147, 33), und schreiben das so:

147 33
147 1 0 (147= 1 × 147+ 0 × 33)
33 0 1 (33= 0 × 147+ 1 × 33)
15 1 -4 (15= 1 × 147- 4 × 33)
3 -2 9 (3 = -2 × 147+ 9 × 33)
0

Berechnet man ggT(a, b)mithilfe dieses Algorithmus, sieht man, dass sich die Zahlen
in der linken Spalte immer als Linearkombination vona undb schreiben lassen. Als
Konsequenz davon erhalten wir folgenden Satz:

SATZ 13.7. Seien a, bÎ Z (nicht beide0). Dann gibt es u, vÎ Z, sodass

ggT(a, b) = u × a+ v × b.

Beweis:Wir betrachten zuerst den Falla ³ 0, b ³ 0, und zeigen den Satz durch
Induktion nach min(a, b). Wennb = 0, so gilta > 0, und somit nach der Definition des
ggT auch ggT(a, b) = a. Wenna = 0, so giltb ¹ 0 und ggT(a, b) = b.

Seien nuna > 0, b > 0, b £ a. Durch Division mit Rest erhalten wirq Î N0, r Î
{0,¼, b- 1} sodassa = qb+ r. Wegen Satz 13.6 gilt ggT(a, b) = ggT(r, b). Da r < b,
gibt es nach Induktionsvoraussetzungu¢, v¢ Î Z, sodass ggT(r, b) = u¢r + v¢b. Dann
gilt ggT(a, b) = ggT(r, b) = u¢r + v¢b = u¢(a - qb) + v¢b = u¢a + (v¢ - u¢q)b, also ist
auch ggT(a, b) als Kombination vona undb darstellbar. Der Falla > 0, b > 0, a £ b
funktioniert genauso.à

Eine Folgerung davon ist:



1. PRIMFAKTORZERLEGUNG IN DEN GANZEN ZAHLEN 187

SATZ 13.8. Seien a, bÎ Z, nicht beide0, und sei tÎ Z so, dass t| a und t | b. Dann
gilt auch t | ggT(a, b).

Beweis: Seienu, v Î Z so, dass ggT(a, b) = ua+ vb. Da t die Zahla teilt, ist auch
ua ein Vielfaches vont. Ebenso istvbein Vielfaches vont. Somit ist auch die Summe
ua+ vbein Vielfaches vont. Die Zahlt ist also ein Teiler von ggT(a, b). à

Wenna und b größten gemeinsamen Teiler 1 haben, so heißen sieteilerfremdoder
relativ prim.

ÜBUNGSAUFGABEN 13.9.

(1) [Remmert and Ullrich, 1987, p. 28] Seipn die n-te Primzahl, d. h.p1 = 2, p2 = 3, usw. Zeigen Sie

pn £ 2(2
n-1).

(2) Seiena, b, xÎ N undu, vÎ Z so, dass

x = ua+ vb.

Zeigen Sie: Wennx sowohla als auchb teilt, so giltx = ggT(a, b).
(3) Seiena, bÎ N, y Î Z so, dassa | y, b | y, ggT(a, b) = 1. Zeigen Sie (ohne Vorgriff auf die Primfaktorzerlegung):

a × b | y.
(4) Seiena, b Î Z (nicht beide 0), und seik Î N. Zeigen Sie: ggT(ka, kb) = kggT(a, b). Gelingt es Ihnen,

ggT(ka, kb) | kggT(a, b) auch ohne Verwendung der Primfaktorzerlegung zu zeigen?
(5) Seiena, cÎ Z, b, d Î N. Zeigen Sie: Wenn die Brücheab und c

d gekürzt, und die Nennerb undd teilerfremd sind,
so ist auch der Bruchad+bc

bd gekürzt.

SATZ 13.10. Seien a, b, cÎ Z, und sei zumindest eine der Zahlen a und b nicht0. Wir
nehmen an, dass a die Zahl b× c teilt und dassggT(a, b) = 1 gilt. Dann gilt: a teilt c.

Beweis:Es gibtu, vÎ Z, sodass 1= u ×a+v ×b. Es gilta | uac. Da nach Voraussetzung
a | bcgilt, gilt aucha | vbc. Daraus erhalten wir

a | (ua+ vb)c,

und somita | c. à

KOROLLAR 13.11. Seien b, cÎ Z, und sei p eine Primzahl. Wenn p das Produkt b c
teilt, so teilt p einen der beiden Faktoren b und c.

SATZ 13.12. SeiXpi | i Î N\ = (2, 3, 5, 7, 11,¼) die Folge aller Primzahlen, und sei
n Î N. Dann gibt es genau eine FunktionΑ : N ® N0 mit folgenden Eigenschaften:

(1) {i Î N | Α(i) > 0} ist endlich.

(2) n = ÕiÎN p
Α(i)
i .

Beweis:Wir zeigen zunächst durch Induktion nachn, dass es ein solchesΑ gibt. Für
n = 1 setzen wirΑ(i) := 0 für alle i Î N. Für n > 1 seiq der kleinste Teiler von
n mit q > 1. Die Zahlq ist eine Primzahl; es gibt alsoj Î N mit q = p j . Nach
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Induktionsvoraussetzung gibt esΒ : N ® N0 mit
n
q
= ä

iÎN

p
Β(i)
i ,

also giltn = p
Β( j)+1
j × ÕiÎN�{ j} p

Β(i)
i .

Nun zeigen wir die Eindeutigkeit. SeienΑ,Β : N ® N0 so, dass{i Î N | Α(i) > 0} und
{i Î N | Β(i) > 0} beide endlich sind und

ä
iÎN

p
Α(i)
i =ä

iÎN

p
Β(i)
i .

Wir zeigen, dass für allej Î N gilt: Α( j) = Β( j). Sei dazuj Î N. Wir nehmen an
Α( j) > Β( j). Dann gilt

p
Α( j)-Β( j)
j ä

iÎN�{ j}
p
Α(i)
i = ä

iÎN�{ j}
p
Β(i)
i .

Nach Korollar 13.11 teiltp j also einp
Β(i)
i mit i ¹ j. Im Fall Β(i) = 0 widerspricht das

p j > 1, im Fall Β(i) > 0 gilt p j | pi. Da pi eine Primzahl ist, gilt dannpi = p j , im
Widerspruch zui ¹ j. à

ÜBUNGSAUFGABEN 13.13.

(1) Seipn dien-te Primzahl, d. h.p1 = 2, p2 = 3, usw. Zeigen Sie, auch, ohne die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung
zu verwenden, dass Folgendes gilt: Wenn

a = Õ pi
Αi

b = Õ pi
Βi ,

wobei Αi ,Βi Î N0, und fast alleΑi ,Βi = 0 sind, dann gilta | b genau dann, wenn für allei gilt: Αi £ Βi . (Zei-
gen Sie, dass diese Aussage für alle Primfaktorzerlegungenvon a und b gilt. Folgt daraus die Eindeutigkeit der
Primfaktorzerlegung?)

(2) Seipn die n-te Primzahl, d. h.p1 = 2, p2 = 3, usw. Zeigen Sie: Wenn

a = Õ pi
Αi

b = Õ pi
Βi ,

wobeiΑi ,Βi Î N0, und fast alleΑi ,Βi = 0 sind, dann gilt

ggT(a, b) =ä pi
min(Αi ,Βi ).

(3) Welche Zahlenq Î N erfüllen folgende Eigenschaft?
Für allea, bÎ Zmit q | a × b gilt q | a oder es gibt einn Î N, sodassq | bn.

2. Polynome

DEFINITIONSVERSUCH13.14. SeiK kommutativer Ring mit Eins. Dann istK[x] die
Menge aller Ausdrücke

a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 +µ + anx
n

mit n Î N0 unda0, a1,¼, an Î K. Die Elemente vonK[x] nennen wirPolynome.
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Was heißt aberAusdruck? Und welche Rolle spieltx? Mit folgender Definition stehen
wir auf dem sicheren Boden der Mengenlehre.

DEFINITION 13.15. SeiK kommutativer Ring. Dann ist einPolynom über Keine
Folge(a0, a1, a2, a3,¼), sodass es eini Î N0 gibt, sodass für allej Î N0 mit j ³ i gilt:
a j = 0.

Wir haben also Polynome als unendliche Liste ihrer Koeffizienten definiert.

DEFINITION 13.16. SeiK ein kommutativer Ring, und seien(a0, a1, a2,¼),
(b0, b1, b2,¼) Polynome überK. Wir definieren

(1) (a0, a1, a2,¼) + (b0, b1, b2,¼) := (a0 + b0, a1 + b1, a2 + b2,¼)
(2) (a0, a1, a2,¼) × (b0, b1, b2,¼) := (c0, c1, c2,¼)mit

ck := â
(i, j )Î{0,¼,k}´{0,¼,k}

i+ j=k

ai × b j

für allek Î N0.

SATZ 13.17. SeiK ein kommutativer Ring mit Eins, seien p, q, r Polynome über K,
und sei e das Polynom(1, 0,¼, 0). Dann gilt:

(1) (p × q) × r = p × (q × r).
(2) p × q = q × p.
(3) p × (q+ r) = p × q+ p × r.
(4) p × e= p.

Beweis von(1): Sei p = (p0, p1,¼), q = (q0, q1,¼), r = (r0, r1,¼), und seia =
(a0, a1,¼) := (p × q) × r. Dann gilt fürk Î N

ak = â
(i, j )Î{0,¼,k}2

i+ j=k

(p × q)i r j

= â
(i, j )Î{0,¼,k}2

i+ j=k

â
(l,m)Î{0,¼,i}2

l+m=i

plqmr j

= â
(l,m, j)Î{0,¼,k}3

l+m+ j=k

pl qmr j .

(13.1)

Die letzte Gleichheit erklären wir so: seien(l, m, j) Î {0,¼, k}3 so, dassl +m+ j = k.
Dann kommt der Summandplqmr j der letzten Summe in der vorletzten Summe genau
mit der Wahli¢ := l + m, j ¢ := j, l ¢ := l , m¢ := m vor. Seien nuni, j, l, m so, dass
i + j = k undl +m= i. Dann giltl +m+ j = i + j = k, und somit kommt der Summand
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plqmr j in der letzten Summe mit den Indizesl ¢ := l , m¢ := m, j ¢ := j vor. Genauso sieht

man, dass(p× (q × r))k = â
(l,m, j)Î{0,¼,k}3

l+m+ j=k

plqmr j . Somit gilt insgesamt(p×q) × r = p× (q × r).

Die Argumentation über Gleichheit der Summen in (13.1) ist etwas unbefriedigend.
Daher kommt jetzt eine leichter verifizierbare Argumentation. Wir verwenden das
“Kronecker-Symbol”∆(a, b)mit ∆(a, b) = 1, wenna = b, und∆(a, b) = 0, wenna ¹ b.
Dann rechnen wir

((p × q) × r)k =
k

â
i=0

k

â
j=0

∆(i + j, k)(p × q)ir j

=
k

â
i=0

k

â
j=0

∆(i + j, k)
i

â
l=0

i

â
m=0

∆(l +m, i)plqmr j

=
kâ

i=0

kâ
j=0

∆(i + j, k)
kâ

l=0

kâ
m=0

∆(l +m, i)plqmr j

=
k

â
j=0

k

â
l=0

k

â
m=0

pl qmr j × (
k

â
i=0

∆(i + j, k)∆(l +m, i)).

Wir betrachten nun die SummeÚk
i=0 ∆(i + j, k)∆(l + m, i). Damit der i-te Summand

ungleich 0 ist, mussi = l +m und i + j = k gelten. Wennl +m+ j ¹ k, so sind diese
beiden Gleichungen für keini erfüllt. Wennl +m+ j = k, so erfüllt genaui := l +m
diese Gleichung. Die Summe ist also 0, wennl +m+ j ¹ k, und 1, wennl +m+ j = k.
Somit gilt

kâ
j=0

kâ
l=0

kâ
m=0

plqmr j × (
kâ

i=0

∆(i + j, k)∆(l +m, i)) =
kâ

j=0

kâ
l=0

kâ
m=0

plqmr j∆(l +m+ j, k).

Wieder formen wir(p × (q × r))k auf den gleichen Ausdruck um, und sehen so, dass
(p × q) × r = p × (q × r). à

SATZ 13.18. SeiK ein kommutativer Ring mit Eins, und sei P die Menge aller Poly-
nome über K. Dann istXP,+,-, ×, (0, 0, 0,¼), (1, 0,0,¼)\ ein kommutativer Ring mit
Eins.

SATZ 13.19. SeiK ein kommutativer Ring mit Eins, sei p= (a0, a1, a2,¼) ein Poly-
nom über K, und sei x:= (0, 1, 0, 0,¼, 0). Dann gilt:

(1) xi = (0, 0,¼, 0
«¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬®

i Nuller

, 1, 0, 0,¼).

(2) p = â
iÎN0
ai¹0

ai * xi .
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Wir werden die Menge der Polynome überK nun oft mitK[x] oderK[t] bezeichnen.
Sobald wirK[t] verwenden, haben wir die Bedeutung von 2 Variablen erklärt:

(1) K[t] = 9(a0, a1,¼) Î KN0 | {i Î N0 | ai ¹ 0} ist endlich=.
(2) t = (0, 1, 0, 0,¼).

3. Polynomfunktionen

DEFINITION 13.20. SeiK ein kommutativer Ring mit Eins, und seip = Ún
i=0 ai * xi

ein Element vonK[x]. Dann bezeichen wirdie von p induzierte Funktionmit pK und
definieren sie durch

pK : K � K
y S� Ún

i=0 aiy
i.

SATZ 13.21. SeiK ein kommutativer Ring mit Eins, und seien p, qÎ K[x]. Dann gilt
für alle yÎ K: (p × q)K (y) = pK (y)qK (y).

Beweis:Seiy Î K. Im Fall p = 0 oderq = 0 ergeben beide Seiten 0, also nehmen wir
an, dassp ¹ 0 undq ¹ 0. Seil := deg(p) undm := deg(q). Dann gilt

(p × q)K (y) =
l+mâ
k=0

(
lâ

i=0

mâ
j=0

∆(i + j, k)piq j) y
k

=
l+m

â
k=0

l

â
i=0

m

â
j=0

∆(i + j, k)piq j yi yj

=
lâ

i=0

mâ
j=0

l+mâ
k=0

∆(i + j, k)piq j yi yj

=
l

â
i=0

m

â
j=0

piq j yi yj × (
l+m

â
k=0

∆(i + j, k))

=
lâ

i=0

mâ
j=0

piq j yi yj × 1

= (
l

â
i=0

pi y
i) × (

m

â
j=0

q j yj)

= pK (y) × qK (y).

à
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4. Teilbarkeit von Polynomen

DEFINITION 13.22 (Grad eines Polynoms). Fürf := (a0, a1, a2,¼) Î K[x] � {0} ist der
Grad von f , degf , jenesn Î N0, sodassan ¹ 0 undai = 0 für alle i > n . Dann nennen
wir an denführenden Koeffizientenvon f . Wir definieren deg 0:= -1.

DEFINITION 13.23. SeiK ein Körper, und seienf , gÎ K[x].

(1) f teilt g, wenn es einq Î K[x] gibt, sodassg= q × f .
(2) f ist irreduzibel überK (ein irreduzibles Polynom inK[x]), wenn degf ³ 1

und für allea, bÎ K[x]mit a × b = f entwedera oderb Grad 0 hat.
(3) f ist normiert, wenn es führenden Koeffizienten 1 hat.

SATZ 13.24 (Division).SeiK ein Körper, und seien f , gÎ K[x]. Wenn f¹ 0, so gibt
es genau ein Paar(q, r) Î K[x] ´ K[x] mit g= q × f + r unddegr < deg f .

DEFINITION 13.25 (ggT inK [x]). SeiK ein Körper, und seienf , g Î K[x], nicht
beide 0. Dann istd Î K[x] eingrößter gemeinsamer Teilervon f undg, wenn folgende
Bedingungen gelten:

(1) d | f undd | g,
(2) Für alleh Î K[x]mit h | f undh | ggilt deg(h) £ deg(d),
(3) d ist normiert.

Wir bezeichnen den Rest vong bei der Division durchf mit (gmod f ). Da das Paar
(g, f) die gleichen gemeinsamen Teiler wie das Paar( f , gmod f ) hat, können wir einen
größten gemeinsamen Teiler mithilfe des Euklidschen Algorithmus berechnen.

Wir rechnen dazu zwei Beispiele:

AUFGABE 13.26. Wir berechnen einen größten gemeinsamen Teiler vonf , g Î R[x]
für

f = -8x+ 4x2 + 6x3 - 5x4 + x5

und
g= 4- 4x- x2 + x3.

Wir bilden die gleiche Tabelle wie beim Euklidschen Algorithmus für ganze Zahlen
und erhalten:

-8x+ 4x2 + 6x3 - 5x4 + x5 1 0
4- 4x- x2 + x3 0 1
-24+ 32x- 10x2 1 -6+ 4x- x2

- I32
25M + 16x

25
11
50 +

x
10 - I 8

25M + 7x
25 +

9x2

50 -
x3

10
0

Um einen normierten gemeinsamen Teiler zu erhalten, multiplizieren wir die vorletzte
Zeile dieser Tabelle mit25

16 und erhalten-2+ x als einen größten gemeinsamen Teiler.
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Außerdem gilt

-2+ x = (
11
32
+

5x
32
) × f + (-

1
2
+

7x
16
+

9x2

32
-

5x3

32
) × g.

AUFGABE 13.27. Wir berechnen den größten gemeinsamen Teiler der Polynome

f = 1+ x3 + x5

und
g= 1+ x+ x3

in Z2[x]. Wir erhalten
1+ x3 + x5 1 0
1+ x+ x3 0 1

1+ x2 1 x2

1 x 1+ x3

0
Daher ist 1 ein größter gemeinsamer Teiler, und es gilt

1 = x × f + (1+ x3) × g.

Wir können also einen größten gemeinsamen Teiler mithilfe des Euklidschen Algo-
rithmus bestimmen. Daraus ergibt sich:

SATZ 13.28. SeiK ein Körper, und seien f , gÎ K[x], nicht beide0. Dann gibt es
einen größten gemeinsamen Teiler d von f und g, für den es u, vÎ K[x] gibt, sodass
u × f + v × g= d.

SATZ 13.29. SeiK ein Körper, seien f , gÎ K[x], nicht beide0, und sei dÎ K[x].
Wir nehmen an, dass es u, vÎ K[x] gibt, sodass d= u × f + v × g. Dann teilt jeder
gemeinsame Teiler von f und g auch das Polynom d.

Beweis:Seih ein gemeinsamer Teiler vonf undg. Dann gilth | u f + vg, alsoh | d. à

KOROLLAR 13.30. SeiK ein Körper, und seien f , gÎ K[x], nicht beide0. Seien
d1, d2 Î K[x] beideggTvon f und g. Dann gilt d1 = d2.

Beweis: Nach Satz 13.28 gibt es einen größten gemeinsamen Teilerd von f undg, der
sich alsu f+vgmit u, vÎ K[x] schreiben lässt. Wegen Satz 13.29 giltd1 | d. Sowohld1
als auchd haben den maximal möglichen Grad unter allen gemeinsamen Teilern von
f undg. Also gilt deg(d1) = deg(d). Somit gibt es einΑ Î K, sodassd = Αd1. Da d
undd1 normiert sind, giltΑ = 1 und somitd = d1. Ebenso giltd = d2, alsod1 = d2. à

SeiK ein Körper. Ein Polynomf Î K[x] ist irreduzibel überK , wenn deg( f ) ³ 1,
und wenn für alleh, gÎ K[t] mit h g= f gilt, dass deg(h) = 0 oder deg(g) = 0. Jedes
Polynom vom Grad 1 ist offensichtlich irreduzibel.

SATZ 13.31.SeiK ein Körper, und seien f , g, hÎ K[x] so, dass f irreduzibel überK
ist. Wenn f| gh, so gilt f | g oder f | h.
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Beweis:Wenn f das Polynomg nicht teilt, so gilt ggT( f , g) = 1. Also gibt esu, v Î
K[x]mit 1 = u f + vg, und somith = u f h+ vgh. Da f | u f hund f | vgh, gilt auch f | h.
à

SATZ 13.32 (Zerlegung in irreduzible Polynome).SeiK ein Körper, seiIrr(K ) die
Menge aller normierten, überK irreduziblen Polynome in K[x], sei f Î K[x] � {0},
sei n := deg( f ), und sei fn der führende Koeffizient von f . Dann gibt es genau eine
FunktionΑ : Irr(K ) ® N0, sodass{gÎ Irr(K ) | Α(g) ¹ 0} endlich ist, und

f = fn * ä
gÎIrr(K )

gΑ(g).

5. Polynomfunktionen und Nullstellen

Wir erinnern uns, dass für

f = a0 + a1x+ a2x
2 +µ + anx

n Î K[x]

die von f aufK induzierte Funktionf K durch

f K : K � K
k S� a0 + a1k+ a2k

2 +µ + ank
n

definiert ist.

DEFINITION 13.33. SeiK ein Körper, seif Î K[x], und seiΑ Î K. Die ZahlΑ ist
eineNullstellevon f , wenn f K (Α) = 0.

SATZ 13.34. SeiK ein Körper, sei fÎ K[x], und seiΑ Î K. Dann istΑ genau dann
eine Nullstelle von f , wenn x- Α | f gilt.

ÜBUNGSAUFGABEN 13.35.

(1) Zeigen Sie:
SeiK ein Körper, und seif Î K[x] ein Polynom mit deg( f ) ³ 2 und einer NullstelleΑ Î K. Dann ist
f nicht irreduzibel.

(2) SeiK ein Körper. Zeigen Sie, dass jedes Polynom vom Grad 2 oder 3 über K , das keine Nullstelle inK hat,
irreduzibel überK ist.

(3) Finden Sie ein nicht irreduzibles Polynom vom Grad 4 überQ, das keine Nullstelle inQ hat und nicht irreduzibel
ist.

(4) Zeigen Sie: jedes irreduzible Polynom überR hat Grad 1 oder geraden Grad. (Tatsächlich gilt sogar: hat Grad 1 oder
2, aber das ist viel schwieriger zu zeigen.)

SATZ 13.36. SeiK ein Körper, sei nÎ N, und sei fÎ K[x] ein Polynom mitdeg( f ) =
n. Dann hat f höchstens n Nullstellen.

Beweis:Wir beweisen diese Aussage durch Induktion nachn. Die Aussage stimmt für
n = 1: ein Polynom der FormΑ1x+Α2 hat, wennΑ1 ¹ 0, nur die Nullstelle-Α2 × (Α1)

-1.

Wir nehmen nun an, dassn ³ 1 ist, und dass jedes Polynom vom Gradn höchstens
n Nullstellen hat. Wir zeigen, dass dann jedes Polynom vom Grad n + 1 höchstens
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n + 1 Nullstellen haben kann. Sei dazuf ein Polynom vom Gradn+ 1. Wenn f kei-
ne Nullstellen hat, dann sind wir fertig, denn“keine Nullstellen” heißt natürlich auch
“weniger alsn + 2 Nullstellen”. Wennf zumindest eine Nullstelle hat, dann wählen
wir eine NullstelleΑ. Wir können dann ein Polynomgvom Gradn finden, sodass

f = (x- Α) × g.

Sei nunΒ eine Nullstelle vonf mit Β ¹ Α. Dann gilt f K (Β) = (Β - Α) × gK (Β). Also gilt
0 = (Β - Α) × gK (Β). WegenΒ - Α ¹ 0 gilt gK (Β) = 0. Das ElementΒ ist daher eine
Nullstelle vong.

Da wir angenommen haben, dass jedes Polynom vom Gradn höchstensn Nullstellen
hat, hatg höchstensn Nullstellen. Jede Nullstelle vonf ist entweder gleichΑ oder
unter diesenn Nullstellen vong. Somit hatf höchstensn+ 1 Nullstellen.à

DEFINITION 13.37. SeiK ein Körper, seif Î K[x]�{0}, und seiΑ Î K eine Nullstelle
von f . Wir definieren dieVielfachheit der NullstelleΑ von f als

max{n Î N ::: (x- Α)n | f }.

6. Polynome über den reellen und den komplexen Zahlen

DEFINITION 13.38. Wir definierenC := {J a -b
b a N | a, bÎ R} als dieMenge der komple-

xen Zahlen.

LEMMA 13.39. Die MengeC := {J a -b
b a N | a, bÎ R} hat folgende Eigenschaften:

(1) "c1, c2 Î C : c1 + c2 Î C,-c1 Î C, c1 × c2 Î C.

(2) "c Î C � {J 0 0
0 0N} : c-1 Î C.

(3) "c1, c2 Î C : c1 × c2 = c2 × c1.

(C,+,-, ×, J 0 0
0 0N, J 1 0

0 1N) ist also ein Körper.

Mit den Abkürzungene := J 1 0
0 1N, i := J 0 -1

1 0 N lässt sich die komplexe ZahlJ a -b
b a N auch

alsa * e+ b * i, oder kürzer alsa+ b i schreiben. Es gilti2 = -1, das Polynomx2 + 1
hat also inC die Nullstelleni und-i. Komplexe Zahlen der Forma + 0i bezeichnen
wir auch alsreell.

Für die Zahlz = a + b i bezeichnen wirz := a - b i als die zuz konjugiert komplexe

Zahl. Schreiben wir die komplexe Zahlz= J a -b
b a N als Matrix, so giltz= zT .

SATZ 13.40. Seien z1, z2, z Î C. Dann gilt z1 + z2 = z1 + z2 undz1 × z2 = z1 × z2. Die
Zahlenz × z undz+ z sind stets reell.

SATZ 13.41 (Hauptsatz der Algebra, Gauß(1799), Argand (1806)).Sei f ein Polynom
in C[x] mit deg( f ) > 0. Dann besitzt f eine NullstelleΑ Î C.
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KOROLLAR 13.42.

(1) Jedes überC irreduzible Polynom inC[x] hat Grad1.
(2) Jedes überR irreduzible Polynom inR[x] hat Grad1 oder2.

Beweis:Wir nehmen an, dassf normiert ist. (1): Seif Î C[x] irreduzibel überC. Nach
dem Hauptsatz der Algebra hatf eine NullstelleΑ Î C, also giltx- Α | f . Somit gilt
x - Α = f . (2): Sei f Î R[x] irreduzibel überR. Nach dem Hauptsatz der Algebra
hat f eine NullstelleΑ Î C. WennΑ Î R, so gilt x - Α | f , also f = x - Α. Wenn
Α Ï R, so verwenden wir, dass alle Koeffizienten vonf reell sind und folglich gilt:
f C(Α) = Ún

i=0 fi × Α
i = Ún

i=0 fi × Α
i = Ún

i=0 fiΑ
i = Ún

i=0 fiΑ
i = f C(Α) = 0 = 0. Also gilt

in C[x], dassx - Α | f undx - Α | f . Somit gilt inC[x], dass(x - Α)(x- Α) | f . Das
Polynomg := (x - Α)(x- Α) hat nur reelle Koeffizienten. Es giltg | f in C[x]. Somit
gilt auchg | f in R[x] (denn gäbe es bei der Division inR[x] einen Rest¹ 0, wäre der
Rest bei der Division inC[x] nicht eindeutig). Es gilt alsog= f . à

KOROLLAR 13.43. Sei nÎ N, und sei fÎ C[x] ein normiertes Polynom vom Grad n.
Dann gibt es mÎ N, Λ1,¼,Λm Î C und v1,¼, vm Î N sodass

f =
mä

i=1

(x- Λi)
vi

und v1 +µ + vm = n.



KAPITEL 14

Eigenwerte und Eigenvektoren

1. Diagonalisieren von Matrizen

DEFINITION 14.1. SeiK ein Körper,n Î N, und seiA Î Kn´n. Mit hA bezeichnen wir
die Abbildung, die durchhA : K

n ® Kn, hA(x) = A × x für x Î Kn definiert ist.

Für die kanonische BasisE von Kn gilt alsoShA
(E, E) = A. Sei nunB eine Basis für

Kn. Dann gilt
ShA
(B, B) = BTE × A × ETB.

WennP die Matrix ist, in deren Spalten die Vektoren der BasisB stehen, so gilt also

ShA
(B, B) = P-1 × A × P.

DEFINITION 14.2. SeiK ein Körper und sein Î N. Mit GL(n, K) bezeichnen wir die
Menge aller invertierbarenn´ n-Matrizen inKn´n. Es gilt also

GL(n, K) = {A Î Kn´n | det(A) ¹ 0}.

DEFINITION 14.3. SeiK ein Körper und sein Î N. Die MatrizenA, B Î Kn´n sind
ähnlich über K, wenn es einP Î GL(n, K) gibt, sodassB = P-1 × A × P. Wir schreiben
dannA ~ B.

LEMMA 14.4. Sei K ein Körper und sei nÎ N. Die Relation~ ist eine Äquivalenzre-
lation auf Kn´n.

SATZ 14.5. Sei K ein Körper, sei nÎ N, und seien A, BÎ Kn´n. Dann sind äquivalent:

(1) A ~ B.
(2) Es gibt eine Basis C von Kn, sodass ShA

(C,C) = B.
(3) Es gibt eine lineare Abbildung h: Kn ® Kn und Basen D, F von Kn, sodass

Sh(D, D) = A und Sh(F, F) = B.

DEFINITION 14.6. SeiK ein Körper, und sein Î N. Die Matrix D Î Kn´n ist eine
Diagonalmatrix, wenn für allei, j Î {1,¼, n}mit i ¹ j gilt: D(i, j ) = 0.

Für die Matrix
æççççççççççççççç
è

a1 0 0 ¼ 0
0 a2 0 ¼ 0
0 0 ¸ 0
¶ ¸ ¶

0 0 ¼ ¼ an

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

197
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schreiben wir oft auch einfach diag(a1, a2,¼, an).

DEFINITION 14.7. SeiK ein Körper und sein Î N. Die Matrix A ist diagonalisierbar
über K, wenn es eine MatrixP Î GL(n, K) gibt, sodassP-1 ×A ×P eine Diagonalmatrix
ist.

Eine Matrix ist also diagonalisierbar überK, wenn sie überK ähnlich zu einer Diago-
nalmatrix ist.

SATZ 14.8. Sei K ein Körper, sei nÎ N, und sei AÎ Kn´n. Dann ist A genau dann
diagonalisierbar über K, wenn es eine Basis B= (b1,¼, bn) von Kn undΛ1,¼,Λn Î K
gibt, sodass für alle iÎ {1,¼, n}: A × bi = Λi * bi.

Beweisskizze:WennP-1 × A × P eine DiagonalmatrixD ist, so gilt

A × P = P × D.

SeienΜ1,¼,Μn Î K so, dassD = diag(Μ1,¼,Μn), und seienb1,¼, bn die Spaltenvek-
toren vonP. Dann gilt

A × P =
æçççççç
è

| | |
Μ1 * b1 Μ2 * b2 µ Μn * bn
| | |

ö÷÷÷÷÷÷
ø

.

Also gilt A × bi = Μi * bi für i Î {1,¼, n}.

Wenn (b1,¼, bn) eine Basis ist, sodassA × bi = Λi * bi für alle i Î {1,¼, n}, so gilt
wegenShA

(B, B) = BTE × ShA
(E, E) × ETB die Gleichung diag(Λ1,¼,Λn) = P-1 × A × P,

wobeiP die Matrix ist, in deren Spalten die Vektorenb1,¼, bn stehen.à

2. Eigenwerte

DEFINITION 14.9. SeiK ein Körper, sein Î N, seiA Î Kn´n, und seiΛ Î K. Dann ist
Λ ein EigenwertvonA :Û es gibt einv Î Kn mit v ¹ 0 undA × v = Λ * v.

SATZ 14.10. Sei K ein Körper, sei nÎ N, AÎ Kn´n, Λ Î K. Dann sind äquivalent:

(1) Λ ist ein Eigenwert von A.
(2) det(Λ * E - A) = 0.

DEFINITION 14.11. SeiK ein Körper,n Î N, A Î Kn´n. Wir bezeichen die Matrix
C := t * E - A in K[t]n´n als diecharakteristische Matrix von Aund

cA := det(t * E - A)

als dascharakteristische Polynom von A.
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Wir berechnen als Beispiel das charakteristische Polynom der Matrix

A :=
æçççççç
è

1 -1 1
12 -7 12
10 -5 10

ö÷÷÷÷÷÷
ø

.

A = {{1,-1, 1}, {12,-7, 12}, {10,-5, 10}}A = {{1,-1, 1}, {12,-7, 12}, {10,-5, 10}}A = {{1,-1, 1}, {12,-7, 12}, {10,-5,10}}

{{1,-1, 1}, {12,-7, 12}, {10,-5, 10}}

MatrixForm[A]MatrixForm[A]MatrixForm[A]

æçççççç
è

1 -1 1
12 -7 12
10 -5 10

ö÷÷÷÷÷÷
ø

CC= t * IdentityMatrix[3] - ACC= t * IdentityMatrix[3] - ACC= t * IdentityMatrix[3] - A

{{-1+ t, 1,-1}, {-12, 7+ t,-12}, {-10, 5,-10+ t}}

MatrixForm[CC]MatrixForm[CC]MatrixForm[CC]

æçççççç
è

-1+ t 1 -1
-12 7+ t -12
-10 5 -10+ t

ö÷÷÷÷÷÷
ø

c = Det[CC]c = Det[CC]c = Det[CC]

-5t - 4t2 + t3

Somit erhalten wircA = t3 - 4t2 - 5t als das charakteristische Polynom vonA.

SATZ 14.12. Sei K ein Körper, nÎ N, A Î Kn´n, und sei cA das charakteristische
Polynom von A. Dann gilt für alle xÎ K: cA

K(x) = det(x * En - A).

SATZ 14.13. Sei K ein Körper, sei nÎ N, A Î Kn´n, und sei cA = c0 + c1t
1 +µ +

cn-1t
n-1 + cnt

n das charakteristische Polynom von A. Dann gilt:

(1) Das charakteristische Polynom von A ist ein normiertes Polynom vom Grad n,
es gilt also cn = 1.

(2) Für alle Λ Î K gilt: Λ ist ein Eigenwert von AÛ Λ ist eine Nullstelle von cA.
(3) cA

K(0) = c0 = (-1)n det(A).
(4) cn-1 = -Ún

i=1 A(i, i).

KOROLLAR 14.14. Sei K ein Körper, sei nÎ N, A Î Kn´n. Dann hat A höchstens n
Eigenwerte.

SATZ 14.15. Sei K ein Körper, sei nÎ N, und seien A, BÎ Kn´n ähnlich. Dann haben
A und B dasselbe charakteristische Polynom.
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3. Eigenvektoren

DEFINITION 14.16. SeiK ein Körper, sein Î N, A Î Kn´n, und seiΛ ein Eigenwert
vonA. Dann istv ein Eigenvektor von A zum EigenwertΛ :Û v ¹ 0 undA × v = Λ * v.

DerEigenraumvon A zum EigenwertΛ ist definiert durch

E(A,Λ) := {x Î Kn |A × x = Λ * x}.

Der Eigenraum vonA zum EigenwertΛ ist also genau der Nullraum vonΛ * En - A,
wobeiEn dien´ n-Einheitsmatrix ist.

Wir bestimmen nun die Eigenvektoren von

A =
æçççççç
è

1 -1 1
12 -7 12
10 -5 10

ö÷÷÷÷÷÷
ø

.

A = {{1,-1, 1}, {12,-7, 12}, {10,-5, 10}}A = {{1,-1, 1}, {12,-7, 12}, {10,-5, 10}}A = {{1,-1, 1}, {12,-7, 12}, {10,-5,10}}

{{1,-1, 1}, {12,-7, 12}, {10,-5, 10}}

MatrixForm[A]MatrixForm[A]MatrixForm[A]

æçççççç
è

1 -1 1
12 -7 12
10 -5 10

ö÷÷÷÷÷÷
ø

Eigenvalues[A]Eigenvalues[A]Eigenvalues[A]

{5,-1, 0}

B1 = 5 * IdentityMatrix[3] - AB1 = 5 * IdentityMatrix[3] - AB1 = 5 * IdentityMatrix[3] - A

{{4, 1,-1}, {-12, 12,-12}, {-10,5,-5}}

E1= NullSpace[B1]E1= NullSpace[B1]E1= NullSpace[B1]

{{0, 1, 1}}

B2 = (-1) * IdentityMatrix[3] - AB2 = (-1) * IdentityMatrix[3] - AB2 = (-1) * IdentityMatrix[3] - A

{{-2, 1,-1}, {-12, 6,-12}, {-10, 5,-11}}

E2= NullSpace[B2]E2= NullSpace[B2]E2= NullSpace[B2]

{{1, 2, 0}}

B3 = 0 * IdentityMatrix[3] - AB3 = 0 * IdentityMatrix[3] - AB3 = 0 * IdentityMatrix[3] - A

{{-1, 1,-1}, {-12, 7,-12}, {-10, 5,-10}}

NullSpace[B3]NullSpace[B3]NullSpace[B3]

{{-1, 0, 1}}
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Wir erhalten also, dass in den Spalten der Matrix

P =
æçççççç
è

0 1 -1
1 2 0
1 0 1

ö÷÷÷÷÷÷
ø

eine BasisB vonR3 steht, die aus lauter Eigenvektoren vonA besteht. Es gilt

P-1 × A × P = diag(5,-1, 0).

Da diag(5,-1, 0) = ShA
(B, B), lässt sich diese Gleichung auch als

BTE × ShA
(E, E) × ETB = ShA

(B, B)

schreiben.B ist also eine Basis, bezüglich derhA durch eine Diagonalmatrix dargestellt
werden kann.

DEFINITION 14.17 (Vielfachheit von Eigenwerten). SeiK ein Körper,n Î N, A Î
Kn´n, und seiΛ ein Eigenwert vonA.

(1) Die algebraische Vielfachheit vonΛ in A, Μalg(A,Λ), ist die Vielfachheit der
NullstelleΛ im charakteristschen PolynomcA vonA.

(2) Die geometrische Vielfachheit vonΛ in A, Μgeo(A,Λ), ist die Dimension des
EigenraumsE(A,Λ). Es gilt alsoΜgeo(A,Λ) = dim(E(A,Λ)).

SATZ 14.18. Sei K ein Körper, nÎ N, und seien A, BÎ Kn´n ähnlich über K.
Dann haben A und B die gleichen Eigenwerte, und für alle EigenwerteΛ von A gilt
Μalg(A,Λ) = Μalg(B,Λ) undΜgeo(A,Λ) = Μgeo(B,Λ).

Beweis:Wegen Satz 14.15 habenA undB das gleiche charakteristische Polynom und
folglich die gleichen Eigenwerte mit jeweils den gleichen algebraischen Vielfachhei-
ten.

Sei nunΛ ein Eigenwert vonA, und seiP Î GL(n, K) so, dassP-1 × A × P = B. Wir
betrachten die Abbildungj : E(B,Λ) ® Kn, x # P × x. Wennx Î E(B,Λ), so gilt
A × j(x) = A ×P ×x = P ×B ×x = P × (Λ *x) = Λ* (P ×x) = Λ*j(x). Also gilt j(x) Î E(A,Λ).
Die Abbildungj ist wegen der Regularität vonP injektiv. Also wird eine Basis von
E(B,Λ) auf eine Folge linear unabhängiger Vektoren inE(A,Λ) abgebildet. Es gilt also
dim(E(B,Λ)) £ dim(E(A,Λ)), und somitΜgeo(B,Λ) £ Μgeo(A,Λ).

Genauso kann manΜgeo(A,Λ) £ Μgeo(B,Λ) begründen, also ist die geometrische Viel-
fachheit vonΛ in A und inB gleich.à

Wir berechnen die Eigenwerte und ihre Vielfachheiten für die MatrixF = J 0 -1
4 4 N.

F = {{0,-1}, {4, 4}}F = {{0,-1}, {4, 4}}F = {{0,-1}, {4, 4}}

K 0 -1
4 4 O

p = Det[t * IdentityMatrix[2] - F]p = Det[t * IdentityMatrix[2] - F]p = Det[t * IdentityMatrix[2] - F]
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4- 4t + t2

Factor[p]Factor[p]Factor[p]

(-2+ t)2

(* Bestimmen der geometrischen Vielfachheit *)(* Bestimmen der geometrischen Vielfachheit *)(* Bestimmen der geometrischen Vielfachheit *)
NullSpace[2 * IdentityMatrix[2] - F]NullSpace[2 * IdentityMatrix[2] - F]NullSpace[2 * IdentityMatrix[2] - F]

{{-1, 2}}

Somit hatF den Eigenwert 2, und es giltΜalg(2, F) = 2 undΜgeo(2, F) = 1.

SATZ 14.19. Sei K ein Körper, nÎ N, AÎ Kn´n, und seiΛ ein Eigenwert von A. Dann
gilt Μgeo(Λ, A) £ Μalg(Λ, A).

Die geometrische Vielfachheit ist also höchstens so groß wie die algebraische Viel-
fachheit.

Beweis:Sei (b1,¼, bk) eine Basis vonE(Λ, A), und seienbk+1,¼, bn Î Kn so, dass
B = (b1,¼, bn) eine Basis vonKn ist. Dann gilt

M := ShA
(B, B) =

æççççççççççççççççççççççç
è

Λ 0 ¼ 0
0 Λ 0
¶ ¸

0 0 Λ

X

0 Y

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

für passende MatrizenX,Y, wobei der linke obere Block einek ´ k-Matrix ist. Wir
berechnen nun das charakteristische Polynom vonM in K[t]. Es giltcM = det(t*E-M).
Durch Entwickeln nach der ersten Spalte (und “Induktion nach k”) sehen wir, dass es
ein Polynomr gibt, sodasscM = (t - Λ)

k × r. Also ist die algebraische Vielfachheit von
Λ in M mindestensk. Wegen Satz 14.5 istM ähnlich zuA, und wegen Satz 14.18 gilt
dannΜalg(M) = Μalg(A). Also gilt Μalg(A) ³ k. à

LEMMA 14.20. Sei K ein Körper, nÎ N, A Î Kn´n, sei mÎ N, und seienΛ1,¼,Λm
paarweise verschiedene Eigenwerte von A. Sei u1 Î E(A,Λ1),¼, um Î E(A,Λm) so,
dass u1 + u2 +µ + um = 0. Dann gilt u1 = u2 =µ = um = 0.

DEFINITION 14.21. SeiK ein Körper, und seipÎ K[x]. Das Polynomp zerfällt über
K in Linearfaktoren:Û es gibtmÎ N0, Α Î K, Λ1,¼,Λm Î K, e1,¼, em Î N, sodass

p = Α
m

ä
i=1

(x- Λi)
ei .

SATZ 14.22. Sei K ein Körper, nÎ N, A Î Kn´n. Dann sind äquivalent:

(1) A ist über K diagonalisierbar.
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(2) cA zerfällt über K in Linearfaktoren, und für jeden EigenwertΛ von A ist die
geometrische Vielfachheit gleich der algebraischen Vielfachheit.

4. Abschätzungen für die Eigenwerte

DEFINITION 14.23. Seiz= a+ bi Î C. Dann definieren wir denBetragvon zdurch

|z| :=
1

a2 + b2.

Es gilt also|z| =
0

a2 + b2 =
0

zz=

2
det(J a -b

b a N).
LEMMA 14.24. Seien z1, z2 Î C. Dann gilt |z1 × z2| = |z1| × |z2| und |z1 + z2| £ |z1| + |z2|.

SATZ 14.25 (Gerschgorin, 1931).Sei AÎ Cn´n, und seiΛ Î C ein Eigenwert von A.
Dann gibt es ein iÎ {1,¼, n}, sodass

|Λ - A(i, i)| £
n

â
j=1
j¹i

|A(i, j )|

Dieser Satz liefert auch eine Abschätzung für den Betrag derNullstellen eines Poly-
noms. Dazu brauchen wir folgenden Begriff.

DEFINITION 14.26. SeiK ein Körper, und seif = f0 + f1t +µ + fn-1t
n-1 + tn ein

normiertes Polynom vom Gradn in K[t]. Dann ist die Matrix

B( f ) :=

æççççççççççççççç
è

0 0 ¼ 0 - f0
1 0 ¼ 0 - f1
0 1 ¸ ¶ - f2
¶ ¸ ¸ 0 ¶

0 0 ¼ 1 - fn-1

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

dieBegleitmatrix von f.

SATZ 14.27. Sei K ein Körper, und sei fÎ K[t] ein normiertes Polynom vom Grad
n. Dann ist das charakteristische Polynom der n´ n-Matrix B( f ) gleich f ; es gilt also
cB( f ) = f .

KOROLLAR 14.28. Sei f Î C[t] ein normiertes Polynom vom Grad n, und sei xÎ C
eine Nullstelle von f . Dann gilt:

(1) |x| £ max(| f0|, 1+ | f1|,¼, 1+ | fn-1|).
(2) |x| £ max(1,Ún-1

j=0 | f j |).
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5. Beweis des Hauptsatzes der Algebra

In diesem Kapitel geben wir einen Beweis dafür an, dass jedesPolynom f Î C[t] mit
deg( f ) > 1 eine Nullstellex Î C besitzt. Dazu brauchen wir drei Lemmata aus der
Analysis.

LEMMA 14.29. Sei f = f0 +µ + fn-1t
n-1 + tn Î C[t] ein normiertes Polynom vom

Grad n³ 1, sei MÎ Rmit M > 0, und sei xÎ C. Wenn|x| > 1 und

|x| >
n-1

â
i=0

| fi | +M,

so gilt | f C(x)| > M.

LEMMA 14.30 (Formel von de Moivre (1667-1754)).Sei z= a + bi = J a -b
b a N Î C.

Dann gibt es rÎ Rmit r ³ 0 undj Î [0, 2Π), sodass

J a -b
b a N = r * J cos(j) - sin(j)

sin(j) cos(j) N.
Für alle nÎ N gilt dann

zn = rn * J cos(nj) - sin(nj)
sin(nj) cos(nj) N.

KOROLLAR 14.31. Sei zÎ C, n Î N. Es gibt ein xÎ Cmit xn = z.

LEMMA 14.32 (Satz vom Minimum).Sei f eine stetige Funktion vonR2 nachR, sei
R Î R, und sei K:= {(x, y) Î R2 ::: ||(x, y)|| £ R}. Dann gibt es ein(x0, y0) Î K, sodass
für alle (x, y) Î K gilt: f (x0, y0) £ f (x, y).

Beweis des Hauptsatzes der Algebra (Satz 13.41):Sei f = f0+ f1t+µ+ fn-1t
n-1+tn ein

normiertes Polynom inC[t] mit deg( f ) > 0, und sein := deg( f ). Wir werden zeigen,
dassf eine Nullstelle besitzt.

SeienRÎ R, Q : R2 ® R undK Í R2 gegeben durch

R := IÚn-1
i=0 | fi |M + 3 | f0| + 2,

Q : R2 ® R, (x, y) # | f C(x+ i y)|,
K := {(x, y) Î R2 | x2 + y2 £ R2}.

Wegen Lemma 14.32 nimmtQ auf der MengeK ein Minimum an; sei(x0, y0) eine
Stelle, an derQ aufK minimal ist. Es gilt nun

Q(0, 0) = | f C(0)| = | f0|.

Wennx2 + y2 ³ R2, so gilt |x+ y i| ³ R > max(1, (Ún-1
i=0 | fi |) + 2 | f0| + 1), und folglich

wegen Lemma 14.29
Q(x, y) = | f C(x+ y i)| > 2 | f0| + 1.

Also gilt |x0+y0 i| < R; die Stelle, an derQ sein Minimum aufK annimmt, liegt also im
Inneren des KreisesK, und das Minimum vonQ aufK ist sogar ein globales Minimum
vonQ aufR2.
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Sei nunz0 := x0 + y0 i, und seigÎ C[t] definiert durch

g(t) := f (t + z0).

Wir wissen nun, dass(x, y) # |gC(x + y i)| an der Stelle(0, 0) ein lokales Minimum
besitzt. Wir schreibeng als

g= b0 + bkt
k + bk+1t

k+1µ + tn,

wobeik := min{ j Î {1,¼, n} : b j ¹ 0}.

Wennb0 = 0, so giltgC(0) = 0. Dann gilt f C(z0) = 0, und somit hatf eine Nullstelle.

Wir betrachten nun den Fall, dassb0 ¹ 0. Sei nunc Î C so, dass

ck = -b0 × bk.

Wir bilden nunh Î C[t] durch

h(t) :=
1
b0

g(c × t).

Wir wissen, dass auch(x, y) # |hC(x + y i)| an der Stelle(0, 0) ein lokales Minimum
besitzt, und dasshC(0) = 1. Wir berechnen nun das Polynomh. Es gilt

h(t) =
1
b0

× Ib0 + bkc
k tk +

n

â
j=k+1

b jc
j t jM

= 1+
bk

b0

(-b0bk) t
k +

nâ
j=k+1

b jc
j

b0

t j.

Seienh0, h1,¼, hn die Koeffizienten vonh. Dann gilth0 = 1 undh1 = -bkbk. Also ist
h1 eine negative reelle Zahl. Seia := -h1, und seizÎ C. Dann gilta Î R, a > 0, und

|hC(z)| = |1- a zk +
nâ

j=k+1

h jz
j |

£ |1- a zk| +
nâ

j=k+1

|h j ||z|
j

= |1- a zk| + |z|k × |z| ×
nâ

j=k+1

|h j ||z|
j-(k+1).

Wenn|z| < 1, so gilt

|hC(z)| £ |1- a zk| + |z|k × |z| ×
n

â
j=k+1

|h j |.
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Wir nehmen nun an, dassz eine reelle Zahl mit 0< z < 1, und, fallsÚn
j=k+1 |h j | ¹ 0,

auchz <
a

2 ×
nâ

j=k+1

|h j |

ist. Weiters nehmen wir an, dassz < 1
k0a

ist. Dann ist 1- a zk eine

positive reelle Zahl, und es gilt:

|hC(z)| £ |1- a zk| + |z|k ×
a
2

= 1- a zk + zk ×
a
2

= 1-
a
2

zk

< 1.

Daher nimmtF(x, y) := |h(x + y i)| an der Stelle(0, 0) kein lokales Minimum an, im
Widerspruch zur Wahl von(x0, y0) als Minimum vonQ. Der Fall b0 ¹ 0 kann also
nicht eintreten.à



KAPITEL 15

Homomorphismen zwischen Vektorräumen

1. Der Rang einer Matrix

Wir erinnern uns, dass der Rang einer MatrixA, rk(A), als die Dimension des Zeilen-
raumsZ(A) von A definiert ist.

SATZ 15.1. Seien m, nÎ N, und sei AÎ Km´n. Dann giltdim(Z(A)) = dim(S(A)).

Beweis:Sei r die Dimension des Spaltenraums vonA, und seiena1,¼, an Î Km die
Spalten vonA. Dann gibt es wegen Übungsbeispiel 6.51(2)i1 < i 2 < µ < i r Î
{1,¼, n}, sodass(ai1

,¼, air
) eine Basis vonS(A) ist. Sei

B =
æçççççç
è

| | |
ai1

ai2
µ air

| | |

ö÷÷÷÷÷÷
ø

eine Matrix, in deren Spalten die Vektoren dieser Basis stehen.B ist einem´ r-Matrix.
Da sich jede Spalte vonA als Linearkombination vonai1

,¼, air
ausdrücken lässt, gibt

es eine MatrixC Î Kr´n, sodass

(15.1) A = B ×C.

Aus der Gleichung (15.1) sieht man, dass jede Zeile vonA eine Linearkombination der
Zeilen vonC ist. Also liegt jede Zeile vonA im ZeilenraumZ(C) vonC. DaC genau
r Zeilen hat, gilt dim(Z(C)) £ r, und somit dim(Z(A)) £ r. Insgesamt gilt also für die
Matrix A, dass dim(Z(A)) £ dim(S(A)).

Wir haben also bewiesen, dass für jede Matrix die Dimension des Zeilenraums höch-
stens so groß wie die Dimension des Spaltenraums ist. Es giltalso auch dim(Z(AT)) £
dim(S(AT)), und somit dim(S(A)) £ dim(Z(A)). à

KOROLLAR 15.2. Sei A eine ḿ n-Matrix, und sei rÎ N. Dann sind äquivalent:

(1) r £ rk(A).
(2) Es gibt i1 < µ < i r Î {1,¼, m} und j1 < µ < j r Î {1,¼, n}, sodass die

r ´ r-Matrix B, die durch

B(l, k) := A(i l , jk)

definiert ist, regulär ist.

207
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Beweis:(1)Þ(2): Seien diei1,¼, ir-te Zeile vonA linear unabhängig, und seiC die
r ´ n-Matrix, die nur aus diesen Zeilen besteht. Die MatrixC hat den Rangr, daher
besitzt sier linear unabhängige Spalten; die Indizes dieser Spalten liefern j1,¼, jr.
(2)Þ(1): WennB regulär ist, so sind diei1,¼, ir-te Zeile vonA linear unabhängig, also
gilt rk(A) ³ r. à

2. Homomorphismen zwischen Vektorräumen

DEFINITION 15.3. SeienU,V Vektorräume über dem KörperK, und seih : U ® V.

(1) h ist genau dann einHomomorphismus(genauer:K-Vektorraum-Homomor-
phismus) vonU nachV, wennh eine lineare Abbildung vonU nachV ist, also
wennh(u1 + u2) = h(u1) + h(u2) undh(Α * u) = Α * h(u) für alleu, u1, u2 Î U ,
Α Î K gilt.

(2) h ist genau dann einMonomorphismus, wennh ein injektiver Homomorphis-
mus ist.

(3) h ist genau dann einEpimorphismus, wennh ein surjektiver Homomorphis-
mus ist.

(4) h ist genau dann einIsomorphismus, wennh ein bijektiver Homomorphismus
ist.

(5) h ist genau dann einEndomorphismus, wennh ein Homomorphismus und
U = V ist.

(6) h ist genau dann einAutomorphismus, wennh ein Isomorphismus undU = V
ist.

DEFINITION 15.4. SeienU,V Vektorräume über dem KörperK, und seih : U ® V
ein Homomorphismus. Dann definieren wir denKern von hdurch

ker(h) := {u Î U | h(u) = 0}.

Wir definieren dasBild von hoderImage von hdurch

im(h) := {h(u) | u Î U }.

LEMMA 15.5. Seien U,V Vektorräume über dem Körper K, und sei h: U ® V ein
Homomorphismus. Dann ist der Kern von h ein Unterraum von U, und das Image von
h ein Unterraum von V.

SATZ 15.6. Seien U,V Vektorräume über dem Körper K, und sei h: U ® V ein
Homomorphismus. Dann gilt:

(1) h ist genau dann injektiv, wennker(h) = {0}.
(2) h ist genau dann surjektiv, wennim(h) = V.

SATZ 15.7. Seien m, nÎ N, sei A eine ḿ n-Matrix über dem Körper K, sei hA : K
n ®

Km, x# A × x, und sei N(A) der Nullraum von A. Dann gilt

(1) ker(hA) = N(A).
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(2) im(hA) = S(A).
(3) Der Rang von A ist die Dimension vonim(hA).

SATZ 15.8. Seien m, nÎ N, sei A eine ḿ n-Matrix über dem Körper K, sei hA : K
n ®

Km, x# A × x Dann sind äquivalent:

(1) hA ist injektiv.
(2) dim(N(A)) = 0
(3) Die Spalten von A sind linear unabhängig.

SATZ 15.9. Seien m, nÎ N, sei A eine ḿ n-Matrix über dem Körper K, sei hA : K
n ®

Km, x# A × x Dann sind äquivalent:

(1) hA ist surjektiv.
(2) rk(A) = m.
(3) Die Zeilen von A sind linear unabhängig.

ÜBUNGSAUFGABEN 15.10.
Beachten Sie in den folgenden Übungsbeispiel, ob wir die Basis eines Vektorraums als Menge (wie etwa in Kapitel 11 und in
Lemma 11.7) oder als Folge (wie etwa in Definition 6.18) ansehen.

(1) SeienU,V Vektorräume,h ein Homomorphismus vonU nachV, und seiB eine Teilmenge vonU . Zeigen Sie, dass
die lineare Hülle des Bildes vonB gleich dem Bild der linearen Hülle vonB ist, also dassL(h[B]) = h[L(B)].

(2) SeienU,V Vektorräume,h ein Monomorphismus vonU nachV, und seiB eine linear unabhängige Teilmenge von
U . Zeigen Sie, dass auch das Bildh[B] linear unabhängig ist.

(3) SeienU,V Vektorräume,h ein Isomorphismus vonU nachV, und seiB eine Basis vonU . Zeigen Sie, dass auch das
Bild h[B] eine Basis vonV ist.

(4) SeienU,V Vektorräume,h ein Homomorphismus vonU nachV, und seienu1,¼, un Î U so, dass(u1,¼, un) linear
abhängig ist. Zeigen Sie, dass(h(u1),¼, h(un)) linear abhängig ist.

SATZ 15.11. Sei(b1,¼, bl ) eine linear unabhängige Folge von Vektoren im Kn, und
sei (y1,¼, yl ) eine Folge von Vektoren im Km. Dann gibt es einen Homomorphismus
h : Kn ® Km, sodass h(bi) = yi für alle i Î {1,¼, n}.

Beweis:Wir bilden eine BasisB = (b1,¼, bl , bl+1,¼, bn) vonKn. Dann definieren wir
eine lineare Abbildungh durch

h(v) := A × (v)B,

wobeiA diem´ n-Matrix ist, in deren Spalten die Vektoren(y1,¼, yl , 0,¼, 0) stehen.
Wegen Satz 9.10 istheine lineare Abbildung, und sie bildet die die Vektoren(b1,¼, bl)
auf die gewünschten Werte ab.

Es gilt dannSh(B, E) = A, und wir erhaltenSh(E, E) durch

Sh(E, E) = Sh(B, E) × BTE = A × P-1,

wobeiP die Matrix mit den Vektoren(b1,¼, bn) in den Spalten ist.à

Wie in Kapitel 11 sehen wir nun eine Basis vonU als eine Teilmenge vonU (und nicht
als Folge von Vektoren ausU ) an.
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SATZ 15.12. Seien U,V Vektorräume über dem Körper K, sei B eine Basis von U,
und sei f eine Funktion von B nach V. Dann gibt es genau einen Homomorphismus
h : U ® V, sodass h(b) = f (b) für alle bÎ B.

Beweis:Wir definieren die Relationh durch

h := :Iâ
bÎT

Λ(b) * b,â
bÎT

Λ(b) * f (b)M |T ist eine endliche Teilmenge vonB,Λ : T ® K>.
Dann isth funktional, ein Homomorphismus, undh|B = f . Wir zeigen als erstes, dass
h eine Funktion ist. Seien dazuT1, T2 endliche Teilmengen vonB, und seiΛ : T1 ® K,
Μ : T2 ® K so, dass

â
bÎT1

Λ(b) * b =â
bÎT2

Μ(b) * b.

Wir bilden nun eine AbbildungΛ1 : T1 Ç T2 ® K durchΛ1(t) := Λ(t) für t Î T1
und Λ1(t) := 0 für t Î T2 � T1. Genauso erweitern wirΜ und bilden eine Abbildung
Μ1 : T1 Ç T2 ® K durchΜ1(t) := Μ(t) für t Î T2 undΜ1(t) := 0 für t Î T1 � T2. Dann gilt

â
bÎT1ÇT2

Λ1(b) * b = â
bÎT1ÇT2

Μ1(b) * b.

Also giltÚbÎT1ÇT2
(Λ1(b) - Μ1(b)) * b = 0, und folglich wegen der linearen Unabhängig-

keit vonB auchΛ1 = Μ1. Also gilt

â
bÎT1

Λ(b) * f (b) =â
bÎT2

Μ(b) * f (b).

Die Relationh ist also funktional.

Wir zeigen nun die Homomorphismuseigenschaften. Es gilt

h(â
bÎT1

Λ(b) * b+â
bÎT2

Μ(b) * b) = h( â
bÎT1ÇT2

(Λ1(b) + Μ1(b)) * b)

= â
bÎT1ÇT2

(Λ1(b) + Μ1(b)) * f (b)

=â
bÎT1

Λ(b) * f (b) +â
bÎT2

Μ(b) * f (b)

= h(â
bÎT1

Λ(b) * b) + h(â
bÎT2

Μ(b) * b).

Dabei sindΛ1,Μ1 wieder die Erweiterungen vonΛ und Μ wie oben. Die Eigenschaft
h(Α * v) = Α * h(v) zeigt man genauso.

Sei nunbÎ B. Dann gilth(b) = h(1 * b) = 1 * f (b) = f (b), also gilth|B = f . à

KOROLLAR 15.13. Es gibt eine Abbildung h: R ® R, die h(x+ y) = h(x) + h(y) für
alle x, yÎ R und h(1) = 1 erfüllt, und die nicht gleich der identischen Abbildung auf
R ist.
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Beweis:Wir sehenR als Vektorraum überQ mit der Vektorraummultiplikation* :
Q ´ R ® R, q * r := qr an. Wir erweitern{1} zu einer Basis vonR überQ. (Diese
Basis erhält man, indem man mithilfe des Zornschen Lemmas, wie im Beweis von
Satz 11.8, eine maximale linear unabhängige TeilmengeB vonR mit der Eigenschaft
1 Î B auswählt.) Nun definieren wirf : B ® R durch f (1) := 1 und f (b) := 0 für
bÎ B � {1}. Wir können nunf zu einem Homomorphismush vonR nachR erweitern.
Diese Abbildungh ist nicht die identische Abbildung.à

ÜBUNGSAUFGABEN 15.14.

(1) Seih : R ® R eine stetige Abbildung, dieh(x+ y) = h(x) + h(y) für alle x, y Î R erfüllt. Zeigen Sie, dass für alle
x Î R gilt: h(x) = h(1) × x.

(2) * Seih : R ® R eine Abbildung, dieh(x+ y) = h(x) + h(y) undh(x × y) = h(x) × h(y) für alle x, yÎ R erfüllt. Zeigen
Sie, dassh entweder die Nullabbildung oder die identische Abbildung ist.

SATZ 15.15. Seien U,V Vektorräume über dem Körper K, und sei h: U ® V ein Iso-
morphismus. Dann ist die Abbildung h-1 ebenfalls eine lineare Abbildung, und somit
ein Isomorphismus von V nach U.

Beweisskizze:Wir zeigen nur, dassh-1 additiv ist: Seiena, bÎ V, und seix := h-1(a),
y := h-1(b). Dann gilt h(x + y) = h(x) + h(y) = a + b, alsoh-1(a + b) = x + y =
h-1(a) + h-1(b).

DEFINITION 15.16. SeienU,V Vektorräume über dem KörperK. Die Vektorräume
U,V sind genau dannisomorph, wenn es einen Isomorphismush : U ® V gibt.

SATZ 15.17.Seien U,V Vektorräume über dem Körper K, sei B eine Basis von U, und
sei C eine Basis von von V. Dann sind U und V genau dann isomorph, wenn B und C
gleichmächtig sind.

Beweisskizze:Übung 15.10(3) und Satz 11.29.à

3. Faktorräume

DEFINITION 15.18. SeiV ein Vektorraum über dem KörperK, und seiU ein Unter-
raum vonV, und seiw Î V. Dann definieren wir

w+U := {w+ u | u Î U }

und
V/U := {v+U | v Î V}.

DEFINITION 15.19. SeiV ein Vektorraum über dem KörperK, und seiU ein Unter-
raum vonV. Dann definieren wir+++ und*** durch

(v+U ) +++ (w+U ) := (v+ w) +U

und
Α *** (v+U ) := (Αv) +U
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für allev, wÎ V undΑ Î K.

Wir überlegen uns, dass+++ und*** wohldefiniert sind, das heißt, dass die Relation{I(v+
U, w+U ), (v+w) +U M | v, wÎ V}, die ja eine Teilmenge von(V/U ´V/U) ´V/U ist,
eine Funktion vonV/U ´V/U nachV/U ist.

DEFINITION 15.20. SeiV ein Vektorraum über dem KörperK, und seiU ein Unter-
raum vonV. Dann istXV/U,+++,---, 0+U,***\ ein Vektorraum überK.

ÜBUNGSAUFGABEN 15.21.
In den folgenden Beispielen istV stets ein Vektorraum, undU ein Unterraum vonV.

(1) Zeigen Sie, dass die Relation~U , die durchv ~U w :Û v- w Î U definiert ist, eine Äquivalenzrelation aufV ist.
(2) Zeigen Sie, dass für die im Beispiel 1 definierte Relation~U und für jedesv Î V gilt: v/~U = v+U .
(3) Zeigen Sie, dass für die im Beispiel 1 definierte Relation~U gilt: V/U ist gleich der FaktormengeV/~U .

SATZ 15.22. Sei V ein Vektorraum über dem Körper K. Seien v1,¼, vm Î V und
u1,¼, un in U so, dass(v1+U, v2+U,¼, vm+U ) eine Basis von V/U ist und(u1,¼, un)
eine Basis von U ist. Dann ist B= (v1,¼, vm, u1,¼, un) eine Basis von V.

Beweis.Wir zeigen zunächst, dassV Í L(B). Sei dazuw Î V. Wegenw +U Î V/U
gibt esΑ1,¼,Αm Î K, sodass

mâ
i=1

Αi * (vi +U ) = w+U.

Also gilt

(
m

â
i=1

Αivi) +U = w+U.

Es gibt also einu Î U , sodass

(
m

â
i=1

Αivi) + u = w+ 0.

Dau Î U , gibt esΒ1,¼,Βn Î K, sodassu = Ún
i=1 Βi ui. Also gilt

w =
mâ

i=1

Αivi +
nâ

i=1

Βi ui,

und daherw Î L(B).

Um zu zeigen, dassB linear unabhängig ist, wählen wirΑ1,¼,Αm,Β1,¼,Βn Î K so,
dass

m

â
i=1

Αivi +
n

â
i=1

Βiui = 0.

Dann gilt
m

â
i=1

Αivi Î U,
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also
mâ

i=1

Αi * (vi +U ) = 0+U.

Da (v1 +U, . . . , vm +U ) eine Basis vonV/U sind, giltΑ1 = µ = Αm = 0. Also giltÚn
i=1 Βi ui = 0, und daher sind wegen der linearen Unabhängigkeit von(u1,¼, un) auch

alleΒi gleich 0.à

KOROLLAR 15.23. Sei V ein Vektorraum über K, und sei U ein endlichdimensionaler
Unterraum von V, sodass V /U ebenfalls wieder endlichdimensional ist. Dann ist V
endlichdimensional, und es gilt

dim(V) = dim(V/U) + dimU.

Dieser Satz gilt auch für unendlichdimensionale Vektorräume. Allerdings müssen wir
dazu erst erklären, wie für unendlichdimensionale Vektorräume Gleichungen der Form
dim(U ) + dim(V) = dim(W) zu lesen sind. Zunächst müssen wir dim(U ) definieren,
wennU keine endliche Basis besitzt. Wir definieren dim(U ) dann als die “Kardinalität”
(Mächtigkeit) einer Basis vonU . Wegen Satz 11.29 sind alle Basen vonU gleichmäch-
tig. Allerdings fehlen uns noch die Objekte, diese Mächtigkeiten, also etwa|N| = À0,
|R| = 2À0,¼ zu beschreiben. Dazu kann manKardinalzahleneinführen, die man dann
auch wirklich addieren kann (siehe [Halmos, 1976]).

Eine formal weniger aufwändige Sichtweise, der Gleichung dim(U )+dim(V) = dim(W)
eine definierte Bedeutung zu geben, ist, diese Gleichung alseine Abkürzung für fol-
gende Behauptung zu sehen:

Es gibt BasenB von U , C von V und D von W, sodassD gleich-
mächtig zu(B´ {0}) Ç (C´ {1}) ist.

SATZ 15.24. Sei V ein K-Vektorraum, und sei U ein Unterraum von V. Wenn U eine
Basis B und V/U eine Basis C hat, so hat V eine Basis, die gleichmächtig zu(B´{0})Ç
(C´ {1}) ist; es gilt alsodim(U ) + dim(V/U) = dim(V).

4. Der Homomorphiesatz

SATZ 15.25 (Homomorphiesatz).Seien V und W Vektorräume, und sei h eine lineare
Abbildung von V nach W. Sei U:= ker(h). Dann ist die Abbildung

H : V/U � W
v+U S� h(v)

wohldefiniert. Die Abbildung H ist außerdem ein Isomorphismus von V/U nachim(h).

Anstelle “Dann ist die Abbildung [...] wohldefiniert” kann man sagen: “Dann ist die
RelationH = {(v+U, h(v)) | v Î V} eine Funktion vonV/U nachW.”
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KOROLLAR 15.26.Seien V, W Vektorräume über K (nicht notwendigerweise endlich-
dimensional), und sei h eine lineare Abbildung von V nach W. Dann gilt

dim(im(h)) + dim(ker(h)) = dim(V).

Beweis:SeiU := ker(h). Wegen Satz 15.24 gilt

dim(V/U) + dim(U ) = dim(V).

DaV/ ker(h) isomorph zu im(h) ist, gilt also

dim(im(h)) + dim(ker(h)) = dim(V).

SATZ 15.27 (Rangsatz).Sei A eine ḿ n-Matrix über K. Dann giltdim(N(A)) =
n- rk(A).

Beweis:Wir betrachtenhA : Kn ® Km, x # A × x. Dann gilt ker(hA) = N(A), und
dim(im(hA)) = dim(S(A)) = rk(A). Da Kn/ ker(hA) isomorph zu im(hA) ist, sind die
Dimensionen gleich. Es gilt alson- dim(N(A)) = rk(A). à

SATZ 15.28 (Erster Isomorphiesatz).Seien U,V beide Unterräume des Vektorraums
W. Dann sind die beiden Faktorräume U/(U ÈV) und(U +V)/V isomorph.

Beweis:Wir betrachten die Abbildung

h : U � (U +V)/V
u S� u+V.

Die Abbildungh ist surjektiv auf(U + V)/V, und es gilt ker(h) = U È V. Somit gilt
nach dem Homomorphiesatz (Satz 15.25), dassU/ ker(h) isomorph zu(U +V)/V ist.
à

KOROLLAR 15.29. Seien U,V beide endlichdimensionale Unterräume des Vektor-
raums W. Dann giltdim(U +V) = dim(U ) + dim(V) - dim(U ÈV).

Für unendlichdimensionale Unterräume kann man diesen Satzals dim(U+V)+dim(UÈ
V) = dim(U ) +dim(V) formulieren, und beweisen, indem man eine BasisB vonU ÈV
zu einer BasisC vonU und einer BasisD vonV erweitert, und beobachtet, dassCÇD
eine Basis vonU +V ist, und|CÇ D| + |CÈ D| = |C| + |D| gilt.

LEMMA 15.30.Seien V ,W Vektorräume, sei h ein Epimorphismus von V nach W, und
sei U ein Unterraum von W. Dann gilt

dim({x Î V | h(x) Î U }) = dim(U ) + dim(ker(h)).

Beweis:Wir wählen eine BasisB vonU . Dann wählen wir aus jedemh-1[{b}] genau
ein Element aus, und wir fassen diese Elemente in einer MengeA zusammen. Die
Einschränkungh|A ist also injektiv, undh[A] ist eine Basis vonU . Dann ist ker(h) Ç A
linear unabhängig und eine Basis von{x Î V | h(x) Î U }.



5. ZERLEGUNG VON VEKTORRÄUMEN IN DIREKTE SUMMEN 215

WennV endlichdimensional ist, kann man Lemma 15.30 auch mit dem Homomorphie-
satz zeigen: Seij : V ®W/U, j(v) = h(v) +U . Dann gilt ker(j) = {x Î V | h(x) Î U }.
Also gilt

dim(ker(j)) + dim(im(j)) = dim(V) = dim(ker(h)) + dim(im(h)),

und somit

dim(ker(j)) + dim(W) - dim(U ) = dim(ker(h)) + dim(W),

woraus dim(ker(j)) = dim(ker(h)) + dim(U ) folgt. à

SATZ 15.31. Seien k, l, mÎ N, sei K ein Körper, seien A, A1, A2 Î Kk´l , und sei
B Î K l´m. Dann gilt:

(1) rk(A × B) £ min(rk(A), rk(B)).
(2) (Sylvesters Rangungleichung)rk(A × B) ³ rk(A) + rk(B) - l.
(3) rk(A1 + A2) £ rk(A1) + rk(A2).
(4) rk(A1 + A2) ³ rk(A1) - rk(A2).

Beweis:(1) Es gilt rk(A ×B) = dim(im(hA×B)) = dim(im(hA ëhB)). Nun gilt im(hA ëhB) Í
im(hA), also dim(im(hA ë hB)) £ rk(A).

Weiters gilt für jeden Homomorphismusj und für jeden VektorraumX, dass dim(j[X]) £
dim(X). (Das gilt etwa, weil dim(j[X])+dim(ker(j)) = dim(X).) Also gilt dim(im(hA ë

hB)) = dim(hA[im(hB)]) £ dim(im(hB)) = rk(B).

(2)
dim(im(hA ë hB)) = m- dim(ker(hA ë hB))

= m- dim({x Î Km | hB(x) Î ker(hA)})

= m- dim({x Î Km | hB(x) Î ker(hA) È S(B)})

= m- Idim(ker(hB)) + dim(ker(hA) È S(B))M
³ m- dim(ker(hB)) - dim(ker(hA))

= m- (m- dim(im(hB))) - (l - dim(im(hA)))

= rk(B) + rk(A) - l.

(3) Wegen im(hA+B) Í im(hA) + im(hB) gilt dim(im(hA+B)) £ dim(im(hA) + im(hB)) £
dim(im(hA)) + dim(im(hB)) = rk(A) + rk(B). (4) rk(A) = rk((A+ B) + (-B)) £ rk(A +
B) + rk(-B) = rk(A+ B) + rk(B), also rk(A+ B) ³ rk(A) - rk(B). à

5. Zerlegung von Vektorräumen in direkte Summen

DEFINITION 15.32. Wir definieren die Summe der UnterräumeU1,¼,Un des Vektor-
raumsV durch

U1 +U2 +µ +Un := 9
n

â
i=1

ui | ui Î Ui für alle i Î {1,¼, n}=.



216 15. HOMOMORPHISMEN ZWISCHEN VEKTORRÄUMEN

Besonders interessant ist eine solche Zerlegung, wenn sichjedes Element der Summe
eindeutig in Komponenten, die in den einzelnenUi liegen, zerlegen lässt.

DEFINITION 15.33. SeienU1,¼,Un Unterräume des VektorraumsV. Der Unterraum
U ist genau dann diedirekte SummevonU1,¼,Un, wenn

(1) U = U1 +µ +Un,
(2) für jedesu Î U gibt es genau ein(u1,¼, un) Î U1 ´µ ´ Un, sodassu =

u1 +µ + un.

WennU die direkte Summe vonU1,¼,Un ist, so schreiben wirU = U1 ∔µ∔ Un.

SATZ 15.34. Seien U1,¼,Un Unterräume des Vektorraums V, und sei U:= U1+U2+
µ +Un. Dann sind äquivalent:

(1) Für jedes uÎ U gibt es genau ein(u1,¼, un) Î U1 ´µ ´ Un, sodass u=
u1 +µ + un.

(2) Für jedes iÎ {1,¼, n} gilt

Ui È (U1 +µ +Ui-1 +Ui+1 +µ +Un) = {0}.

SATZ 15.35.Seien U,U1,¼,Un Unterräume des Vektorraums V. Wir nehmen an, dass
U = U1 ∔µ∔ Un, und dass für jedes iÎ {1,¼, n} die Menge Bi eine Basis für Ui ist.
Dann ist B1 Çµ Ç Bn eine Basis für U.

Folglich ist die Dimension einer direkten Summe gleich der Summe der Dimensionen
der Summanden.



KAPITEL 16

Die Jordansche Normalform

1. Einsetzen von Matrizen in Polynome

DEFINITION 16.1. SeiK ein Körper,n Î N, und seiA Î Kn´n. Seip = Ún
i=0 pit

i Î K[t].
Dann definieren wir ˆp(A) durch

p̂(A) :=
n

â
i=0

pi * Ai.

Dabei istA0 := En, An := An-1 × A für allen Î N.

SATZ 16.2. Sei K ein Körper, nÎ N, sei AÎ Kn´n, und seien p, qÎ K[t]. Dann gilt
p̂(A) × q̂(A) = ˆ(pq)(A).

Beweis:Der Beweis von Satz 13.21 kann mity := A übernommen werden.à

ÜBUNGSAUFGABEN 16.3.

(1) SeiA einen ´ n-Matrix überK, und seienp, q Î K[t]. Zeigen Sie, dass für die MatrizenB := p̂(A) undC := q̂(A)
gilt, dassB ×C = C × B.

SATZ 16.4 (Satz von Cayley-Hamilton).Sei K ein Körper, nÎ N, sei AÎ Kn´n, und
sei c= Ún

i=0 Γi t
i Î K[t] das charakteristische Polynom von A. Dann giltĉ(A) = 0.

Beweis:SeiC := t *En -A, und seiB := Cad. Die Matrix B hat als Einträge Polynome
in K[t] vom Grad£ n- 1. Es gibt also MatrizenB0, B1,¼, Bn-1 Î Kn´n, sodass

B = t0 * B0 + t1 * B1 +µ + tn-1 * Bn-1.

Da

B ×C =

æççççççççççççççç
è

c 0 0 ¼ 0
0 c 0 ¼ 0
0 0 ¸ 0
¶ ¸ ¶

0 0 ¼ ¼ c

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

,

217
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gilt

(16.1) B ×C =
n

â
i=0

J(Γi t i) *

æççççççççççççççç
è

1 0 0 ¼ 0
0 1 0 ¼ 0
0 0 ¸ 0
¶ ¸ ¶

0 0 ¼ ¼ 1

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

N.

Sei nun für i Î {0,¼, n} die Matrix Di definiert durchDi := Γi * En. Aus Glei-
chung (16.1) ergibt sich

B ×C =
n

â
i=0

t i * Di,

also

(
n-1

â
i=0

t i * Bi) × (t * En - A) =
n

â
i=0

t i * Di.

Es gilt

n-1â
i=0

t i+1 * Bi -
n-1â
i=0

t i * (Bi × A) = J
nâ

j=1

t j * B j-1N - J
n-1â
i=1

t i * (Bi × A)N - t0 * (B0 × A)

= t0 * (-B0 × A) + J
n-1â
i=1

t i * (Bi-1 - Bi × A)N + tn * Bn-1.

Folglich gilt D0 = -B0 ×A, für alle i Î {1,¼, n-1} gilt Di = Bi-1-Bi ×A, undDn = Bn-1.
Wir berechnen nun ˆc(A). Es gilt

ĉ(A) =
n

â
i=0

Γi * Ai

=
n

â
i=0

Di × A
i

= -B0 × A+
n-1â
i=1

Bi-1 × A
i -

n-1â
i=1

Bi × A
i+1 + Bn-1 × A

n

= -B0 × A+ B0 × A- Bn-1 × A
n + Bn-1 × A

n

= 0.

à

ÜBUNGSAUFGABEN 16.5.

(1) Berechnen Sie die MatrizenB0, B1, B2 aus dem Beweis von Satz 16.4 für die MatrixA =
æççççççç
è

1 2 -1
2 1 0
-3 4 9

ö÷÷÷÷÷÷÷
ø

, und

weisen Sie nach, dass-B0 × A, B0 - B1 × A, B1 - B2 × A undB2 Diagonalmatrizen sind.
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2. Zerlegung in invariante Unterräume

In diesem Kapitel bezeichnen wir für eine MatrixA Î Kn´n den Endomorphismus, der
x auf A × x abbildet, stets mithA.

DEFINITION 16.6. SeiV ein Vektorraum, und seih : V ® V ein Endomorphismus.
Ein UnterraumU vonV ist h-invariant :Û h(U ) Í U .

LEMMA 16.7. Sei K ein Körper, nÎ N, A Î Kn´n, und pÎ K[t]. Sei B:= p̂(A). Dann
ist N(B) ein hA-invarianter Unterraum von V.

Beweis:Seiu Î N(B). Dann gilt p̂(A) × u = 0. Nun gilt

p̂(A) × (A × u) = Ideg(p)

â
i=0

pi * AiM × (A × u)

= Ideg(p)

â
i=0

pi * Ai+1M × u

= A × Ideg(p)

â
i=0

pi * AiM × u
= A × B × u

= A × 0

= 0.

DEFINITION 16.8. SeiK ein kommutativer Ring mit Eins,m, n Î N, A Î Km´m,
B Î Kn´n. Dann definieren wir die(m+ n) ´ (m+ n)-Matrix AÅ B durch

AÅ B =

æçççççççççç
è

A 0

0 B

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

.

SATZ 16.9. Sei K ein kommutativer Ring mit Eins, m, nÎ N, A Î Km´m, B Î Kn´n.
Dann giltdet(AÅ B) = det(A) × det(B).

Beweis: Induktion nachm. Wennm = 1, so entwickeln wir nach der ersten Zeile und

erhalten det(

æçççççççççç
è

A(1, 1) 0

0 B

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

) = A(1, 1) × det(B) = det(A) det(B).
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Wennm³ 2, so erhalten wir durch Entwickeln nach der ersten Zeile

det(AÅ B) =
mâ

i=1

A(1, i) × det((AÅ B)[1,i])

=
m

â
i=1

A(1, i) × det(A[1,i] Å B).

Nach Induktionsvoraussetzung ist der letzte Ausdruck gleich

m

â
i=1

A(1, i) × det(A[1,i]) × det(B) = det(B) ×
m

â
i=1

A(1, i) det(A[1,i])

= det(B) det(A).

à

SATZ 16.10 (Zerlegung einer Abbildung auf invariante Unterräume). Seien m, nÎ N,
sei K ein Körper, und sei AÎ K(m+n)´(m+n). Seien U und V Unterräume von Km+n mit
folgenden Eigenschaften:

(1) U ist m-dimensional mit Basis BU = (u1,¼, um).
(2) V ist n-dimensional mit Basis BV = (v1,¼, vn).
(3) U und V sind beide hA-invariant.
(4) Km+n ist die direkte Summe von U und V, also U+V = Km+n und UÈV = {0}.

Seij1 := (hA)|U die Einschränkung von hA auf U, und sei A1 := Sj1
(BU , BU ).

Seij2 := (hA)|V die Einschränkung von hA auf V, und sei A2 := Sj2
(BV , BV).

Sei B= (u1,¼, um, v1,¼, vn).

Dann gilt:

(1) B ist eine Basis von Km+n, und es gilt

ShA
(B, B) =

æçççççççççç
è

A1 0

0 A2

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

.

(2) Für die charakteristischen Polynome gilt cA = cA1
× cA2

.
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Beweis:(1) Seiv Î Km+n, und sei(v)B =: (Α1,¼,Αm,Β1,¼,Βn). Dann gilt

hA(v) = hA(
mâ

i=1

Αiui +
nâ

i=1

Βivi)

=
m

â
i=1

ΑihA(ui) +
n

â
i=1

ΒihA(vi)

=
m

â
i=1

ΑiI
m

â
j=1

A1( j, i) u jM +
n

â
i=1

ΒiI
n

â
j=1

A2( j, i) vjM

=
mâ

j=1

I mâ
i=1

A1( j, i)ΑiMu j +
nâ

j=1

I nâ
i=1

A2( j, i)ΒiMvj .

Also gilt

(hA(v))B =

æçççççççççç
è

A1 0

0 A2

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

×

æççççççççççççççççççç
è

Α1
¶

Αm
Β1
¶

Βn

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

.

(2) DaA ähnlich zuShA
(B, B) ist, habenA undShA

(B, B) das gleiche charakteristische
Polynom. Es gilt also

cA = det(t * Em+n -

æçççççççççç
è

A1 0

0 A2

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

)

= det(

æçççççççççç
è

t * Em- A1 0

0 t * En - A2

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

)

= det(t * Em- A1) det(t * En - A2)

= cA1
cA2

.

à

Eine Zerlegung des charakteristischen Polynoms vonA in teilerfremde Faktoren liefert
eine Zerlegung inhA-invariante Unterräume:

SATZ 16.11. Sei K ein Körper, nÎ N, A Î Kn´n, und seien p, qÎ K[t] so dass
pq= cA undggT(p, q) = 1. Sei B1 := p̂(A) und B2 := q̂(A), und seien U1 := N(B1) und
U2 := N(B2) die Nullräume von B1 und B2. Dann sind U1 und U2 zwei hA-invariante
Unterräume von Kn, und Kn ist die direkte Summe von U1 und U2.
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Beweis:Wegen Lemma 16.7 sindU1 undU2 beidehA-invariant. Wir zeigen nunKn Í
U1 +U2. Sei dazux Î Kn. Seiena, bÎ K[t]mit ap+ pq= 1. Dann gilt

ˆ(ap)(A) + ˆ(bq)(A) = 1̂(A),

also
ˆ(ap)(A) + ˆ(bq)(A) = En,

und somit
ˆ(ap)(A) × x+ ˆ(bq)(A) × x = x.

Nun gilt q̂(A) × ˆ(ap)(A) × x = â(A) × ĉA(A) × x. Wegen des Satzes von Cayley-Hamilton
(Satz 16.4) ist ˆcA(A) = 0, also gilt ˆ(ap)(A) × x Î U2. Genauso gilt ˆ(bq)(A) × x Î U1.

Wir zeigen nun, dass die Summe direkt ist: Seix Î U1ÈU2. Dann giltx = ˆ(ap)(A) × x+
ˆ(bq)(A) × x = â(A) × p̂(A) × x+ b̂(A) × q̂(A) × x = â(A) × 0+ b̂(A) × 0 = 0.à

ÜBUNGSAUFGABEN 16.12.

(1) Sei

A :=

æççççççççççç
è

-30 -24 -29 -1
-5 -2 -5 0
37 28 36 1
-241 -200 -250 -7

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

.

Das charakteristische Polynom vonA ist cA = (t
2 - 5t + 6)(t + 4)2.

(a) Benutzen Sie diese Zerlegung voncA, umhA-invariante UnterräumeU1 undU2 mit R4 = U1 ∔U2, U1 ¹ {0},
U2 ¹ {0} zu finden.

(b) Finden Sie BasenB1, B2 vonU1 undU2.
(c) Bilden Sie aus den Vektoren vonB1 undB2 eine BasisB vonR4, und berechnen SieShA

(B, B).

(2) SeiA Î Kn´n, und seienp, qÎ K[t] so, dass ˆ(pq)(A) = 0 und ggT(p, q) = 1. Zeigen Sie, dass der Spaltenraum von
p̂(A) gleich dem Nullraum von ˆq(A) ist.

(3) SeiA einen´ n-Matrix mit A2 = A. Zeigen Sie, dassKn = N(A)∔ S(A).

(4) SeiA Î R3 gegeben durchA =
æççççççç
è

-4 -2 0
-2 4 -4
-1 5 -6

ö÷÷÷÷÷÷÷
ø

. Es giltcA = (t - 2)(t + 4)2.

(a) Bestimmen SieU1 = N(A- 2 * E) undU2 = N((A+ 4 * E)2).
(b) Finden Sie aus der Darstellunga(t) × (t - 2) + b(t) × (t + 4)2 = 1 MatrizenA1, A2 Î R

3´3, sodass für alle
x Î R3 gilt: A1 × x Î U1, A2 × x Î U2, A1 × x + A2 × x = x. (Hinweis: Verwenden Sie Mathematica und
PolynomialExtendedGCD[p, q, t].

(c) Berechnen Sie Basen für den Spaltenraum vonA1 und vonA2.
(5) SeiA Î Kn´n, und seienp, qÎ K[t] mit p | q. Zeigen Sie, dass dannN(q̂(A)) Í N(p̂(A)). Gilt auch die Umkehrung?

3. Die Haupträume einer Matrix

DEFINITION 16.13. SeiA Î Kn´n, sei Λ Î K ein Eigenwert vonA, und seie die
algebraische Vielfachheit vonΛ in A. Dann ist derHauptraum von A bezüglichΛ,
U (A,Λ), definiert als der Nullraum von(A- Λ * En)

e.

Wir untersuchen jetzt diese Haupträume, und dazu als erstesnilpotente Matrizen.

DEFINITION 16.14. SeiK ein Körper,n Î N, und seiA Î Kn´n. Die Matrix A ist
nilpotent, wenn es eink Î N gibt, sodassAk = 0.
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ÜBUNGSAUFGABEN 16.15.
In den folgenden Beispielen istK ein Körper,n Î N, undA, BÎ Kn´n.

(1) Zeigen Sie, dass für allemÎ N0 gilt: N(Am) Í N(Am+1).
(2) Zeigen Sie: WennmÎ N0 so ist, dassN(Am) = N(Am+1), so giltN(Am) = N(A j ) für alle j ³ m.
(3) Zeigen Sie: wennA nilpotent ist, so istAn = 0. (Die Zahln ist das Format der Matrix).
(4) Seix Î Kn, und seik Î N so, dassAk × x = 0. SeicA(t) = te × r(t), sodasst das Polynomr(t) nicht teilt. Zeigen Sie,

dassAe × x = 0. Hinweis: Für p(t) := te × r(t) und für q(t) := tk gilt p̂(A) × x = q̂(A) × x = 0. Was bedeutet das für
h = ggT(p, q)?

(5) SeienA, Bnilpotent und so, dassA × B = B × A. Zeigen Sie, dassA+ B nilpotent ist.
(6) SeiA nilpotent. Zeigen Sie, dassEn - A invertierbar ist.

Wir berechnen nun das charakteristische Polynom einer nilpotenten Matrix.

LEMMA 16.16. Sei mÎ N und sei AÎ Km´m. Wir nehmen an, dass es kÎ N gibt,
sodass Ak = 0. Dann gilt cA = tm.

Beweis:SeiE := Em, und seik so, dassAk = 0. Es gilt

(t * E - A) × (
k-1â
i=0

t (k-1)-i * Ai) =
k-1â
i=0

tk-i * Ai -
k-1â
i=0

tk-(i+1) * Ai+1

= tk * A0 - t0 * Ak

= tk * E.

Also gilt det(t * E - A) × det(Úk-1
i=0 t (k-1)-i * Ai) = tkm. Es gilt alsocA | t

km. Wegen der
Eindeutigkeit der Zerlegung von Polynomen in irreduzible Faktoren (Satz 13.32) ist
jeder Teiler vontkm von der FormΑt r mit Α Î K � {0} und r Î {0,¼, k m}. Da cA
normiert ist und Gradm hat, gilt alsocA = tm. à

KOROLLAR 16.17. Sei K ein Körper, mÎ N, A Î Km´m, und seiΛ Î K so, dass
A- Λ * E nilpotent ist. Dann gilt cA = (t - Λ)

m.

Beweis: cA = det(t *E-A) = det((t -Λ) *E - (A-Λ *E)) = cA-Λ*E(t -Λ) = (t -Λ)
m. à

Nun können wir die Dimension der Haupträume bestimmen.

SATZ 16.18. Sei K ein Körper, nÎ N, und sei AÎ Kn´n. SeiΛ Î K ein Eigenwert von
A mit algebraischer Vielfachheit e, und sei U:= N((A- Λ *E)e) der Hauptraum von A
zum EigenwertΛ. Sei h:= hA, also h(x) = A × x für alle xÎ Kn. Dann gilt:

(1) U ist h-invariant.
(2) Es gibt einen h-invarianten Unterraum V von Kn, sodass Kn = U ∔ V.
(3) dim(U ) = e.
(4) Sei BU = (u1,¼, ue) eine Basis von U, seij := h|U , und sei A1 := Sj(BU , BU).

Dann gilt cA1
= (t - Λ)e.

Beweis:(1) Fürp = (t-Λ)e gilt p̂(A) = (A-Λ*En)
e. Wegen Lemma 16.7 istU = N(p̂(A))

h-invariant.
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(2) Wir schreibencA als (t - Λ)e × q, sodasst - Λ das Polynomq nicht teilt. Wegen
Satz 16.11 giltKn = U ∔ N(q̂(A)), also leistetV := N(q̂(A)) das Gewünschte.

(3) Seid := dim(U ), und seiBU = (u1,¼, ud) eine Basis vonU . SeiBV = (v1,¼, vn-d)
eine Basis vonV. SeiA1 := Sh|U

(BU , BU ) undA2 := Sh|V
(BV , BV). Wegen Satz 16.10 gilt

(16.2) cA = cA1
× cA2

.

Wir zeigen als nächstes:

(16.3) (A1 - Λ * Ed)
e = 0.

Dazu beobachten wir, dass fürj := h|U - Λ * idU gilt: A1 - Λ * Ed = Sj(BU , BU). Wir
wissen, dass für allex Î U gilt:

(A1 - Λ * Ed)
e × (x)BU

= (Sj(BU , BU))
e × (x)BU

= Ij ë j ëµ ë j
«¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬®

e

(x)M
BU

= I(h- Λ * idKn) ëµ ë (h- Λ * idKn)
«¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬®

e

(x)M
BU

= I(A- Λ * En)
e × xM

BU
.

Da x Î N((A - Λ * En)
e), gilt insgesamt(A1 - Λ * Ed)

e × (x)BU
= (0)BU

= 0. Also gilt
für alle y Î Kd, dass(A1 - Λ * Ed)

e × y = 0, und somit gilt(A1 - Λ * Ed)
e = 0. Das

beweist (16.3). Wegen Korollar 16.17 gilt also

(16.4) cA1
= (t - Λ)d.

Wegen (16.2) gilt(t - Λ)d|cA. Da die Vielfachheit der NullstelleΛ in cA gleiche ist, gilt
d £ e.

Wir zeigen nund = e. Nehmen wir dazu an, dassd < e. Dann gilt wegen (16.2), dass
t - Λ auchcA2

teilt. Folglich istΛ ein Eigenwert vonA2. Seiw = (w1,¼, wn-d) Î Kn-d

ein Eigenvektor vonA2, und seix Î V so, dass(x)BV
= w. Dann gilt (A × x)BV

=
(h(x))BV

= Sh|V
(BV, BV) ×w = A2 ×w = Λ*w = Λ* (x)BV

= (Λ*x)BV
. Also gilt A ×x = Λ*x,

x ist folglich ein Eigenvektor vonA zum EigenwertΛ. Daraus ergibt sichx Î U .
Insgesamt liegtx also inU ÈV. Wegen (2) gilt dannx = 0, im Widerspruch dazu, dass
w als Eigenvektor¹ 0, und somit auchx ¹ 0 ist. Es gilt alsod = e. Somit haben wir (3)
bewiesen.

(4) folgt nun aus (3) und Gleichung (16.4).à

SATZ 16.19. Sei K ein Körper, nÎ N, A Î Kn´n. Wir nehmen an, dass cA über K in
Linearfaktoren zerfällt. Seien rÎ N, Λ1,¼,Λr Î K und e1,¼, er Î N so, dass

cA =
r

ä
i=1

(t - Λi)
ei ,
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und dieΛi alle verschieden voneinander sind. Sei Ui := N((A - Λi * E)ei ) der zuΛi
gehörende Hauptraum von A.

Dann ist Kn die direkte Summe der hA-invarianten Unterräume U1,¼,Ur.

Beweis:Wegen Satz 16.18 ist jedesUi hA-invariant. Sei nunU := U1 +µ +Ur . Wir
zeigen, dass diese Summe sogar direkt ist. Sei dazui Î {1,¼, r}, und seiu Î Ui È

I râ
j=1
j¹i

U jM.

Wenn j ¹ i, so giltU j = N((A- Λ j )
ej ). Seiq Î K[t] definiert durchq := cA/ (t - Λi)

ei .

Wegen(t - Λ j)
ej | q gilt U j Í N(q̂(A)). Insgesamt gilt daher

r

â
j=1
j¹i

U j Í N(q̂(A)).

Wegen Satz 16.11 giltUi È N(q̂(A)) = {0}. Also gilt u = 0.

U ist also die direkte SummeU1 ∔µ ∔ Ur . Nun gilt dim(U ) = Úr
i=1 dim(Ui). Nach

Satz 16.18 gilt also dim(U ) = Úr
i=1 ei = n. Folglich gilt alsoU = Kn. à

4. Nilpotente Endomorphismen

DEFINITION 16.20. SeiV ein Vektorraum, und seij : V ® V ein Endomorphismus.
Der Endomorphismusj ist nilpotent, wenn es eink Î N gibt, sodass für allev Î V
jk(v) = j ëµ ë j

«¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬®
k

(v) = 0.

LEMMA 16.21. Sei K ein Körper, nÎ N, sei AÎ Kn´n, und seiΛ ein Eigenwert von A
mit algebraischer Vielfachheit e. Sei U:= N((A - Λ * En)

e). Seij : U ® U definiert
durchj(u) := A × u- Λ * u, alsoj = hA|U - Λ * idU . Dann istj nilpotent auf U.

Beweis:Seiu Î U . Es giltje(u) = (A- Λ *En)
e × u = 0, weil jau Î N((A- Λ *En)

e). à

Es folgt nun ein typisches Beispiel für einen nilpotenten Endomorphismus. SeieÎ N
undB = (b1,¼, be) eine Basis für den VektorraumU , und seij eine Abbildung mit
j(be) = be-1, j(be-1) = be-2,¼, j(b2) = b1, j(b1) = 0. Dann giltje = 0 undje-1 ¹ 0.
Die Matrixdarstellung vonj hat folgende Form:

Sj(B, B) =

æççççççççççççççç
è

0 1 0 ¼ 0
0 0 1 ¼ 0
¶ ¶ ¸ ¸ 0
0 0 0 ¸ 1
0 0 0 ¼ 0

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

.
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DEFINITION 16.22. SeiK ein Körper,mÎ N, und seiΛ Î K. Die m´m-Matrix

J =

æççççççççççççççç
è

Λ 1 0 ¼ 0
0 Λ 1 ¼ 0
¶ ¶ ¸ ¸ 0
0 0 0 ¸ 1
0 0 0 ¼ Λ

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

mit J[i, i] = Λ für i Î {1,¼, m} undJ[i, i + 1] = 1 für i Î {1,¼, m- 1} heißtJordan-
kästchen zuΛ vom Format m.Sie wird mitJ(Λ, m) abgekürzt.

DEFINITION 16.23. SeiV ein Vektorraum über dem KörperK, und seiU ein Unter-
raum vonV. Die Folge(v1,¼, vm) von Elementen ausV ist eine Basis von V modulo
U , wenn(v1 +U,¼, vm+U ) eine Basis des FaktorraumsV/U ist.

LEMMA 16.24.Sei W ein Vektorraum über dem Körper K, und seien U,V Unterräume
von W mit UÍ V. Wir nehmen an, dass(w1,¼, wm) eine Basis von W modulo V ist,
und(v1,¼, vn) eine Basis von V modulo U. Dann ist(w1,¼, wm, v1,¼, vn) eine Basis
von W modulo U.

Beweisskizze:ähnlich wie Satz 15.22.à

ÜBUNGSAUFGABEN 16.25.

(1) SeienU0 Í U1 Í µ Í Un = U Unterräume vonU , und sei für jedesi Î {1,¼, n} die Folge(bi,1,¼, bi, j (i)) eine
Basis vonUi moduloUi-1. Zeigen Sie, dass(b1,1,¼, b1, j(1) , b2,1,¼, b2, j(2),¼, bn,1,¼, bn, j(n)) eine Basis vonUn
moduloU0 ist. Hinweis:Lemma 16.24 und Induktion nachn.

SATZ 16.26 (Normalform für nilpotente Endomorphismen).Sei nÎ N, sei U ein n-
dimensionaler Vektorraum über K, und seij : U ® U ein nilpotenter Endomor-
phismus. Dann gibt es eine Basis B von U, ein dÎ N, und m1,¼, md Î N, sodass
m1 +µ +md = n und

Sj(B, B) = J(0, m1) Å J(0, m2) ÅµÅ J(0, md).

Beweisskizze:SeiU0 := {0}, und sei füri Î {1,¼, n} der UnterraumUi definiert durch

Ui := ker(ji).

Dann gilt wegen Übungsbeispiel 16.15 (3), dassUn = U , undU0 Í U1 Í U2 Í µ Í
Un = U .

Wir bilden nun für jedesi Î {n, n- 1,¼, 0} eine Basis vonUi auf folgende Weise:
Zuerst wählen wira(n) Î N0 und

(xn,1,¼, xn,a(n))

als Basis vonUn moduloUn-1.
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Als nächstes konstruieren wir eine Basis vonUn-1 moduloUn-2 folgendermaßen: Die
Vektorenj(xn,1),¼,j(xn,a(n)) liegen inUn-1, weil für alle k Î {1,¼, a(n)} die Glei-
chungjn-1(j(xn,k)) = j

n(xn,k) = 0 gilt. Wir zeigen als nächstes, dass

Ij(xn,1) +Un-2,¼,j(xn,a(n)) +Un-2M
eine linear unabhängige Folge ausUn-1/Un-2 ist. Sei dazu

a(n)

â
j=1

Λ j * Ij(xn, j) +Un-2M = 0+Un-2.

Dann gilt
a(n)

â
j=1

Λ j * j(xn, j) Î Un-2,

also wegenjn-2[Un-2] = {0}

jn-1I a(n)â
j=1

Λ j * xn, jM = 0.

Folglich gilt
a(n)

â
j=1

Λ j * xn, j Î Un-1.

Da (xn,1,¼, xn,a(n)) eine Basis vonUn moduloUn-1 ist, gilt alsoΛ1 =µ = Λa(n) = 0. Da
alsoIj(xn,1) +Un-2,¼,j(xn,a(n)) +Un-2M eine linear unabhängige Folge ausUn-1/Un-2
ist, gibt esa(n- 1) Î N0 und(xn-1,1,¼, xn-1,a(n-1)) ausUn-1, sodass

Ij(xn,1),¼,j(xn,a(n)), xn-1,1,¼, xn-1,a(n-1)M
eine Basis vonUn-1 moduloUn-2 ist.

Nun vervollständigen wir

Ij2(xn,1),¼,j2(xn,a(n)), j(xn-1,1),¼,j(xn-1,a(n-1))M
mit xn-2,1,¼, xn-2,a(n-2) zu einer Basis vonUn-2 moduloUn-3. Durch Fortführung dieser
Konstruktion erhalten wir Basen für jedesUi moduloUi-1 mit i Î {1,¼, n}.

Mit Lemma 16.24 und Induktion kann man nun zeigen, dass man durch Vereinigen
aller dieser Basen eine BasisB vonU erhält, die so aussieht:

xn,1, ¼, xn,a(n),
j(xn,1), ¼, j(xn,a(n)), xn-1,1, ¼, xn-1,a(n-1),
j2(xn,1), ¼, j2(xn,a(n)), j(xn-1,1), ¼, j(xn-1,a(n-1)), xn-2,1,¼, xn-2,a(n-2)

¶

jn-1(xn,1), ¼, jn-1(xn,a(n)), j
n-2(xn-1,1), ¼, jn-2(xn-1,a(n-1)), ¼¼ x1,1,¼, x1,a(1).
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Wenn wir diese Basis nun so ordnen, dassB =

B = Ijn-1(xn,1),¼,j(xn,1), xn,1,
¼,
jn-1(xn,a(n)),¼,j(xn,a(n)), xn,a(n),
jn-2(xn-1,1),¼,j(xn-1,1), xn-1,1,
¼,
jn-2(xn-1,a(n-1)),¼,j(xn-1,a(n-1)), xn-1,a(n-1),
¼,
x1,1,
¼,
x1,a(1)M,

so gilt

Sj(B, B) =

J(0, n) ÅµÅ J(0, n)
«¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬®

a(n)

Å J(0, n- 1) ÅµÅ J(0, n- 1)
«¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬®

a(n-1)

ÅµÅJ(0, 1) ÅµÅ J(0, 1)
«¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬®

a(1)

.

Somit hatSj(B, B) die gewünschte Form.à

ÜBUNGSAUFGABEN 16.27.

(1) Seij ein Endomorphismus vonV ® V, und seiB eine Basis vonV mit Sj(B, B) = J(0, n). Berechnen Sie für jedes
i Î N0 eine Basis von ker(ji ), und die Dimension von ker(ji ).

(2) Seienm1,¼, md Î N, sein := Úd
i=1 mi , und seij : Rn ® Rn, j(x) := (J(0, m1) Åµ Å J(0, md)) × x. Berechnen

Sie dim(ker(j)), und für allei Î N die Dimension von ker(ji ). Verwenden Sie zum Ausdrücken des Ergebnisses die
Zahla(k) := |{ j Î {1,¼, d} |md = k}|. Die Zahla(k) gibt also die Anzahl der Jordankästchen der Dimensionk an.

(3) (Mathematica) SeiA =

æççççççççççç
è

18 -22 1 -11
18 -22 1 -11
8 -9 2 -8
-4 5 0 2

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

.

(a) Bestimmen SieN(A3), N(A2), N(A).
(b) Bestimmen Sie eine BasisB3 von N(A3) moduloN(A2).
(c) Vervollständigen Sie{A × v | v Î B3} zu einer BasisB2 von N(A2) moduloN(A).
(d) Vervollständigen Sie{A × w |w Î B2} zu einer BasisB1 von N(A).
(e) Ordnen Sie die Vektoren inB1 Ç B2 Ç B3 passend zu einer BasisB an, sodassShA

(B, B) eineÅ-Summe von
Jordankästchen ist.

(4) (Mathematica) SeiA =

æççççççççççççççççççççççççççççç
è

73 -1 0 0 0 0 3 10
-34 -2 -1 0 0 2 -2 -6
1221 -9 3 0 0 -6 53 172
-1252 10 -1 0 1 5 -54 -176

363 -3 1 0 0 -2 14 50
1355 -11 3 0 0 -6 58 190
292 -4 0 0 0 0 12 40
-584 8 0 0 0 0 -24 -80

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

. Finden Sie eine BasisB desR8,

sodassShA
(B, B) die Summe von Jordankästchen ist.Hinweis: A3 = 0.
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5. Die Jordansche Normalform

DEFINITION 16.28. SeiJ einen´ n-Matrix über dem KörperK. J ist in Jordanscher
Normalform, wenn esk Î N, Α1,¼,Αk Î K (nicht notwendigerweise verschieden) und
m1,¼, mk Î N gibt, sodass

J = J(Α1, m1) ÅµÅ J(Αk, mk).

SATZ 16.29 (Existenz einer ähnlichen Matrix in Jordanscher Normalform). Sei A eine
n´ n-Matrix über dem Körper K. Wir nehmen an, dass das charakteristische Polynom
von A über K in lauter Linearfaktoren zerfällt. Dann gibt es eine Matrix J Î Kn´n in
Jordanscher Normalform und eine Matrix PÎ GL(n, K), sodass A= P × J × P-1.

Beweis:SeicA = Õ
r
i=1(t - Λi)

ei mit Λ1,¼,Λr paarweise verschieden. Wegen Satz 16.19
ist Kn die direkte Summe der HaupträumeU1,¼,Ur vonA.

Wir finden nun für jeden HauptraumUi eine BasisBi, sodass fürj := hA|Ui
die Matrix

Sj(Bi, Bi) eineei ´ei-Matrix in Jordanscher Normalform ist. Sei dazuΨ := j-Λ * idUi
.

Wegen Lemma 16.21 istΨ nilpotent aufUi. Also gibt es wegen Satz 16.26 eine Basis
Bi vonUi, d Î N undm1,¼, md Î N, sodass

SΨ(Bi, Bi) = J(0, m1) ÅµÅ J(0, md).

Also gilt
Sj(Bi, Bi) = J(Λi, m1) ÅµÅ J(Λi, md).

SeiJi := Sj(Bi, Bi).

Satz 15.35 erlaubt nun, die BasenB1, B2,¼, Br zu einer BasisB vonKn zusammenzu-
hängen. Dann giltShA

(B, B) = J1ÅµÅ Jr . Wenn wir in die Spalten der MatrixP die
Vektoren ausB schreiben, so giltA = P × ShA

(B, B) × P-1. à

ÜBUNGSAUFGABEN 16.30.

(1) Finden Sie eine zuA =
æççççççç
è

-4 -2 0
-2 4 -4
-1 5 -6

ö÷÷÷÷÷÷÷
ø

ähnliche Matrix in Jordanscher Normalform. IstA diagonalisierbar?

(2) Die Folge(xn)nÎN ist gegeben durchx1 = x2 = x3 = 1, xn+3 = 6xn+2 - 12xn+1 + 8xn für n ³ 1. Für A :=

J 0 1 0
0 0 1
8 -12 6

N gilt also alsoJ xn+1
xn+2
xn+3
N = An × J x1

x2
x3
N.

(a) Bestimmen Sie eine MatrixJ in Jordanscher Normalform und eine MatrixB, sodassB-1 × A × B = J.
(b) Bestimmen Sie einen Ausdruck fürJn.
(c) (Mathematica) Bestimmen Sie daraus einen Ausdruck fürAn.

(d) (Mathematica) Bestimmen Sie einen Ausdruck für den ersten Eintrag vonAm-1 × J 11
1
N, also fürxm. (Lösung:

2m-4 Im2 - 7m+ 14M.)
(3) Finden Sie eine zuA =

æççççççççççç
è

-30 -24 -29 -1
-5 -2 -5 0
37 28 36 1
-241 -200 -250 -7

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

ähnliche Matrix in Jordanscher Normalform. (cA = (t -

3)(t - 2)(t + 4)2).
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SATZ 16.31 (Eindeutigkeit der Jordanschen Normalform).SeienΑ1,¼,Αk,Β1,¼,Βl Î
K (nicht notwendigerweise verschieden), und seien m1,¼, mk, n1,¼, nl Î N so, dass
die Matrizen A und B, die durch

A = J(Α1, m1) ÅµÅ J(Αk, mk),
B = J(Β1, n1) ÅµÅ J(Βl , nl )

definiert sind, ähnlich sind. Dann gilt k= l, und es gibt eine bijektive Abbildung
Π : {1,¼, k} ® {1,¼, l}, sodass für alle iÎ {1,¼, k} gilt: Αi = ΒΠ(i) und mi = nΠ(i).

Beweis:Da A und B ähnlich sind, gibt es wegen Satz 14.5 einen Endomorphismus
j : Kn ® Kn und BasenA¢, B¢ von Kn, sodassA = Sj(A

¢, A¢) undB = Sj(B
¢, B¢). Sei

F := Sj(E, E).

SeicF das charakteristische Polynom vonF. Es giltcF = cA = cB, also

kä
i=1

(t - Αi)
mi =

lä
j=1

(t - Β j)
nj .

SeienΛ1,¼,Λr die verschiedenen Eigenwerte der MatrixF. Es gilt dann wegen der
Eindeutigkeit der Faktorisierung des PolynomscF (Satz 13.32) für jedesΛ Î {Λ1,¼,Λr}:

k

â
i=1
Αi=Λ

mi =
k

â
j=1
Β j=Λ

n j = e,

wobeie die algebraische Vielfachheit vonΛ in F ist. Wir werden nun eine Bijektion
ΠΛ : {i Î {1,¼, k} | Αi = Λ} ® { j Î {1,¼, l} | Β j = Λ} finden. Sei dazu{i1,¼, is} := {i Î
{1,¼, k} | Αi = Λ}, und{ j1,¼, jt} := { j Î {1,¼, l} | Β j = Λ}.

SeiU der Hauptraum vonF zuΛ. Durch Auswahl einer passenden Teilfolge der Basis
A¢ vonKn erhalten wir eine BasisA¢¢ vonU , sodass

Sj|U (A
¢¢, A¢¢) = J(Λ, mi1

) ÅµÅ J(Λ, mis
).

Ebenso erhalten wir durch Auswahl einer passenden Teilfolge vonB¢ eine BasisB¢¢

vonU , sodass
Sj|U (B

¢¢, B¢¢) = J(Λ, nj1
) ÅµÅ J(Λ, mjt

).

Für u Î N sei a(u) die Anzahl derv Î {1,¼, s} mit miv
= u. Genauso seib(u) die

Anzahl derv Î {1,¼, t}mit n jv
= u.

Wir berechnen nun füri Î {1,¼, n} die Dimension von ker((j|U - Λ * idU )
i). Sei

Ψ := j|U - Λ * idU . Es gilt

dim(ker(Ψi)) =
i

â
j=1

j × a( j) +
n

â
j=i+1

i × a( j).
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Es gilt also

dim(ker(Ψi)) - dim(ker(Ψi-1)) =
iâ

j=1

j × a( j) +
nâ

j=i+1

i × a( j) -
i-1â
j=1

j × a( j) -
nâ

j=i

(i - 1) × a( j)

=
n

â
j=i

a( j).

Insgesamt gilt also

Idim(ker(Ψi)) - dim(ker(Ψi-1))M - Idim(ker(Ψi+1)) - dim(ker(Ψi))M = a(i).

Genauso gilt aber auchb(i) = Idim(ker(Ψi)) - dim(ker(Ψi-1))M - Idim(ker(Ψi+1)) -

dim(ker(Ψi))M. Insgesamt gilt alsoa(i) = b(i) für alle i Î {1,¼, n}. Somit sind die
Folgen(mi1

,¼, mis
) und (n j1

,¼, njt
) bis auf die Reihenfolge gleich. Daraus erhalten

wir die BijektionΠΛ.

Durch Vereinigen derΠΛ erhalten wir schließlichΠ. à

6. Das Minimalpolynom einer Matrix

DEFINITION 16.32. Sein Î N, K ein Körper, und seiA Î Kn´n. Jedes Polynom von
minimalem Grad in

M := {pÎ K[t] | p̂(A) = 0, deg(p) ³ 0, p ist normiert}

ist einMinimalpolynom von A über K.

SATZ 16.33.Sei nÎ N, K ein Körper, und sei AÎ Kn´n. Sei qÎ K[t] so, dasŝq(A) = 0,
und sei m ein Minimalpolynom von A über K. Dann gilt m|q.

KOROLLAR 16.34. Sei nÎ N, K ein Körper, und sei AÎ Kn´n. Dann besitzt A genau
ein Minimalpolynom über K. Sei mA das Minimalpolynom von A über K, und sei cA
das charakteristische Polynom. Dann gilt mA|cA.

SATZ 16.35. Sei nÎ N, K ein Körper, und sei AÎ Kn´n. Dann sind äquivalent:

(1) A ist über K diagonalisierbar.
(2) Es gibt r Î N und paarweise verschiedeneΛ1,¼,Λr Î K, sodass mA =
Õr

i=1(t - Λi).

Beweisskizze:(1)Þ(2): SeiA = P × D × P-1 mit P Î GL(n, K). Sei r die Anzahl der
verschiedenen Diagonalelemente vonD, und seienΑ1,¼,Αr diese Diagonalelemente.
Dann gilt 0 = mD(D) = diag(mD

K(Α1),¼, mD
K(Αr )). Also gilt mD

K(Αi) = 0 für alle
i Î {1,¼, r}, und folglichÕr

i=1(t-Αi)|mD. Da p := Õr
i=1(t-Αi) die Gleichung ˆp(D) = 0

erfüllt, gilt mD|p. Also gilt mD = p. Da für jedes Polynomq Î K[t] die Gleichung
q̂(A) = 0 genau dann gilt, wenn ˆq(D) = 0, erhalten wirmD = mA.
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(2)Þ(1): Seipi := ä
j=1
j¹i

(t - Λ j ) =
mA

t - Λi

. Wegen gcd(p1,¼, pr) = 1 gibt esu1,¼, ur Î

K[t]mitÚr
i=1 piui = 1. SeiUi der Spaltenraum von ˆpi(A), und seil i := t - Λi. Dann gilt

für allex Î Kn, dass 0= 0 × x = m̂A(A) × x = l̂ i(A) × p̂i(A) × x, und folglichUi Í E(A,Λi).
Wegenx = Úr

i=1 p̂i(A) × (ûi(A) ×x) = x, gilt Kn Í U1+µ+Ur Í E(A,Λ1)+µ+E(A,Λr ).
Somit erhält man eine Basis vonKn, die nur aus Eigenvektoren vonA besteht. Wegen
Satz 14.8 istA also diagonalisierbar.à



KAPITEL 17

Der Dualraum eines Vektorraums

1. Vektorräume von Homomorphismen

DEFINITION 17.1. SeienV,W Vektorräume über dem KörperK. Mit HomK(V,W)
bezeichnen wir die Menge aller Homomorphismen vonV nachW.

Für g, h Î HomK(V,W) sind g+ h : V ® W, v# g(v) + h(v) undΑ * g : V ® W,
v # Α * g(v) wieder Homomorphismen. Mit diesen Operationen ist HomK(V,W) ein
Vektorraum überK.

SATZ 17.2. Seien V ,W endlichdimensionale Vektorräume über dem KörperK mit
dim(V) > 0 unddim(W) > 0, sei B= (v1,¼, vm) eine Basis von V und C= (w1,¼, wn)
eine Basis von W, und sei Kn´m der Vektorraum aller ń m-Matrizen über K. Die Ab-
bildungF ist definiert durch

F : HomK(V,W) � Kn´m

g S� Sg(B,C).

Dann istF ein Isomorphismus.

KOROLLAR 17.3. Seien V ,W endlichdimensionale Vektorräume über K. Dann gilt
dim(HomK(V,W)) = dim(V) × dim(W).

SATZ 17.4. Seien V ,W Vektorräume über K, sei B eine Basis von V, und sei C eine
Basis von W. Für bÎ B und cÎ C seij[b, c] Î HomK(V,W) jene lineare Abbildung,
diej[b, c](b) = c undj[b, c](b¢) = 0 für alle b¢ Î B � {b} erfüllt. Dann gilt:

(1) Die Menge D= {j[b, c] | bÎ B, cÎ C} ist linear unabhängig.
(2) D ist genau dann eine Basis vonHomK(V,W), wenn V endlichdimensional

oder W= {0} ist.

2. Der Dualraum

DEFINITION 17.5. SeiV ein Vektorraum überK. Der Dualraumvon V ist definiert
durchVø := Hom(V, K).

Vø ist also die Menge aller linearen Abbildungen vonV in den eindimensionalen Vek-
torraumK.
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DEFINITION 17.6. SeiV ein endlichdimensionaler Vektorraum mit BasisB = (b1,¼, bn).
Wir definieren nunBø = (bø1,¼, bøn) als Folge von Vektoren inVø. Dazu sei für
i Î {1,¼, n} die Abbildungbøi Î Vø jener Homomorphismus vonV nachK, der

bøi(bi) = 1, bøi(b j) = 0 für j ¹ i.

erfüllt.

LEMMA 17.7. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum mit Basis B= (b1,¼, bn),
sei Bø = (bø1,¼, bøn) wie in Definition 17.6, und sei xÎ V. Dann gilt:

(1) bøi(x) = (x)B[i].

(2) j(x) =
n

â
i=1

j(bi) * bøi(x).

Beweis:(1) Sei(y1,¼, yn) := (x)B. Dann gilt
nâ

i=1

bøi(x) * bi =
nâ

i=1

bøiI
nâ

j=1

yj * b jM * bi

=
nâ

i=1

I nâ
j=1

yj * bøi(b j)M * bi

=
nâ

i=1

yi * bi

= x.

Also gilt (bø1(x),¼, bøn(x)) = (x)B.

(2): Es gilt
n

â
i=1

j(bi) × b
ø

i(x) =
n

â
i=1

j(bi) × (x)B[i]

= jI nâ
i=1

(x)B[i] * biM
= j(x).

à

SATZ 17.8. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum, B eine Basis vonV, und Bø

wie in Definition 17.6. Dann ist Bø eine Basis von Vø.

Beweis:Wir zeigen als erstes, dassBø linear unabhängig ist. SeienΛ1,¼,Λn Î K so,
dassÚn

i=1 Λib
ø

i = 0. Sei j Î {1,¼, n}. Es gilt 0= Ún
i=1 Λib

ø

i(b j) = Λ j . Also istBø linear
unabhängig. Wegen Lemma 17.7 (2) gilt fürj Î Vø, dassj = Ún

i=1 j(bi) * bøi, also ist
j Î L(Bø). à
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Für einen endlichdimensionalen Vektorraum bezeichnen wirBø als diezu B duale
Basis von Vø. Die Koordinaten eines Elements vonVø bezüglichBø lassen sich mit
Lemma 17.7 berechnen: Für jedesj Î Vø gilt (j)Bø = (j(b1),¼,j(bn)), oder, anders
geschrieben,

(17.1) (j)Bø[i] = j(bi).

Wir halten noch eine Folgerung von Satz 17.8 fest:

KOROLLAR 17.9. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum. Dann giltdim(V) =
dim(Vø).

DEFINITION 17.10. SeienV,W Vektorräume über dem KörperK, und seif : V ®W
ein Homomorphismus. Wir definieren diezu f duale Abbildung fø durch

f ø : Wø � Vø

j S� f ø(j),

f ø(j) : V � K
v S� j( f (v)).

Es gilt also f ø(j) = j ë f . Somit ist f ø(j) wieder eine lineare Abbildung, und liegt
daher inVø.

Wir werden nun sehen, dassf ø nicht nur eine Funktion, sondern sogar ein Homomor-
phismus vonWø nachVø ist.

LEMMA 17.11. Seien V ,W Vektorräume über dem Körper K, und sei f: V ®W ein
Homomorphismus. Dann gilt fø Î Hom(Wø,Vø).

Beweisskizze:Fürj1,j2,j ÎWø, v Î V, Α Î K rechnet man nach:f ø(j1 + j2) (v) =
f ø(j1) (v) + f ø(j2) (v) und f ø(Α * j)(v) = (Α * f ø(j)) (v). à

SATZ 17.12. Seien V,W endlichdimensionale Vektorräume über dem KörperK mit
dim(V) > 0, dim(W) > 0, und sei f: V ®W ein Homomorphismus, B eine Basis von
V, und C eine Basis von W. Dann gilt

Sfø(C
ø, Bø) = (Sf (B,C))T.

Beweis:Sei B = (b1,¼, bm), C = (c1,¼, cn), und seii Î {1,¼, m}, j Î {1,¼, n}.
Dann gilt Sfø(C

ø, Bø) [i, j ] = ( f ø(cøj))Bø[i]. Wegen Gleichung (17.1) ist das gleich
f ø(cøj) (bi) = (c

ø

jë f ) (bi) = cøj( f (bi)). Wegen Lemma 17.7 (1) ist das gleich( f (bi))C[ j] =
Sf (B,C)[ j, i]. à

3. Der Bidualraum

DEFINITION 17.13. SeiV ein Vektorraum überK. DerBidualraumvonV ist definiert
als(Vø)ø, und wird auch einfacher mitVøø bezeichnet.
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SATZ 17.14. Sei V ein Vektorraum über K, und seiF : V ® Vøø gegeben durch

F : V � Vøø

v S� F(v),

wobei
F(v) : Vø � K

j S� j(v).
Dann istF ein Monomorphismus von V nach Vøø. Wenn V endlichdimensional ist, ist
F sogar ein Isomorphismus.

Beweisskizze:Wir zeigen als erstes, dasss für jedesv Î V die AbbildungF(v) eine
lineare Abbildung vonVø nachV ist. Dazu zeigen wir, dass für alle Homomorphismen
j1,j2 : V ® K gilt, dassF(v) (j1 + j2) = F(v) (j1) + F(v) (j1).

Um zu zeigen, dassF linear ist, zeigen wir, dass für allev1, v2 Î V undj Î Vø gilt,
dassF(v1 + v2) (j) = F(v1) (j) + F(v2) (j). à

Für v Î V undj Î Vø gilt alsoF(v) (j) = j(v). Vektorräume, für dieF ein Isomor-
phismus vonV nachVøø ist, heißenreflexiv. Jeder endlichdimensionale Vektorraum
ist also reflexiv.



Teil 6

Vektorräume mit Skalarprodukt





KAPITEL 18

Euklidische Vektorräume

1. Orthogonale Matrizen

DEFINITION 18.1. Sein Î N, A Î Rn´n. Die Matrix A ist orthogonal:Û AT × A = En.

LEMMA 18.2. Sei nÎ N, AÎ Rn´n. Dann sind äquivalent:

(1) A ist orthogonal.
(2) Die Spalten von A sind eine Orthonormalbasis vonRn.
(3) Die Zeilen von A sind eine Orthonormalbasis vonRn.

DEFINITION 18.3. Seij : Rn ® Rn. Die Funktionj ist eineIsometrie, wenn für alle
x, yÎ Rn gilt: ||j(x) - j(y)|| = ||x- y||.

SATZ 18.4. Sei nÎ N, und seij : Rn ® Rn eine lineare Abbildung. Dann istj genau
dann eine Isometrie, wenn Sj(E, E) eine orthogonale Matrix ist.

Wir werden im folgenden das SkalarproduktXx, y\ von zwei Vektoren imRn auch als
xT × y schreiben.

Beweis von Satz 18.4:Sei A := Sj(E, E). Seien nunj eine Isometrie, undx, y Î Rn.
Dann gilt ||A × (x + y) - A × 0|| = ||(x + y) - 0||, da j eine Isometrie ist. Also giltXA × x+ A × y, A × x+ A × y\ = Xx+ y, x+ y\, und somit

XA × x, A × x\ + 2XA × x, A × y\ + XA × y, A × y\ = Xx, x\ + 2Xx, y\ + Xy, y\.
Daj eine Isometrie ist undj(0) = 0, gilt ||A × x|| = ||x|| und ||A × y|| = ||y||. Somit gilt

XA × x, A × y\ = Xx, y\.
Also gilt xT × AT × A × y = xT × y. Wenn wir nunx := ei, y := ej setzen, so erhalten wir
(ei ×A

T) × (A × ej ) = ∆(i, j ). Somit steht in den Spalten vonA eine Orthonormalbasis von
Rn, undA ist daher orthogonal.

Sei nun umgekehrtA eine orthogonale Matrix. Dann gilt||A×x-A×y||2 = ||A× (x-y)||2 =
(x- y)T × AT × A × (x- y) = (x- y)T × En × (x- y) = (x- y)T × (x- y) = ||x- y||2. à

2. Euklidische Räume

Wir werden nun auch Skalarprodukte auf anderen Räumen alsRn brauchen:
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DEFINITION 18.5. SeiV ein Vektorraum überR, und seiX. | .\ : V ´ V ® R. Diese
Abbildung ist genau dann einSkalarprodukt auf V, wenn für allex, x¢, y Î V und
Α Î R gilt:

(1) Xx+ x¢ | y\ = Xx | y\ + Xx¢ | y\,
(2) XΑ * x | y\ = ΑXx | y\,
(3) Xx | y\ = Xy | x\,
(4) wennx ¹ 0, so giltXx | x\ > 0.

Ein Euklidischer Raumist ein Paar(V,X. | .\) aus einem VektorraumV überR und
einem Skalarprodukt aufV.

Mit Xx, y\ bezeichnen wir, wie bisher, nur das Skalarprodukt aufRn, das durchXx, y\ :=
xT × y = Ún

i=1 xiyi definiert ist.

Für jedes Elementx eines Euklidischen Raums definieren wir||x|| :=
0Xx | x\. Eine

Orthonormalbasiseines Euklidischen Raums ist eine BasisB, sodassXb | b\ = 1 für
allebÎ B, undXb | c\ = 0 für b, cÎ B mit b ¹ c.

SATZ 18.6. Sei(V,X. | .\) ein endlichdimensionaler Euklidischer Raum. Dann besitztV
eine Orthonormalbasis.

Beweisskizze:Gram-Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren.

LEMMA 18.7. Sei(V,X. | .\) ein endlichdimensionaler Euklidischer Raum, und sei B=
(b1,¼, bn) eine Orthonormalbasis von(V,X. | .\). Dann gilt für alle x, yÎ V: Xx | y\ =X(x)B, (y)B\.
Beweis:Sei n := dim(V). Es gilt Xx | y\ = XÚn

i=1(x)B[i] * bi | Ún
j=1(x)B[ j] * b j\ =Ún

i=1Ún
j=1(x)B[i] (x)B[ j] Xbi | b j\ = Ún

i=1(x)B[i] (x)B[i] = X(x)B, (y)B\. à
3. Selbstadjungierte Operatoren

DEFINITION 18.8. Sei(V,X. | .\) ein Euklidischer Raum, und seij : V ® V ein En-
domorphismus. Die Abbildungj heißtselbstadjungiert, wenn für allex, y Î V gilt:Xj(x) | y\ = Xx | j(y)\.
SATZ 18.9. Sei (V,X. | .\) ein endlichdimensionaler Euklidischer Raum, seij : V ®
V ein Endomorphismus, und sei B eine Orthonormalbasis von(V,X. | .\). Dann sind
äquivalent:

(1) j ist selbstadjungiert.
(2) A := Sj(B, B) ist symmetrisch (das heißt, es gilt AT = A).

Beweis:(1)Þ(2): Für allex, y Î V gilt Xj(x) | y\ = Xx | j(y)\, also X(j(x))B, (y)B\ =X(x)B, (j(y))B\, und somitXA × (x)B, (y)B\ = X(x)B, A × (y)B\. Für x := bi undy := b j gilt
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alsoXA × ei, ej\ = Xei, A × ej\, und somiteT
i × A

T × ej = eT
i × A × ej , alsoAT(i, j ) = A(i, j ).

Die Matrix A ist also symmetrisch.

(2)Þ(1): Xj(x) | y\ = X(j(x))B, (y)B\ = (A × (x)B)T × (y)B = (x)TB ×AT × (y)B = (x)
T
B ×A × (y)B =X(x)B, A × (y)B\ = X(x)B, (j(y))B\ = Xx | j(y)\. à

LEMMA 18.10. Sei AÎ Rn´n so, dass A= AT . SeiΛ Î C ein Eigenwert von A, das

heißt, seiΛ Î C so, dass es ein xÎ Cn � {J 0
¶
0
N} mit A × x = Λ * x gibt. Dann giltΛ Î R.

Außerdem gibt es yÎ Rn mit y¹ 0 und A× y = Λ * y

Beweis:Für y = (y1,¼, yn) Î C
n und z = (z1,¼, zn) Î C

n bezeichen wir mitz :=
(z1,¼, zn) den Vektor mit den konjugiert komplexen Einträgen, und mityT × zdie ZahlÚn

i=1 yizi. Da x ¹ 0, gilt xT × x Î R und xT × x > 0. WegenA = AT gilt Λ(xT × x) =
(Λ * x)T × x = (A × x)T × x = (xT × AT) × x = xT × (AT × x) = xT × (A × x) = xT × (A × x) =
xT × (Λ * x) = xT × (Λ * x) = Λ(xT × x). Somit giltΛ = Λ, und damitΛ Î R. Die Matrix
A- Λ * E ist also inCn´n nicht invertierbar, da ihre Spalten linear abhängige Vektoren
in Cn sind. Damit ist die MatrixA - Λ * E auch inRn´n nicht invertierbar, und somit
gibt esy Î Rn mit y ¹ 0 undA × y = Λ * y. à

DEFINITION 18.11. SeiV ein Vektorraum überK, undj : V ® V ein Endomor-
phismus. EinΛ Î K ist ein Eigenwertvon j, wenn es einv Î V mit v ¹ 0 gibt,
sodassj(v) = Λ * v. Ein v Î V ist einEigenvektorvonj, wenn esΛ Î K gibt, sodass
j(v) = Λ * v.

LEMMA 18.12.Sei(V,X. | .\) ein endlichdimensionaler Euklidischer Raum mitdim(V) >
0, und seij : V ® V ein selbstadjungierter Endomorphismus. Dann besitztj einen
Eigenvektor in V.

Beweis:SeiC eine Orthonormalbasis vonV, n := dim(V), und seiA := Sj(C,C). Die
Matrix A liegt in Rn´n und ist wegen Satz 18.9 symmetrisch. Da inC das characteri-

stische PolynomcA zumindest eine Nullstelle hat, gibt esΛ Î C und x Î Cn � {J 0
¶
0
N},

sodassA × x = Λ * x. Wegen Lemma 18.10 giltΛ Î R, und es gibty Î Rn mit y ¹ 0,
sodassA × y = Λ * y. Sei nunv Î V so, dass(v)C = y. Dann istv ein Eigenvektor vonj
zum EigenwertΛ. à

SATZ 18.13 (Hauptachsentransformation für selbstadjungierteOperatoren).
Sei (V,X. | .\) ein endlichdimensionaler Euklidischer Raum mitdim(V) > 0, und sei
j : V ® V ein selbstadjungierter Endomorphismus. Dann besitzt V eine Orthonor-
malbasis, die nur aus Eigenvektoren vonj besteht.

Beweis:Wir beweisen den Satz mit Induktion nach der Dimension vonV. Wenn dim(V) =
1, so wählen wirv Î V mit v ¹ 0. Wir setzenb := 1

||v|| * v, undB := (b). Dann istB eine
Orthonormalbasis. Wegen dim(V) = 1 istb ein Eigenvektor vonV.
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Sei nunn := dim(V) ³ 2. Wegen Lemma 18.12 besitztj einen Eigenvektorv. Wir
bilden nunb1 :=

1
||v|| * v. Wir setzenU1 := L(b1) und

U2 := {b1}
^ = {w Î Rn : Xw | b1\ = 0}.

Wegenb1 ¹ 0 gilt dim(U1) = 1. Für die Abbildungh Î Vø, h(w) := Xw | b1\ gilt h(b1) ¹
0. Also gilt dim(im(h)) = 1, und somit wegen des Homomorphiesatzes dim(U2) =
dim(ker(h)) = n - 1. Wir zeigen nun, dassU2 j-invariant ist. Sei dazuw Î U2. Wir
zeigen, dass auchj(w) in U2 liegt. Es gilt Xj(w) | b1\ = Xw | j(b1)\ = Xw | Λ * b1\ =
ΛXw | b1\ = 0. Also istU2 j-invariant.

Wir zeigen nunU1 ÈU2 = {0}. Seiw Î U1 ÈU2. Wegenw Î U1 gibt esΜ Î R, sodass
w = Μ * b1. Dann gilt 0= Xw | b1\ = XΜ * b1 | b1\ = ΜXb1 | b1\ = Μ, alsow = 0. Also ist
die SummeU = U1 ∔ U2 direkt. Da dim(U ) = dim(U1) + dim(U2) = 1+ (n- 1), gilt
U = V. Der VektorraumV ist also die direkte Summe vonU1 undU2.

Nun ist (U2, X. | .\|U2´U2
) ein Euklidischer Raum. Der Endomorphismusj2 := j|U2

ist
selbstadjungiert. Nach Induktionsvoraussetzung besitztalso (U2, X. | .\|U2´U2

) eine Or-
thonormalbasisB2, die aus lauter Eigenvektoren vonj2, und damit vonj, besteht.

Insgesamt bildet{b1}ÇB2 also eine Orthonormalbasis vonV, die nur aus Eigenvektoren
vonj besteht.à

KOROLLAR 18.14. Sei AÎ Rn´n so, dass A= AT . Dann gibt es eine orthogonale
Matrix Q Î Rn´n, sodass QT × A ×Q eine Diagonalmatrix inRn´n ist.

Beweis:Seij := hA. SeiB eine Orthonormalbasis desRn, die aus Eigenvektoren von
hA besteht. Wir schreiben diese Vektoren in die Spalten vonQ. SeiD := ShA

(B, B). Es
gilt dannD = Q-1 × A ×Q. DaQ eine orthogonale Matrix ist, giltQ-1 = QT . à

BEISPIEL 18.15. Wir zeigen in folgendem Beispiel, wie man diese Diagonalmatrix
tatsächlich finden kann.

Wir berechnen im folgenden Beispiel eine Orthonormalbasisaus Eigenvektoren der
Matrix A.

A = {{326/125, 672/625,-504/625},A = {{326/125, 672/625,-504/625},A = {{326/125, 672/625,-504/625},
{672/625,-3216/3125, 2412/3125},{672/625,-3216/3125, 2412/3125},{672/625,-3216/3125, 2412/3125},
{-504/625, 2412/3125,-1809/3125}}{-504/625, 2412/3125,-1809/3125}}{-504/625, 2412/3125,-1809/3125}}

99326
125,

672
625,-

504
625= , 9672

625,-
3216
3125,

2412
3125= , 9-504

625,
2412
3125,-

1809
3125==

MatrixForm[A]MatrixForm[A]MatrixForm[A]

æçççççç
è

326
125

672
625 -504

625
672
625 -3216

3125
2412
3125

-504
625

2412
3125 -1809

3125

ö÷÷÷÷÷÷
ø

Wir berechnen als erstes einen Eigenwert und einen Eigenvektor vonA.

cA = CharacteristicPolynomial[A, t]cA = CharacteristicPolynomial[A, t]cA = CharacteristicPolynomial[A, t]
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6t + t2 - t3

Wir berechnen die Eigenvektoren zum Eigenwert 0.

U1 = NullSpace[A - 0 * IdentityMatrix[3]]U1 = NullSpace[A - 0 * IdentityMatrix[3]]U1 = NullSpace[A - 0 * IdentityMatrix[3]]

990, 3
4, 1==

Wir wählen einen Vektor daraus als Vektor b1

b1= U1[[1]]b1= U1[[1]]b1= U1[[1]]

90, 3
4, 1=

Der Orthogonalraum von b1 ist U2. Wir wissen, dass auch dieser Raum wieder h_A-
invariant ist.

U2 = NullSpace[{b1}]U2 = NullSpace[{b1}]U2 = NullSpace[{b1}]

990,-4
3, 1= , {1, 0, 0}=

Wir berechnen nun irgendeine Basis von U2 mit dem Ziel, einenEigenvektor von A
zu erhalten, der in U2 liegt

C2= Transpose[U2]C2= Transpose[U2]C2= Transpose[U2]

9{0, 1}, 9-4
3, 0= , {1, 0}=

Wir berechnen nun die Darstellungsmatrix von h_A bezueglich der Basis C2

col1= LinearSolve[C2, A.U2[[1]]]col1= LinearSolve[C2, A.U2[[1]]]col1= LinearSolve[C2, A.U2[[1]]]

9-201
125,-

56
25=

col2= LinearSolve[C2, A.U2[[2]]]col2= LinearSolve[C2, A.U2[[2]]]col2= LinearSolve[C2, A.U2[[2]]]

9-504
625,

326
125=

ShC2C2= Transpose[{col1, col2}]ShC2C2= Transpose[{col1, col2}]ShC2C2= Transpose[{col1, col2}]

99-201
125,-

504
625= , 9-56

25, 326
125==

MatrixForm[ShC2C2]MatrixForm[ShC2C2]MatrixForm[ShC2C2]

K -201
125 -

504
625

-56
25

326
125
O

Wir berechnen nun einen Eigenvektor von S_h(C2, C2)

c = CharacteristicPolynomial[ShC2C2, t]c = CharacteristicPolynomial[ShC2C2, t]c = CharacteristicPolynomial[ShC2C2, t]

-6- t + t2

Factor[c]Factor[c]Factor[c]

(-3+ t)(2+ t)

U21bzglC2= NullSpace[ShC2C2+ 2 * IdentityMatrix[2]]U21bzglC2= NullSpace[ShC2C2+ 2 * IdentityMatrix[2]]U21bzglC2= NullSpace[ShC2C2+ 2 * IdentityMatrix[2]]
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9972
35, 1==

Aus diesem Eigenvektor von S_h (C2,C2) erhalten wir einen Eigenvektor von A, der
in U2 liegt

b2= C2.U21bzglC2[[1]]b2= C2.U21bzglC2[[1]]b2= C2.U21bzglC2[[1]]

91,-96
35, 72

35=
Nun betrachten wir den h_A-invarianten Unterraum U3 von U2 aller der Vektoren, die
in U2 liegen und normal auf b2 stehen. Das ist genau das orthogonale Komplement
von {b1,b2}

U3 = NullSpace[{b1, b2}]U3 = NullSpace[{b1, b2}]U3 = NullSpace[{b1, b2}]

99-40
7 ,-4

3, 1==
b3 = U3[[1]]b3 = U3[[1]]b3 = U3[[1]]

9-40
7 ,-4

3, 1=
Wir berechnen nun noch eine Basis C3 von U3.

C3= Transpose[U3]C3= Transpose[U3]C3= Transpose[U3]

99-40
7 = , 9-4

3= , {1}=
ShC3C3= LinearSolve[C3, A.U3[[1]]]ShC3C3= LinearSolve[C3, A.U3[[1]]]ShC3C3= LinearSolve[C3, A.U3[[1]]]

{3}

Die Vektoren b1,b2,b3 normieren wir nun; so erhalten wir diegewuenschte Orthonor-
malbasis. Diese Basis schreiben wir in die Spalten von Q.

Q = Transpose[{1/Sqrt[(b1.b1)] * b1, 1/Sqrt[(b2.b2)] * b2,Q = Transpose[{1/Sqrt[(b1.b1)] * b1, 1/Sqrt[(b2.b2)] * b2,Q = Transpose[{1/Sqrt[(b1.b1)] * b1, 1/Sqrt[(b2.b2)] * b2,
1/Sqrt[(b3.b3)] * b3}]1/Sqrt[(b3.b3)] * b3}]1/Sqrt[(b3.b3)] * b3}]

990, 7
25,-24

25= , 935,- 96
125,-

28
125= , 945, 72

125,
21
125==

DD = Transpose[Q].A.QDD = Transpose[Q].A.QDD = Transpose[Q].A.Q

{{0, 0, 0}, {0,-2, 0}, {0,0, 3}}

SATZ 18.16. Sei(V,X. | .\) ein Euklidischer Vektorraum, und seij ein selbstadjungier-
ter Operator. Dann sind Eigenvektoren vonj, die zu verschiedenen Eigenwerten von
A gehören, aufeinander orthogonal.

Beweis:Sei j(v1) = Λ1 * v1, j(v2) = Λ2 * v2 mit Λ1 ¹ Λ2. Dann gilt Λ1Xv1 | v2\ =XΛ1 * v1 | v2\ = Xj(v1) | v2\ = Xv1 | j(v2)\ = Xv1 | Λ2 * v2\ = Λ2Xv1 | v2\. WegenΛ1 ¹ Λ2 giltXv1 | v2\ = 0.à
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4. Positiv definite Matrizen

DEFINITION 18.17. SeiA Î Rn´n. Die MatrixA istpositiv definit, wenn für allex Î Rn

mit x ¹ 0 gilt xT × A × x > 0.

Positiv definite Matrizen sind regulär: wenn nämlich die Spalten linear abhängig sind,
so gibt esx ¹ 0 mit A × x = 0 und somitxT × A × x = 0. Wegen Lemma 18.10 sind alle
komplexen Nullstellen des charakteristischen Polynoms einer symmetrischen Matrix
reell. Aus ihren Vorzeichen kann man auch die positive Definitheit einer symmetri-
schen MatrixA ablesen.

SATZ 18.18. Sei nÎ N, und sei AÎ Rn´n mit AT = A. Dann sind äquivalent:

(1) A ist positiv definit.
(2) Alle Eigenwerte von A sind positiv.
(3) Es existiert CÎ GL(n,R), sodass CT = C und A= CT ×C = C2.
(4) Es existiert FÎ GL(n,R), sodass A= FT × F.

Beweis:(1)Þ(2): SeiΛ ein Eigenwert vonA, und seix Î Rn � {J 0
¶
0
N} so, dassA×x = Λ*x.

Dann gilt 0< xT × A × x = xT × (Λ * x) = Λ(xT × x). WegenxT × x ³ 0 bedeutet das, dass
Λ > 0 ist.

(2)Þ(3): DaA symmetrisch ist, gibt es eine nach Koollar 18.14 eine orthogonale Ma-
trix Q Î Rn´n und eine DiagonalmatrixD Î Rn´n, sodassA = Q × D × QT . Sei
D = diag(d1,¼, dn). WegenA × (Q × ei) = Q × D × ei = Q × (di * ei) = di * (Q × ei)
sind alledi Eigenwerte vonA. Also sind alledi > 0. Sei

W := diag(
1

d1,¼,
1

dn).

Dann giltWT ×W = D. Sei nun

C := Q ×W ×QT .

Wegen det(W) > 0 istW invertierbar. Somit ist auchC invertierbar. Es gilt

CT = Q ×WT ×QT

= (QT)T ×W ×QT

= C.

Folglich istC symmetrisch. Es giltCT ×C = Q ×WT ×QT ×Q ×W ×QT = Q ×WT ×W ×QT =
Q × D ×QT = A. Somit gilt (3)

(3)Þ(4): Die Matrix F := C leistet das Gewünschte.

(4)Þ(1): Seix Î Rn mit x ¹ 0. Es giltxT × A × x = xT × FT × F × x = (F × x)T × (F × x). Da
F invertierbar ist, istF × x ¹ 0, also ist(F × x)T × (F × x) > 0.à
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DEFINITION 18.19. SeiA Î Rn´n, und seik Î {1,¼, n}. Der k-te Hauptminor von A
ist die Determinante derk´ k-Matrix B, die durchB[i, j ] := A[i, j ] für i, j Î {1,¼, k}
definiert ist.

Derk-te Hauptminor ist also die Determinante des nordwestlichen k´ k-Ecks vonA.

LEMMA 18.20. Sei AÎ Rn´n, BÎ GL(n- 1,R), cÎ Rn-1 und dÎ R so, dass

A =

æçççççççççç
è

|
B c

|
— cT — d

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

.

Dann giltdet(A) = det(B) × (d - cT × B-1 × c).

Beweis:Seia := -B-1 × c, und seiX die Matrix, die durch

X :=

æçççççççççç
è

|
B-1 a

|
— 0 — 1

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

definiert ist. Durch Entwickeln nach der letzten Zeile erhält man det(X) = det(B-1). Es
gilt

A × X =

æçççççççççç
è

|
B c

|
— cT — d

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

×

æçççççççççç
è

|
B-1 a

|
— 0 — 1

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

=

æçççççççççç
è

|
En-1 B × a+ c

|
— cT × B-1 — cT × a+ d

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

=

æçççççççççç
è

|
En-1 0

|
— cT × B-1 — -cT × B-1 × c+ d

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

.

Die Determinate der letzten Matrix kann man durch Entwickeln nach der letzten Spalte
ausrechnen. Es gilt also

det(A) × det(X) = -cT × B-1 × c+ d.

Somit gilt wegen det(X) = 1
det(B) die Gleichheit det(A) = det(B) × (-cT × B-1 × c+ d).

SATZ 18.21. Sei nÎ N, A Î Rn´n, A = AT . Dann sind äquivalent:

(1) A ist positiv definit.
(2) Alle n Hauptminoren von A sind positiv.
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Beweis:(1)Þ(2): Seik Î {1,¼, n}, und seiB Î Rk´k die Matrix, die aus den erstenk
Zeilen der erstenk Spalten vonAbesteht. Wir zeigen nun, dassBpositive Determinante
hat. DaB eine symmetrische Matrix ist, gibt es eine orthogonale Matrix Q Î Rk´k,
sodassD = QT ×B ×Q eine Diagonalmatrix diag(d1,¼, dk) ist, Wir zeigen als nächstes,
dass alledi > 0 sind. DaQ eine orthogonale Matrix ist, ist ihrei-te Spalte, alsoQ × ei,

nicht der Nullvektor. Seiy Î Rn so, dassJ y1
¶

yk
N = Q × ei undyk+1 = µ = yn = 0. DaA

positiv definit ist, gilt

0 < yT × A × y

= (Q × ei)
T × B × (Q × ei)

= eT
i × D × ei

= di.

Wegen det(B) = det(Q)2Õn
i=1 di gilt also auch det(B) > 0.

(2)Þ(1): Wir beweisen diese Implikation mit Induktion nachn. Fürn = 1 erhalten wir,
dassA = (A[1, 1]) ist. Der erste Hauptminor vonA ist A[1, 1]. Wenn diese Zahl positiv
ist, so gilt für allex Î R � {0}, dassA[1, 1] x2 > 0; somit istA positiv definit.

Sei nunn ³ 2. Wir findenc Î Rn-1, d Î R, sodass

A =

æçççççççççç
è

|
B c

|
— cT — d

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

.

Da B symmetrisch ist und alle Hauptminoren vonB positiv sind, istB nach Indukti-

onsvoraussetzung positiv definit. Sei nunx = J x1
¶

xn
N Î Rn mit x ¹ 0. Wir berechnen

xT × A × x.

Wennxn = 0, so gilt

xT × A × x = (x1,¼, xn-1) × B × J x1
¶

xn-1
N.

DaB positiv definit ist, ist das> 0.

Wennxn ¹ 0, so setzen wiry = 1
xn
* x, undz := (y1,¼, yn-1)

T . Wir zeigen nun

(18.1) yT × A × y > 0.
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Dazu berechnen wir als erstesyT × A × y. Es gilt

yT × A × y = yT ×

æçççççççççç
è

|
B c

|
— cT — d

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

× y

= (—zT— , 1) ×

æçççççççççç
è

|
B c

|
— cT — d

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

× J |z|
1
N

= (—zT × B+ cT— , zT × c+ d) × J |z|
1
N

= zT × B × z + cT × z + zT × c + d

= zT × B × z + 2cT × z + d.

(18.2)

DaB symmetrisch und positiv definit ist, gibt es einC Î GL(n-1,R), sodassB = CT ×C
undCT = C. Es gilt XC × z+C-1 × c , C × z+C-1 × c\ ³ 0.

Das bedeutet

zT ×CT ×C × z + 2cT × (C-1)T ×C × z + cT × (C-1)T ×C-1 × c ³ 0.

Wir verwenden nun
CT ×C = B,

(C-1)T ×C = (C-1)T ×CT = (C ×C-1)T = En-1,

und
(C-1)T ×C-1 = (CT)-1 ×C-1 = (C ×CT)-1 = (CT ×C)-1 = B-1,

und erhalten somit

(18.3) zT × B × z + 2cT × z+ cT × B-1 × c ³ 0.

Da alle Hauptminoren vonA positiv sind, habenA undB positive Determinante. Also
folgt aus Lemma 18.20, dassd > cT ×B-1 × c. Somit erhalten wir aus Gleichung (18.3),
dass der letzte Ausdruck in (18.2) positiv ist, dass alsozT × B × z + 2cT × z + d > 0. Es
gilt alsoyT ×A × y > 0, und somitxT ×A × x = x2

n (y
T ×A × y) > 0. Also istA positiv definit.

à



ANHANG A

Programme und Unterlagen

1. Mathematica-Programme

Die Mathematica-FilesGaussDemo6.m (Mathematica 5) undRowRed12.m (Ma-
thematica 7) enthalten Mathematica-Funktionen, die folgende Probleme mit Zwischen-
schritten vorrechnen:

ê Lösen eines linearen Gleichungssystems (Gauss[A,b]).
ê Bestimmen einer Matrix in Zeilenstaffelform, die den gleichen Zeilenraum

wie die eingegebene Matrix hat (RowEchelonForm[A]).
ê Bestimmen einer Matrix in Zeilenstaffelnormalform, die den gleichen Zeilen-

raum wie die eingegebene Matrix hat (RowEchelonNormalForm[A]).
ê Bestimmen der Determinante einer Matrix (DeterminantenDemo[A]).

Die Programme können von Mathematica aus mit<< GaussDemo6.m und
<< RowRed12.m geladen werden.

Sie sind aufhttp://www.algebra.uni-linz.ac.at/Students/
MathInf/vlws05/MathematicaProgramme/ erhältlich und werden den Stu-
dierenden ausschließlich für die Nutzung im Rahmen des Kurses “Lineare Algebra”
zur Verfügung gestellt.

2. Literatur

Es kann hilfreich sein, auch noch andere Unterlagen als das Vorlesungsskriptum zu
kennen. Solche sind etwa (Kommentare dazu in der Vorlesung):

ê Kiyek, Karl-Heinz und Schwarz, Friedrich, Lineare Algebra. Teubner Stu-
dienbücher Mathematik. B. G. Teubner, Stuttgart, 1999. [Kiyek and Schwarz, 1999]
ê Peter Weiss, Lineare Algebra und analytische Geometrie, Rudolf Trauner Ver-

lag, Linz, 1980. [Weiß, 1980]
ê P. Halmos, Finite Dimensional Vector Spaces, D. Van Nostrand Co., Inc.,

Princeton-Toronto-New York-London, 1958. [Halmos, 1958]
ê P. Halmos, Naive Mengenlehre, Vandenhoeck & Ruprecht, Göttingen, 1976.

[Halmos, 1976]
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