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Teil 1

Vektoren und Matrizen






KAPITEL 1

Geometrie in der Ebene und im Raum

1. Koordinaten
Wir beschreiben — nach einer Idee von René Descartes (15860} 4 jeden Punkt in

der Ebene durch ein Paar reeller Zahlen. Die Menge der PaellerrZahlen kirzen
wir mit R x R oderR? ab.

R xR :={(})Ix € R undy € R}.

Fur das Paa(r§) schreiben wir auclx, y). Aus der folgenden Skizze ist ersichtlich, wie
wir jeden Punkt durch ein Zahlenpaar (sekagtesischen Koordinat@meschreiben.

A

Y

2. Vektoren
Wo liegt der PunkC im ParallelogramnABCD, dessen Punkt&, B undD durch

A=(1)B=(2).D=(3)

gegeben sind?



4 1. GEOMETRIE IN DER EBENE UND IM RAUM

Y

Um vonA nachB zu kommen, missen wir 6 nach rechts und 1 nach oben gehen.

AB=(3)-(1)=(3)
Wenn wir vonD starten und um 6 nach rechts und 1 nach oben gehen, landeeiwir b
C.
C=D+AB=(3)+(%)=(2)
Wir bemerken, dass wir ein Paar reeller Zahlen, wie e(t@)averwenden, um zwei
verschiedene Dinge zu beschreiben:

« Den Punkt, der um 6 Langeneinheiten rechts und um 1 Landasieiiber
dem Punk(}) liegt.
- Den Weg Yekto) von (1) nach( ).

In Mathematica werden Vektoren als Listen dargestellt.

In[1]:= a = {1, 1};
In[2]:= Db = {7, 2};
In[3]:=d = {3, 4};
Inf4]:=ab =b - a
Qut[4]= {6, 1}

In[B]:=¢c =d + ab
Qut[5]= {9, 5}
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3. Die Lange eines Vektors

Wir |6sen folgendes Beispiel:

Herr A geht von( $) aus 1 Einheit in Richtung Stidosten. Wo landet
er?

“Richtung Suidosten” heiRt “in Richtun@?, ). Allerdings hat( %) die Langev2 ~
1.41421. Daher hat = \/% +(4) die Lange 1 und zeigt auch in Richtung Stidosten.
Herr Alandet also im PunkZ, den wir uns mit

ausrechnen.

Wir Uberlegen uns jetzt, wie lange der Veki{g) ist. Das heif3t, wir wollen wissen,
wie lange in einem Dreieck, in dem die Seiten mit den Larngendb einen rechten
Winkel einschlie3en, die dem rechten Winkel gegeniibexheg Seite ist. Vergessen
wir kurz unsere klassische Bildung, und zeichnen wir ein @aiamit Seitenlange
a+b.

a+b

a+b

Jetzt unterteilen wir jede der vier Quadratseiten in eirciStler Lange und ein Stiick
der Langeb.
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b a
b
a
' a
b
a © b
Wir verbinden die vier Teilungspunkte.
b a
b
a
a
b
a b

Das innere jetzt eingezeichnete Viereck ist ein Quadras.Kdan man so begrinden:
wenn man die ganze Zeichnung unt @@gen den Uhrzeigersinn dreht, kommt das
innere Viereck auf sich selbst zu liegen: daher sind alleWmkel des inneren Vier-
ecks gleich grof3. In jedem Dreieck ist die Winkelsumme’180d daher ist in jedem
Viereck die Winkelsumme 360Also ist jeder Winkel des inneren Vierecks gleich
% = 90. Seix die Lange des Vektor$). Dann hat das innere Viereck die Flaoie

Jedes der vier rechtwinkeligen Dreiecke hat die FI@Qe
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b a

Flache= 2

Das innere Viereck und die vier rechtwinkeligen Dreieclgeben zusammen die Fla-
che des grofRen Quadrats mit der Seitenléangd, also gilt

X2 + 4%b = (a+b)2.

Das heif3t
X2 +2ab=a?+2ab+b?
also
X = a + 1.
Mit diesem Zusammenhang, dem Satz des Pythagoras (Py#sagom Samos, 6. Jh.
v. Chr), kénnen wir die Lange des Vektorg §) ausrechnen.

Wir kiirzen die Lange des Vekto¢§) mit Il () Il ab. Es gilt dann
(&)l =+ a®+ b2

4. Trigonometrie

In der Trigonometriegeht es darum, wie man — rechnerisch — aus den gegebenen Sei-
tenlangen und Winkeln eines Dreiecks die restlichen Séibgren und Winkel bestim-

men kann. Wenn man etwa von einem Dreieck die Langen der diteirSkennt, dann

ist das Dreieck dadurch eindeutig bestimmt: die Winkel desidgks sind also durch

die Langen der drei Seiten festgelegt. (Wie konstruiert iarmreieck, das durch die

drei Seitenlangen gegeben ist?) Ebenso ist ein Dreick dadngstimmt, dass man ei-

ne Seite und die beiden daran anliegenden Winkel kennt. Kénhstruiert man dieses
Dreieck?) Uns geht es jetzt darum, die fehlenden Seiteel&ngd Winkel auszurech-
nen. Dabei geht man so vor:
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(1) Man tabelliert den Zusammenhang zwischen den Seitgatinnd den Win-
keln flr rechtwinkelige Dreiecke. Dazu braucht man\dliekelfunktionersin
(Sinus) und cos (Cosinus).

(2) Man baut sich alle anderen Dreiecke aus rechtwinkelidyeiecken zusam-
men. Da dieses Zusammenbauen aber immer gleich funktipmacht man
es einmal fur alle Dreiecke. Man gewinnt so zwei Zusammegéawischen
Seitenlangen und Winkeln eines Dreiecks: darsinussatzind denSinus-
satz Diese beiden Satze reichen aus, um alle trigonometriser@rieme zu

[6sen.

4.1. Winkel. Winkel misst man nicht nur in Grad)( sondern auch ifRadiant
(rad). Dabei wird der Winkel durch die Lange des zugehdrigegens am Einheits-
kreis, dem Kreis mit Radius 1, angegeben.

— a = Lange des Bogens

Dabei entsprechen 186em Winkelr rad. Demzufolge ist"1= 55 rad , und 1 rad~
57.2958.



4. TRIGONOMETRIE 9

4.2. Winkelfunktionen.

Py = (Shi20))
sind20 \\(

20\

cog12¢) 1

Gegebenist ein Winked Der auf dem Kreis mit Mittelpunl(tg) und Radius 1 liegende
PunktP, hat dann die Koordinate{y ). Nach dem Satz des Pythagoras gilt fiir jeden
Winkel x:

(sin(X))? + (cogx))? = 1.
In einem rechtwinkeligen Dreieck heil3t die dem rechten \Wirdegentberliegende

Seite auclHypotenusedie beiden dem rechten Winkel anliegenden Seiten hé{@en
theten

UBUNGSAUFGABEN1.1.

(1) Ein Kletterer kann Wande mit einer Neigung von maximdl B&steigen. Schafft er eine Pyramide mit einer qua-
dratischen Grundflache von 784 mnd einer Hohe von 40 m?

4.3. Zusammenhang zwischen Seitenlangen und Winkeln einBseiecks. Wir
sagen, dass drei Punkte éwneieckbilden, wenn sie nicht alle drei auf einer Geraden
liegen. In einem Dreieck bezeichnet man oft die LAngen diéeiSenita, b, ¢, und den
der Seite mit LAng@ gegentber liegenden Winkel mit den der Seite mit Lange
gegeniber liegenden Winkel nfit und den der Seite mit Langegegenuber liegen-
den Winkel mity. Die Seiten sind Ublicherweisggegen den Uhrzeigersimit a, b, ¢
beschriftet.
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C

Der Cosinussatz l6st folgendes Problem:

« Gegeben: Seitenlangen b eines Dreiecks und der eingeschlossene Winkel

V-
« Gesucht: Die fehlende Seitenlange

C

Wir betrachten zunéchst den Falk 90°, o < 90°. Wir zeichnen in ein solches Dreieck
die Hohe aub und erhalten aus dem Satz des Pythagoras:

¢® = (b-acogy))’ + (asin(y)y,
also
= b? - 2abcogy) + a(cogy))? + a%(sin(y))?

= b? - 2abcogy) + & ((cogy))* + (sin(y))?)
b? — 2abcogy) + 1a°
= a’+b’-2abcogy).

AEIAT CERTAIRT ¥
I

FurdenFally <9

Q

unda > 90 zeichnen wir die Hohe awf und erhalten:

= (a-bcogy))® + (bsiny))?

= a’-2bacogy) + b?(cogy))? + bA(sin(y))?
a® — 2bacogy) + b* ((cogy))* + (sin(y))?)
= a’-2bacogy)+ 1b?

= a’+b?>-2abcogy).

Q. Q. Q. O O
(OIS CRERE CRIRS N
Il

N
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Zuletzt betrachten wir den Fafl> 90°. Wir zeichnen in ein solches Dreieck die Hohe
aufbund erhalten:

= (b+acog180 - y))? + (asin(180 — y))?
= (b-acogy))® + (asiny))’

= b? - 2abcogy) + a?(cogy))? + a’(sin(y))?
b® — 2abcogy) + & ((cogy))* + (sin(y))?)
= b?-2abcogy) + 1a°

= a’+b?>-2abcogy).

Insgesamt haben wir folgenden Satz bewiesen:

SATz 1.2 (Cosinussatz)Wir bezeichnen die Ladngen der Seiten eines Dreiecks mit a,
b, ¢, und wir bezeichnen den der Seite mit Ldnge ¢ gegenidyamiden Winkel mijt.
Dann gilt

PBXYRXYRXYDYR
I

¢? = a® + b?> — 2abcogy).

Man findet mit dem Cosinussagzwenna, bundc gegeben sind. Zu jedeye [-1, 1]
gibt es genau eir € [0, 7], sodass cdg) = .

4.4. Der Sinussatz.Der Sinussatz I6st folgendes Problem:

« Gegebena, 3, a
« Gesuchtb.

A

Wir betrachten das rechtwinklige DreiedlieC und erhalten
h = bsin(a).
Mit dem DreieckFBC finden wir
h = asin(g).
Es gilt alsobsin(@) = asin(B). Sowohl sirie) also auch sig8) sind ungleich 0, da in

einem Dreieck kein WinkelOoder 180 sein kann. (Wir haben Dreiecke so definiert,
dass die drei Punkte nicht auf einer Geraden liegen.) Ealgit

a b
sin@)  sin@B)’
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Wenn man die gleiche Uberlegung mit der Hohe aufacht, erhalt ma@ibm = Sir;y).

SATz 1.3 (Sinussatz)Wir bezeichnen die Langen der Seiten eines Dreiecks mita, b,
den der Seite mit Lange a gegenuber liegenden Winket,rdien der Seite mit Lange b
gegenuber liegenden Winkel rijtund den der Seite mit Lange ¢ gegenuber liegenden
Winkel mity. Sei d der Durchmesser des Umkreises des Dreiecks. Dann gilt

a b ¢
sine sing siny

Wir Uberlegen uns jetzt, wie man Sinus- und Cosinussatzthenkann, um die feh-
lenden Winkel und Seitenlangen eines Dreiecks zu berechneten Dreiecken der
folgenden Beispiele bezeichnen wir die LaAngen der Seitéa,mj ¢, und wir bezeich-
nen den der Seite mit LAngegegeniber liegenden Winkel mit den der Seite mit
Langeb gegentber liegenden Winkel nfif und den der Seite mit Langsgegenuber
liegenden Winkel mity. Die Seiten seien dabgiegen den Uhrzeigersimmit a, b, ¢
beschriftet.

(1) Es sind die Seitenlangen a, b, ¢ gegebEs:gibt so ein Dreieck, wena <
b+c,b<a+c undc <a+ b. Der Winkela ist dann durch

a’=b?+c?-2bccoga)

eindeutig bestimmt.

(2) Essind eine Seitenlange und zwei Winkel gegebartie Winkelsumme 180
ist, kennt man tatséchlich alle drei Winkel. Sind atsa,, undg gegeben, so
gibt es so ein Dreieck, wenn+ 8 < 7. Man berechney = 7 — « — 8, und
danna undb mithilfe des Sinussatzes.

(3) Es sind zwei Seitenlangen und der eingeschlossene Wirgebg®Es sind
also zum Beispieb, ¢, unda gegeben. Wenb und ¢ positive reelle Zahlen
sind, und O< a < 7 gilt, so gibt es sicher ein solches Dreieck. Man berechnet
danna mithilfe des Cosinussatzes; dann kennt man alle drei Séitgan und
kann mit dem Cosinussatz die verbleibenden Winkel ausethn

(4) Es sind zwei Seitenlangen gegeben, und ein Winkel, deragchion diesen
Seiten eingeschlossene Winkel it:sind also zum Beispie] @ unda gege-
ben. In diesem Fall kann es sein, dass es gar kein, genauerigeadau zwei
Dreiecke mit dem vorgegebenenr unda gibt. Es gibt mehrere Falle:

(a) Es gilta < 90
() Es gilt a = c: Es gibt genau ein Dreieck. Wir erhalténals die
einzige positive Losung von

c® + x> = 2cxcoga) = a.

Es gilt also

b= ccoga) + \/(c coga))® + a® - 2.
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(i) Esgiltcsin(a) < a < c: Es gibt genau zwei Dreiecke. Wir erhalten
die beiden Méglichkeiten fiip als die Lésungen der Gleichung

c® + x> - 2cxcoqa) = @,
also

b, , = ccoga) + \/ aZ — (csin(a))>.
(i) Esgilta= csin(a): Es gibt genau ein Dreieck. Wir erhaltgn= 7
undb = ccogqa).
(iv) Esgilta < csin(a): Es gibt kein Dreieck.
(b) Es gilta = 90:
() Es gilta > c: Es gibt genau ein Dreieck, und
b? = a? - ¢
nach dem Satz des Pythagoras.
(i) Esgilta< c: Es gibt kein Dreieck.
(c) Esqgilta > 90':
() Es gilt a > c: Es gibt ein Dreieck. Die Langb ist die einzige
positive Losung von
c® + x° — 2cxcoqa) = 82,
also

b= ccoga) + \/(c coga))? + a® - 2.

(i) Es gilt a = c: Es gibt kein Dreieck. Tuckischerweise kann die
Gleichung

c® + x> —2cxcoqa) = &
trotzdem positive Losungen haben.

UBUNGSAUFGABEN1.4.

Wir bezeichnen die Léangen der Seiten eines Dreiecksanti c, und wir bezeichnen den der Seite mit Larygegenuber
liegenden Winkel mit, den der Seite mit Langegegeniiber liegenden Winkel nfit und den der Seite mit Langegegeniiber
liegenden Winkel mity. (Die Seiten seien dabgegen den Uhrzeigersimmit a, b, ¢ beschriftet.)

(1) Berechnen Sie sip) fur ein Dreieck mitc = 10,b = 1—g,ﬁ = 30°. Das Dreieck ist mit diesen drei Bestimmungs-
stiickenc, b,8 noch nicht eindeutig festgelegt. Warum nicht?
(2) Wie groR3 kantb in einem Dreieck mitr =45’,c=1,a= %3 sein? (Gibt es mehr als eine Losung?)
(3) Geben Sie eine Wahl vanan, sodass es genau ein Dreieck mit den Bestimmungsstickett’, ¢ = 1, und Ihrem
gewahltera gibt!
(4) Von einem DreiecABC haben Sie folgende InformatioAB = 10 cm, der Winkekr zwischenAB und AC ist 30,
BC= 1—2 cm.
(a) Stellen Sie diese Daten in einer Skizze dar.
(b) Welchen Winkel schlie3e@B undCA ein? Gibt es mehr als eine Ldsung?
Berechnen Sie in den folgenden Beispielen jeweils die rogegebenen Seitenlangen und Winkel.
B5) (@ c=4b=57a=3.
(b) c=4,b=5,a=10.
6) (@ c=5b=3,a=7.
(b) Gibt es fiir jede Wahl vor > 0,b > 0,a mit 0 < a < & ein Dreieck mit den gewahlten Bestimmungs-
stiicken?
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(7) (@ c=5b=10,3=%.

(b) c=5,b=3,8=3%.
® @c=5b=3p=%¢
(b) c=5,b=2,=3%.
9 (ac=5b=38= %’;
(b) c=5,b=10,8= @”
(c) c=4,b=54=
(10) Fassen Sie lhre Beobachtungen aus den letzten Beisgigsammen: Unter welchen Voraussetzungen, &ng
gibt es

(a) gar kein Dreieck
(b) genau ein Dreieck
(c) genau zwei Dreiecke
(d) mehr als zwei Dreiecke
mit den Bestimmungsstucken> 0,b > 0,8 €]0, n[?
(11) (@c=5a=%,p5=
(b) c=5a=% 8=
) c=5a=%p=
(12) Fassen Sie lhre Beobachtung aus dem letzten Beispi@hmaen: Unter welchen Voraussetzungew,an 8 gibt es
(a) gar kein Dreieck
(b) genau ein Dreieck
(c) genau zwei Dreiecke
(d) mehr als zwei Dreiecke
mit den Bestimmungsstuckenea, 8?

(13) Bestimmen Sié fir alle Dreiecke mit = 4,a = 60°, a= V13.

(14) Bestimmen Sie eia, sodass es kein Dreieck nuit= 4, @ = 60° und lhrem gewahltea gibt.

(15) Bestimmen Sie eia, sodass egenau eirDreieck mitc = 4, @ = 60° und Ihrem gewéahlten gibt.

(16) Bestimmen Sie fir alle Dreiecke mia=2,8=45,b= %.

(17) Bestimmen Sie eib, sodass es kein Dreieck nait= 2, 8 = 45’ und Ihrem gewahlteb gibt.

(18) Bestimmen Sie eib, sodass egenau eirDreieck mita = 2,8 = 45’ und Ihrem gewa&hlteb gibt.

(19) Sie mochten die Entfernung eines PuniBean einem Ufer eines Flusses zu einem Pihkuf der anderen Seite
des Flusses bestimmen. Dazu gehen Sie folgendermaflenievaneSsen an Ihrem Flussufer die Strecke Baru
einem weiteren Puni& ab. Diese Strecke ist 500 m lang. Der Winkel zwisciB&und BA ist 60°, der Winkel
zwischenABundACist 30.

(a) Stellen Sie diese Daten in einer Skizze dar.

(b) Wie lang ist die StreckBC?

(c) Um die Breite des Flusses zu bestimmen, wollen Sie wjssenweitC von der Strecké\B entfernt liegt.
Bestimmen Sie dazu den Normalabstand @aauf die Gerade durcA undB.

(20) Sie glauben dem italienischen Tourismusverband niodtwollen selbst herausfinden, wie schief der Turm von
Pisa ist. Dazu entfernen Sie sich in Neigerichtung des T@@ngeter vom FuRBpunkt des Turms und blicken (vom
Boden aus, damit Sie es spéater beim Rechnen einfacher halref)rmspitze, wleche nun unter einem Winkel
erscheint. Sie stellen fest, dasgienau 4712 53" betrégt, und dass der Turm 45 m lang ist. Um wieviel Grad ist
der Turm gegen die Vertikale geneigt?

(21) Sie mochten die Entfernung eines Puni&en einem Ufer eines Flusses zu einem P@kuf der anderen Seite
bestimmen. Dazu kénnen Sie folgendermaRen vorgehen: M&sean lhrem Flussufer die Streckezu einem
PunktC ab, und bestimmen Sie dann mit Hilfe eines Kompasses denalinkwischen der Streck&B und AC,
sowie den Winkely zwischenAC undCB. Was ergibt sich fiir die EntfernungB bei AC = 27.5 m unda = 73,
vy=657

(22) Sie verlassen eine gerade Stral3e, die die beiden Ortel B werbindet, 20 km bevor Sie B erreichen und gehen
geradeaus, bis es Ihnen nach 10 km keinen Spa3 mehr machtdidren Sie sich um 8®ach rechts und erblicken
nun den Ort B gerade vor sich. Wie weit miissen Sie jetzt noctder, um nach B zu gelangen, wenn Sie jetzt den
geraden Weg nach B einschagen?

M\N BlN o™

5. Der Winkel zwischen zwei Vektoren

Wir berechnen den Winkel, den die Vektoran= (%) undb = (E;) miteinander
einschlieRen. Dazu nehmen wir an, dass keiner der beidaniéekder Nullvektor ist.
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Fur den eingeschlossenen Winkegilt nach dem Cosinussatz:
lIb— all? = lal? + 11bl% — 21iall libll cogy).

Diese Formel kbnnen wir vereinfachen:
2114l - 11l - cogp) —(llb— &%) + l1ANI2 + lIbI2

2.1l - 1Bl - codp) = —((by—ay)?+ (b, —ay)?) + (@ + ad) + (P + b?)
2-1&ll- bl -codg) = —(B2—2a,b, +a&)—(2-2a,b,+ad)+a2+a2+ b2+ 12
2. 1@l - libll - cogp) = 2a,b, +2a,h,

lall - ibll - cogp) = a, b, +a,h,.
Wir erhalten

liall - 1l

Die Zahla, b, + a,b, bezeichnet man als d&kalarprodukivon & und b, und man
kiirzt es mit(a, by ab.

@by =((&),(%)=a,b+ab,
Die Winkelformel heif3t jetzt:

@b
09¢) = lall - il

AulRerdem gilt flr jeden Vektai

(3,3) = (llalh)?.
In[6]:= {3, 4}. {-5, 2}
Qut[6]= -7

In[7]:= Laenge [v_1 := Sqrt [V.V]

In[8]:
Qut [ 8]

Laenge [{2, 3}]
V13
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Unter Verwendung der Mathematica-Functidor mkann man diese L&nge auch mit
Nor nf {2, 3}] ausrechnen.

DEFINITION 1.5. Seierd,b e R2. Die Vektorena und b sind aufeinander normal
wenn{a,by =0

Zwei Vektoren sind also aufeinander normal, wenn einer tioemn der Nullvektor ist,
oder wenn sie einen rechten Winkel einschlieRen. Damittarrdn, dass (wen(g) +
(3)) der Vektor(§) mit den Vektorer{ % ) und(-?) einen rechten Winkel einschlief3t.

UBUNGSAUFGABEN 1.6.

@

@)
©)

)

®)

Von einem gleichschenkeligen Dreieck sind zwei Bagisaokte( ) und( ;) bekannt. Ergédnzen Sie diese Punkte

mit einer Spitze, sodal’ das entstehende Dreieck die Hohstﬁthle viele verschiedene Lésungen gibt es? (Sie
brauchen nur eine wirklich auszurechnen.)

Berechnen Sie den Cosinus des Winkels zwisohandy fur x = (3), y = (2§).

Berechnen Sie jeweils den Winkel zwischen folgendeddreiektoren. Geben Sie die Ergebnisse in Grad und in
Radiant an!

(@ a=(3).b=(7).
(b) a=(3).b=(%).
(© a=(3).b=(3)
(d) a= (431) b=( %)

Zeigen Sie, dass das SkalarprodukiRifolgende Eigenschaften erfillt:
(@) (a+b,a+b)y=(a,a+2a,b +(b,b.
(b) (a+b,a-by=<(a,a —(b,b.
Verwenden Sie das Skalarprodukt, um folgenden geossbtn Satz zu beweisen.
In einem Parallelogramm mit Seitenl&ngerb, und Diagonalenlangeg f gilt:

2(@% + ) = € + f2.

6. Geraden in der Ebene

Wir Gberlegen uns, wie man Geraden in der Ebene beschredren k

6.1.

Geraden, die durch einen Punkt und eine Richtung gegehesind.

A

\

2
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P=(3)7= (%)
Die Geradeyist die Menge aller Punkte, die man erreicht, indem manRein Stiick
in Richtungr geht.

g={P+A-FlX R}
Lies: “g ist gleich der Menge aller Punkte + A malt, wobeiA eine reelle Zahl ist.”
Mit den Zahlen farP undr:

g=1{(3)+ - (P)1rery,

oder, anders geschrieben,

g=1{(%3)11 eR}.
Man kanng auch so schreiben:

g={(y) e R?| es gibtx € R, sodasgy) = (3)+1- ()

Lies: “g ist gleich der Menge aller Punk(é) in R hoch 2, fir die es eii in den

reellen Zahlen gibt, sodags) gleich (%) + A mal () ist.” Diese Darstellung von
g durchPunktund Richtungsvektoheil3tParameterdarstellung der Geradengan
schreibt oft kurz:

oder
g: X =(3)+1-(P)
Wir Gberprifen, ob der Punl€t54) auf der Geradenq liegt. Er liegt aufg, falls es eine

reelle Zahl gibt, sodas$+#) gleich(3) + A - (%) ist. Wir suchen also eih € R, das
die Gleichungen

-4=2-3) I
5=3+11 I

erfullt. Aus der Gleichung | erhalten wir= 2; da auch 5= 3+ 1- 2 gilt, istA = 2 eine
Ldsung des Gleichungssystems. Daher liegt der P(ugﬂﬁtaufg; wir schreiben dafur

(¥ eo

6.2. Geraden, die durch eine Gleichung gegeben sindVir haben im letzten
Beispiel Uberprift, ob ein Punkt auf einer Geraden liegtbéavar die Gerade in
Parameterform gegeben. Zur Uberpriifung war es notwergtitgdstellen, ob es einen
Wert flr den Paramete@rgibt, der uns genau den getesteten Punkt liefert. Wir masste
also fur jeden Punkt ein Gleichungssystem (mit zwei Glengfan und einer Variable)
l6sen.

Wir testen nun wieder, o@) auf der Geradeqliegt, die durch
9:% = (3)+1:(7)
gegeben ist.
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\

Anstatt zu fragen, obj) auf g liegt, fragen wir, ol{}) — (3) normal auffi ist. Das ist
namlich genau fir die Punk(é) aufgder Fall. Zunachst finden wir den VektorAuf

den Vektor(§) stehtimmer der Vektdr?) normal, denn das Skalarprodyk), (2))
ergibt—ab+ ab= 0. Also finden wirn durch

A= (:%)
Nun Uberprifen wir, o} ) — () normal auf( -3 ) steht. Das gilt genau dann, wenn

() () =0
Wir rechnen das Skalarprodukt aus und erhalten
-X—-3y+11=0.

Ein Punkt(ﬁ) liegt also genau dann auf der Geraden, werr 3y + 11 = 0 ist. Wir
konnen also jetzt viel einfacher Gberpriifen, ob ein Punktlau Geradery liegt. Wir
berechnen-x—3y+ 11. Ist das 0, so liegt der Punkt auf der Geraden, und sorfst nic
AuRRerdem kdénnen wir die Gerade jetzt kiirzer angeben durch

g={(}) e R?*| -x-3y=-11

(lies: “g ist gleich der Menge aIIe{r§) in R hoch 2, fur die-x — 3y gleich—-11 ist.”)
Das kiirzt man auch zu

g: x-3y=-11
ab.—x - 3y = -11 hei3tGleichungder Geraden, diese Darstellung der Gerade-
chungsfornoderimplizite Darstellungder Geraden.

6.3. Verwandlung zwischen Gleichungs- und Parameterform.

6.3.1. Verwandlung von parametrisierter in implizite Darstelturiwir verwan-
delng: X =(3)+1-(5)ing: -x- 3y = —11 so, wie das in obigem Beispiel erklart
worden ist.
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6.3.2. Verwandlung von impliziter in parametrisierte Forrvir verwandelng :
5x - 2y = 1 in parametrisierte Form. Dazu setzen wir= t und rechnen uns aus
diesemy dasx aus. Wir erhalten = £ + 2t. Somit st fiir jede$ € R der Punk{ 5*5)
ein Geradenpunkt. Die Gerade hat also die parametrisientst&lung

0:x = (3)+t-(3)
Eine andere Darstellung derselben Geraden ist

g:X::(é)+t-(§)
oder
g: X =(3)+t-(2)
Spezialfall: Wir verwandelig : y = —1 in Parameterform. Dazu setzen wir=t, und

rechnen uns dann dgsaus. Das ist aber immerl. Fir jeded € R ist also( _‘1) ein
Geradenpunkt. Die Gerade hat die parametrisierte Daratgll

g: X =(9)+t-(3)

UBUNGSAUFGABEN1.7.

(1) Geben Sie die Gerade durch die Pur{und( 3,) in Parameterform und in impliziter Form an!
(2) Bestimmen Sie jeweils eine Parameterform (= Punkt-Rinjs-Form) folgender Geraden.

(a) 3x+4y=17.

(b) x=1.

() y=-4
(3) Bestimmen Sie eine Gleichung, deren Lésungsmenge dadée

— (-3 -
X=(g)+1(3)
ist.
(4) Bestimmen Sie die implizite Darstellung jener Geradta parallel zur Geradegmit

g:X=(3)+t-(3)
sind und von dieser Abstand 10 haben.
(5) Ein Radfahrer startet im Punf§) und fahrt auf den PunK) zu. Ein FuBganger startet im Purfkt,) und geht
auf den Punk( 140) zu. In welchem Punkt schneiden sich die Wege der beiden?
(6) Ein Radfahrer im Punkt}) und ein FuBganger im Punkt ) bewegen sich aufeinander zu, der Radfahrer mit 20
km/h, der FuRganger mit 5 km/h. Wann und wo treffen die be@erander?
(7) Vom QuadralABCD haben wir folgende Angaben:
< A=(3).
« Bliegt auf der Geraden
g X =(3)+A-(3)
« Die Seitenlange des Quadrats ist 10.
« Die Eckpunkte sind gegen den Uhrzeigersinn AiB, C, D beschriftet.
Berechnen Sie die Koordinaten des Eckpunkies
(8) Vom QuadralABCD haben wir folgende Angaben:
* A=(3):
« Bliegt auf der Geraden
g i X = (3)+1-(3,)
« Die Seitenlange des Quadrats ist 15.
« Die Eckpunkte sind gegen den Uhrzeigersinn AiB, C, D beschriftet.
Berechnen Sie die Koordinaten des Eckpunkies
(9) Zeigen Sie, dass sich die Schwerlinien des DreiddBE mit A = (72), B = (3) undC = () in einem Punkt
schneiden, und berechnen Sie diesen Schnittpunkt.
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(10) Berechnen Sie den Umkreismittelputtkt= (i} ) des DreiecksABCmit A = (=2), B = ($) undC = (), indem
Sie die Bedingung, dads gleich weit vonA, B und C entfernt ist, in Gleichungen in den Variablen und u,
umwandeln. Verwenden Sie zur Lésung der auftretenden @legen den Mathematica-Befetblve.

(11) Bestimmen Sie die implizite Darstellung jener Geradta parallel zur Geradegmit

9:X=(§)+t-(%)

sind, und von dieser Abstand 10 haben.
(12) Berechnen Sie den Durchschnitt der Gerddand j, wobei

hiX=(3)+t-(2)
und
j:10x—4y=0.
(13) Bestimmen Sie die Schnittmenge der Geraden
g X=(§)+t-(F)

und
O : 2X+4y =22

(14) Bestimmen Sie den Cosinus des Schnittwinkels der @arad
g X=(g)+t-(3)

und
g,:12x-5y=22

7. Vektoren imR"

Bisher haben wir uns auf die Geometrie in der Ebene beschrélialk kann nun auch
den Raum mit Tripeln reeller Zahlen, also mit ElementenRaij&oordinatisieren. Die
Konvention ist es, die Richtungen der Koordinatenachsernmfolgenden Skizzen zu
wahlen:

y

oder
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Halt man Daumen, Zeigefinger und Mittelfinger der rechtendHsm, dass sie paar-
weise im rechten Winkel aufeinander stehen, dann zeigejewsls in die Richtung
der positiverx-Achse,y-Achse undz-Achse.

Wir definieren die Operationen, die iR¥ hilfreich waren, allgemein fur
R" := {(Xsl)lxl, <X, €RY,

wobein eine beliebige nattrliche Zahl ist.

. ay o byy . . .
DEFINITION 1.8. Seiera = (asn),b: ( : )ln R". Wir definieren:

(1) a+6;:(%;bn .
(aaa_( ﬁwAeR

(3)@by:=a,-b +--+a,-b =", ab (Skalarprodukt).
(4) Die Léngevonéistlléll = +(4,a).

N

SaTz 1.9. Seine N, seiera,b,C € R", und seil € R. Dann gilt:

1) @b =0

(2) @+b,®) = (3,0 +(b,0),

(3) (Aa,b) = A&, b).

(4) (a,a) = 0.

(5) Wenn(a,a) = 0, so gilta = 0.

SaTz 1.10 (Projektionseigenschaft des Skalarprodul@iené,f) e R"mitb # 0,
und sei¢ := E‘;‘E; b. Dann ista — ¢ normal aufb.

g:»
o

BB @a,by — @2(p by =

Beweis:(a — &b

UL

Der folgende Satz ist alSauchy-Schwarz-Ungleichutgkannt. Fiig, b € R" sagen
wir, dassa ein Vielfaches voh ist, wenn es eiil € R gibt, sodasg = A b.

SaTz 1.11 (Augustin Cauchy, 1821Bei ne N, und seierd, b € R". Dann gilt:

mKam<mnmn
(2) Ka, byl = l1all - bl gilt genau dann, wenh = 0 odera ein Vielfaches voh ist.

Beweis:Wennb = 0, so sind beide Seiten der Ungleichuad. Wir nehmen nun an,
dassb # 0. Wir wissen, dass

b
3

B
B
~N~—

Ao

o
‘Q
|

!
o
N
\%
o

a-

A~
o
(@)1

~

A~
ol

~
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Nun gilt (3 — &2 .p,a— fB by = (a,8) — 2@D2 | @B2 _ 3 3y % Da dieser
Ausdruck= 0 |st gllt ’ ’ '

O‘L
oz
XS

(3,3 - (b,b) = (a,b)’.
Folglich gilt auch
lall - bl = (&, b)l.
Somit gilt (1).
Um (2) zu zeigen, nehmen wir an, daes byl = N1l - 1ibll gilt. Wir zeigen, dass dann
b = 0 gilt, oder dass ein Vielfaches vorb ist. Es gilt(a,b)? = (3,3) - (b,b). Wenn
alsob + 0, so gilt

3
3

@a- @D 5y @b
(b,by (b,b)

b= 0, uns somit isé ein Vielfaches vorb.

3
UL

-by = 0.

)

@b

Also gilta - <BB

Nun zeigen wir folgendes: werin= 0 oderb ein Vielfaches vorist, so gilt(a, b)2 =
[1all - |(bil. Wennb = 0, so sind beide Seiten der Gleichua@. Wennb # 0 unda = Ab,
so gilt(a,b)? = (Ab,b)? = 1%(b,b)? = A%(b, b){b,b) = (Ab,Ab) - (b,b) = llallIblI?>. m
UBUNGSAUFGABEN 1.12.
(1) SeiaeR", A € R. Zeigen Sie:
(@) 1Al = o] - Al

(b) NgLan=1.
(2) Seiera,b e R". Zeigen Siefla + b2 — la — bil2 = 4(a,b).

Nun kénnen wir wie inR? zeigen:
SATz 1.13. Seierd, bimR", und seip der Winkel, dera undb einschlieBen. Dann gilt
@b
lall - bl

Beweisskizze3, 3) + (b, by — 212l IIbl cogy) = (3a—b,a—b). m

Im R3 gibt es eine Rechenoperation, die einen Vektor liefert,adérzwei gegebene
Vektorena undb normal steht: das Kreuzprodukt.

DEFINITION 1.14. Der Vektor
a; by aybs—agh,
( a ) X ( b, ) = ( —(a;bg—agby) )
a;b,—ayb;

b
ist dasKreuzprodukt/on(gi) und(bi) in R3.

by

SATZ 1.15. Seiend = ( )undb (bz)ln R3. Dann gilt:

by
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(1) ax b ist normal auf und aufb.

(2) lax bii2 = & - b2 - (a,b) 2. A
(3) lla x bll ist die Flache des Parallelogramms, das von den Vektaremd b
aufgespannt wird.

Beweis: (1): Es gilt

(@xb,a) = (a,b; ~ azb,)a, — (ayh; — azby)a, + (ayb, — aby)a; = 0.
(axb,by=0 wirdAin der Vorlesung nachgerechnet. (2): Vorlesung. (8. nehmen
an, dass + 0 undb # O.

o

Wir erhalten fir die Hohé aufa
h = lIbll - sin(y)
und fir den Flacheninhalt
F =llall- h = i3l - 1ol - sin(g).

Somit gilt
F2 = a2 bl - (sing))%,
=l 1Ibli2 - (1 - (cog))?)
= a2 - b2 = (3, b)2.

Aus (2) ergibt sich jetzt
F2 = llax b,
]
Durch die Bedingungen an Richtung und Lange ist der Vektob fast schon eindeu-
tig bestimmt. Zusatzlich gilt: Zeigt der Daumen der rechittand in Richtundp, der

Zeigefinger in Richtun@, und ist der Mittelfinger normal a@fundb, dann zeigterin
die Richtung vora x b.
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In[9]:= Kreuzprodukt [{al , a2 , a3_}, {bl , b2 , b3 }] :=
{a2 * b3 -a3 x b2, -(al *xb3 -a3 xbl), al xb2 -a2 xbl}

I n[10]:

Kreuzprodukt [{1, -2, 3}, {0, 2, -1}]

Qut [ 10]

(-4, 1, 2}
Die Mathematica-Funktio@r oss liefert ebenfalls das Kreuzprodukt.

UBUNGSAUFGABEN 1.16.

(1) Zeigen Sie, dass fiir alieb € R3 gilt: ax b= -bx a.

2) Seiend,b € R3. Zeigen Sie unter Verwendung der Gleichheitsaussage i@aechy-Ungleichung (Satz 1.11) und
Satz 1.15 (2), dassx b genau dann 0 ist, werd= 0 oderb ein Vielfaches vorai ist.

(3) Zeigen Sie, dass folgende Gleichheit fiir alb,e,d e R3 gilt (Lagrange-Identitgt

@xb,exd) = (@) - (b,d) - (b8 -(a,d).
(4) Zeigen Sie, dass folgende Gleichheit fiir alb,¢,d e R3 gilt:
(axb,e) = (bx &,a).
(5) Zeigen Sie, dass firr aligb, ¢ € R3 gilt:
ax(bxe) =(,a- -b-(b,a-¢c
(6) Zeigen Sie, dass folgende Gleichheit fiir ale,c e R3 gilt (Jacobi-ldentit&):

ax(bx®)+bx@xa)+ex@xhb)=0.

8. Geraden und Ebenen im Raum

8.1. Parameterdarstellung einer Geraden.Genau wie inR? lasst sich eine Ge-
rade imR3 durch eine Parameterdarstellung mit einem Punkt und einiehtuRgs-
vektor angeben. Zum Beispiel,
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/
P

8.2. Parameterdarstellung einer Ebene Wie kann man die Ebene beschrei-
ben, die die drei Punkte = (%l) Q= (g) undR = (‘2‘4) enthalt?

Die Ebenee ist die Menge aller Punkte, die man erreicht, indem manRa@us ein
Stuck in RichtundgQ, und dann ein Stiick in die Richtung v®machR geht.

e:{p+A.P_\Q+/1-|5\R|7(,ﬂ€R},
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das heilt, die Punkte der Ebene sind von der Form

s (1= ()2 (2)n ()

Eine Ebene lasst sich also durch einen Punkt und 2 Richtekgsen beschreiben.

8.3. Implizite Darstellung einer Ebene. Es seie die Ebene durch den Punkt
(—jl), die normal auf den Vekton = ( 3 ) ist. Wir nennemih den Normalvektor von

Die Ebenesist die Menge aller Punkt(e)zf), sodass der Vektc(r)yz() - (—il) normal aufi

ist, also
X 2 N
(0)-(3)m -0
Einsetzen der Werte ergibt dimplizite Darstellung der Ebene
e= {(g) e R3|x+3y—2z=-9}.

Ein Normalvektor vore lasst sich direkt aus den Koeffizienten der Ebenengleichung
ablesen.

8.3.1. Verwandlung von Parameterdarstellung in implizite Dalisteg. Wir ver-

wandeln
X 2 1 2
e (f)=(5) 4 (3) e (3)
in implizite Form Dazu suchen wir zuerst einen Vekiipder auf beide Richtungsvek-

toren der Ebene normal ist. Dannisauf die ganze Ebene normal. Wir beschreiben 2
Maglichkeiten einen solchen Normalvektor zu finden:

(1) Wir suchem = (Ei) so, dass
3

1

(3}
(o

Das heil3t, wir missen das lineare Gleichungssystem

O und

0.

n-n,+3n; = 0
2n,-n,-3n; = 0
l6sen. Klarerweise ist, = n, = n; = 0 eine Losung, aber wir wollen einen
Vektor n, der nicht der Nullvektor ist. Wie man alle Losungen einagdiren

Gleichungssystems findet, werden wir im Kapitel 3 sehen.
(2) Alternativ finden wim auch als Kreuzprodukt der beiden Richtungsvektoren.

o= (3)x(3)- (2
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Der Vektorn ist normal auf die Ebene. Ein Pur(l«zt) liegt also genau dann i wenn

der Vektor(g) - (_% ) normal aufn ist. Wir berechnen
()-(3hm=o0

6X+ 9y +z = 38.
Somit hat die Ebene die implizite Darstellung

e= {(g) e R3|6x+ 9y +z=38).

und erhalten

8.3.2. Verwandlung von impliziter Darstellung in Parameterdatking. Wir ver-
wandelne : x + 3y — 2z = -9 in parametrisierte Form. Wir beschreiben die L6sungs-
menge der Gleichung, indem war= u undy = A setzen und dankx durchA und u

ausdriucken. Wir erhalten = -9 — 31 + 2u. Somit liegt fur alle Werte\,u € R der
-9-31
Punkt( A +2ﬂ) in der Ebene. Die Ebene hat also die parametrisierte Dans¢el

e ()l

8.4. Implizite Darstellung einer Geraden. Offenbar kann man eine Gerade im
Raum nicht durch eine einzige lineare Gleichung,y, zbeschreiben. Solche Glei-
chungen beschreiben ndmlich Ebenen im Raum. Jede Geraderkamaber implizit
als Schnitt zweier Ebenen, das heil3t als Losungsmenge vioe&¢n Gleichungen
beschreiben. Beispielsweise ist

g:{(g)e[R3|2x—y+3z:1,x+4y—22:3}

die Gerade, die sowohl in der Ebene mit der Gleichuxng £ + 3z = 1 als auch in der
Ebene mit der Gleichung+ 4y — 2z = 3 liegt.

Zwei Ebenen im Raum, die nicht parallel sind, schneidenisicher in einer Geraden.
Parallele Ebenen erkennt man daran, dass ihre Normalegkiordieselbe Richtung
zeigen. Also sind etwax?- y + 3z = 1 und-4x + 2y — 6z = 3 parallel.

8.4.1. Verwandlung von Parameterdarstellung in implizite Dalisteg. Wir ver-

wandeln § , .

9:(3)=(5)+1(3)
in implizite Form. Dazu suchen wir 2 Ebenen, die die Geradéaten. Liegtg in
einer Ebene mit Normalvektdr, dann isth normal auf den Richtungsvektéél) der

Geraden. Zusatzlich liegt der Pur(k_%l) in der Ebene.
Auf einen Vektor(g) sind beispielsweis(a—ba), ( 0 ) und( 2 ) normal. Wir wéahlen
C 0 —a —-b

n, = (%) undn, = (_31) als Vektoren, die im rechten Winkel a(:él) stehen. Damit
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liegtgin den Ebenen durch den Purék?t ) die normal auf, bzw.n, sind. Die Gerade
ist also der Durchschnitt der beiden Ebenen

e: X+y=5, und
e: 3X-z=T7.
Wir haben
o 3
0=1(}) eR3Ix+y=53-2=7.

8.4.2. Verwandlung von impliziter Darstellung in Parameterdatking. Um eine
Parameterdarstellung von

g= {(g) eR3|2x-y+3z=1,x+4y-2z= 3}
zu erhalten, I16sen wir das lineare Gleichungssystem
2X-y+3z = 1,
X+ 4y -2z 3.
Eine Methode dafur werden wir im Kapitel 3 vorstellen.



KAPITEL 2

Matrizen

1. Die Definition von Matrizen

Wir haben bereit¥ektorerkennen gelernt; solche Paare reeller Zahlen haben wir etwa
benutzt, um Punkte in der Ebene zu beschreiben. In der Gaerheduchen wir auch
Matrizen Matrizen eignen sich besonders gut, um etwa DrehungerSpilegelungen

zu beschreiben.

Eine Matrix ist ein rechteckiges Zahlenschema. Zunachst einige Exéspi

BEISPIELE2.1.

3 5). . .
> 1)lstelne2><3-Matr|x.

1
7
1 2). . )

3 5)lstelne2><2-Matr|x.

. ‘z’ ) ist eine 2x 1-Matrix.
(1 2 7)isteine 1x 3-Matrix.

Eine Matrix mitm Zeilen undn Spalten bezeichnen wir als eimex n-Matrix. WennA
einem x n-Matrix ist, undi € {1,2,...,mfundj € {1, 2, ..., n}, so bezeichnen wir mit
A, ), All, J] oderA, ; den Eintrag, der beA in deri-ten Zeile undj-ten Spalte steht.
Far

A=(733)
gilt zum BeispielA, , = 7. Die Menge allem x n-Matrizen kirzen wir miR™" ab.

Wir missen noch den Begriff “rechteckiges Zahlenschemarekd. Man kann eine
m x n-Matrix A mit Eintrdgen auf als Funktion von(1,2,...,m} x {1,2,...,n} nach
R definieren. Der Eintrag, der in der 2. Zeile und 4. Spaltetstehdann der Funkti-
onswertA(2, 4). Diese Sichtweise gibt auch recht gut wieder, was eine Imeigation
des abstrakten Datentyps “Matrix” kbnnen muss. Es mussiotogein, eine Funkti-
onlLi ef er eEi nt r ag zu schreiben, sodakts ef ereEintrag (A, i, j) den
Eintrag vonA an deri-ten Zeile undj-ten Spalte, also den Funktionswéxd, j), zu-
rackgibt.

29
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In Mathematica geben wir die Matrix

wie folgt ein.
In[11]:= A = {{1, 2, 3}, {4, 5, 6}}
Qut[11]= {{1, 2, 3}, {4, 5, 6}}
I n[ 12] : = MatrixForm  [A]
_ (1 2 3
ut[12]= (4 5 ¢ |
In[13]:= A = {{5, 7, 8}, {-2, 3, 5}}
Qut[13]= {{5, 7, 8}, {-2, 3, 5}}
I n[ 14] : = MatrixForm [A]
_ (5 7 8
Qut[14] = 5 3 5
In[15]:= A[[21][[1]1]
Qut[15]= -2

2. Die Addition von Matrizen

Zwei Matrizen kann man addieren, wenn sie gleich viele Zailed gleich viele Spal-
ten haben. Wie man zwei Matrizen von gleichem Format addeekidren wir mit
folgenden Beispielen.

AUFGABEN 2.2.

(135),(-1-2 3)_(01 8
721 6 5-3)7|137 -2
(L -3),(03)_(10
2 0)"71) (91
(15, ( 2-3\_( 32
37)" (-4 o)7\ 17
(13) (21} (-1 2
10)\35)7(-2 -5

Wir fassen zusammen, wie diese Addition funktioniert: ZWeitrizenA € R™ B e
R™! lassen sich genau dann addieren, wemr= n undk = | gilt, d.h. wenn die
Matrizen von gleichem Format sind. Wefindie Matrix A + B ist, dann hat auc
das Formam x k, und fir allei € {1,2,...,mfund j € {1, 2, ...k} berechnet man den
EintragC, ; durch

Ci=A+B
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In[16]:= A = {{1, 4, 3}, {0, 1, 0}};

In[17]:= B = {{-7, 5, 0}, {23, -7, 16}};

In[18]:= A+ B
Qut[18]= {{-6, 9, 3}, {23, -6, 16}}
I n[ 19] : = MatrixForm [%
-6 9 3
QE[191= {53 6 16
3. Die Multiplikation einer Matrix mit einer reellen Zahl

Eine Matrix A wird mit einer reellen Zahl multipliziert, indem jeder Eiag mit der
Zahl multipliziert wird. Wir geben dazu wieder ein Beispiel

5 35) ( 6 10
17 8)7| 14 16
Wir formulieren wieder allgemein, wie man eine reelle Za @ner Matrix A multi-
pliziert. Wennt eine reelle Zahl, uné einemxn-Matrix ist, so ist die MatribXC := t <A

ebenfalls einen x n-Matrix. Die Eintrage vorC sind dadaurch gegeben, dass fur alle
ief{l,2,...m,jel{l,2,..,nqgilt:

In[20]:= A = {{2, 5}, {3, 4}, {10, 2}}
Qut[20]= {{2, 5}, {3, 4}, {10, 2}}

AUFGABE 2.3.

I n[ 21] : = MatrixForm [ (-10) =% Al

20 50
out[21] = (_30 40 )
~100 -20

4. Die Multiplikation von Matrizen

Zwei MatrizenA, B kdnnen genau dann miteinander multipliziert werden, wAnn
genausoviele Spalten wigeZeilen hat. Eindx|-Matrix ist also mit einemx n-Matrix
multiplizierbar, wenri = m. Das Ergebnis dieser Multiplikation ist eikex n-Matrix.
Wir erklaren die Matrixmultiplikation zunéchst anhandesrBeispiels.

AUFGABE 2.4.

3.3+1:-1+2-7 3-9+1-8+2-1 3.3+1-5+2-(-4)
2.3+5.1+4-7 2-9+5.-8+4-1 2.3+5-5+4-(-4) )
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Daher gilt
39 3
(2 é 421)(% f _54):(33 g; 165)'

Wenn man ein&xm-Matrix A mit einermxn-Matrix B multipliziert, so ist das Produkt
C einek x n-Matrix. Furi € {1,2,...,klundj € {1,2,...,n} ist der EintragC,J das
Skalarprodukt aus desten Zeile vonA und derj-ten Spalte vorB. Wir rechnen noch
einige Beispiele:

AUFGABEN 2.5.
(cl) —31 5)(

. ( 1 2 3 ) ( g ? ) ist nicht definiert, da die erste Matrix 3 Spalten und die

zweite Matrix 2 Zeilen hat, und 2 nicht gleich 3 ist.

0~ 01

2
)% )

WennA eine 2x 3 undB eine 3x 1-Matrix ist, dann ist das Produkt- B eine 2x 1-

Matrix. Das ProdukB - A ist nicht definiert. Selbst dann, wenn beide ProduktdB

und B - A definiert sind, mussen die Ergebnisse nicht gleich seinuDazhnen wir
folgende Beispiele:

AUFGABEN 2.6.

5
(1 2 5)-[1} = (17

2

5 5 10 25
1|1 2 5) 1 2 5
2 2 4 10

Das erste Beispiel noch einmal in Mathematica.

In[22]:= A= {{3,1, 2}, {2,5, 4}};

B = {{3, 9, 3}, {1, 8, 5}, {7, 1, -4}};
I n[ 23] : = MatrixForm  [A. B]
Qut [ 23] = 24 37 6

39 62 15
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Wir halten die Definition der Matrizenmultiplikation nocimenal genau fest:

DEFINITION 2.7 (Matrizenmultiplikation). Seh einek x m-Matrix undB einem x n-
Matrix. Dann ist das Produl@ := A - B einek x n-Matrix. Furi € {1,2,...,k} und
j €1{1,2,...,n}ist der EintracC[i, j] durch

Cli, jl= ) Ali,r1-BIr, jl.
r=1

definiert.

5. Rechenregeln fur die Addition und Multiplikation von Mat rizen

Wir haben bereits gesehen, dass nicht fur alle MatrizerB = B - A gelten muss.
Einige Rechenregeln, die wir vom Rechnen mit Zahlen kengelen aber auch fur
Matrizen.

SAaTz 2.8 (Assoziativitat der MatrizenmultiplikationBeien k, I, m, re N, und seien
A e R BeR™™ CeR™" Dann gilt

(A-B)-C=A-(B-C).

Es ist nicht schwierig, die Assoziativitat der Matrizentiplikation zu beweisen, wenn
A, B, C alle 2x 2-Matrizen sind. Man berechnet

(¢ a)(g (i)
und
(2 a) (g )i t)
und stellt fest, dass beide Ergebnisse gleich sind. Furikésitrbeliebigen Formats

gehen wir so vor:

Beweis von Satz 2.8Vir beobachten, dag#\ - B) - C und A - (B - C) beidesk x n-
Matrizen sind. Um zu zeigen, dass beide Matrizen gleich, gieidien wir, dass fur alle
ief{l,...,kkundj e{l,...,n}qilt,dassA-B)-CJi, j]=A-(B-O) i, j].

Seienalso € {1,...,klundj € {1, ..., n}. Wir wollen

(2.1) (A-B)-C[i, jl=A-B-Oi, |]
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zeigen. Es gilt

m

(A-B)-Cli,jl= ) (A-Bli,r]-CIr, ]]

r=1

m |
D (O, Alisl-Bls,m-CIr, j]
r=1 s=1

Wir berechnen nun die rechte Seite von (2.1), und erhalten

|
A-(B-O)li, j1= ) Ali,r1-(B-Cr, j]

r=1

| m
= > Ali,r1- () BIr,sl-Cls, j)
r=1 s=1

Ali,r]-B[r,s]-Cls, j])

- 1M

Ali,r]-B[r,s]-CJs, j])

=

r=
|

M= 1= 1M

Alr,s,] - Bls, r1] - Clry, ]

1

_,
-
Il
i

Y

[
Ali,s] - B[s,r]-CIr, j].

s
g

=

r=1 s=1

Somit gilt die Gleichung (2.1). Folglich hab¢A - B) - C undA - (B - C) also an jeder
Stelle den gleichen Eintrag, und sind somit glemh.

Satz 2.9 (Rechtsdistributivitat der Matrizenmultiplikationpeien k, I, me N, und
seien A, Be R, C e R™*™. Dann gilt

(A+B)-C=(A-C)+(B-C).

SaTz 2.10 (Linksdistributivitat der Matrizenmultiplikation)Seien k, 1, me N, und
seien Ac R, B,C e R™*™. Dann gilt

A-(B+C)=(A-B)+(A-C).

SaTz 2.11 (Zusammenhang zwischen zwei Multiplikatione8gien m,ne N, sei
A € R™" und seite R. Dann gilt(tA) - B = t(A- B).
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6. Die Multiplikation von Vektoren und Matrizen

-3 4
Seiv = (7)undA = ( 1 0 ) Dann ist der VektoA - v gegeben durch
-1 1
34 ., 6+ 16
Av=( 1 o)-( 4): —2+0 |.
-1 1 2+4

Das Ergebnis ist ein Vektor ifR3.

Die Multiplikation sieht also genauso aus wie die Multiglilon der 3x 2-Matrix
-3 4

( 10 ) mit der 2x 1-Matrix (-2 ). Bei der Matrizenmultiplikation ist das Ergebnis
-1 1

aber eine X 1-Matrix.

Mit Mathematica wird der Unterschied deutlich:

In[24]:= A = {{-3, 4}, {1, 0}, {-1, 1}};
v = {-2, 4};
X =Av

Qut[24] = {22, -2, 6}

In[25]:= A = {{-3, 4}, {1, 0}, {-1, 1}};
v = {{-2}, {4}};
X = AV

Qut[25] = ({22}, {-2}, {6}}

In[26]:= A = {{-3, 4}, {1, 0}, {-1, 1}};
v = {{-2, 4}};
X = AV

Hier liefert Mathematica eine Fehlermeldung.
OJI[ZG]: {{_31 4}1 {11 O}, {_11 1}} {{_21 4}}

-3 5
Seiv=(-4,3,2)undA = ( 1 0 ) Dann ist der Vektow - A gegeben durch
-1 1

-3 5
(—4,3,2)-( 1 o)=(12+3—2, ~20+2) = (13,-18).
11
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Das Ergebnis ist ein Vektor ifR2.

Die Multiplikation sieht also genauso aus wie die Multiglilon der 1x 3-Matrix
-3 5

(=4 3 2 mit der 3x 2-Matrix( 1 0 ) Bei der Matrizenmultiplikation ist das Er-
-11

gebnis aber eine % 2-Matrix.

Wenn man diese Multiplikation “Matrix mal Vektor” verweniléassen sich lineare
Gleichungssysteme kurzer anschreiben.

I
=

3Xx+4y-2z
2X+5y-8z

34 -2\ (X) (1
25 -8) Y72
z
schreiben. Im allgemeinen erhélt man beGleichungen und Unbekannten die Form

A-x=Db,
wobeiA einem x n-Matrix ist, x ein Vektor imR" undb ein Vektor imR™.

Il
\V]

laRkt sich dann als

Die FunktionLi near Sol ve[ A, b] liefert eine Lésung des linearen Gleichungssy-
stemsA-x=h.

Wir |6sen zum Beispiel  — 3y = 5.

I n[27]: = LinearSolve  [{{2, -3}}, {5}]
5
Qut [ 27] {5, 0}

Spater werden wir sehen, wie man alle Lésungen erhalt.

7. Das Transponieren von Matrizen

Beim Transponierereiner Matrix wird die Matrix an der Hauptdiagonale gesplege

1 4 -3 T 1 2
> 5 3| =4 7
-3 3
WennA einemx n-Matrix ist, so istA” einen x m-Matrix, und fur allei € {1, 2, ..., n}

undj € {1,2,...,m}gilt
AT, §) = A, D).

In[28]:= A = {{1, 4, -3}, {2, -5, 3}};

I n[29]:

MatrixForm  [A]
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_ /1 4 -3

Qut[29] = > 5 3
In[30]:= B = Transpose [A]
OJt[SO]: {{1! 2}! {4! _5}! {_3! 3}}
I n[ 31] : = MatrixForm [B]

1 2
Qut[31] = (4 -5 )

-3 3

SATZ 2.12. Seien |, m, re N, sei Ae R™™, und seien B, G R™". Dann gilt:

(1) (A-B)T =BT - AT
(2) B+CO)" =BT +CT

UBUNGSAUFGABEN2.13.

(1) Berechnen Sie fiir die Matrix

die MatrixB := AT - A.
(2) Berechnen SigA —B)-CT fiir die Matrizen

0 1
1 3 -2 -3
A:( ),B:( ),C: 1 -1].
4 -2 2 2 > 0
(3) Finden Sie eine Matrix, sodaRA - X = B, wobeiA = (‘14 (2’) B= (‘74 _18)- (Hinweis: Bestimmen Sie jede Spalte
von X durch Lésen eines linearen Gleichungssystems.)

8. Die Einheitsmatrizen

10 2 -1\ (2 -1
0 1 3 2)J°\3 2
35 35
4 2 (ég): 4 2
8 1 8 1
Die Matrix

10..0
En: 01 O

00 ... 1

heil3t Einheitsmatrix vom Formatx n. Man sieht leicht, dal3 fir jeda x n-Matrix A
und jeden x k-Matrix B gilt:

A-E, = A,
E-B = B.
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Besonders einfach zu l6sen sind Gleichungssysteme mitidkeiEsmatrix: Das Glei-

chungssystem
1 0)\(x)\ (4
0O 1)Jly]) {2

hat die Losung = 4,y = 2, und daher die Losungsmenge- {(4, 2)}.
In[32]:= A = -24 « IdentityMatrix [51;

MatrixForm  [A]

24 0 0 0 0
0 =24 0 0 0

Qt[32]= [0 0 24 0 0
0O 0 0 -24 0
o 0o o0 0 -24

9. Das Invertieren von Matrizen

Betrachtet man die Gleichungs5= 7, so erhalt man die Lésung= % durch Multipli-
kation beider Seiten m@ (des Inversen von 5). Wir betrachten das Gleichungssystem

2 3\(x)\ _ 12
5 5)ly) ~ (-20
Seien wir nun optimistisch, und stellen wir uns vor, wir haleee MatrixA = ( i b )

(2a)(5-2)-(52)

Fur die Lésungen des Gleichungssystems muss dann auch:gelte
2 3)\(x 12
(53)5) -~ (56)
X 12
()= ~()

Wie bestimmen wir so eine MatriA? Wir suchen eine MatriA = ( i 3) die

sodass

folgende Eigenschaft besitzt:

(2a)(5-2)-(52)
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Durch Ausmultiplizieren erhalten wir folgendes Gleichasgstem:

2a+5b = 1
3a-5b = 0
2c+5d = 0
3c-5d =1

Losen wir dieses, so erhalten wir
a b)_(02 012)_1(5 3
c dJ {02 -008) 25\5 -2 )
Nun kénnen wir auch die Losung des urspringlichen Systenesheen:

()=2(s ) 2)=(34)

Somitist(0, 4) der einzige Kandidat fir eine Losung des Systems@4) auch wirk-
lich Losung ist, ergibt sich als Lésungsmernge {(0, 4)}.

DEFINITION 2.14. SeiA einen x n-Matrix UberR. A heifdtinvertierbar, falls es eine
nxn-Matrix BmitA-B=B-A=E, gibt.

SATz 2.15. Seien A, A, invertierbare Matrizen irR™". Dann ist auch A- A, inver-
tierbar.

BeweisSeienA,, A, e R™"invertierbar. Es gibt daher Matrizé}), B,, sodas#\;-B, =
B,-A, = E,undA,-B, = B,-A, = E,. Dann gilt(A; - Ay) - (B,-B,) = A;- (A, B,)-B, =
A -E,-B, =A -B, = E, SomitistA, - A, invertierbarm

SATZz 2.16. Sei A eine invertierbare Matrix iR™", und sei B so, dassB = B-A=E,.
Sei C eine Matrix mit AC = E,. Dann gilt B=C.
BeweisEsgitC=E,-C=(B-A)-C=B-(A-C)=B-E,=Bnm

Zu jeder invertierbaren Matri& gibt es also genau eine Matfmit A-B = E,.. Diese
Matrix B kiirzen wir mitA-* ab.

DEFINITION 2.17. SeiA einen x n-Matrix. A ist regul&r genau dann, wenA inver-
tierbar ist.A ist singulargenau dann, wenA nicht invertierbar ist.

UBUNGSAUFGABEN2.18.

(1) Zeigen Sie, dass fiar, b, ¢, de R mit ad + bcdie Matrix(ec‘ g) invertierbar ist, und dass
-1 1
(% 3) T ad- bc(*d" ?)
gilt.

(2) SeiA einemx m- Matrix, fur die es eim € N mit A" = 0 gibt, und seE die mx m-Einheitsmatrix. Zeigen Sie, dass
E — Ainvertierbar istHinweis: Denken Sie beim Auffinden der inversen Matrixég\( = YiZoX.
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SATZz 2.19. Seien A, B= R™" invertierbare Matrizen.

(1) Atistinvertierbar, und es giltA-1)~1 = A.
(2) AT ist invertierbar, und es giltAT) ! = (AT,
(3) A-Bistinvertierbar, und es giltA-B)"* = B1. AL,

Beweis.

(1) EsgiltA™t-A = A-A™ = E,. AlsoistA tinvertierbar, und := Aihre inverse
Matrix.

(2) EsgiltA- A"t = A1. A = E_. Durch Transponieren erhalt ma )™ - AT =
AT-(A™HT = E,. Folglich istAT invertierbar, und die inverse Matrix ZAf ist
(AHT.

(3) Esgilt(A-B)- (B*-A) =E,und(B*-A™Y)-(A-B) = E,. FolglichistA-B
invertierbar, und die inverse Matrix vok- Bist B! - A1,

Den folgenden Satz werden wir erst spater beweisen (S&22 1idd Satz 12.23):

SATZ 2.20. Sei Ae R™", und sei Be R™" so, dass AB = E,. Dannist A invertierbar.
AulRerdem ist dann B die zu A inverse Matrix.

Wir berechnen jetzt die inverse Matrix w()n:ZL _34 ) durch den Ansatz

(2 Z)(2d)=(o 1)

In[33]:= A = {{1, 3}, {2, -4}};

LinearSolve [A, {1, 0}1]
21
Qut[33] = {g- g}
Alsoa=04,c=0.2.
In[34]:= A = {{1, 3}, {2, -4}};

LinearSolve [A, {0, 1}]

3 1
Qut[34] = {E’ ’E}
Alsob=0.3,d = -0.1.

Die Funktionl nver se berechnet die inverse Matrix; die Funktiér - 1) macht
leider etwas ganz anderes.



In[35]:=

Qut [ 35] =

In[36]:=
Qut [ 36] =

In[37]:
Qut[37] =

In[38]:=
Qut[38] =
In[39]:=
Qut[39] =

9. DAS INVERTIEREN VON MATRIZEN

A {{11 3}1 {21 _4}};

B

Inverse [A];

MatrixForm [B]

2 3
3 3 )
5 10

A B

{{1, 03}, {0, 1}}

B. A
{{1, 03, {0, 1}}

A" (-1)

EERE
A A" (-1)

(2 o) (0.2}

41






KAPITEL 3

Lineare Gleichungssysteme

1. Beispiele

Wir betrachten zunachst vier Gleichungssysteme und bestmihre Losungsmenge.
Dabei geht es uns noch nicht darum, ein Losungsverfahreiméare Gleichungssy-
steme zu entwickeln (das kommt spater), sondern nur datiarpaar typische Phéano-
mene zu beobachten.

(1) Man bestimme alle Paarg, y) in R?, die sowohl die Gleichung+y = -1
als auch die Gleichung3+ 2y = -5 erflllen. Wir suchen also alle Losungen
des Gleichungssystems

X+y=-1 (2)

(3.1) 3x+2y=-5 (2).
L('jsung:Wenn(§) eine Losung des Gleichungssystems ist, danmxgillyy =
—1. Daher gilt auch-3x — 3y = 3. Somit ist jede Losung des Systems (3.1)
auch eine L6sung von
-3x-3y=3 1
(3.2) y (1)

3X+2y=-5 (2).

Wenn-3x-3y = 3und 3x+2y = -5, dann gilt aucki—-3x-3y)+(3x+2y) =
3+ (-5H), also-y = —2. Daher musy = 2 sein. Da abex + y = —1 ist, muss
x = —1 -y sein, und daher ist = —3. Daher ist nuf 3}) als Lésung des
Gleichungssystems mdaglich.

Wir probieren nun aus, o(tr23) auch wirklich eine Losung ist. Tatsachlich
gilt -3+ 2=-1und 3-(-3) + 2- 2= -5. Daher ist die Menge

L=1{(3)
die Losungsmenge des Gleichungssystems.

Wir interpretieren dieses Beispiel jetzt geometrischeJléunkte(§) im
R?, die die Gleichung +y = -1 erflillen, liegen auf einer Geraden (eben auf
der Geraden mit Gleichung+y = —1). Jene Punkt@), die die Gleichung
3x+ 2y = =5 erfillen, liegen auf der Geraden mit Gleichung 82y =
-5. Die Lésungsmenge des Gleichungssystems enthalt alletd}uhe auf

beiden Geraden liegen. Wenn die beiden Geraden nicht @lesadd, so gibt
es genau einen Punkt, der auf beiden Geraden liegt, nandicBchnittpunkt

43
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der beiden Geraden. Dieser Schnittpunkt ist in diesem Btisier Punkt
-3

2
(2) Wir suchen alle Lésungen des Gleichungssystems
X+3y=-1 (2)

(33) -3x-9y=2 (2).
Lbsung:Wenn(ﬁ) eine Losung des Gleichungssystems ist, danxgilBy =
—1. Daher gilt auch 8 + 9y = —3. Somit ist jede Lésung des Systems (3.3)
auch eine L6sung von
3X+9y=-3 1
(3.4) Y (1)

-3x-9y=2 (2).
Wenn 3x+ 9y = -3 und-3x -9y = 2, dann gilt auch
(3.5) Bx+9y) +(-3x-9y) = -3+ 2

Die linke Seite von (3.5) ist aber immer 0. Jede Los(figdes Gleichungs-
systems (3.3) muss also -3 + 2, also 0= -1 erfullen. Egal welche,y
man in die Gleichung (3.5) einsetzt: die Gleichung (3.5)kaie erflllt sein.

Somit hat das Gleichungssystem (3.3) keine Losung. Die hgsmenge
ist also die leere Menge, also

L=1)=0.

Wir interpretieren dieses Beispiel jetzt geometrisch. Gezadex + 3y =
—1 hat den Normalvektds ). Die Gerade-3x—9y = 2 hat den Normalvektor
(23). Der Vektor(-3) ist ein Vielfaches des Vekto(g ). Die beiden Geraden
sind also parallel. Zwei parallele Geraden sind entwedentidch, oder sie
haben keinen gemeinsamen Punkt. Da das Gleichungssyst@nuBsbar
ist, haben die beiden Geraden keinen gemeinsamen Pungkindialso zwei
verschiedene parallele Geraden.
(3) Wir suchen alle Lésungen des Gleichungssystems

X+5y=-4 (1)

(3.6) -2x-10y=18 (2).
Lbsung:Wenn(§) eine Losung des Gleichungssystems ist, danxgiby =
—4. Daher gilt auch  + 10y = —8. Somit ist jede Lésung des Systems (3.6)
auch eine L6sung von
2x+ 10y = -8 1
3.7) y 1)

-2Xx—-10y =38 (2).
Wenn 2x + 10y = -8 und-2x — 10y = 8, dann gilt auch
(3.8) (2x+ 10y) + (-2x-10y) = -8 + 8.
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Sowohl die linke als auch die rechte Seite der Gleichung) (8t8also O.
Somit ist die Gleichung (3.8) fiir allg}) in R? erfullt. Sie liefert also keine
Einschrankung fur die Losungen.

Nicht jeder Punk(§) inR? ist eine Losung des Systems (3.6). (Der Punkt
(8) erflllt nicht einmal die erste Gleichung.) Wir sehen abasdjede L6-
sung der ersten Gleichung von (3.6) auch eine Lésung detem&ieichung
von (3.6) ist: das liegt daran, dass die zweite Gleichungtent, wenn man
beide Seiten der ersten Gleichung mi2 multipliziert. Man kann also die
zweite Gleichung einfach weglassen (sie liefert keineeveiEinschréankung
far x undy), und nur mehr die Lésungen von

X+5y=-4

bestimmen. Wir sehen, dass wir flr jeden Wert, den wiyfilmrgeben, einen
Wert fur x erhalten. Wenn wir fly := t setzen, erhalten wir fix den Wert
X = —4 - 5t. Somit kdnnen wir die Losungsmengeso angeben:

L={("%%)IteR}.

Die L6ésungsmenge ist also eine Gerade durc(r[)“) mit Richtungsvektor
-5
o)
( )\Nir interpretieren dieses Beispiel jetzt geometrisch. Gieichungerx +
5y = —4 und-2x — 10y = 8 werden von denselbg) erfiillt. Sie beschrei-
ben also die gleiche Gerade. Der Schnitt dieser beiden &enaiteinander
ist also genau diese eine Gerade. Und wirklxhs (') +t - (°) ist genau
die Parameterdarstellung der Geradensy = —4.

(4) Wir suchen alle Lésungen des Gleichungssystems

(3.9)

(3.10)

3x+4y=-1 (1)
5x+10y=-5 (2)
2X+8y=-6 (3).

L6sung:Wir multiplizieren die Gleichungl) mit 5, und die Gleichung?2)
mit —3 und erhalten

15x+ 20y = -5 )
-15x-30y =15 (2)
2x+8y=-6 3)
Jede Losung vofll’) und(2') erfullt auch
(15x+ 20y) + (-15x - 30y) = -5+ 15,

also-10y = 10, und somity = —1. Wenny = —1, dann muss wegen der
Gleichung(1) gelten:

3x=-1-4y,
also 3x = -1 + 4, und somiix = 1.
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Die Frage ist, otﬁ _11) auch wirklich eine Lésung des Gleichungssystems
ist. Wir haben bis jetzt ja nur so begriindet, dass fiir jedeuhg$y) des
Gleichungssystems = 1 undy = -1 gelten muss. Wir wissen aber noch
nicht, ob( % ) die Gleichungentl), (2) und(3) erfiillt. So haben wir etwa die
Gleichung(3) beim Ausrechnen vor undy noch gar nicht verwendet! Wir
mussen also ausprobieren, (o_l‘g) wirklich alle drei Gleichungen erfiillt. Es
gilt3-1+4-(-1)=-1,5-1+10-(-1) = -5und 2- 1+ 8- (-1) = —6. Das
Paar( %) erfillt also wirklich alle drei Gleichungen, und es gilt sibm

L={(4).

Wir interpretieren dieses Beispiel jetzt geometrisch. den drei Gera-
den, die durch die Gleichungéh), (2) und(3) beschrieben werden, sind kei-
ne zwei parallel, da kein Normalvektor ein Vielfaches eiaederen Normal-
vektors ist. Alle drei Geraden gehen durch den Pl(ll’_ﬂ() Die drei Geraden

gehen also “sternférmig” durch den Purfikt ).

Das Gleichungssystem (3.6) zeigt, dass die Losungsnieaiges linearen Gleichungs-
systems nicht leer oder einelementig sein muss, sondemeane unendliche Menge

sein kann. Fur die Darstellung der Lésungsmehgtes Systems (3.6) gibt es zwei
Maglichkeiten:

(1) Implizite Darstellungler Losung: Jedes Paat y), dasx+5y = —4 erfullt, ist
auch eine Losung fur das gesamte Gleichungssystem. Dienfdsann also
in der Form

L ={(X,y) € R?|x+ 5y = -4}
geschrieben werden.
(2) Parametrisierte Darstellunder Losung: Wir kbnnen die Lésungsmenge als

L={(-4,0+t-(-51]|teR}
schreiben.
Wollen wir nun Uberprifen, ob das Pa&r4) in der Lésungsmenge liegt, so missen
wir bei impliziter Darstellung nuk = 3 undy = 4 in X + 5y einsetzen. Da wir dabei

23 und nicht-4 erhalten, folgt3, 4) £ L. Bei parametrisierter Darstellung missen wir
dazu das Gleichungssystem

~4-5t = 3
t = 4

I6sen. Aus der Tatsache, dass dieses System keine Losutrt, b&gsmnen win(3,4) &
L schliel3en.

Die implizite Darstellung lasst jedoch keine direkte getnsehe Interpretation zu,
wahrend man aus der parametrisierten Darstellung sokehat, dass es sich bei der
Losungsmenge um eine GeradeRfhmit der Steigungué handelt.
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Auch andere Kurven irR? lassen sich sowohl implizit als auch parametrisiert darste
len. So ist zum Beispiel der Kreis mit Radius 1 um den Ursprgegeben durch

K (X, y) € R?|x* +y? = 1}
{(cost,sint)|[te R, 0 <t < 27}

Wir werden uns Uberlegen, wie wir die Losungsmenge von ddagestellungsform in
die andere umrechnen kénnen. Die jeweiligen Ubergdnget meanParametrisieren
(Losen bzw. Implizitisieren

2. Die Lésung von Gleichungssystemen in Staffelform

Wir betrachten das Gleichungssystem

158 2 -2 9
0 1 -2 -4 2 5
(3.11) 0o 0 o0 -16 8 |'*=| 16
00 0 0 O 0

Dieses Gleichungssystem kdnnen wir so l6sgrkdnnen wir beliebig festlegen. Wir
setzen also

X5 =t.
Wir erhalten
-16x, + 8t = 16,
also
1
X, =-1+2t.

2
Dax;, frei wahlbar ist, setzen wi, aufs.

Dann erhalten wir

Xo = O+ 2Xg + 4X, — 2Xs,
also
5+2s-4+2t-2t
1+2s.

o

SchlieRlich
X, =—-2+2s+t.

Also ergibt sich als Losungsmenge

()

Jor

)Is,te[R}.

COoRNN
RPNROOR
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Die Matrix
1 -5 8 2 -2
0O 1 -2 -4 2
O 0 O -16 8

0O 0o 0 0 O

ist eine besonders angenehme Koeffizientenmatrix. Siedistioh in Zeilenstaffel-
form. Wir definieren:

DEFINITION 3.1. SeiA einemx n-Matrix. A ist in Zeilenstaffelformwenn es e N,
undjy, j, ..., J, € {1,...,n} gibt, sodass

(1) jr > jr—1> cee > jl'

(2) Farallei € {1,2,...,r}gilt: AG, j,) # 0.

(3) Furallei € {1,2,...,rjund furallek € {1,2, ..., ny mitk < j, gilt: Adi, k) = 0.
(4) Furallei € {1,2,...,mmiti>r und furallek € {1, 2, ..., n} gilt: A(i, k) = 0.

WennA einemx n-Matrix in Zeilenstaffelform ist, und wie in obiger Definition, dann
treten in der L6sung voA - x = 0 genawn — r frei wahlbare Parameter auf.

UBUNGSAUFGABEN 3.2.

(1) Bestimmen Sie die Lésungsmenge des linearen Gleicbysgsns

Geben Sie die Lésungsmenge in parametrisierter Form an.
(2) Bestimmen Sie die Lésungsmenge des linearen Gleicbysgsns

Geben Sie die Lésungsmenge in parametrisierter Form an.
(3) Bestimmen Sie alle Losungen des folgenden Gleichuisgsss:

2% = 1% + 1% = 1X, + 1% = 12
I +1X -1, + 1% = 4
IXg+0x,—1x5 = 14
(4) Losen Sie das Gleichungssystem
X
2 5 7 3 2 % 1
01 0 -1 0 x |=| -2 |,
0 0 -1 0 2 X4 0
X5

und geben Sie die L6sungsmenge parametrisiert an.



3. DAS GAUSSSCHE ELIMINATIONSVERFAHREN 49

3. Das Gauf3sche Eliminationsverfahren

Wenn die Koeffizientenmatrix eines Gleichungssystemsesdstaffelform hat, dann
wissen wir bereits, wie wir alle Lésungen des Gleichunggsys bestimmen. Wir
erklaren mit einem Beispiel, wie wir sonst vorgehen. Wirraeliten das Gleichungs-
system

1 58 2 -2 9
1 -4 6 -2 0 4

(3.12) 102 2 ol|*| o
5 86 0 -5 _18

Wir schreiben uns zunachst das System anders auf.

I 1 58 2 -2 -9
I 1 46 -2 0 -4
1 -1 0 2 2 O 0

v 5 -86 0 -5 -18
Wir addieren nun passende Vielfache der Gleichung | zu jddeanderen Gleichun-
gen, sodass in den neuen Gleichungen die Varightécht mehr vorkommt. Das flihrt
auf

nm o 1 -2 -4 2 5 -1 +11
(3.13) im0 -5 10 4 -2 -9 |+l
v 0 17 -34 -10 5 27 (-5-1+IV

Nun hat das Gleichungssystem, das aus den Gleichungéeh, IMIpbesteht, die glei-
che Losungsmenge wie das Gleichungssystem, das aus dehwigen 111,111, IV’
besteht.

Das kann man so begriinden: wenn ein Tugglx,, x;, X,, X;) die Gleichungen | und
IV erfullt, dann erfillt es auch die Gleichung IV’, die ja eiLinearkombination (=
Summer von Vielfachen) der Gleichungen | und IV ist. Sei X, X5, X,, %) €in
Tupel, das die Gleichungen I und IV’ erfullt. Da IV’ =5- 1 + IV, gilt IV =IV' + 5 - I.
Daher ist die Gleichung IV eine Linearkombination der Gheingen 1V’ und 1. Also
muss das Tupek,, X,, X;, X,, X;) auch die Gleichung IV erflllen.

Wir kdnnen also anstelle des Gleichungssystems |, IMItias Gleichungssystem
LIMIIP, IV’ 16sen. In den Gleichungen II', III’, IV’ kom mt die Variablex; nicht vor.
Also konnen wir so vorgehen: wir bestimmen die Losungenx,, x,, X;) der Glei-
chungen I, I, IV'. Fir jede dieser Losungen rechnen wins dann aus der Glei-
chung | den Wert vom, aus.

Um die Loésungen von II', I, IV’ zu bestimmen, addieren wiiieder passende Viel-
fache der Gleichung II’ zu III’ und 1V’. Wir erhalten

i~ 0 0 0 -16 8 16 S+ 1117
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Nun konnen wir alle Losungefx,, X,, X;) der Gleichungen 1lI” und IV” bestimmen.
Dann kdnnen wir fir jede Losung aus I den Wert vorbestimmen (und dann aus |
den Wert vorx,).

In den Gleichungen III” und IV” kommi, nicht vor. Wenn wir also eine Losung
(X4, %) fur die Gleichungen 111" und 1V” finden, dann konnen wir fif jede beliebige
Zahl einsetzen. Flr jede solche Setzung erhalten wir eisehgix;, X,, X;) von I
und IV”. Wir merken uns:

X, ist frei wahlbar,

sofern es Losungefx,, ;) fur IlI” und 1V” gibt. Jetzt versuchen wir, alle Losungen
(X4, %) von 11" und 1V” zu finden. Dazu addieren wir ein passendeslfdienes der
Gleichung IlII” zur Gleichung IV”. Wir erhalten

(3.15) Ivz-""0 0 0 0 0 0 58Ill"”"+16-IV”

Alle Lésungen(x;) dieser letzten Gleichung zu finden, ist einfach: wir konregep
Wert fir x; einsetzen. Also:

Xg ist frei wahlbar.

Setzen wir alsog auft, und schauen wir, welche Werte sich fur die anderen Vanmable
ergeben.

Aus der Gleichung IlI” erhalten wir
-16x, + 8t = 16,
also

1
X, =-1+ Qt'

Dax, frei wahlbar ist, setzen wix; aufs.
Aus der Gleichung II' erhalten wir

Xo = O+ 2Xg + 4X, — 2Xs,
also

X, S5+2s-4+2t-2t
X, = 1+2s.

Aus der Gleichung | erhalten wir schlief3lich
X, =—-2+2s+t.

Also ergibt sich als Losungsmenge
-2

L:{(_§1)+s-(§)+t-( )Is,te[R}.

RNROOR
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UBUNGSAUFGABEN 3.3.

(1) Bestimmen Sie alle Losungen des Gleichungssystems

x+2y+3z = -10
-X+7y+2z = -10
5x-8y+5z = -10
(2) Bestimmen Sie alle Losungen des Gleichungssystems
-4X+2y+3z = 12
-6x+3y+0z = -18
6x-3y+2z = 34
(3) Bestimmen Sie alle Losungen des Gleichungssystems
1x+0y+2z = 16
2x+3y-z = -8
Ox+2y-3z = -36

(4) Geben Sie die Lésungsmenge des folgenden linearenh@taissystems in parametrisierter Form an!

2 -1 0 8 ) x (-3
2 -3 8 0 [(¥)=| 16 [
10 -7 24 -16 ) % | 112

(5) Geben Sie die Lésungsmenge des folgenden linearenh@taissystems in parametrisierter Form an!

-2 -1 8 0 X -16
2 -3 0 8 | (;g) -| 8
10 -7 -16 -24 | % 56

(6) Ergéanzen Sie die Gleichung
3x-2y+5z = 0

s0 zu einem Gleichungssystem mit drei Gleichungen, dasSyktem
(a) keine Lésung
(b) genau eine Lésung
(c) genau zwei Losungen
(d) eine Gerade als Losungsmenge
(e) eine Ebene als Lésungsmenge
hat.
(7) Furzwei Goldbarren und acht Silbertaler erhalten Si@@3.— Schilling, fiir 7 Barren und 3 Taler 84.000.— Schijlin
Wieviel ist ein Goldbarren wert? Wieviel ist ein Silbertaleert?
(8) Bestimmen Sie alle Losungen des Gleichungssystems

1 5 3 16
2 10 8| _| 34
4 20 15 67
1 6 5 21

(9) Bestimmen Sie alle Losungen des Gleichungssystems

1 3 5 2 3
2 8 14 4 |-x=| 6 |.
-1 -2 -3 -2 -2

(10) Losen Sie folgendes Gleichungssystem, und geben &ledungsmenge paramtrisiert an!

-2 1 0 1 -8
-3 2 2 0 [|-x=| -13 |.
-6 5 8 -3 -28
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4. Einige durchgerechnete Beispiele zum Gaul3-Algorithmus

AUFGABE 3.4.
1 -5 8 2 -2 -9
1 46 -2 0|_ |-4
1.0 2 2 ol *T o
5 -8 6 0 -5 _18

I n[ 40] : = << GaussDemo6. m

In[41] : = Gauss [Al, bl]
x1 x2 x3 x4 x5 |
1 -5 8 2 -2 | -9
(1 -4 6 -2 O | —4)
|
|

-1 0 2 2 O 0
5 -8 6 0 -5 -18

We use equation (1) of the last systemto eliminate x1

x2 x3 x4 x5 |

1 -2 -4 2 \ 5
-5 10 4 -2 | -9 )
17 -34 -10 5 | 27

We use equation (1) of the last systemto eliminate x2

x3 x4 x5 |
( 0 -16 8 | 16 )
0 58 -29 | -58
x3 does not appear in any equation.
x4 x5 |
( -16 8 | 16 )
58 -29 | -58

We use equation (1) of the last systemto eliminate x4
( x5 | )
0 | O

x5 does not appear in any equation.

x5 :=t1
We use
x4 x5 |
-16 8 | 16

to compute x4

-

t
X4:—1+7

x3 :=t2
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We use
x2 x3 x4 x5 |
1 -2 -4 2 | 5

to compute x2

x2 =1 +2t2

We use
xl1 x2 x3 x4 x5 | )
1 58 2 -2 | -9

to compute x1

x1 = -2 + t1+2t2 1
aut[41]= {({-2, 1, 0, -1, 0}, {{1, 0, O, > 1}, {2,2, 1,0, 0}}}
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AUFGABE 3.5.
1 5 7 9 0
2 10 14 1§-x=| 1
3 2 1 O 1
I n[42] : = << GaussDemo6. m

In[43]: = Gauss [A2, b2]

x1 x2 x3 x4 |
1 5 7 9 | O

( 2 10 14 18 | 1 )
3 2 1 0 | 1

We use equation (1) of the last systemto eliminate x1

x2 x3 x4 |
( 0 0 0 | 1 )
-13 -20 -27 | 1

We use equation (2) of the last systemto eliminate x2

(0% | 1

x3 does not appear in any equation.
( x4 | )

o | 1
x4 does not appear in any equation.

The systemhas no solution
Qut [ 43] = NOSOLUTI ON
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AUFGABE 3.6.
1 5 3 1
2 10 8| _|34
4 20 15 167
1 6 5 21
I n[ 44] : = << GaussDemo6. m
I n[ 45] : = Gauss [A3, b3]
x1 x2 x3 |
1 5 3 | 16
( 2 10 8 | 34)
4 20 15 | 67
1 6 5 | 21

We use equation (1) of the last systemto eliminate x1

We use equation (3) of the last systemto eliminate x2

x3 |
21z
3 | 3

We use equation (1) of the last systemto eliminate x3
We use
x3 | )
2 | 2
to compute x3
x3 =1

We use

x2 x3 |
1 2 | 5

to compute x2

x2 = 3
We use
xl x2 x3 |
1 5 3 | 16

to compute x1

x1 = -2
Qut[45]= {{-2, 3,1}, {}}
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AUFGABE 3.7.
1 5 3 1
2 10 8 134
4 20 15 %~ |68
1 6 5 22

I n[ 46] : = << GaussDemo6. m

In[47] : = Gauss [A4, b4d]

xl x2 x3 |
1 5 3 | 16
( 2 10 8 | 34 )
4 20 15 | 68
1 6 5 | 22

We use equation (1) of the last systemto eliminate x1

x2 x3 |

0 2 | 2

0O 3 | 4 )
1 2 | 6

We use equation (3) of the last systemto eliminate x2

x3 |
[z 12
3 | 4

We use equation (1) of the last systemto eliminate x3

The systemhasno solution
Qut [ 47] = NOSOLUTI ON

AUFGABE 3.8.
1 2 -3 06 7 5
-2 4 102 39 |7
4 8 1 01-10 13
3 6 -1 09 9 15
I n[ 48] : = << GaussDemo6. m
I n[ 49] : = Gauss [A5, b5]
x1 x2 x3 x4 x5 x6 X7 |
1 2 -3 0 6 7 0 | b5
-2 -4 1 0 2 3 0 | 7
4 8 1 0 1 -1 0 | 3
3 6 -1 0 9 9 0 | 15
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We use equation (1) of the last systemto eliminate x1

x2 x3 x4 x5 x6 X7 |

0O -5 0 14 17 O \

0 13 0 -23 -29 O | -17
\

o 8 0 -9 -12 O 0
x2 does not appear in any equation.
x3 x4 x5 x6 X7 |
-5 0 14 17 O \ 17
13 0 -23 -29 O | -17
\

8 0 -9 -12 0

We use equation (1) of the last systemto eliminate x3

x4 xb x6 x7 |
( 0O 67 76 O | 136 )
0O 67 76 O | 136

x4 does not appear in any equation.

x5 x6 x7 |
( 67 76 0 | 136 )
67 76 0 | 136

We use equation (1) of the last systemto eliminate x5

(0% 1 ol

x6 does not appear in any equation.

o 1ol

x7 does not appear in any equation.

X7 :=tl
x6 :=1t2
We use
x5 x6 x7 |
67 76 O | 136

to compute x5

<5 - 186 . _76%2

= 67 67
x4 :=t3
We use
x3 x4 x5 x6 x7 |
-5 0 14 17 O | 17

to compute x3

_ 153 | 1512
X3 = %7 * 67
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x2 :=t4
We use

xl1 x2 x3 x4 xb x6 x7 | )

1 2 -3 0 6 7 O | 5
to compute x1
!

22 153 136

Qut[49] = {{-ﬁ, 0, &= 0, %= 0, 0}

32
{{0,0,0,0,0,0, 1}, {ﬁ,

{0, 0,0 1,0,0, 0}, {-2,

15 76

0, =5, 0, ~&= L, 0},

1,0,0,0,0, 0}}}
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KAPITEL 4

Mengen

1. Eigenschaften von Mengen

Unter einerMengestellen wir uns eine Zusammenfassung von Objekten zu einem
Ganzen vor. Wenn das Objekizur MengeM gehort, schreiben wir

ae M.

Zwei MengenA, B sehen wir als gleich an, wenn sie dieselben Elemente eathalt
Diese Eigenschaft nennt man dastensionalitatsaxiomnder Axiom der Umfangsbe-
stimmtheit

Der Begriff Mengewird nicht prazise mathematisch definiert. Vielmehr gibtreani-
ge Eigenschaften an, die Mengen unserer Vorstellung néigtearsollen. Als Grund-
lage fast aller Teilgebiete der Mathematik haben sich jagerischaften bewahrt, die
Ernst Zermelo, Abraham Adolf Fraenkel und Thoralf Skolem 2907 bis 1929 von
Mengen gefordert haben. Diese Eigenschaften sindxieme der Zermelo-Fraenkel-
MengenlehreDie Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre hat sich als ausgeaeigeeignet
herausgestellt, fast alle Resultate der Mathematik klezuddellen und zu vermitteln.
Zum anderen sind die Axiome auch theoretisch — in der Logkdsr Mengenlehre —
gut untersucht worden, und man hat bis heute keinen Widerkpn ihnen gefunden.
Wir werden nicht alle Axiome diskutieren, aber zumindes Batensionalitdtsaxiom
explizit angeben.

Axiom 4.1 (ExtensionalitdtsaxiomBeien A, B Mengen. Dann gilt-AB genau dann,
wenn fur alle xe A auch xe B gilt, und fir alle xe B auch xe A gilt.

Insbesondere giltl, 2,3} = {3,1,2} = {3,3,1, 2, 2}.

DEFINITION 4.2 (Teilmenge). SeieA, BMengen. Dann gilA ¢ B genau dann, wenn
fur allea € A aucha € B gilt.

2. Operationen auf Mengen

DEFINITION 4.3. SeierA, BMengen. Dann definieren wir:

ANB := {X|xe Aundx e B},
AUB := {X|xe Aoderx € B}.

AN Bist derDurchschnittvon A undB. AU B ist die Vereinigungvon A undB.
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SATZ 4.4. Seien A, B, C Mengen. Dann gilt:

(1) ANB=BNA,

(2) AUB=BUA,

(3) AUBUC)=(AUB)UC,

(4) AN(BNC)=(ANB)NC,

(5) (ANB)UC =(AUC)N(BUC),
(6) AUB)NC=(ANC)UBNC).

Wir beweisen hier nur die Eigenschatft (5), geben “dafir’ratveei Beweise an.
Beweis | von Satz 4.£s gilt

(ANB)UC = {x|xe AN Boderx € C}
={X|xe AAxeB)VxeC}.
Aul3erdem gilt
AUCNBUC) ={xIxeAUCAXxeBUC}
={X|xe AVxeC)A(xeBVxe(C)}.
Wir missen also nachweisen, dass fur altke Eigenschaftx e AAxe B)VxeC
genau dann gilt, wentx € AV x € C) A (x € BV x € C). Sei dazux fixiert. Wir
beobachten, dass beide Aussagen aus den gleichen dregaossa (x € A), b :=

(X € B), undc := (x € C) zusammengebaut sind. Wir brauchen also nur 8 Félle zu
untersuchen, je nach dem apb, cjeweils wahr oder falsch sind.

a b cllavec bvec (avoAMVe |(@aAb) (aAbVe
f f f f f f f f
f f wi| w w w f w
f w f f w f f f
f w wi| w w w f w
w f f w f f f f
w f w| w w w f w
w w f| w w w w w
W W WwW| w w w w w

Wir sehen, das@Vc)A(bVc) =(@Ab)Vce Somitgilt(xe AAx e B)Vx e Cgenau
dann, wennix € AVx e C)A(x e BVx € C). Also gilt (ANB)UC = (AUC)N(BUC).

Beweis Il von Satz 4.4Jm zu zeigen, dass
(4.1) (ANB)UC=AUC)NBUC),

zeigen wir, dassANB)UC c (AUC)N(BUC) und dassANB)UC > (AUC)N(BUC).
“c” Seix e (AN B) UC. Wir wollen zeigen, dasse (AUC) N (BU C).

Dazu zeigen wir zuerst, dagss AUC. Dax € (ANB)UC, wissen wir, dasg € ANB
oderx € C.
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« 1.Fall: x e AN B: Dadannx € AN B, gilt x € A, und somitx € AU C.
« 2.Fall: x € C: Dann liegtxin AU C.

Somit liegtx also inA U C.

Nun zeigen wir, dass € BUC. Dax € (AN B) U C, wissen wir, dasg in AN B oder
in C liegt.

« 1.Fall: x e AN B: Dann giltx € B, und somitx e BU C.
« 2.Fall: x € C: Dann liegtxin BU C.

Somit liegtx also inB U C.
Daher liegtx also sowohl iPAUC als auch irBUC, und somit giltx e (AUC)N(BUC).

“2" Seix e (AUC)N(BUC). Wir wollen zeigen, dass € (AN B)UC. Wir betrachten
dazu zwei Félle.

1. Fall: x € C: Dann liegtx auch in(A N B) U C.

« 2. Fall: x¢ C: Daxin (AUC)N (BUC) liegt, giltx e AUC. Dax ¢ C, gilt
alsox € A. Daxin (AUC)N (BUC) liegt, gilt auchx e BUC. Dax ¢ C,
gilt alsox € B. Insgesamt gilt als& € AN B, und somitx € (AN B) UC.

DEFINITION 4.5. SeierA, BMengen. Dann isB \ A definiert durch
B\A:= {X|xe Bundx ¢ A}

Dabei stehk ¢ Afur (nichtx € A).

Wenn man nur Mengen betrachtet, die Teilmengen einer MengkesUniversums
sind, so schreibt man au€yB fir U \ B. Es gelten etwa folgende Zusammenhénge:

SATZ 4.6. Seien A, B,C,U Mengen, sodass A, B, C Teilmengen von U simah. @i

(1) B\A=BN (A,

(2) C\(B\A) =(ANC)U(C\B),

(3) (De Morgansche RegelB),(ANB) = C,;(A) UL, (B) undC,(AUB) = C,(A)N
Cu(B).

Beweis vor{2): Es gilt
xe (C\(B\A) &xeCA(xe¢B\A
=XeCA-(xeBAx¢ A
=XxeCAX¢gBVxeA
S xXeCAxgB)VxeCAxe A
s xeC\BVxeCNA
s xe (C\B)UECNA).
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Mit (» bezeichnen wir die leere Menge, die kein Element enthaltjétde MengeA
gilt ® c AundA\ A= (.

DEFINITION 4.7. SeierA, BMengen. MitAAB bezeichnen wir die Menge
AAB := (A\B)U (B\A).

AAB heil3t diesymmetrische Differenzon A undB.

SATZ 4.8. Seien A, B, C Mengen. Es gilt:

(1) AAB=(AUB)\ (AN B).
(2) (AAB)AC = AA(BAC).
(3) AAB = BAA.
(4) AAQ = A.
(5) AAA = (.
(6) (AAB)NC =(ANC)ABNC).
DEFINITION 4.9. SeiA eine Menge. Dann ist die Meng&A), die Potenzmengeon

A, definiert durch
PA) = {BIBCA].

Es gilt etwaP({1, 2}) = {D, {1}, {2}, {1, 2}}.
SATZ 4.10. Sei ne N, und sei A= {1, 2, ..., n}. Dann hatP(A) genau2" Elemente.

Beweis:Wir beweisen diesen Satz mit Induktion. $ei 1. Dann giltA = {1} und
P(A) = {D, {1}}. Die MengeP(A) hat also genau 2 Elemente. Wir nehmen nun an, dass
n e N, und das$({1, ..., n}) genau 2 Elemente hat. Wir berechnen nf{1, ...,n+
1}). Es qilt
{1, ....,nn+1H)={B|IBc{l,...,n+1}An+1eB}
U{BIBc{l,...,.n+1}An+1¢ B}
={CU{n+1}|Cc{],....,n}}
U{CICc{L,...,n}.
Die Menge{C|C c {1, ..., n}} ist die MengeP({1, ..., n}). Nach der Induktionsannah-
me hat diese Menge" Elemente. Da verschiedene Teilmengen ybn.., n} durch
Hinzufigen vom + 1 verschieden bleiben, hat aughU {n+ 1} |C c {1, ..., n}} genau
2" Elemente. Schlie3lich habd@ U {n+ 1}|C c {1,...,n}} und{C|C c {1,...,n}}
keine Elemente gemeinsam, es gilt daher

[CUMN+1Cc{l,....nN{CICCc{],....,n}} = .

Also hat ihre Vereinigung 2+ 2" = 2™ Elemente. Insgesamt haben wir gezeigt,
dassP({1,...,n+ 1}) genau 2! Elemente hat; damit ist auch der Induktionsschritt
gelungenm

Wenn eine Mengé\ genaun verschiedene Elemente hat (mite N;), so schreiben
wir |Al = n (oder #A = n). Eine solche Menge nennen wir auctelementig, und wir
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sagenn ist die Kardinalitat der Menge. Eine Menge, fur die es kein solches N,
gibt, bezeichnen wir alsnendlich Manchmal schreibt ma/\ = «. Eine genauere
Unterscheidung zwischen “verschieden grof3en” unendiidlengen werden wir in
Kapitel 11 vornehmen.

Wir halten nun die Kardinalitat einiger endlichen Mengestfe
SATZ 4.11. Seien A, B, A ..., A, endliche Mengen. Dann gilt:

(1) Wenn AN B = @, so gilt|AU Bl = |Al + |BI.
(2) Wenn fir alle i, je {1,...,n} miti # j gilt, dass AN A, = ¢, so gilt:

AL UA, U . UAT=IAL+ A+ +IA].
(3) Es gilt]AU B| = |A + |Bl — JAN B.

Beweis:Wir beweisen hier nur die Eigenschatft (2). B4 B undB disjunkt sind, und
AUB = (A\B)UB, qgilt

(4.2) |AU B| = |A\ Bl + [BI.

Nun gilt (ANB)U(A\B) = Aund(ANB)N(A\B) = . Folglich gilt|]ANB|+|A\B| = |A.
Wenn man nun in Gleichung (4.2 \ B| durch|Al — |A N BJ ersetzt, so erhalt man
IAUBI=|Al+IBI-|ANBl. =

SATZ 4.12. Sei A eine Menge mit n Elementen, und {0, ..., n}. Dann hat A genau
(M= ﬁ Teilmengen mit i Elementen.

Beweis:Wir verwenden, dass fim € Nundi € {1,...,n- 1} gilt: (}) = (”i—l) +
(?_—11). Nun zeigen wir den Satz mit Induktion nanhFurn = 1 sehen wir, dass eine
einelementige Menge genau eine nullelementige und eiredeanentige Teilmenge
hat. Sei num > 2. Furi = 0 sehen wir, dasa genau eine nullelementige Teilmenge,
namlich®, hat. Furi = n hatA genau eine-elementige Teilmenge, namlich Sei
nuni € {1, ..., n—1}. Wir wahlen ein Elemenrd ausA. Es gilt

{BIBCA,Bl=i}={BIBCA,Bl=i,a¢B}U{BIBCA,|Bl=i,ac B}

={BIBc A\{a}IBl=i}U{BU{a}|Bc A\{a},|Bl =i - 1}.

Nun hat die erste dieser Mengéf;!) und die zweite(-1) Elemente. Somit gilt
BIBCA,BI=ill=(71)+ (") =(1).m

Es gibt Mengen, deren Elemente alle Mengen sind. Wir geldghder Vereinigung
aller Elemente einer Menge und dem Durchschnitt aller Efgeneiner Menge eine
Abkurzung.

DEFINITION 4.13. SeiA eine Menge, deren Elemente alle Mengen sind. |M|tA

oderU A bezeichnen wir die Menge, die durch
AcA

Uﬂ:{XIHAe&—’(:xeA}
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definiert ist.

Beispiel|_J{1,2},{2,5}, (1,50} = (¢, 1,2,5},_Jin,m1lIneN} = JIn,n+1[ =
neN

{x e R*|x = 1}\N. Weiters giltU(Z) = Q.

DEFINITION 4.14. SeiA eine nichtleere Menge, deren Elemente alle Mengen sind.
Mit ﬂﬂ oderﬂ A bezeichnen wir die Menge, die durch

AcA
ﬂﬂ: XIVA€ A:xe A
definiert ist.

Beispiel:( |((1,2},{2,5},{2,6}} = {2}, ( JIn,n+ 1 IneN} = |In,n+1[ = .

neN



KAPITEL 5

Relationen und Funktionen

1. Geordnete Paare

Als erstes definieren wigeordnete Paare
DEFINITION 5.1. Fur beliebige, bdefinieren wir dageordnete Paa(a, b) durch
(a,b :={{a}, {a, b}.

SATZ 5.2. Fur alle a, b, ¢, d gilt(a, b) = (c, d) genau dann, wenn a c und b= d.

Beweis:Wenna = cundb = d, so gilt(a, b) = {{a}, {a, b} = {{c}, {c, d}} = (c, d).

Wir zeigen nun, dass aga, b) = (c, d) folgt, dassa = cundb = d. Seien daza, b, c, d
so, dassa, b) = (c, d). Wir wissen also, das$a}, {a, b}} = {{c}, {c, d}}.

« 1.Fall: a # b: Wir wissen, das$c} € {{a}, {a, b}}. Da{a, b} nicht einelementig
ist, kann nur{c} = {a} gelten. Dann gill = c. Somit gilt also{{a}, {a, b}} =
{{a}, {a, d}}. Da{a, b} # {a}, muss{a, b} = {a, d} gelten. Somit gilb < {a, d},
und folglichb = d.

- 2.Fall: a = b: Dann gilt{{a}} = {{c}, {c, d}}. Also qilt {c, d} = {a}, und somit
c=d=a Alsogilta=cundd =h.

DEFINITION 5.3. Seiem, B Mengen. Wir definiere x B, daskartesische Produkt
von A und Bdurch

AxB:={(@,blae Aundb e B}.
SATZ 5.4. Seien A, B, X, Y Mengen. Dann gilt

(1) AUB)x X = (Ax X) U (Bx X),

2) ANB)x (X NY)=(AxX)N(BxY),

(3) DxB=0.

(4) Wenn Ax B = (), so gilt A= () oder B= Q.

2. Relationen

DEFINITION 5.5. SeiemA, BMengen. Jede Teilmenge vénx B heil3t auctRelation
von A nach B

67
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Beispiele: SeA := {W,N,0,S,T,V,B,St,K die Menge der neun 6sterreichischen Bun-

deslander, und sé@ := {Donay Inn, Traun}. Wir definieren eine RelatioR durch
R:={(a,b € Ax B|abesitzt einen Teil des Ufers vdm.

Wir erhaltenR = {(W, Donau, (N, Donau, (O, Donav, (T, Inn), (O, Inn), (St, Traun, (O, Traun)}.
Fir(a, b € Rschreiben wir aucaRh

SeiA =R undB := Z. Wir definieren eine Relatiom durch
apb:=aec[bb+1]

fiir a € A, b € B. Dann gilt zum Beispielr,3) € p, (V2,1) € p. Es gilt alsop =
{rrnNeRxN|n=r<n+1}.

Sei nunA := N undB := N. Wir definieren eine Relatiok durch
@a,beK:=3dceN,:a+c=Db

furae A, b e B. Wir sehen, dask = {(x,y) e NxN|x < y}. K ist also die “kleiner-
gleich™-Relation.

Nun definieren wir eine Relation; von Z nachZ durch
as;b:3dceZ:5-c=b-a.

Es gilt also
= = {(a,b e ZxZ|b-aist Vielfaches von &

3. Funktionen

DEFINITION 5.6. SeiemA, BMengen, und seR eine Relation vorA nachB. Rist eine
funktionale Relation von A nach ®enn es fir all@a € A genau eirb € B gibt, sodass
(a,beR

Beispiele: Seie’ := {1,2,3},B :={a,b,qd, R:={(1, a),(2,0),(3,0}. Dann istR eine
funktionale Relation vor\ nachB.

SeiA:=R,B:=R, f :={(r,sin(r))|r € R}. Dann istf eine funktionale Relation von
R nachR.

SeiA:=R,B:=R, g:={(sin(r),r) |r € R}. Dann istgkeine funktionale Relation von
R nachR, da es keiry € R gibt, sodas$-2,y) € R.

SeiA = [-1,1], B := R, h := {(sin(r),r)|r € R}. Dann isth keine funktionale
Relation vonA nachR, da(0,0) € hund(0,7) € h. Somit gibt es fla := 0 mehr als
einb € R, sodassa, b) € h.

DEFINITION 5.7. SeierA, BMengen, und sef eine funktionale Relation voA nach
B. FUra € A bezeichnen wir mif (a) dann jene® € B, fur das(a, b) € f.
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Funktionale Relationen voA nachB bezeichnen wir auch einfach afunktionen
von A nach BFunktionen kann man auf verschiedene Arten angeben. Wadigen
einige gebrauchliche Varianten fur die Quadratfunkgauf den ganzen Zahlen.

(1) Direkt als Mengeq := {(x,¥)|x e Z}. Die Menge kann nattrlich auch
anders angegeben werden, zum Beispiel dgreh{(x,y) e Z x Z |y = ¥?}.
(2) Durch eine Zuordnungsvorschrift:

q:7Z — Z
X — X2

Man liest das als{ ist eine Funktion vorZ nachz, die jedesx in Z auf x?
abbildet.

(3) Durch Angabe des Funktionswerts, also etwagsoZ — Z, q(2) := 2z fur
ze Z. (Lies:“gist eine Funktion voiZ nachz, undq(2) ist gleichz? fur alle
ze 7’

Egal, welche der drei Varianten man wahdtist dadurch jedesmal als die gleiche
Teilmenge vonZ x Z definiert. Die Schreibweisé : A - B bedeutetf ist eine
Funktion von A nach Balso einfachf ist eine funktionale Relation von A nach B.

DEFINITION 5.8 (Einschrankung). Seieh, B Mengen, seil eine Teilmenge vor,
und seif eine Funktion vorA nachB. Mit f|; bezeichnen wir die Funktion, die durch

f: T — B
t —  f(t)

gegeben ist. Sie hei@inschrankung von f auf.T

Es giltalsof|; = {(x,y) € fIxe T}.

DEFINITION 5.9. SeiemA, BMengen. MitB* bezeichnet man die Menge aller Funkti-
on vonA nachB. Genauer:

BA:={f e PAxB)|f: A—> B}.

SATZ 5.10. Seien n,ne N, und sei A= {1,...,m}, B:= {1, ..., n}. Dann hat B' genau
n™ Elemente.

4. Definitions- und Wertebereich

DEFINITION 5.11. SeieA, BMengen, und sef eine Funktion vorA nachB. Dann ist
A auch deDefinitionsbereiclvon f. DerWertebereictvon f ist die Mengg f(a)la e
A}

Der Wertebereich einer Funktion enthélt also jene Elemenk die tatsachlich als
Funktionswert auftreten.
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DEFINITION 5.12. SeiemA, B Mengen, und sef eine Funktion vorA nachB. Sei
T ¢ A. Dann bezeichnen wir mit[T] dasBild von T unter f das wir mit

f[T]={f®|teT}
definieren.

Wenn keine Verwechslungen mdglich sind, so schreibt mah &(E) anstelle von
f[T]. Far die Sinusfunktion sin voR nachR ist der Wertebereich also das Intervall

[-1,1]. AuRerdem gilt sif{in- £ |n e N}] = {(-1,-¥2,0,%2,1).

7! ] 7’
SATZ 5.13. Seien A, B Mengen, und sei f eine Funktion von A nach B. Sel2rc@.
Dann gilt

(1) fCUD) = f(C) U f(D),
(2) fCND)c f(C) N f(D).

DEFINITION 5.14. SeierA, BMengen, und sef eine Funktion vorA nachB.

(1) Die Funktionf istinjektiv, wenn
YX,ye A: f(x)=f(y)>x=y

gilt.

(2) Die Funktionf ist surjektiv auf B wenn es fur alldb € B eina € A gibt,
sodasd (a) = b.

(3) Die Funktionf ist bijektiv von A nach Bwenn sie injektiv und surjektiv ist.

Die Funktionf ist also injektiv, wenn es keir, y € A mit X # y und f(x) = f(y) gibt.

SaTz 5.15. Seien A, B Mengen, und sei f eine Funktion von A nach B. Sei
g:={(b,a e BxAl(a,b e f}.

Dann sind aquivalent:

(1) gist eine Funktion von B nach A.
(2) f isteine bijektive Funktion von A nach B.

Beweis:(2)=(1): Seib € B. Wir zeigen, dass es genau ek A gibt, sodasgb, a) € g.
Daf bijektivist, gibtes eira € Amit f(a) = b, also mit(a, b) € f. Danngilt(b, @ € g,
und wir haben ein geeignetas= A gefunden. Wir zeigen nun, dass es hdchstens ein
a € Amit (b,a € ggibt. Seiena;,a, € A so, dasgb,a) € gund(b,a) € g
Dann gilt(a;,b) € f und(a,, b) € f, alsob = f(a,) = f(a,). Da f injektiv ist,
gilt a; = a,. (1)=(2): Wir zeigen als erstes, dassnjektiv ist. Seiena,, a, € A mit
f(a) = f(a,). Also qgilt (a,, f(a))) € f und(a,, f(a,)) € f, und somit(f(a,),a) € g
und(f(a,), a,) € g. Dageine Funktion ist, muss wegédita,) = f(a,) also aucta, = a,
gelten. Somit istf injektiv. Wir zeigen nun, das$ surjektiv ist. Sei dazb € B. Dag
eine Funktion ist, gibt es eia € A mit (b, @ € g. Somit gilt(a, b) € f, und folglich
f(a) = b. Also liegtb im Wertebereich vorf. Somit istf surjektiv.m
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DEFINITION 5.16. SeierA, BMengen, und sef eine bijektive Funktion vor\ nach
B. Die Funktiong: B - Amitg = {(b,a € B x A| f(a) = b} heitdie zu f inverse
Funktion und wird mit f -1 abgekdirzt.

Die gleiche Schreibweisd, !, verwendet man auch fur etwas anderes:

DEFINITION 5.17. SeierA, B Mengen, und sef eine Funktion vorA nachB. Sei

D ¢ B. Dann bezeichnet man mit*[D] (oder f-1(D)) die Menge, die durch
fl[D]:={ac Al f(a) € D}

gegeben ist, und man nenfit![D] dasUrbild von D unter f.

5. Familien und Folgen

Wir kdnnen es bestimmt nicht besser formulieren als P. Halffi@lmos, 1976 S.
48].

Gelegentlich wird der Wertebereich einer Funktion fur wigéar ge-
halten als die Funktion selbst. In einem solchen Falle wei@emi-
nologie und Notation stark verandert. Sei zum Beisprhe Funk-
tion von einer Mengé in eine MengeX. [... ] Wir wollen jetzt ein
Element des Definitionsbereichkginenindexund| selbst dieln-
dexmengaennen; der Wertebereich der Funktiosoll indizierte
Mengeund die Funktion selbgtamilie heil3en; der Wert der Funk-
tion an einer Stelle, Termder Familie genannt, wird (anstelle von
X(1)) nunx; geschrieben.

DEFINITION 5.18. Seienl, X Mengen, und sex eine Funktion von nachX. Wir
schreiberx; fur x(i). Wir definieren nur(x; |i € I) durch

xliely:={Gix)liel}.
Es giltalsox = (x |i € I).
Fur(x i € 1) schreibt man auctx),_,. Etwas allgemeiner schreibt man fir eine Funk-
tion f von A nachB und eine Teilmeng€ von A auch

(f(c)|c e C) oder(f(c))
fur die Menge((c, f(c))|c e C}.

DEFINITION 5.19. SeiA eine Menge, sem € N, und seiera,, ..., a, € A. Mit dem
n-Tupeka,, ..., a,) meinen wir die Familiga, |i € {1, ..., n}).

ceC

Einn-Tupel(a,, ..., a,) sehen wir also als eine mit der Indexmeinigje .., n} indizierte
Familie an. Das-Tupel(a,, ..., a,) schreiben wir auch als,, ..., a,); dass jetzta, b)
zwel verschiedene (aber in der Praxis sehr dhnliche) Badgah haben kann, stort
meist nicht.
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DEFINITION 5.20. SeiAeine Menge, und s&i € N. Mit A" bezeichnen wir die Menge
allern-Tupel ausA, also

A':={@,...,ayla,....,a,e AA={f|f:{1,...,n > AL

DEFINITION 5.21. Sei(X),_, eine mitl indizierte Familie von Mengen. Dann ist

iel
l_[Xi::{X:I —>U{Xi|iel} | Viel:xi)eX)
il

= {(%)ie | (%);, ISt eine Familie mivi € | : x € X}.

Wenn alleX; die gleiche Meng& sind, erhalt many,_, X = X'. Die Menge der reellen
Zahlenfolgen ist also zum Beispiel genau die MeRgde

Jetzt kdnnen wir noch ein Axiom der Mengenlehre angebemidasaus den anderen
Axiomen der Mengenlehre folgt. Es hat so Uberraschende épenzen, dass man
seine Verwendung, im Unterschied zur Verwendung der and&esme der Mengen-
lehre, manchmal explizit macht, und etwa schreibt: “untenxéndung des Auswahl-
axioms gilt”.

AXioMm 5.22 (Auswahlaxiom)Sei | eine Menge, und sgX;),, eine Familie von Men-
gen. Wirnehmen an, dass fur alle il die Menge Xnicht leer ist. Dann ist auch;_, X
nicht leer.

In einer anderen Formulierung:

Sei (X)), eine Familie von nichtleeren Mengen. Dann gibt es eine
Funktion f mit Definitionsbereich, sodass fur allee | : f(i) € X

gilt.
Ein solchesf heil3t auchAuswahlfunktiondaher der NamAuswahlaxiom

Im Jahr 1937 zeigte K. Godel: wenn die Ublichen Axiome der dsriehre wider-
spruchsfrei sind, so sind auch die Axiome zusammen mit deswaAblaxiom wider-
spruchsfrei. Das Auswahlaxiom bringt also keine “neuent&spriiche.

Im Jahr 1963 zeigte P. Cohen, dass man auch das Gegenteildesiaxioms, also
die Existenz einer Familie nichtleerer Mengen, fur die ea&éuswabhlfunktion gibt,
annehmen kann, ohne dadurch neue Widerspriiche zu erh&ken.also die Gblichen
Axiome der Mengenlehre widerspruchsfrei sind, so sind alielAxiome zusammen
mit der Negation des Auswahlaxioms widerspruchsfrei.

Das Auswahlaxiom ist also unabhangig von den anderen Axiathee Mengenlehre;
seine Wahrheit wird von den anderen Axiomen nicht bestirhegt man nur die tbli-
chen Axiome der Mengenlehre zu Grunde, liegt das Auswattaalso im “gesetzlich
nicht geregelten Raum”.

Wir werden das Auswahlaxiom als gultig voraussetzen.
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UBUNGSAUFGABEN 5.23.

(1) (Funktionen) Fir eine Funktioh: X - Y undA c X schreiben wirf[A] fur {f(a) |a € X}. Fur welche Funktionen
gilt, dass fiir alle TeilmengeA, Bvon X die Mengef[A N B] gleich f[A] N f[B] ist?

6. Hintereinanderausfiihrung von Funktionen

DEFINITION 5.24. SeierA, B, CMengen, seif eine Funktion vorA nachB, und seig
eine Funktion vorB nachC. Wir definierenge f durch

gef : A — C
a — gf@).

Die Funktionge° f heil3t dieHintereinanderausfihrungderfunktionale Komposition
von f undg. Man spricht ‘g nachf” fir go f.

SATZ 5.25 (Assoziativitdt der Hintereinanderausfihrunggien A, B,C, D Mengen,
undsei f: A->B,g:B—>C,h:C - D.Danngilt(hog)o f =ho(go f).

SATZ 5.26 (Hintereinanderausfihrung und inverse Funkti@®ien A, B Mengen, sei
f eine bijektive Funktion von A nach B, und set f= {(b,a € Bx A|(a, b e f} die
zu f inverse Funktion. Dann giltto f =id, und fo f~ = id;.

Beweis:Seia e A. Dann gilt(a, f(@) e f, und somit(f(a),a) € f1. Also gilt
f-1(f(a)) = a. Sei nunb € B, und seia € A so, das<(a) = b. Dann gilt(a,b) € f und
somit(b,a) € f~1. Also giltb = f(a) = f(f1(b)). m

SATZ 5.27. Seien A, B,C Mengen, sei f eine Funktion von A nach B, und saeg e
Funktion von B nach C.

(1) Wenn @ f surjektiv auf C ist, so ist auch g surjektiv auf C.
(2) Wenn @ f injektiv ist, so ist auch f injektiv.

Mitid , bezeichnen wir die Funktion volnachA mitid,(x) = x fir allex € A.

SATz 5.28. Seien A, B Mengen, sei f eine Funktion von A nach B, und sei€unihk-
tionen von B nach A. Wenrelf =id, und for = idg, so ist f bijektiv, und es gilt
[ =r=f"1

Beweis:Nach Satz 5.27 ist bijektiv. Es giltalsd = lcidg = lo(fof™) = (lof)oft =
idyoft=ftundr=idyor=(ftof)or="flo(for)y=f1oidg=f"1m

SATZ 5.29. Seien A, B,C Mengen, sei f eine bijektive Funktion von A nacim@sei
g eine bijektive Funktion von B nach C. Dann ist § eine bijektive Funktion von A
nach C, und es gitge f)t = f-1o g™
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KAPITEL 6

Unterraume desR"

1. Die Definition eines Unterraums

Mengen, mit denen man so rechnen kann wie mit Vektoren, wendeals Vektor-
raumebezeichnen. Wir behandeln zunéchst den fur die Geometeigtigsten Vektor-
raum, namliciR3, und, in Verallgemeinerung davon, fiir jedes N den Vektorraum

Xl
R'={| "2 [1%,%, ... % €R).

X,

Fir einen Vektox € R" undi € {1,2, ..., n} schreiben wix(i), X[i], undx fir den
i-ten Eintrag vorx.

Manche Teilmengen deR" sind abgeschlossen beziglich der Addition von Vekto-

ren und der Multiplikation mit reellen Zahlen. Solche Te#ingen bezeichnen wir als
UnterrdumedesR".

DEFINITION 6.1. T ¢ R"ist UnterraumdesR" : <

(1) Die MengeT enthalt zumindest ein Element.
(2) FuralleA e R undfurallet e T giltAte T.
(3) Furalles,te T qgilts+teT.

Wir geben einige Beispiele von Unterraumen &é&s

BEISPIELEG.2.

(1) T, = {(X,y) € R?|2x - 3y = 0} ist Unterraum de®?. Begriindung: Wegen
(0,0) € T, ist die MengeT, nicht leer. Seilu,v) € T, undA € R. Dann
gilt 2u - 3v = 0 und damit 2Au) — 3(Av) = 0, also giltA - (u,v) € T,. Flr
(U, vy, (U, v,) € T, gilt 2- (U, +u,) =3 (v, +V,) = 2u, —3Vv, +2u,-3Vv, = 0,
also ist(uy, v;) + (U,, \,) € T,.

Damit haben wir gezeigt, dads ein Unterraum deR? ist.

(2) T, = {(X,y) € R?|3x+ 2y = 1} ist kein Unterraum deR?, denn(1,-1) € T,,
aber2 (1,-1) € T,.

(3) T, = {(X,y,2 € R®| es gibts,t e R, sodassx,y,? = s(1,-2,4)+t-(0, 1, 8)}
ist ein Unterraum deRS3.

7
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(4) T, = {(0,0)} ist Unterraum deR?.
(5) T = {(0, 1)} ist kein Unterraum deR?, da 2- (0, 1) & T,.

UBUNGSAUFGABEN 6.3.

(1) Vervollstandigen Sie die folgenden Begriindungen daléss die Menge
T ={(})! es gibte € R, sodasgy) = - ()}

die Unterraumeigenschaften (V1) und (V2) erfullt.
(a) T istnicht die leere Menge, well
(b) Furallea €e Rundte T liegta-tin T: Wir fixierent ausT und A € R. Wir wollen zeigen, dass
in liegt. Dat in T liegt, gibt es einx € R, sodass = a - (72). Um zu
zeigen, dasa -t in T liegt, missen wir eim’ € R finden, sodass

At=a -
Nun wissen wir, dass = « - (2) ist. Daher giltA - t = Das heif}t, dass fiir
o=—"  git
At=ao - (P)
Daher liegt auch inT.

(2) Welche der folgenden Mengen sind Unterrdume des VekioresR2? Geben Sie jeweils an, welche Unterraumei-
genschaften erfillt sind.
(@) {(y) e R?I3x+2y =0}
(b) {(J) eR?|3x+2y=1}.
(38) Welche der folgenden Mengen sind Unterraume des VekioresR2? Geben Sie jeweils an, welche Unterraumei-
genschaften erfillt sind.
@ {(y)eR?IeR:(y)=1-(3)
®) () eR?IAN R : (§) = () +A-(3))
(4) Welche der folgenden Mengen sind Unterraume des VelioresR2? Geben Sie jeweils an, welche Unterraumei-
genschaften erfillt sind.
@ {(y) eR%Ix+3y =<0}
(b) {(J) eR2IX* +y?> =0}
(5) Zeigen Sie: Wenn ein Unterraum dR8 (R" als Vektorraum tibeR) zwei Punkte enthélt, so enthélt er bereits die
gesamte Verbindungsgerade.

Die Lésungsmenge eines linearen Gleichungssystems rhitereSeite= 0 ist immer
ein Unterraum.

SATz 6.4. Seien m, re N, und sei A eine nx n-Matrix. Dann ist die Losungsmenge
des Gleichungssystems A= 0 ein Unterraum de®".

BeweisSeiU = {xe R"|A-x = 0}.

(1) Wegen 0= U istU nicht die leere Menge.
(2) SeixeU,A eR.Danngilt0=A(A-x) = A-(AX), alsoAx e U.
(3) Seienu,ve U.DanngiltA-(u+v)=A-u+A-v=0,d.h.u+veU.

Somit istU ein Unterraum deR". m

AUFGABE 6.5. Wir bestimmen diesen Unterraum fir die Matix ( é Cl) ;2:, ) Als

Lésungsmenge voA - x = 0 erhalten wir
L = {(-2t,-3t,t)|t € R}.
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2. Die lineare Hiulle von Vektoren

DEFINITION 6.6. Seim e N, und seiery,, ..., v,, € R". Die Menge
m
L0V, oo Vi) = A V1A, Ay € R)
i=1
heil3t dielineare Hilleder Vektorerv,, ..., v,.

L((3)) ist also die Gerade ifR?, die durch($) und(§) geht.L() definiert man al$0).
Die lineare Hulle vorv,, ..., v, ist der kleinste Unterraum, dey, ..., v, enthalt:

SATZ 6.7. Seime Ny, ne N, und seieny ..., v, Vektoren inR". Dann gilt

(1) L(vy, ..., V) ist ein Unterraum de®".
(2) Sei M ein Unterraum deryy..., v enthalt. Dann gilt l(v,, ..., v,) € M.

Wollen wir etwa Uberprifen, ob z.B3,0,1) in der linearen Hulle vori2, 1, —3) und
(7,2, -5) liegt, missen wir ein Gleichungssystem l6sen:

2 7
Al 1T +A, 2| =
-3 -5

2 7 \
das heil3 1 2 (Al -
-3 -5 2

Losen wir dieses System, so erhalten wir= -2 unda, = 1. Also ist(3,0, 1) eine

Linearkombination vori2, 1, —3) und (7, 2, -5), und liegt somit in der linearen Hulle
dieser beiden Vektoren.

SaTz 6.8. Seienm, re N, seien B, b,, ..., b, Vektoren inR", und seB = (b;, b,, ..., h,)
die Matrix mit den Vektoren,bb,, ..., b, als Spaltenvektoren. Dann liegt v genau dann
inL(b,, ..., b)), wenn das Gleichungssyst@&nx = v eine Losung x R™ hat.

POW FRPOW

UBUNGSAUFGABEN6.9.

(1) Liegt(3)in der linearen Hulle vof3), (3), (73)?
(2) Liegt(Y)in der linearen Hiille voi}),(3).(3)?

(3) Testen Sie, oéé) in der linearen Hille vonﬁicl)Z),(

N

2 ) ( -21)) liegt.

Sei nunn € N eine natirliche Zahl, und séil eine (moglicherweise unendliche)
Teilmenge vorR". Wir definieren die lineare Hulle vo als

k
LM) = (DA -mIkeNg, Ay, ... A €R, my, ..,m, € M},

i=1
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Die lineare Hulle vorM ist also die Menge aller Linearkombinationen endlich wiele
Vektoren ausvl.

DEFINITION 6.10. FUr einan x n-Matrix A mit Eintrdgen au®R definieren wir ih-
ren Zeilenraum £A) als die lineare Hulle der Zeilen vofa. Der Zeilenraum ist ein
Unterraum vorR".

Den Spaltenraum &) definieren wir als die lineare Hille der Spalten vAnDer
Spaltenraum ist ein Unterraum v,

DenNullraum N(A) definieren wir als die Losungsmenge des Gleichungssystems
A-x = 0. Erist ein Unterraum deR".

3. Die lineare Unabhangigkeit von Vektoren

DEFINITION 6.11. Seierm,n € N, und seienv,, ..., V,, in R". Die Folge(v,,...,Vv.)
heiltlinear unabhangigwenn fur alle,, ..., A, € R mit

m
ZAi Vi=A v+ + A0V, =0
i=1

gilt, dass alle\; = 0 sind.

Man sagt dann oft auch einfach, dass die Vektargn.., v, linear unabhéngig sind.
Als Spezialfall definiert man noch fim = 0, dass die Folg® aus 0 Vektoren immer
linear unabhangig ist.

Vektorenv, ..., v, die nicht linear unabhangig sind, nennt niaear abhangig Die
Folge(v,, ..., V,) ist also genau dann linear abhangig, wenmgs..., 1) # (0, ..., 0)
gibt, sodas$ ", A, - v, = 0.

AUFGABE 6.12. Sind(3, 2) und(1, 3) linear unabhangig ?
LAsung Wir betrachten

L) (330

Dieses System besitzt nur die L6su®y0). Daher sind die beiden Vektoren linear
unabhéangig.

AUFGABE 6.13. Sind3, 2), (1,4) und(5, 3) linear unabhéangig ?

Lésung.Hier erhalten wir

e (2) (3 (3)-(2 2 9B
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Eine L6sung des Gleichungssystemsiist= -1.7, A, = 0.1 undA; = 1. Die drei
Vektoren sind also linear abhangig.

SATZ 6.14.Seienm, re N, seien b, b,, ..., b, VektoreninR", und seB = (b,, b,, ..., h,)
die Matrix mit den Vektorenbb,, ..., b, als Spaltenvektoren. Dann situ, b,, ..., b,)
genau dann linear abh&ngig, wenn das SysBem = 0 eine Lésung x 0 hat.

SATZ 6.15. Sei m= 1und seien b ..., b, € R". Die folgenden zwei Aussagen sind
aquivalent:

(1) (by, ..., b,) istlinear abhangig.
(2) Esgibtein ke {1, ..., m}, sodass pin L(b,, ..., b_,) liegt.

SATZ 6.16. Sei me N, sei ne N, und seieny, ..., v, v e R". Wir nehmen an, dass
Vi, ..., Vi, linear unabhéngig sind. Dann sind aquivalent:

(1) ve L(vy, ..., V).
(2) (vq, ...,V V) ist linear abhangig.

UBUNGSAUFGABENG6.17.

(1) Zeigen Sie, dass die Vektore(nzltz),(g),( 1?00)) linear abhangig sind, indem Sie eine Linearkombinationgimdei
der nicht jeder Vektor 0 mal genommen wird, und die trotzdem Nullvektor ergibt.

(2) Testen Sie jeweils, ob folgende Mengen von Vektoreralirebhangig sind. Finden Sie, falls die Vektoren linear
abhangig sind, eine Linearkombination, die den Nullveleigsibt, und bei der nicht jeder Vektor 0 mal genommen
wird.

. -2\ (16 . T

3) Slnd( 5), ( g ) (7435) linear abhangig?

(4) Sind die Vektorem( 4112), (g) ( 13%)) linear abhéngig?

(5) Geben Sie einen Vektore R? an, sodasg7 ) undv linear abhéngig sind.

(6) Finden Sie drei Vektorea, b, ce R3, sodasgb, ¢ linear unabhéngig ungh, b, 9 linear abhangig sind.

(7) Vervollstandigen Sie die Begriindung fur folgende Agssa
Seienvy, v,, w € R" so, dassv in der linearen Hiille vow, undyv, liegt. Dann sindvy, v,, w) linear
abhangig.

BegrindungDaw in der linearen Hiille vow; undyv, liegt, gibt esi;, 1, € R, sodass

=

W=

Daher gilt
O I D DR VA —— 0

Das ist eine Linearkombination, die 0 ergibt, obwohl nigdgr Vektor. mal genommen
wurde. Daher sindvy, v,, W)

4. Basen eines Vektorraums

4.1. Definition.

DEFINITION 6.18. SeiT Unterraum vorR". Die FolgeB = (b,, ..., ;) heil3t Basis
vonT &
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(1) (by, ..., b,) istlinear unabhangig,
(2) L(by,....,b) =T.
Wir geben einige Beispiele:

BEISPIEL 6.19.

(1) {(1,0),(0, 1)} ist Basis de®?: Jeder Vekto( ; ) lasst sich als

x.(g)w.(g)

schreiben, und liegt somit in der linearen Hulle \{@n0) und(0, 1). Somit ist
die lineare Hille der Vektorefil, 0), (0, 1)} der ganzéR?. Die beiden Vekto-
ren sind aul3erdem linear unabhangig.

(2) {(2,3)} ist keine Basis deR?, da es kein gibt, sodas€ (1) ) =A- ( :2)’ )
(3) {(2,3)} ist Basis vori_((2, 3)).

SeiU ein Unterraum deR". Dann ist eine Basis eine Moglichkeit, die Meng@anzu-

geben. Mathematica nutzt das, um die Losungen des GleisbBysigm#\-x = 0 durch

die FunktionNul | Space auszugeben. Dabei wird die (mbéglicherweise unendliche)
MengeU = {x € R"| A- x = 0} durch eine Basis dieses Raums angegeben.

In[50]:= A = {{1, 2, 3}}
Qut[50]= {{1, 2, 3}}
I n[51] : = NullSpace [A]

Qut[51]= {{-8,0, 1}, {-2,1,0}}

UBUNGSAUFGABEN 6.20.
(1) Finden Sie eine BasBder Ebend_((g), (—:le)), die Wedev(g) noch(-il) enthalt.

4.2. Bestimmen der Basis eines UnterraumsWir kdnnen Unterraume ddiR"
auf zwei Arten angeben.

- explizit, das heil3t, als lineare Hlle von Vektoren.
« implizit, das heif3t, durch ein Gleichungssystem, dessesuhgsmenge der
anzugebende Unterraum ist.

Wir Uberlegen uns als erstes, wie wir eine Basis eines akpgkgebenen Unterraums
berechnen kénnen. Dazu berechnen wir die Basis des Raums
-5 -33 85 -19

v=u( D),

0
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Wir wollen also eine Basis des Zeilenraums der Matrix

-5 3 1 1
-33 17 1 -1
85 -44 -3 2

-19 10 1 O

bestimmen. Der Zeilenraum andert sich nicht, wenn wir eiegeZmit einer von 0
verschiedenen Zahl multiplizieren, oder wenn wir zu eineflZein Vielfaches einer
anderen Zeile addieren. Wir kdnnen uns also jetzt systeotalilatrizen erzeugen, die
alle den gleichen Zeilenraum haben wie die urspringlichgiMd@as machen wir mit
Mathematica.

In[52]: = << RowRed9 m

I n[ 53] : = RowEchelonForm [{{-5, 3, 1, 1}, {-33, 17, 1, -1}, {85, -44, -3, 2}, {-19, 10, 1, 0}}]

-5 3 1 1

-33 17 1 -1
85 -44 -3 2
-19 10 1 O

0 -14 -28 -38
0 7 14 19
o -7 -14 -19

0 -14 -28 -38
0 0 0 0
0 0 0 0

Qut[53]= {{{1, 0, 0,0}, {-33, 5,0, 0}, {1, 5, 2, 0}, {-5, -5, 0, 10} },
({-5,3,1, 1}, (0, -14, -28, -38},
(0, 0,0, 0}, {0,0,0,0}}}

Wir haben also eine Matrix in Zeilenstaffelform erzeugteteZeilenraum der gleiche
wie der Zeilenraum der gegebenen Matrix ist.
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ALGORITHMUS 6.21 (Zeilenstaffelform).
Eingabe: Einen x n-Matrix A.
Ausgabe: Einen x n-Matrix B, sodas® in Zeilenstaffelform ist, un&(A) = Z(B).

1 B«A
2 zeile<~1
3 spalte« 1
4  while zeile< mdo
5 while spalte< nundB(i, spalte = O fir allei mit zeile<i < mdo
6 spalte« spalte+ 1
7 endwhile
8 if spalte< nthen
9 gewaehlteZeile- eini, sodaszeile<i < mundB(, spaltg + 0
10 if gewaehlteZeile: zeilethen
11 Vertausche digewaehlteZeilde mit derzeileten Zeile vorB
12 endif
13 I « zeile+ 1
14 while i < mdo
15 Addiere passendes Vielfaches deileten Zeile zuri-ten Zeile
von B, sodas®(i, spalte = 0
16 i<i+1
17 endwhile
18 endif
19 zeile« zeile+ 1
20 spalte« spalte+ 1
21 endwhile
22 return B

Dieser Algorithmus liefert also folgenden Satz.
SATZ 6.22. Seien m, re N, und sei A eine nx n-Matrix. Dann gibt es eine Matrix B
in Zeilenstaffelform, sodasg&X) = Z(B).

Die Zeilen einer Matrix in Zeilenstaffelform, die nicht Onsl, sind linear unabhangig.
Daher haben wir auch eine Basis von

V =L1((-57311),(-3317,1,-1),(85 -44,-3,2),(-19,10, 1, 0))

gefunden, namlich 5 0
o= (D))

Wir fassen zusammen:

ALGORITHMUS 6.23 (Basis eines explizit gegebenen Unterraums).
Eingabe: Vektoren,, ..., v, € R".
Ausgabe: Eine Basis,, ..., b, vonL(v,, ..., Vv,).
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1 Bilde diemx n-Matrix V, in deren Zeilen die Vektorew, ..., v stehen
2 Berechne eine MatriB in Zeilenstaffelform, sodasgV) = Z(B)
3 return (b,...,b) als jene Zeilen vom, die nicht 0 sind

Was wir noch nicht begriindet haben ist, dass die Zeilen &ilagrix in Zeilenstaffel-
form, die nicht O sind, linear unabhangig sind. Betracht@rdazu die Matrix

2 -30 6 7 0
0 -50 14 17 O
0 0 O 67 76 Of
0O 0 00O 0O

A=

O OOk

Um zu zeigen, dass die von 0 verschiedenen ZeilenAidinear unabhéngig sind,
mussen wir zeigen, dass das Gleichungssystem

1 0 0 0
2 0 0 0
3 -5 0| (A 0
0 0 O -[/12]: 0
6 14 67| | A, 0
7 17 76 0
0 0 O 0

nur die L6sungO, 0, 0) hat. Wir sehen, dass uns die erste Gleichupg 0, dann die
dritte Gleichung\, = 0, und dann die flnfte Gleichung = O liefert.

Das machen wir jetzt allgemein:

SATZ 6.24. Sei A eine nx n-Matrix in Zeilenstaffelform. Dann sind die Zeilen von A,
die nicht0 sind, linear unabhéangige Vektoren iR¥.

BeweisSeienr e Nund j; < j, < --- < ], wie in Definition 3.1. Wir betrachten eine

Linearkombination der erstanZeilen vonA, die 0 ist. Seien als@,, ...,4,) € R" so,
dass fur allk € {1, ..., n} gilt:

(6.1) Zal -All,K] = 0.
=1

Wir zeigen jetzt, dass flr aliee {1, ...,r} gilt: A, = 0. Wir zeigen das mit Induktion
nachi. Betrachten wir die Gleichung 6.1 flér:= j,. Dann gilt

DA Al j] =0,
=1

Farl = 2 gilt All, j,] = 0, da Bedingung (3) von Definition 3.1 filt= | undk := j;
ergibt, dass\(, j,) = 0. Also gilta, - A[1, j,] = 0. DaA[1, |,] # O, giltA, = 0.
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Sei nuni € {1,...,r}. Wir nehmen an, dasg = A, = --- = A,_, = 0. Wir betrachten
die Gleichung 6.1 fik := j;. Es gilt dann

also

A AL 1+ YA AL T =0,

I=i+1

Farl > i ergibt Bedingung (3) von Definition 3.1 (mit := | undk’ := j;), dass
All, j;] = 0 gilt. Also gilt A, - A[i, j;] = 0. DaAl[i, j;] # 0, gilt aucha, = 0.

Esistalsa\, = A, =--- = A, = 0. Also sind die erstenZeilen vonA linear unabhan-
gig.m

UBUNGSAUFGABEN 6.25.

. . . 1\ (-2\ (3
(1) Bfestlmmén.8|e felne. Basis vh(( 702),( 2 ),(-01)).
(2) Finden Sie jeweils eine Basis folgender Unterrdume!

(@) {(g)e[}{3|x+3y+z:0}.
() L( 5115)).
© L(3).(3).(Z)-

5. Die Zeilenstaffelnormalform

Wir studieren folgendes Problem: Gegeben sind zwei UnieredJ ,V vonR". Beide
Unterraume sind explizit gegeben, das heil3t, durgh..,uy undv,, ..., v, so, dass
U =Lu,...,uy)undV = L(v,,...,V,). Wir fragen uns nun, ob =V.

DEFINITION 6.26 (Zeilenstaffelnormalform). S@ieinemx n-Matrix. Aist in Zeilen-
staffelnormalformwenn es e Nyund j,, j,, ..., J, € {1, ..., n} gibt, sodass

(1) jr > jr—l> e 2 jl'

(2) Farallei € {1,2,...,r}gilt: AG, j,) =1.

(3) Furallei € {1,2,...,r}und fur allek € {1, 2, ..., r} gilt: Wennk # i, dann gilt
Ak, j) = 0.

(4) Furallei € {1,2,...,rjund furallek € {1,2, ..., n} mitk < j, gilt: Adi, k) = 0.

(5) Furallei € {1,2,...,mmiti>r und fir allek € {1, 2, ..., n} gilt: A(i,k) = 0.
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ALGORITHMUS 6.27 (Zeilenstaffelnormalform).

Eingabe: Einen x n-Matrix A.

Ausgabe: Einan x n-Matrix B, sodass$3 in Zeilenstaffelnormalform ist, und(A) =
Z(B).

1 B«A
2 zeille<~1
3 spalte« 1
4  while zeile< mdo
5 (* Die ersterspalte— 1 Spalten sind in Zeilenstaffelnormalform *)
6 while spalte< nundB(i, spalte = O fir allei mit zeile<i < mdo
7 spalte« spalte+ 1
8 endwhile
9 if spalte< nthen
10 gewaehlteZeile- eini, sodaszeile<i < mundB(, spaltg = 0
11 if gewaehlteZeile: zeilethen
12 Vertausche digewaehlteZeilde mit derzeileten Zeile vorB
13 endif
14 Multipliziere diezeilete Zeile vonB mit gzgesam
15 i1
16 while i < mdo
17 if i £ zeilethen
18 Addiere passendes Vielfaches deileten Zeile zuii-ten Zei-
le vonB, sodas®(i, spalte = 0
19 endif
20 e—i+1
21 endwhile
22 endif
23 zeile« zeile+ 1
24 spalte« spalte+ 1
25 endwhile
26 return B

Wir geben einige Beispiele fur das Berechnen einer Matraitenstaffelnormalform,
die den gleichen Zeilenraum wie die Ausgangsmatrix besitzt

AUFGABE 6.28.

I n[54] : = << RowRed9 m
I n[ 55] : = MatrixForm [A1]

1 58 2 -2
Qut [ 55] = 1 46 -2 0

-1 0 2 2 O
5 -8 6 0 -5
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I n[ 56] : = RowEchelonNormalForm [Al]

1 -5 8 2 -2
1 46 -2 0
-1 0 2 2 O
5 -8 6 0 -5
1 -5 8 2 -2
o 1 -2 -4 2
0 -5 10 4 -2
0 17 -34 -10 5
1 0 -2 -18 8
01 -2 -4 2
0 0 0 -16 8
0 0 0 58 -29
1 0 -2 -18 8
01 -2 -4 2
(o 0 0 1 _% )
0 0 0 58 -29
10 -2 0 -1
01 -2 0 O
(o 0 0 1 _% )
00 0O 0O O
1 5 9 1 1
OJI[SG]_ {{{Ea _ga _§, O}a {01 _Zy _Za 0}1
1 5 1 5 9 29
{Zy _Ea _Ey O}a {_Ea ga ?1 1}}1 {{11 01 _21 01 _1}1
{0, 1, -2, 0, 0}, {0, 0, 0, 1, _%}, {0, 0,0 0, 0}}}

AUFGABE 6.29.

In[57] : = << RowRed9 m

I n[ 58] : = MatrixForm [A2]
1 5 7 9

Qut[58] = (2 10 14 18
3 2 1 0

I n[ 59] : = RowEchelonNormalForm [A2]

1 5 7 9
( 10 14 18 )
2 1 0

0 0 0

2

3

1 5 7 9
¥ |

0 -13 -20 -27



|

out[59]= {{{-

O O r»r OO0OFPR

0
0

0

1
0

5. DIE ZEILENSTAFFELNORMALFORM

18
)
13
0
2
13

13’ 13

AUFGABE 6.30.

I n[ 60] :
In[61]:

Qut [ 61] = (

In[62]:

|

OO0OOPFr OO0k OO0OO0OFr OO0OOFr P AN

5

<< RowRed9 m

MatrixForm [A3]
1 5 3

2 10 8

4 20 15 )

1 6 5

= RowEchelonNormalForm
3

10 8
20 15

6

OOPFrO OOPFrO OO0OFr Ul P OOouu

5

NWNW NDWND®W

|
N W
_

|
~

NEFEDN
_

0, i}’ {i' 0, - —

-
({10, =, 22}, {0, 1,

[A3]

89
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100
010
0 0 1
0 0O
10 7 5 2
ait[62]= {{{-F. 0, 5. -5}, {3. 0, -5, 1},
4 1 2 2
{—5, 0. 3 o}, {g' L3 0}},
{{1, 0, 0}, {0, 1, 0}, {0, O, 1}, {0, 0, 0}}}

AUFGABE 6.31.

I n[ 63]: = << RowRed9 m

I n[ 64] : = MatrixForm  [A5]
1 2 -3 06 7 O
_ (-2 -4 1 0 2 3 0
0“[64]‘(4 8 1 0 1 -1 o)
3 6 -1 09 9 0

I n[ 65] : = RowEchelonNormalForm [A5]

1 2 -3 06 7 O
-2 -4 1 0 2 3 O
4 8 1 01 -1 0
3 6 -1 0 9 9 O
1 2 -3 0 6 7 O
0 0 -5 0 14 17 O
0 0 13 0 -23 -29 O
0O 0 8 0 -9 -12 0
1 2 -3 0 6 7 0
14 17
00 1 0 -— -——
| B o)
0 0 13 0 -23 -29 O
0O 0 8 0 -9 -12 O
1 2 0 O —1?2 —1—5673 0
( 0 01 O —1§—4 —% 0 )
0O 0 0O % ;5— 0
6
0O 0 0O = = 0
1 2 0 O —1?2 —1—5673 0
( 0 01 O —15—4 —% 0 )
0O 0 0O 1 ;—g 0
67
0O 0 0O = = 0



6. DER NULLRAUM EINER MATRIX 91

12000 _% 0
00100 =0
00001 7 0
67
0000O O O
~ 1 9 12 10 23 14
atfes)= g7 57 67 0 &7 670 670 O
6 13 5
{ﬁ, ' &7 0}, {-1, -1, -1, 1}},
32 15
{{1,2,0,0,0, 57 o}, {0, 0, 1,0,0, 5 0},
{0,000, 1, g, 0}, {0,0,0,0,0,0, 0}}}

Der Algorithmus liefert den folgenden Satz.

SAaTz 6.32. Seien m, re N, und sei A eine mx n-Matrix. Dann gibt es eine Matrix B
in Zeilenstaffelnormalform, sodassAd = Z(B).

Mathematica hat einen eigenen Befehl zur Berechnung dézrngtaffelnormalform,
namlichRowReduce.

I n[ 66] : = MatrixForm [A1]
1 -5 8 2 -2
_ (1 -4 6 -2 0
Qut [66] = (_1 02 2 0 )
5 -8 6 0 -5
I n[ 67] : = MatrixForm [RowReduce [Al]]
1 0 -2 0 -1
01 -2 0 O
Qutfe7] = (o 0 0 1 _%)
0O 0 0O 0O O

6. Der Nullraum einer Matrix

Wir Uberlegen uns jetzt, wie wir eine Basis eines impliziggeenen Unterraums des
R" berechnen.

DEFINITION 6.33 (Skalarprodukt). Seien= (v,,...,v)undw = (w,,...,w) € R".
Wir definieren das Skalarprodudt, w) durch

(v,w = Zn: V, W,.
i=1

DEFINITION 6.34. SeM eine Teilmenge deR". Dann definieren wir
M" :={ve R"|(m,V = O fir alleme M}.
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SATZz 6.35. Sei A eine nx n-Matrix. Dann gilt NA) = (Z(A))".

KOROLLAR 6.36. Sei A eine Ix n, und sei B eine m n-Matrix. Wenn ZA) = Z(B),
dann gilt auch NA) = N(B).

Wenn eine MatrixB in Zeilenstaffelnormalform ist, dann kann man ihren Nulhra
N(B) besonders schnell berechnen.

SATZ 6.37. Sei B eine nx n-Matrix in Zeilenstaffelnormalform, seiep  j, < --- <
I, €1{1,2,...,nfwie in Definition 6.26. Seien ki, < ... <i,, €{1,2,. }so dass
{ig, o) U {jp - ) =11,2,...,n}. Sei C eingn — r) X N- Matrlx, d|e so definiert
ist: Furalleke {1,2,...,n—r} giIt:

« Ck,ip)=1
 firallese {1,.

C(k, j9 = -B(s, i), und
o firallel e {l,lz,. ol P\

v
\{iJ:Ckk,I)=0
Dann steht in den Zeilen von C eine Basis des Nullraumes von B.

BeweisWir zeigen als erstes, dass jede Zeile @im Nullraum vonB liegt. Sei dazu
cdiek-te Zeile vonC. Wir berechnen jetZ8-c (dazu stellen wir uns als Spaltenvektor
vor). Furt € {1, ..., r} berechnen wir detxten Eintrag vorB - c. Wir erhalten:

(B-oltl = " BIt,1]-c[l]
=1

B[t,I]- C[k, 1]

=1

= Blt,i,] - Clk, i + > BIt, jJ-Clk, ]+ >.  BIt,11-Clk,I]
s=1

Ifiq,ig,..in i)

=B[t,i ]-1+1-C[k, j]+0

= B[t,i,] - B[t,i,] = 0.
Daher giltZ(C) c N(B).
Bevor wir die InklusionN(B) ¢ Z(C) beweisen, zeigen wir als Vorbereitung folgende
Aussage:

Wenn
X = (X(1), x(2), ..., X(n))
und
= (Y1), ¥(2), ..., y(n)

Vektoren inR" sind, sodasB - x = 0, undB -y = 0 undx(i,) = y(i,)
furallel € {1,2,...,n—r}gilt, so giltx = y.
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Das begriinden wir so: wir zeigen, dassndy auch an den Stellep, ..., j, Gberein-
stimmen. Sei als& € {1, ..., r}. Dann gilt

> Bk, - x(j) =0.

j=1

Das bedeutet

Bk, jo - x(G0+ D, Bk )Xy == D Bk, ip-xGi,
=1

se{l,...,r)\{k}
also
X(j) = = > Bk, i) - (i)
=1
Ebenso errechnen wi(j,) = — > /= Bk, i) - ¥(i,). Also gilt x = y.

Nach dieser Vorbereitung zeigen W(B) ¢ Z(C). Sei dazw € N(B). Wir setzen

a = (@),...,an=1) = X(y), ..., X(0,_,))
und
y:=C'-a.
DaB-C' =0, gilt B-y = 0. Wir zeigen nun, dass fir alles {1,2, ..., n—r} gilt:
y(p) = X(@)).
Dazu berechnen wir

y(i) = C" - )i
- ZC(k, i) - k)
k=1

=C(,i) - a()
=1-x(@)).

Aus unserer vorbereitenden Bemerkung erhalten wir
X =Y.

Der Vektory liegt offensichtlich im Zeilenraum vo@, also giltx € Z(C).

Wir wissen also jetzt, dass die lineare Hiille der Zeilenwedtt vonC genauN(B)
ist. Jetzt zeigen wir noch, dass die Zeilen v©rlinear unabhangig sind. Sei =
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(@), ...,a(n-r))so,das€’ -« = 0. Seil €{1,2,...,n-r}. Dann gilt
0=C" o)li]

= Y ok -atk
k=1

=C(,i) - a(l)
=1-a(l).
Daher gilta(l) = 0.m
Wir haben also folgenden Satz gezeigt:

SATZ 6.38. Sei B eine nx n-Matrix in Zeilenstaffelnormalform, und sei r die Anzahl
der Zeilen von B, die nicli sind. Dann hat NB) eine Basis, die genau-nar Vektoren
enthalt.

Wir fassen den konstruktiven Teil des Beweises des Sat3@snmacheinmal zusam-
men.

ALGORITHMUS 6.39 (Nullraum einer Matrix in Zeilenstaffelnormalform).
Eingabe: Einen x n-Matrix B in Zeilenstaffelnormalform.
Ausgabe: Eine MatrixC, deren Zeilen eine Basis des Nullraumes Bogind.

r « Anzahl der Zeilent 0 vonB
fors=1tor do
J[s] « min{k e N|BJ[s, K + 0}
endfor
C « die (n—r) x n-Matrix mit allen Eintragen O
freieVariablen« aufsteigend geordnete Liste der Elemente {n.., n}\
{J[s]Ise{1,...,r}}
7 fork=1ton-rdo

OO, WNBE

8 i « freieVariablenk]
9 (* diei-te Variable wird frei gewahlt *)
10 Clk,i] « 1
11 fors=1tor do
12 Clk, J[s]] « —-B[s, 1]
13 endfor
14  endfor

Als Beispiel berechnen wir den Nullraum von zwei MatrizerZiilenstaffelnormal-
form.

AUFGABE 6.40.1n[68]:= (*1. Beispiel x)
In[69]:= << RowRed9 m

In[ 70] : = B = RowReduce [A6] ;
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Qut[70] = Matri xFor m[B]
12 0 -17 0 -22
._ 001 -5 0 -5
'”[71]"(0 00 0 1 2
0 0O0O 0O O O
Qut[71]= CC = Nul | SpaceVi aREF2[B] ;
Mat ri xFor m[CC]
-2 1 00 0 O
In[72]:= (17 051 0 O )
22 050 -21
In[73]:=
(* 2. Beispiel *)
In[ 74] : = B = RowReduce [A5] ;
Qut[74] = Matri xForm[B]
12000 —% 0
In[75] : = 0 0100 _76? 0
0 00 001 & 0
0 0O0OOO0O O O
In[76] : = CC = NullSpaceViaREF2 [B];
Qut[76] = Matri xFor m[CC]
-2 1 0 0 0 00O
0O 0 0 1 0o OO
In[77]:= (32 15 76 )
&7 0 &7 0 &7 10
0O 0 0 0O 0 01

UBUNGSAUFGABEN6.41.

(1) Bestimmen Sie eine Basis fir den UnterraurdesR*, der durch

1 0 -2 3
U:{(xl,xz,x3,x4)e[R4|(2 1 0 4)-(x1,x2,x3,x4):(8)}

gegeben ist.

Jede Matrix hat den gleichen Zeilenraum wie eine Matrix iefetaffelnormalform,
also folgt aus Satz 6.38:

SATZ 6.42. Sei me N, und sei A eine m (m+ 1)-Matrix. Dann enthalt der Nullraum
von A einen vol® verschiedenen Vektor.
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7. Die Dimension eines Unterraumes

LEMMA 6.43. Seien m, re N, sei V ein Unterraum voR", und seieny,...,v,, € R"
so, dass vy, ...,v.) = V. Seiem,...,A, € R und sei w:= " A.v.. Sei j so, dass
A; # 0. Dann gilt

L(v,, v Vs W, Vg, co V) =V
SATZ 6.44 (Austauschsatz von Steinitgeien m, re N, sei V ein Unterraum deR",
undseieny ..., X so,dassx;,...,x,) = V. Seire N,und seiw,, ..., w,) eine linear
unabhangige Folge von Elementen aus V. Dann gibt es fur alg) 1, ..., min(r, m)}
eine injektive Abbildung : {i +1,...,m} - {1,..., m}, sodass

Vo= LWy, oo Wy Xiigyseees Xogmy)
ist.

Beweis:Induktion nach. Flri = 0 setzen wir := id,;
Sei nuni = 1. Wir nehmen an, dass

(6.2) Vo= LWy, ey Wg, X+ ees Xogmy)
igt. Wir wollen nun eines det, ;, durchw;, ersetzen. Dy, € L(Wy, ..., Wi 4, X, -+ Xy
gibtesa,, ..., A, € R, sodass

i= j=i
Wenn nun fur allej € {i,i +1,...,m} auch)tj = 0 gilt, so sind(wj, ..., w) linear
abhangig. Daher gibt es ejne {i,i + 1,..., m}, sodass,; + 0. Nach Lemma 6.43 gilt

also

i-1 m
ji=1

Vo= LWy oo Wigs Xogiys ooy (-1 Whs Xe(jsays « =+ Xem)-
Wir definieren nun

o:{i,...m->{1 .. m
durcho(j) := n(i), o(i) := n(j), undo(r) = z(r) farr € {i, ..., mp\ {i, j}. Nun gilt
LWy, ey Wi X1y o0 Xogmy)
= L(wy, ..., W, Kaiyr =2 Ke(j-1)r Ka(j+1)r = X))

=V.
Somit leistetr |, ., das Gewunschta
KOROLLAR 6.45. Seien m, re Nund sei V ein Unterraum d&&’, und seienx ..., x,

so,dass Ix;, ..., %) =V.Seire N,und seiw,, ..., w,) eine linear unabhangige Folge
von Elementen aus V. Dann gilterm.

Beweis:Wir nehmen am > m. Aus dem Austauschsatz (Satz 6.44) erhalten wir, dass
Lw,,...,w,) = V. Also giltw,,; € L(w,,...,w,). Somitist(w,, ...,w,,,,) linear ab-
hangig, im Widerspruch zur Voraussetzumg.
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KOROLLAR 6.46. Sei ne N. Dann gilt: Jede Folge von mehr als n VektorenRrhist
linear abhangig.

BeweisR" hat die sogenannteanonischdasis(e,, ..., €,) mit

1 0 0
0 1 0
E IR I A
0 0 1
Aus Korollar 6.45 folgt, dass eine Folge aus mehrral&ektoren linear abhangig ist.

SATZ 6.47.Seine N, und sei T ein Unterraum vdR". Dann haben alle Basen von
T gleich viele Elemente.

SATZ 6.48. Seine N, und sei T ein Unterraum ddé&". Dann hat T eine Basis.

BeweisSeiC := {(v,,...,V) € UZ_OT"Ii € {0,...,n}, (v, ..., V) istlinear unabhangig

Wir wahlen nutmmaximal, sodas§ N T™ # (. Sei(v,, ..., V,) € CNT™. Es gilt nun
far allew € T, dass(v,, ..., v, W) linear abhangig ist: Falls = n, gilt das, dan + 1
Vektoren inR" stets linear abh&ngig sind, sonst wegen der MaximalitatmoAlso
gilt L(v;,...,v)=T.m

Jeder Unterraum déR" ist also die lineare Hille endlich vieler VVektoren. Der S/
ermoglicht folgende Definition:

DEFINITION 6.49 (Dimension). Sél ein Unterraum deR". Dann ist dieDimension
von T die Anzahl der Elemente einer Basis vbnWir kiirzen die Dimension voi
mit dim(T) ab.

SATZ 6.50. Sei ne N, sei ke N, sei T ein Unterraum deR" mit Dimension k, und
sei S ein Unterraum voR" mit SC T unddim(S) = k. Dann gilt S=T.

BeweisSei(s,, ..., s) eine Basis vors. FallsL(s,...,s) = T, so giltS = T. Wenn

es eint € T\L(s,...,8) gibt, so ist nach Satz 6.16 die Fol¢g, ...,S,t) linear
unabhéangig. Dann haben wWir 1 linear unabhangige Vektoren in einem Vektorraum
mit einerk-elementigen Basis gefunden. Das widerspricht Korolla5 6a

UBUNGSAUFGABEN6.51.

(1) Beweisen Sie:
Seienk € Ny, n € N, und seiM eine Teilmenge voR". Sei

B:(blybzy---’bk)

eine linear unabhéangige Folge von Vektoren BudVir nehmen an, da€dso ist, dass es kemme M
gibt, sodasgb,, b,, ..., b, m) ebenfalls linear unabhéngig ist. (Wir fordern also, dagsne maximale
linear unabhéngige Folge alkist.) Dann istB eine Basis fit(M).

(2) Zeigen Sie:



98 6. UNTERRAUME DESR"

Seienk, ne N, und seM = (m;, m,, ..., m,) eine Folge von Vektoren iR". Dann gibtes < {0, ..., k}
undiy, ip, ..., iy € {1,..., K}, sodass folgendes giltj < i, < --- <i,, und(m ,m_,...,m ) ist eine
Basis vonL(M).

(3) Zeigen Sie:
Seik e Ng,ne N,undseM = (m;,m, ..., m,) eine Folge von Vektoren iR". Dann gilt dimL(M)) <
k.

8. Der Rang einer Matrix

DEFINITION 6.52. SeiA einem x n-Matrix. Der Rangvon A ist die Dimension des
Zeilenraums VorA.

Man berechnet den Rang, indem man aus der M#&treine MatrixB in Zeilenstaf-
felform erzeugt, die den gleichen Zeilenraum wWidat. Die Zeilen vorB, die nicht 0
sind, sind stets linear unabhangig. Sie bilden also einsBasZ(B) = Z(A).

ALGORITHMUS 6.53 (Rang einer Matrix).
Eingabe: einen x n-Matrix A.
Ausgabe: der Rang voa

1 Berechne mit Algorithmus 6.21 eine Matiin Zeilenstaffelform, sodass
Z(B) = Z(A).
2 return Anzahl der Zeilen vom, die nicht O sind.

SATZ 6.54. Seien m, re N, sei A eine nx n-Matrix, und sei k der Rang von A. Dann
hat N(A) die Dimension i k.

Beweis.Sei B eine Matrix in Zeilenstaffelnormalform, sodagsB) = Z(A). Wegen
Korollar 6.36 hatB - x = 0 die gleiche Lésungsmenge wie x = 0. Seir die Anzahl
der Zeilen vorB, die nicht 0 sind. Diese Zeilen sind nach Satz 6.24 lineabbhéagig,
und bilden somit eine Basis vaf(B). Da alle Basen eines Unterraums gleich viele
Vektoren enthalten, gilt = k. Nach Satz 6.37 hatl(B) die Dimensionn — k. Da
N(B) = N(A), hat auchN(A) die Dimensiom — k. m

9. Die Eindeutigkeit der Zeilenstaffelnormalform

Die Zeilenstaffelnormalform hat folgende wichtige Eigemaft:

SATZ 6.55. Seien m, nre N, und seien B, C zwei m n-Matrizen in Zeilenstaffelnor-
malform. Wir nehmen an, dassB = Z(C). Dann gilt B= C.

Beweis Wir fixierenm, ne N. Wir zeigen, dass fir alle € N, folgendes gilt:

Fur allea € N und fur allea x n-MatrizenB, Cin Zeilenstaffelnor-
malform mit dimZ(B)) = r undZ(B) = Z(C) gilt B=C.
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Diese Aussage beweisen wir durch Induktion nadiirr = 0 gilt Z(B) = Z(C) = {6},
alsoB=C =0.

Seinurr = 1, seia € N, und seieB, Czweiaxn-Matrizen in Zeilenstaffelnormalform
mit Z(B) = Z(C) und dimZ(B)) = r. Dann haben sowol also auclC genau Zeilen,
die nicht 0 sind.

Fir einen Unterraurd vonR" und furl € {1, ..., n— 1} definieren wir eine Teilmenge
desR' durch

U®:={u,...,u) eR'|esgibty_,,...,u, € R, sodassu,,...,u,) € U}.

U® definieren wir durct ™ := U. AuBerdem definieren wir fiir jeda x n-Matrix A
und fur jeded € {1,...,n}

A = diemx|-Matrix, die aus den erstdrSpalten vorA besteht.

Dann qilt:

Furallel € {1,...,n} : Z(B)) = ZB)".
Seienj,, ..., ], wie in der Definition der Zeilenstaffelnormalform. Danntgiim(Z(B)\") =
r, da die erstenZeilen vonB; eine Basis voZ(B)U sind. Ebenso gilt dizZ(B)r—Y) =
r — 1, da die ersten — 1 Zeilen vonB, _, eine Basis voiZ(B)!r~b sind. Daher gilt;j,
istjened e {1,2,...,n}, sodass dinZB)") = r und dimZ(B)!Y) =r - 1.
Die Matrix C hat ebenfalls genauZeilen, die nicht 0 sind. Seieyi, ..., j; wie in der
Definition der Zeilenstaffelnormalform. Wie oben gilt, dg$ jenesl’ € {1,2,...,n}
ist , sodass dinZ(C)!") = r und dimZ(C)"?) = r — 1. DazZ(B) = Z(C), gilt also
ir =1
Die ersterr — 1 Zeilen der MatrixB sind in Zeilenstaffelnormalform. Sie bilden eine
Basis des Raums

U={V,...,V) € Z(B)lvir = 0}.

Ebenso sind die ersten- 1 Zeilen der MatrixC in Zeilenstaffelnormalform. Sie sind
eine Basis von

V={(Vy,...,\}) € Z(C)Ivir = 0}.

SeiB’ die Matrix, die aus den ersten- 1 Zeilen vonB besteht, und s&i’ die Matrix,
die aus den erstem— 1 Zeilen vonC besteht. Nach Voraussetzung dilB) = Z(C).
Daher giltaucid = V. Das heil3t aber, daZsB’) = Z(C’). Nach Induktionsvorausset-
zung giltalsoB’ = C'.

Es bleibt zu zeigen, dagsundC die gleicher-te Zeile haben. Sdi dier-te Zeile von

B undc dier-te Zeile vonC. Der Eintrag an def,-ten Stelle vorb —cist 1 -1 =

0; auch alle Eintrage voh — c vor der j.-ten Stelle sind gleich 0. Db, c € Z(B),
gilt b-c € Z(B). Seienb,, ..., b, die ersterr Zeilen vonB. SeienA,, ..., A, so, dass
ke Ay - b = b—c. Wenn wir firi € {1, ..., r} denj;-ten Eintrag betrachten, erhalten
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wir
r
k=1

DaB in Zeilenstaffelnormalform ist, ist nur dette Summand dieser Summe ungleich
0. Wir erhalten als@,; = 0. Folglich sind alley, = 0, alsob— ¢ = 0. Also sind auch die
r-te Zeile vonB undC gleich.m

Dieser Satz hat folgende Anwendung:

ALGORITHMUS 6.56 (Gleichheit von Unterrdumen).
Eingabey,,...,v, e R"undw,, ...,w, € R".
Ausgabetrue, fallsL(v,, ..., v) = L(w,, ...,w), falsesonst.
1 m« maxk,l)
2V « diemxn-Matrix, deren erst& Zeilen die Vektorew,, ..., v, sind, und
deren restliche Zeilen 0 sind
3 W « die mx n-Matrix, deren ersté Zeilen die Vektorenw,, ..., w; sind,
und deren restliche Zeilen 0 sind
4  Berechne eine Matri¥’ in Zeilenstaffelnormalform, soda§$V ) = Z(V)
5 Berechne eine MatrW” in Zeilenstaffelnormalform, sodaZé\’) = Z(\W)
6 return true, fallsV’ = W’, undfalsesonst.

10. Die Losungsmenge inhomogener linearer Gleichungssgste

DEFINITION 6.57. SelA € R™", und seib € R™. Das Gleichungssystef- x = b
heilsthomogenwennb = 0, undinhomogenwennb + 0.

DEFINITION 6.58. SeiT ein Unterraum deR", x, € R". Dann ist dielineare Man-
nigfaltigkeit % + T definiert durch:

X+ T ={x+tlteT}

Die lineare Mannigfaltigkeik, + T ist also der um den Vektox, verschobene Un-
terraumT. Losungsmengen linearer Gleichungssysteme sind stet®dee lineare
Mannigfaltigkeiten.

SATZ 6.59. Seien m, re N, sei A eine mn-Matrix, und sei xeine Lésung des Systems
A-x = Db. Sei L die Losungsmenge vonXA= b und NA) der Nullraum von A. Dann
gilt: L = %, + N(A).

-5

. 31 2
AUFGABE 6.60. SeilA = ( 01 -3 8

) undb = ( i’ ) Berechne die Losungs-

menge VorA- x = b.

Wir |6sen dieses Beispiel mit Mathematica. Mathematicéebidazu die Funktionen
Nul | Space undLi near Sol ve.
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In[78]:= A= {{3,1, 2, -5}, {0, 1, -3, 8}};
In[79]:= b = {4, 1};

I n[ 80] : = NullSpace [A]

Qut[80]= {{13, -24, 0, 3}, {-5,9, 3,0}}

I n[ 81] : = LinearSolve [A, b]
Qut[81]= {1, 1, 0, 0}

Die Lésungsmenge ist damit gegeben durch
L={(1,1,0,0) +s-(13,-24,0,3)+t-(-5,9,3,0)|s,te R}.

Wir Uberlegen uns jetzt noch, wie wir algorithmisch bestiemkdonnen, ob ein lineares
Gleichungssystem eine Losung hat. Sei dazy = b ein lineares Gleichungssystems.
Wir bilden die erweiterte KoeffizientenmatriR b), also jene Matrix, die wir erhalten,
wenn wirA um eine Spalte vergréRern und in diese Spakehreiben.

SATZ 6.61. Seien A x = b und C- x = d zwei lineare Gleichungssysteme, und sei
E = (A byund F=(C d). Wenn E und F den gleichen Zeilenraum haben, dann haben
die beiden Gleichungssysteme die gleiche Lésungsmenge.

SATZ 6.62. Sei A eine nx n-Matrix, sei be R™, sei E die Matrix(A b), und sei
L:={xeR"|A-x=Db}. Dann gilt

X
Xq 1

_ (% ny( 2
L= {(x;) eR |(X.n) e N(E)}.
-1
SATZ 6.63. Seien m, re N, sei Ac R™" be R™, und sei E:= (A b). Sei F eine Ma-
trix in Zeilenstaffelform mit &) = Z(E), und seien j< ... < j, wie in Definition 3.1.

Wenn | = n+ 1, dann hat das System-& = b keine Losung.

BeweisWennj, = n+ 1, dann gilt fur alle Elementee N(F), dassx,,, = 0 ist. Nach
Satz 6.62 ha#\ - x = b also keine Losunga

Wir bestimmen jetzt alle Losungen vén x = b folgendermal3en:

ALGORITHMUS 6.64 (Lineare Gleichungssysteme).
Eingabe: Einen x n-Matrix A, undb € R™.
Ausgabe: “keine Losung”, falls es kexn= R" mit A-x = b gibt. Sonst geben wir einen
Vektorx, € R" und einet x n-Matrix D aus, sodass die Losungsmenge ¥orx = b
gleichx, + Z(D) ist.

1 B « die erweiterte MatrixA b)

2 C«diemx (n+ 1)-Matrix in Zeilenstaffelnormalform miZ(C) = Z(B)

3 r « Anzahl der Zeilent 0 vonB.

4 fors=1tordo

5 J[s] « min{k e N|C[s, K + 0}
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6 endfor

7 ifJ[r] =n+ 1lthen

8 resultat« “keine Lésung”

9 else

10 D « die(n - r) x n-Matrix mit allen Eintrdgen 0

11 X, < der Nullvektor imR"

12 | « aufsteigend geordnete Liste der Elemente {n.., n}\ {J[s]|s e
{1,...,r}}

13 fork=1ton-rdo

14 i 1[K]

15 (* diei-te Variable wird frei gewahlt *)
16 D[k, i] « 1

17 fors=1tor do

18 D[k, J[s]] « —C[s, ]
19 endfor

20 endfor

21 fors=1tor do

22 X[J[s]] < C[s, n+1]
23 endfor

24 resultat« (x,,C)

25 endif

26 return resultat

Wir berechnen jetzt die LOosung von zwei linearen Gleichggggemen mit Mathema-
tica, indem wir die Zeilenstaffelnormalform v@A b) ausrechnen.

AUFGABE 6.65. 1 n[ 82] : = << RowRed2 m

I n[ 83]: = MatrixForm [A1]
1 58 2 -2
_ (1 -4 6 -2 0
Qut[83] = (_1 0 2 2 0 )
5 -86 0 -5
I n[ 84] : = MatrixForm [bl]
-9
[ -4
Qut[84] = ( 0 )
-18
In[85]:=

LinSolveViaREF [Al, bl]

1 58 2 2 -9
1 46 2 0 -4
(_1 022 0 0 )
5 86 0 -5 -18
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1 5 8 2 -2 9
01 2 4 2 5
0 5 10 4 -2 -9
0 17 -34 -10 5 27
10 2 -18 8 16
01 2 4 2 5
00 0 -16 8 16
00 0 58 -29 -58
10 2 -18 8 16
01 2 4 2 5
(o o 0 1 _% 1 )
00 0 58 29 58
10 20 -1 -2
01 20 0 1

(0 0 0 1 _% _1)
00 0 0 O O

out[85]= {{-2, 1,0, -1, 0}, {{2, 2, 1, 0,0}, {1, 0, O, % 1}}}

Jetzt noch ein System, das keine Lésung hat.
AUFGABE 6.66. 1 n[ 86] : = << RowRed9 m

I n[ 87] : = MatrixForm [A2]
1 5 7 9

Qut[87] = (2 10 14 18 )
3 2 1 O

I n[ 88] : = MatrixForm [b2]

0
out [ 88] = (1)

1
In[89]:=
LinSolveViaREF [A2, b2]

1 5 7 9 0

( 2 10 14 18 1
3 2 1 0 1
1 5 7 9 0

( 0O O 0 0 1 )
0 -13 -20 -27 1
1 5 7 9 0

( 0 -13 -20 -27 1 )
0O O 0 0 1
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1 5 7 9 0
20 27 1
(Olﬁﬁ‘ﬁ)
0 O 0 1
9 18 5
10 -— -—= =
( 210321731%)
01 = Z =
13 13 13
0O 0 O 0 1
01 20 27 4

00 0 0 1
Qut [ 89] = NOSOLUTI ON

UBUNGSAUFGABEN 6.67.

(1) Widerlegen Sie durch Angabe eines Gegenbeispiels:
Wenn das Gleichungssystefn- x = 0 eine Ldsung hat, so besitzt fir jede rechte Seitas Glei-
chungssystem - x = b zumindest eine Ldsung.

11. Koordinaten

SATZ 6.68. Seien ne N, m e N, sei B= (b,, ..., b,) eine Basis des Unterraums T
vonR", und seite T. Dann gibt es genau ein m-Tuggl, ..., A,) € R™ mit

BeweisEin solchesn-Tupel existiert, da € L(b;, ..., b,)). Sei nunB die nx m-Matrix,

in deren Spalten die Vektordh,, ..., b, ) stehen. Angenommen, = (4,,...,4,) und

B = (uy, ..., 1) seien zwei verschiedene Tupel nit- « = B - B8 = t. Dann gilt
B:(a-pB) = 0unda - B # 0. Das ist ein Widerspruch zur linearen Unabhangigkeit
von der Spalten voB. m

Diesesm-Tupel gibt also an, wie wir den Vektaoraus den Basisvektoren zusammen-
bauen kdnnen. Wir nennen dieses TupelKirdinatendes Vektorg bezlglich der
BasisB.

DEFINITION 6.69. SeiB = (b, ...,b,) Basis vonT ¢ R", seit € T, und seiB
die n x m-Matrix, in deren Spalten die Vektorgb,, ..., b)) stehen. Dann heil3t das
@ =y, ...,A,) € R"mit

B-a=t
dasKoordinatentupelont bezlglich der BasiB. Wir schreiben auclt)g = .
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Das Koordinatentupét) erfiillt also die Gleichung
B-(t)g =t.

AUFGABEN 6.70. (1) SeiB = ((1,0,3),(2,1,6)), T = L(B), undv = (3,1,9).
Offenbar gilt
3 1 2
1|=1-10(|+1-11],
9 3 6

woraus(v)g = (1, 1) folgt.
(2) SeiT = L((3,2,1),(0,1,2)), undB = ((3,2,1),(0,1,2). Fur das erste Ba-
siselement gilt offensichtlich

3
1
( 2 )B = ( )1
1 0
weiters ist zum Beispiel
3 0
wf2]-2{Th-( 4)
1 2

UBUNGSAUFGABENG6.71.

3
Koordinaten beziiglich der Badgs= (( 1?61)(
(2) Die Ebene: hat die Basen

und

Der Vektorv hat beziiglictB die Koordinaten(v)g = (_73). Berechnen Sie seine Koordinaten beziighth
(3) Die Ebeneeist durche = L(@), (-:1)) gegeben. Sie hat die Basen

3\ (3
B=(1)(2)
24\ (18
c=(32)h(2)
Der Vektorv ist gegeben durctv). = (3). Berechnen Sigv)g.
3 _4
(4) Seia= ( > ) undb = ( 3 ) und seB = (a, b. Zeigen Sie, dass ein Vekt();F) bezuglich der BasiB die Koordinaten
5 5

und

(o
( y ) hat; das heif3t, zeigen Sie

(y)e
()@
Ge=( )
Stimmt diese Formel fiir jede Bagis, b) desR2?
(5) SeiB= (( 81), (‘211)), und seiE die lineare Hille vorB. B ist dann eine Basis voB.

(a) Welcher Vektow hat bezuglictB die Koordinatertw)g = ( 3,)?
(b) Wie lauten die Koordinaten V((n_%l) bezuglichB ?
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(c) Geben Sie eine Bas&vonE an, beziiglich der der Pun(<ﬁl) die Koordinater( 9) hat.
5

12. Summen und Durchschnitte von Unterrdumen

SATZ 6.72. Seien U,V Unterrdume dé&'. Dann ist UNV auch ein Unterraum des
R",

DEFINITION 6.73. Seield,V Unterraume deR". Wir definieren
U+V:={u+vljueU,veV).

SATZ 6.74. Seien U,V Unterraume dé&s’. Dann ist U+ V auch ein Unterraum des
R",

Wir Uberlegen uns nun, wie wir Basen vonV undU + V berechnen kénnen.

ALGORITHMUS 6.75 (Summe explizit gegebener Unterraume).

Eingabeu,, ...,y € R"undv,, ...,v,, € R"so, das&(u,, ..., u) =U undL(v,, ..., V) =
V.

Ausgabe: Eine Basis vdd + V.

1 Bilde eing(l + m) x n-Matrix W, deren ersté Zeilen die Vektoren,, ..., u
sind, und dereq + 1)-te bis(l + m)-te Zeile die Vektorew,, ...,V sind

2 Bestimme eine Matri¥V’ in Zeilenstaffelform, sodasgW’) = Z(W)

3 return die Zeilen vonW’, die nicht O sind

ALGORITHMUS 6.76 (Durchschnitt implizit gegebener Unterrdume).
Eingabe: Eine x n-Matrix A und einesx n-Matrix B, sodas®N(A) = U undN(B) = V.
Ausgabe: Eine Basis vdn N V.

1 Bilde die(r + s) x n-Matrix C, deren erste Zeilen die MatrixA und deren
letztes Zeilen die MatrixB sind

2 Bestimme eine Basis fur N(C)

3 return X

Um die Summe zweier implizit gegebener Unterrdume zu bemthkénnen wir uns
zuerst von beiden Unterraumen mit den Algorithmen 6.27 uB8 &ine Basis aus-
rechnen, und dann Algorithmus 6.75 verwenden.

AUFGABE 6.77. Bestimmen Sie eine Basis des RaumsV, wobei

u:{xe[R‘H(‘z1 :g g’ é)-x:(g)},

vewi( 2 30 B (2)

und
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Lésung:Wir berechnen Matrize@, D, in deren Zeilen Basen vds bzw.V stehen.

In[90]:= A = {{4, -3, 0, 1}, {2, -2, 1, 0}}
Qut[90] = ({4, -3, 0, 1}, {2, -2, 1, 0}}

In[91]: = B = {{2, -3, 0, 1}, {-3, -2, 1, 0}}
Qut[91]= ({2, -3, 0, 1}, {-3, -2, 1, 0}}

In[92] : = CC= NullSpace [A]
Qut[92]= {{-1, -1, 0, 1}, {3, 4, 2, 0}}

In[93]: = DD = NullSpace [B]
Qut[93]= {{-2, 3,0, 13}, {3, 2, 13, 0}}

Jetzt bestimmen wir eine Matrki, deren Zeilenraum der Rauth+ V ist.

In[94]:= EE = Join [CC DDj;

I n[ 95] : = MatrixForm [EE]
-1 -1 O 1
_ (3 4 2 0
QE[9B]= | 5 3 ¢ 13
3 2 13 0
I n[96] : = FF = RowReduce [EE] ;
I n[ 97] : = MatrixForm  [FF]
1 00 —E
0 1 0 1?
Qut[97] = g
0 01 =
5
0 0O 0
Also ist

((11 01 01 _1a5)! (01 11 01 11/5)! (01 01 11 Z5))
eine Basis votJ + V.

Nun wollen wir den Durchschnitt zweier parametrisiert degyeer Unterraume berech-
nen.

SATZ 6.78. Sei U ein Unterraum deR". Dann giltdimU”) = n — dim(U).
BeweisSei(u,, ..., u) eine Basis voiJ. U" ist die Lésungsmenge des Gleichungssy-

stemdJ - x = 0, wobeiU diel x n-Matrix ist, deren Zeilenvektorem,, ..., y sind. Der
Rang vorlJ istl, daher ist die Dimension vdd” nach Satz 6.54 gleich— 1. m

SATZ 6.79. Sei U ein Unterraum deR". Dann gilt(U™M" = U.
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Beweis Wir zeigen zunachst. Seiu € U. Um zu zeigen, dass e (U")" liegt, ist zu
zeigen, dasgv, Uy = O fur allev € U". Seiv e U". Dav € U", gilt (u,v) = 0. Also
gilt U c (UM". Sei nunl die Dimension vorJ. Es gilt dim(U™M") = n—dimU") =
n—(n-1)=1.Wegen Satz 6.50 gilt aldd = (UM)". m

SATZz 6.80. Sei A eine nx n-Matrix, und sei B eine r [-Matrix, in deren Spalten eine
Basis fur den Nullraum von A steht. Dann gilt

N(BT) = Z(A).
Der Nullraum von B ist also der Zeilenraum von A.

Beweis.In den Spalten vorB steht eine Basis fur den NullrauM(A) von A. Der
NullraumN(A) ist gleichzeitig der RaurtZ(A))". In den Spalten voB steht also eine
Basis fur(Z(A))". Wieder nach Satz 6.35 gM(B™) = (Z(B"))". Da in den Spalten von
B eine Basis vorZ(A)" steht, sind auch die Zeilen va@l eine Basis voriZ(A))". Es
gilt alsoZ(B") = (Z(A))". Somit giltinsgesam(B") = (Z(B")" = (Z(A))")". Wegen
Satz 6.79 gilt alstN(B") = Z(A). m

Dieser Satz lasst sich noch umformulieren:

KOROLLAR 6.81. Sei A eine nx n-Matrix, und sei C einex n-Matrix, in deren Zeilen
eine Basis fur den Nullraum von A steht. Dann gilt

N(C) = Z(A).
Der Nullraum von C ist also der Zeilenraum von A.

Das fuihrt zu folgendem Algorithmus:

ALGORITHMUS 6.82 (Implizitisieren eines Unterraums).

Eingabe: Einen x n-Matrix A.

Ausgabe: Einé x n-Matrix C, sodasN(C) = Z(A).
1 C « eine Matrix, in deren Zeilen eine Basis VbiA) steht
2 return C

ALGORITHMUS 6.83 (Durchschnitt von explizit gegebenen Unterraumen).
Eingabeu,, ...,y € R"undv,, ...,v,, € R"so, das&(u,, ..., u) =U undL(v,, ..., V) =
V.

Ausgabe: Eine Basis vdd NV.

1 Bestimme mit Algorithmus 6.82 eine Mati@x, sodasN(C,) = U

2 Bestimme mit Algorithmus 6.82 eine Matix, sodasN(C,) = U

3 Verwende Algorithmus 6.76, um eine Basis W€, ) N N(C,) auszurech-
nen

Wir verwenden diesen Algorithmus, um folgendes Beispidbsen.

AUFGABE 6.84. Sel = L((-1,-2,-2,-2),(1,4,6,8)),undV =L((1,0,3,-2),(-1, 2,1, 8)).
Berechnen Sie eine Basis vonN V.
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Losung:

I n[98]: = CfuerUl = NullSpace [{{-1, -2, -2, -2}, {1, 4, 6, 8}}]

Qut[98]= {{4, -3,0, 13, {2, -2,1, 0}}

In[99]: = CfuerU2 = NullSpace [{{1, O, 3, -2}, {-1, 2, 1, 8}}]

O'It[gg]: {{21 _31 Oy 1}1 {_31 _21 11 O}}

I n[ 100] : = CfuerUlgeschnittenU2 = Join [CfuerUl , CfuerU2 ]

Qut[100]= {{4, -3, 0, 1}, {2, -2, 1, 0}, {2, -3,0, 1}, {-3, -2, 1, 0}}

I n[ 101] : = BasisFuerUlgeschnittenU2 = NullSpace [CfuerUlgeschnittenU2 1
Qut[101] = {{0, 1, 2, 3}}

Somit ist((0, 1, 2, 3)) eine Basis votJ NV.

Zum Schneiden parametrisiert gegebener linearer Mantigkaiten hilft folgender
Algorithmus.

ALGORITHMUS 6.85 (Implizitisieren einer linearen Mannigfaltigkeit).
Eingabe: Einen x n-Matrix A, undb € R".
Ausgabe: Einé x n-Matrix C undd € R', sodas® + Z(A) = {xe R"|C - x = d}.
1 C « eine Matrix, in deren Zeilen eine Basis VbIiA) steht
2 d«<C-b
3 return (C,d)






KAPITEL 7

Orthogonalitat

1. Der Winkel zwischen zwei Vektoren

DEFINITION 7.1. FUrx= (X;,...,%), Y = (Y5, ..., Y,) € R"ist dasSkalarprodukton
x undy definiert als

n

KW =X Yy F X Yo+ XYy = Y XY

i=1
Es gilt
X, % = Zx? = lIxII2,
i=1

LEMMA 7.2. Fur x,y,ze R"undA € R gilt:

(1) xX+Yy,2 =X, 2 +(Y, 2,

(2) (AX, ¥) = A, ).
SATz 7.3. Der Winkely zwischen x und y ist gegeben durch

Xy
€O = 15 Iyl

DEFINITION 7.4. Zwei Vektorerstehergenau dannormal aufeinandemwenn(x, y) =
0. Wir schreiben danr L .

UBUNGSAUFGABEN7.5.

(1) Bestimmen Sie einen Vektor, der a@xf) und(f(l)l) normal steht.
(2) SeiB = (( 01),@1)), und seiE die lineare Hille vorB. B ist dann eine Basis voB. AuRerdem bezeichnen wir mit

B die Matrix
3 2
B:=| 0 1.
-1 4

(a) Welches Gleichungssystem muss ein Ve%tz(jrerfullen, der auf alle Vektoren iB normal steht? Was hat

die Koeffizientenmatrix dieses Systems Bitu tun?
(b) Mit welchem Gleichungssystem konnen Sie feststellénein Vektorv in E liegt? Was hat die Koeffizien-
tenmatrix dieses Systems ritzu tun?

. 16\ _. L . .
(c) Seiw = (4g). Finden Sie einen Vekta, der inE liegt, sodassv — e normal auf alle Vektoren i steht.

111
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2. Der Normalraum auf eine Menge von Vektoren

WennU eine Teilmenge deR" ist, dann bezeichnen wir den Rawn auch als U
orthogonal” und verwenden anstelle Vdt die Bezeichnungy +. Fiir eine Teilmenge
A desR" ist A* also definiert durch

At :={xeR"|x L afiralleae Aj.
Fir jede Teilmeng& vonR" gilt A* = L(A)* und(AY)* = L(A).
UBUNGSAUFGABEN 7.6.

(1) Gegeben seien die Vektoren

Berechnen Sie
@ ¥+,
(b) {x. 9+,
© {xv.34,
und jeweils die Dimension davon.
(2) Welche Vektoren deR* stehen auf alle drei Vektoren

1,2,0,0),(0,1,2,-1),(1,0,2,0)

normal? (Zwei Vektoren irfiR* stehen aufeinander normal, wenn ihr Skalarprodukt gleiish.

3. Orthonormalbasen

DEFINITION 7.7. SeiT ein Unterraum deR" undB = (b,, ..., ) eine Basis vorT.
B ist eineOrthonormalbasigONB), wenn

(1) (bi,bj> =0furallei, j € {1,2,..., kK miti # j.
(2) libll = 4/(b,b) = 1 fur allei € {1, 2, ..., k}.
BEISPIELE 7.8.

(1) Die kanonische Basil, 0, 0), (0, 1,0), (0, 0, 1)) ist ONB desR3.
2) B=(3,252,0),(*2,1,0),(0,0,1)) ist ONB desR?.

(3) B=(3(1,-1,1,-1),3(1,1,1,1)) ist ONB vonL((1,-1,1,-1),(1, 1,1, 1)).
(4) Seib, = (3,4),b, = (-4,3). Dann ist(, %) ONB desR?.

UBUNGSAUFGABEN7.9.

(2) (Orthom}rmalbagen) Wel(;:he der folgenden Basen sind DNB
@ (8) 7(z) (5
® G
© (88).(0%)-
SaTz 7.10. Sei B= (b,, ..., ) eine ONB und \& L(B) mit den Koordinatertv); =
(A4, ...,A). Dann gilt
IVIZ = 22 + .- + A2,



3. ORTHONORMALBASEN 113
BeweisDa B eine ONB ist, gilt
K

IVII? = <V\/>_<Z/1| ,,ZPL szlk.k (b, ,>—ZR.7L.<b., .

j=1 i=1 j=1
k

Z)L 1

i=1
]

Wir wenden diesen Satz an:
Seib, = (0.6,0.8), b, = (-0.8,0.6). Berechnen Sie die Lange vor= 12-b, + 5- b,!
Lésung: Dab,, b,) eine ONB de®R? ist, gilt

Ivil = \/ 122 + 52 = 13.

Wir kontrollieren das Ergebnis, indem witberechnen. Da
v=12-(0.6,0.8) +5-(-0.8,0.6) = (3.2,12.6),
gilt

lIvil = \/ (3.2)% + (126)° =

SATz 7.11. Sei T ein Unterraum deR" mit der ONB B= (b, ..., ). Sei ve L(B)
mit den Koordinaternv)g = (4,, .. .,4,). Dann gilt

A =(v,b)furalleie{1,... K.

BeweisSeii € {1, ..., k}. Wir wissen, dass

Zk:)uj bj =V,
j=1

und somit

<Z7H b = (v, ).
Daraus folgt, dass

ZA (b,,b) = (v, )
oder

A (b, b) = (v, b).
Somit gilt
A, = (v, b).
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Bei Orthonormalbasen missen wir also kein Gleichungssygisen, um die Koor-
dinaten eines Vektors zu bestimmen. Dazu folgendes Bé&ispégeben sei die ONB
B = ((0.6,0.8),(-0.8,0.6)). Gesucht sind die Koordinat&n,, A,) vonv = (2, 1) bzgl.
B.

A =(v,b)=2 A, =(v,b)=-1

(1)

Eine Orthonormalbasis besitzt also zwei wesentliche Wergegentber normalen Ba-
sen:

Also gilt:

(1) Mit (v)g = (A4, ...,A) kann die Lange des Vektovsals

— /2 2
VIl = AJAT + -+ + A

berechnet werden.
(2) Die Koordinaten eines Vektoxserhalt man als

( (v, by) ]
V)g = : .
(v, b

4. Das Gram-Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren

Gegeben ist ein Unterraui mit der BasisB = (b, ..., h,). Gesucht ist eine ONB
d,...,d)vonT.

Wir konstruiererd,, . . ., d, mit folgenden Eigenschaften:
(1) d L d;fari =+ j,

(2) lld1l = 1 far allei,
(3) furallek < mgilt L(b, ..., Q) =L(d,,...,d).

(1) und (2) sollen garantieren, dass wir eine ONB erhal@nfardert, dass die ersten
k Vektoren der gesuchten ONB den gleichen Vektorraum aufsgrawie die erstehk
Vektoren der BasiB.

ALGORITHMUS 7.12.
(1) Konstruktion von ¢ Wir setzerc, = b, undd, = ;.
(2) Konstruktion von gt Um (3) erfullen zu kdnnen, machen wir den Ansatz
C,=b,+a,-d;
mit (c,,d,) = 0. Aus
(b, + @, -d;, d)) =(b,,dp) + e, (d;,dy) =<(b,,d)) +a; =0



3)

- G
3 gyl
(4) Konstruktion von d Seiend,, ..., d_, bereits bekannt. Dann setzen wir
¢ =b-(b,d)-d —---—<b,d_p-d,
und erhalten mit
G
d=—
lic.I
den gewtiinschten Vektor.
AUFGABEN 7.13. (1) Sei
1 -1 1
-1 1 0
5= 2 3|0}
-1 -3 0

4. DAS GRAM-SCHMIDTSCHE ORTHONORMALISIERUNGSVERFAHREN

folgt
a, = —(b,, d)).
Also erhalten wir mittels
C, = b, —(b,,d)-d,
_ %

il

den gewiinschten Vekta,.
Konstruktion von gt Firc; machen wir analog za, den Ansatz

2

C;=b;+a,-d +a,-d,.

15

Fordern wir dann Normalitat zu den ersten beiden Vektoreerkalten wir

(C3,d)) =(b;,d)) +, (d},d;) +a,(d,,d;) =0,

=1 =0
also
a; = —(bg, d)),
und
(C3,d,) =(bs,d,) + @, (d},d,) +, (dy,d,) =0,
=0 =1
also
a, = —(bg, d,).

Somit ergibt siclc, als
C3 = b3 = (b3, dy) - d; —(bs, dy) - d,
und der gesuchte Vektol, der Lange 1 als

Gesucht ist eine ONB voh(B).
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Offenbar istc, = (1,-1,1, -1) und somit

1
_ & 1|
Poie 2 1
-1
Dann ist
-1 1 -2
1 11 -1 2
C2 = 3 - <(_l’ l; 3; _3)’ d1> E 1 = 2
-3 -1 -2
und
-1
_ e 111
27 el 2] 1
-1
Schlieflich ist
1 1
0 111
C3 = 0 - <(11 01 01 0)1 d1> d]_ - <(11 01 01 O)! d2> d2 = é 0
0 0
und
1
G- G _ 1|1
gl 2|0
0
(2) SeiB = ((3,4), (5, 6)). Gesucht ist eine ONB voln(B).
Wir erhalten
q = 1(3)_(06
t"5(4) (08 )
0.8
%-( 05 )
Man pruft leicht nach, dass die beiden Vektoren tatsacmarimal aufeinan-
der stehen.

SATz 7.14. Sei T ein Unterraum deR". Dann hat T eine ONB.

Beweis Aus einer beliebigen Basis voh kann mit dem Gram-Schmidtschen Ortho-
normalisierungsverfahren eine ONB berechnet wersien.

UBUNGSAUFGABEN 7.15.
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(1) Orthonormalisieren Sie die folgende Familie von Ve&tomit dem Verfahren von Gram-Schmidt!

1\ (2\ (0
A= (g (31(5):
(2) Bestimmen Sie jeweils eine Orthonormalbasis (ONB) élgénde Unterraume dé&s’!
(@) U = L((_%Z),(?l)).
(b) V = {(Xq, %, X5, Xg) € R*| %) +2X5 + 2%, = 0 undx, — 25 + 2X, = 0}. (Hinweis: Berechnen Sie zuerst eine
Basis vorlV und orthonormalisieren Sie diese mit dem Verfahren von Ggatmidt).

(3) Geben Sie eine Orthonormalbasis der Ebeng— 2y + 3z =0 an.
(4) Bestimmen Sie mithilfe des Verfahrens von Gram-Schmgiigé Orthonormalbasis von

4
{(X1, %, X3, %4) € R¥[ Xy = X5 + X3 — X4 = O}.

5. Orthogonalprojektionen

SATz 7.16. Sei T ein Unterraum deR", v € R". Dann gibt es genau ein& R" mit
den Eigenschaften

Q) xeT,
(2)v—-xeT.

Um diesen Satz zu zeigen, brauchen wir zwei Resultate alsYeitung:

SATz 7.17. Seine N, und sei Ac R™". Wir nehmen an, dass die Spalten von A linear
unabhangig sind. Dann ist A invertierbar.

I I

Beweis:SeiA:( S S, ) Da(s,, ..., s, linear unabhangig ist, gilt dith(s,, ..., s,) =
I I

n, und somit.(s;, ...,s,) =R". Also gibtesA, ,, ..., 4, , € R, sodass

1

(3 5 ()= ()

0

Insgesamt erhalten wir auf diese Weise eine Md®it
I I
( Sll Slh ) R=E,.

Wir zeigen nun, dass auch die Zeilen vArinear unabhangig sind. Sei dazu=
—_— Zl J—
( : ) und seieny,, ...,a, € R so, dass ], ; *x z = 0. Dann gilt
—_— Zn J—
—_— 2.1 —_—
(a/laz...an)-( : ):(OO...O).
—_— Zn —_—
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Seia := (2, @,...a,). Danngilta =a-E,=a-(A-R =(@-A)-R=0-R=0. Also
sind allee; = 0. Folglich sind die Zeilen voia linear unabhangig.

Es gilt alsoL(z,, ...,z) = R". Genauso wie die MatriR konnen wir nun eine Matrix
L finden, sodass-A = E.Esgiltdann.=L-E,=L-(A-R =(L-A)-R=E,-R=R,
und somit giltL = R. Dann istA invertierbar mit inverser MatriA™ := R. m

LEMMA 7.18. Seien b, ..., € R" linear unabhéngig. B sei definiert als diexk-
Matrix mit den Spalten}y. .., h. Dannist B - B invertierbar.

Wir zeigen, dass die Spaltenvektoren \Bn- B linear unabhéangig sind. Sei daze
R*! so, dasgB - B)-v = 0. Dann giltv" - BT -B-v =0, also(B-v)" - (B-v) = (0).
Dann giltB-v = 0. Da die Spalten voB linear unabhangig sind, gilt also= 0. Somit
sind die Spaltenvektoren va¥ - B linear unabhangig. Nun folgt aus Satz 7.17, dass
BT - Binvertierbar istm

Beweis von Satz 7.16.

« Zunachst zeigen wir, dass so eiexistiert. Sei(b,, ..., ) eine Basis vorT,
und seiB die n x k-Matrix, in deren Spalten die Vektordn, ..., b stehen.
Wir versuchen(ay, ..., ) zu finden, sodass

k @,
i=1 a

———————

die Eigenschaft— B-a € T+ erfillt. Dann muss gelten{bj,v— X) = <bj,v—
B-a) = 0 flr alle j, oder, anders ausgedriickt,

(b,,v-B-a) 0
(bz,v—:B.a> _B . (v-B-a) = O ’
(b V—B-a) 0
und somit
B"-v-B"-B-a =0,
also

B"-v=(B"-B)-a.

Da die Basisvektoren linear unabhangig sind, ist nach Lemddie Matrix
BT - B invertierbar. Somit muss die Gleichung

(B"-B)*-B"-v=B"-ByYB"-B)-a =«
erfullen. Wir erhalten als Kandidaten flmllso
x=B-(B"-B)™*-B".v.
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Wir Uberprufen jetzt, oly — x wirklich in T+ liegt, und erhalten

B'(v—x)=BT(v—-B-(B"-B)1-B"-v)
=B".v—-B"-B-(B"-B)1.-B"-v)
=B'v-B'v=0.

 Eindeutigkeit: Seien, yzwei Vektoren, die den Bedingungen des Satzes 7.16
genugen, d.h.
1) x,yeT,
2)v-x,v—-yeT*.
Wegen (1) gilx—y € T. Aus (2) erhalten witv—x) - (v—-Yy) = -x+y e T+.
Daher gilt auch-(-x+y) =x-y e T+. Dax—-y e T undx-y e T+, gilt
(X—-y,x=Yy) = 0. Also giltli(x — y)II> = 0, und folglichx = y.

Somit existiert genau eix, das die obigen Eigenschaften erfisit.

DEFINITION 7.19. Sen € N, seiT ein Unterraum deR", und seiv € R". Dasxe T
mitv—x € T+ nennen wiorthogonale ProjektioronvaufT und schreiber = Py (v).

WennT der Spaltenraum der MatrB mit linear unabhéangigen Spaltémn, ..., b) ist,
alsoT = §B), dann ist(b,, ..., b) eine Basis vorT. Wie im Beweis von Satz 7.16
ermittelt, gilt dann

P.(vy=B-(B"-B)™* -B'v.

AUFGABEN 7.20.

(1) Gesuchtistdie orthogonale Projektion vdn2) auf die Gerad& = {(X,y) | 3x—
4y = 0}.

Losung: FUB = (4) gilt G = SB). WegenB' - B = (42 + 3?) = (25) und
BT .v=(16+6) = (22 ist

_ T m-l gT .y 2204
P.v)=B-(B"-B).-B -v_2—5(3).

(2) Wir berechnen die orthogonale Projektion des Vektoes (6,0, 0) auf die
Ebenee = L((1,2,1),(-1,0,1)). Wir bilden eine MatrixB, in deren Spalten
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wir die Basisvektoren vor schreiben. In diesem Fall gilt

1 -1
r e [ 121 (60
B'B_(—lolicl)_OZ’

6
(121 (6
BV‘(—1018‘—6

U

~~

=
I

1 -1
B-B"-B)y!.B"-v=]| 2 o(
1

1 -1 4
2 0 (_1): 2
11 -

NIk O
N———
0
|

(o)l e}
N———

UBUNGSAUFGABEN 7.21.
Wir wollen die Pyramide mit der quadratischen GrundflagheB, C, D und der SpitzeS als 2D-Graphik auf dem Bildschirm
darstellen. Lésen Sie dazu folgende Probleme:

(1) Seidie Ebene = L(B) durch ihre Basis
1 /3 1 /1
B= ‘\/_17)(—"1)' \/—1—9('33)>

gegeben. Bestimmen Sie fii= (g) die Projektion vorv aufL(B), alsoP g, (V).

(2) Bestimmen Sie die Koordinaten vég,(v) bezlglichB.
(3) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis der El®ige durch

e:x-2y+2z=0

gegeben ist.
(4) Welcher Punkt aué hat von( :5§) den geringsten Abstand?

SATz 7.22. Sei T ein Unterraum deR", v e R". Dann gilt
Pro(V) = V= Pp(V).

Beweisskizz&Vir definiereny := v—P;(v). Man kann zeigen, dagslie Eigenschaften
der Projektion vorv auf T+ erflllt. m

Aus diesem Satz kénnen wir sofort eine Formel fir die PrapelkaufT+ ableiten. Sei
B eine Matrix mit linear unabh&angigen Spalten, sodassS(B). Dann gilt:

P,.(v)=(E,-B-(B"-B)™-B")-v.

UBUNGSAUFGABEN 7.23.

(1) (a) Bestimmen Sie fiir jeden Vektor= (x,y, 2 € R3 die Projektion aut) := {(X,y, 2| — x+ 2y + 2z = 0}.
(b) Bestimmen Sie eine Matrii,, sodass die Projektion vanaufU gleich R - vist.
(c) Bestimmen Si&; - R,!
(2) SeiU :={(x,y,2| —x+2y+2z=0}
(a) Bestimmen sie fiir jeden Vekter= (x,y, 2 € R3 die Projektion vorv auf den Orthogonalraum vdd, also
aufU-+.
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(b) Bestimmen Sie eine MatriR, ., sodass die Projektion voraufU+ gleichR,. - vist.
(c) Bestimmen Si&;. - Bj-.

6. Abstandsberechnungen mit Hilfe der Orthogonalprojektion

6.1. Abstand eines Punktes von einem UnterraumGegeben sei ein Unterraum
T desR" sowie ein Vektoiv € R". Gesucht ist jenes € T, das vonv den kleinsten
Abstand hat.

SATZ 7.24.Sei T ein Unterraum deéR", v € R", und sei xe T. Dann sind aquivalent:

(1) Iv=XlI =inf{llv—t|]| : t e T}.
(2) Der Vektor x ist die Projektion von v auf T, alse=xP; (v).

Beweis(2)=(1): Wir nehmen anx = P;(v). Seit € T. Dann gilt

IV —tII” = [I(v = %) + (x = DII%
Dav-xe Ttundx-teT,gilt

(v =) + (x = OII* = lIv = XII* + lIx — tI|.

Es gilt also

Furallet € T:|lv—t|l = |lv— Xl
Also gilt

V=Xl =inf{llv-t|l : teT}.

(1)=(2): Seix so, dasgiv— x| = inf{llv—t|| : t € T}, und sely = P;(v). Es gilt dann
Iv—xll < [Iv=yllundllv =X = lI(v=y) + (y = XII> = [Iv— I + lly — XI[>. Das ergibt
ingesamtlv — yiI> = |Iv— yiI? + lly — XII?, alsolly — x| = 0. Somit giltx = y = P;(v). ®

UBUNGSAUFGABEN 7.25.

(1) Welcher Punkt auf der Geraden
1
9=1(2)

hat von( —Zl) den kleinsten Abstand?
(2) Wir betrachten den Punkte R* und den Unterraurty desR*.

p=(8101,14,

U =L(-1,-2,0,3)).

Welcher Punkip, ausU hat vonp den kleinsten Abstand?
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6.2. Abstand zwischen zwei linearen Mannigfaltigkeiten.WennA undB nicht-
leere Teilmengen déR" sind, dann kann man ihrekbstanddurch
distA, B) = inf{lla—- bll|ae A,be B}
definieren.

Gegeben sind zwei lineare Mannigfaltigkeitély = v, + T, undM,, = v, + T,. Dabei
sindv,, v, € R", undT,, T, sind Unterraume delR". Wir suchenp, € M, undp, € M,,
sodass

Ip; — Pl = distMy, My).
Dazu bestimmen wir, € T, undt, € T,, sodass
ll(v, +t)) — (v, + 1)l = distM,, M,).
Nun gilt
distM,, M,) = inf{ll(v; + t) — (v, + It € T, 8, € T}
= inf{ll(v; —v,) = (t, —t)Ilt, € T, t, € T}
=inf{li(v, —v,) —dlIse T, + T,}.
Wir wissen, dassv; — Vv,) — Sgenau dann das Infimum vd(v, — v,) —s|se T, + T,}
annimmt, wenrs = Py, (v; — V,). Also berechnen wir
S:=Pr (Vi — V).
Folglich gilt frt, € T, undt, T, die Gleichung
Vv, +1) = (v, + 1) =inf{(v, +t) - (v, + ) It € T, 1, € T}
genau dann, weny — t; ='S. Wir missen also all@,,t,) € T, x T, bestimmen, sodass
t, -, =S Wir bestimmen uns also eth € T, und eint; € T,, sodass$, —t; =S. Dann
it
° . e xTIt,-t,=sf={t;+r,t,+1)[reT, NT,.
Damit erhalten wir
{(P, P) € My XM, | lIp, = poll = distM, M)} = {(v; +t +1, v, + 5 +1)Ir € TN T,
AUFGABE 7.26. Bestimmen Sie jene Punkte auf den Mannigfaltigkeiten
M, :=(5,0,0,0)+L((1,2,-1,0),(1,1,1,1))
und
M, :=(11,27,2,11) + L((1,-1,-1,1),(1,0,0, 1)),
die voneinander geringsten Abstand haben.

SeiT, = L((1,2,-1,0),(1,1,1,1)) undT, = L((1,-1,-1,1),(1,0,0, 1)). Wir berech-
nen eine Basis vom, + T,.

In[102] : = B1

{{1, 2, -1, 0}, {1,1,1, 13}};

B2

{{1, -1, -1, 13, {1, 0, 0, 13}3%;
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Qut[102]= ({1, -1, -1, 13, {1,0,0, 1}}

I n[ 103] : = BasisVonT1PlusT2 = RowReduce [B17Join"B2 ]
1 1
OJt[lO3] {{11 01 01 1}1 {01 11 01 _5}1 {Oy 01 11 5}1 {Oy 01 01 O}}

Also erhalten wir
B=1(1,0,0,1),(0,1,0,-1/3),(0,0,1,1/3))

als Basis vorT, + T,. Jetzt kdnnen wir die Projektion van—V, auf T, + T, ausrechnen.
SeiC die Matrix

1 0 O
0 1 0
0 0 1
1 -4

Dann gilt
T -1, T 58
Pror,(Vy = V,) =C-(CT-C) - CT- (v - vp) = (%)
-5
Also gilts = (=12, -25, -4, -5). Dieseswollen wir als—t; +t; mitt; € T, undt; € T,
darstellen. Durch die folgenden Mathematica-Berechnugealten wir

s=-7-(4,2,-1,00-8-(1,1,1,1)+3-(1,-1,-1,1)+ 0- (1,0,0,2).

In[104]:=s

Qut[104]= {-12, -25, -4, -5}

I n[ 105] : = B1B2 = B1 "Join" B2

Qut[105]= {({(1, 2, -1, 0}, {1, 1, 1, 1}, {1, -1, -1, 1}, {1, 0,0, 1}}
I n[106] : = M = Transpose [B1B2]

Qut[106]= ({1, 1,1, 1}, (2, 1, -1, 0}, {-1, 1, -1, 0}, {0, 1, 1, 1}}

I n[ 107] : = MatrixForm [M]

1 1 1 1
2 1 -1 0
Qut [ 107] = (_1 1 1 o)
01 1 1

I n[108] : = LinearSolve [M s]
Qut[108]= (-7, -8, 3, 0}
Fart; =7-(1,2,-1,00+8-(1,1,1,1) undt}; = 3- (1,-1,-1,1) gilt also
S=—t] +1.
Wir erhalten
t1 =(15221,8), t,=(3,-3,-3,3).
Also sind die Punkte

p, =(5,0,0,0 +(15221,8 =(20,221,8)
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und
p, =(11,27,2,11) + (3,-3,-3,3) = (14,24,-1, 19
so, das, € My, p, € M,, undl|p, — p,ll = distM,, M,).

Um alle Punkte zu erhalten, fur die der Abstand minimal windssen wir nocfi, NT,
berechnen.

In[109]: = C1 = NullSpace [{{1, 2, -1, 0}, {1, 1,1, 1}}1;
MatrixForm [C1]

(—2101)

Qit[109]= (5 5 | 5

In[110]: = C2 = NullSpace [{{1, -1, -1, 1}, {1, 0,0, 1}}1:
MatrixForm [ C2]

(—lOOl)

Qit[1101= [, 1 1 o

In[ 111]: = NullSpace [Join [C1, C2]]
Qut[111]= ({1, 1,1, 1}}

Wir erhaltenT, N T, = L((1, 1,1, 1)). Somit ist die Menge aller Paare iy, x M,, die
minimalen Abstand voneinander haben, gegeben als

{((20,22,1,8) +t-(1,1,1,1),(14,24,-1,14 +t - (1,1,1,1)) It e R}.

Folgendes Mathematica-Programm liefert zwei Punkte mitimmaler Distanz. Ach-
tung: die Basisvektoren voR undT, stehen hier in deZeilender Argumentdd, und
B,.

Proj [B_, v_] :=
Transpose [B] . Inverse [B . Transpose[B]]. B. v;

Poi ntsWthM nimal Di stance [vl , Bl , v2 , B2 ] :=
Modul e[ {},
B12 = RowReduce [Bl1 ~Joi n~ B2];
I f [MatrixRank[B12] == 0,
{vl, v2},
Basi s12 = Take [B12, MatrixRank [B12]];
s = Proj [Basisl2, vl - v2];

tl = - Transpose [B1l]. Take [Li near Sol ve
[ Transpose [Bl1 ~Join~ B2], s], Length [B1]];
t2 = s + t1,

{vl +tl, v2 + t2}
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Wir testen dieses Programm:

In[112]:= << abstand2 . m

In[113]:= vl = {5, 0, 0, 0};

v2 = {11, 27, 2, 11};

Tl = {{11 11 11 1}1 {11 21 _11 0}};

T2 = {{1! 0! 0! 1}! {11 _11 _11 1}};
I n[ 114] : = PointsWithMinimalDistance [vl, T1, v2, T2]
Qut[114]= ({23, 25, 4, 11}, {17, 27, 2, 17}}

UBUNGSAUFGABEN 7.27.

(1) Welcher Punkt auf der Geraden
9= (8) (%)
hat von( %) den geringsten Abstand?
. . 1 . . 2\ .
(2) Bestimmen Sie den Punkt E(Lé) + L(( 22)), der am nachsten beim Pur(ki;l) liegt.
(3) (a) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis des UnterraMrmsnR#, der durch
W = {(Xg, %, Xg, %) | =Xy +Xg =0 und — X, + X, = O}.

gegeben ist.
(b) Welcher Punkt iWW hat von(4, -1, 6, —1) den geringsten Abstand?

(4) Bestimmen Sie den Abstand des Punlétézs) von der Geradenq, die durch den Punl(tlgo) geht, und deren Rich-

tungsvektor gIeicP( -12) ist.
(5) Bestimmen Sie den Abstand des Punk&g, 11, 17) von der Geradeng, die durch

g:X=(1,2,-47+1t-(12,0,3,4)

gegeben ist. Welcher Geradenpunkt ist diesem Punkt amteachs
(6) (&) Welcher Punkp auf der Geraden

g:-2X+z=0und x+y=0

hat vom Punkt = (:%52) den geringsten Abstand?
(b) Wie groR ist dieser Abstand?
(c) Berechnen Sie — p! Welchen Winkel schlieBep undv — p miteinander ein?
(7) Welcher Punkt der Ebene
—24 1 -
e.X:(—1533)+)t-( )+y-( Z)

2
3

[uN

kommt dem Punk@) am nachsten ?
(8) Welche Punkte der Geraden

und

kommen einander am nachsten?
(9) Welcher Punkt der Ebene

—47
kommt dem Punk#—ﬁs) am nachsten?
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(10) Welcher Punkt der Ebene
e:X=(5,210+21-(1,200+x-(0,1,2,-1)

kommt der Geraden
g:X=(5,30,5+a-(1,0,20)

am néachsten?

(11) Berechnen Sie den Inkreismittelpurik (:;) des DreiecksABC mit A = (), B = (§) undC = (3), indem
Sie die Bedingung, dadsgleich weit vonAB, BC und AC entfernt ist, in Gleichungen in den Variablenundi,
umwandeln. Verwenden Sie zur Lésung der auftretenden I@legen den Mathematica-Befetblve.

7. Die bestapproximierende Losung eines linearen Gleichgssystems

Oft trifft man auf Gleichungssysteme, die keine Losung tzesi, wie z.B.

B

In solchen Féallen wird man exsuchen, das dem Gleichungssystem “mdglichst gut”
genugt. Naheliegend ist es, jeneals “Losung” zu betrachten, das den kleinsten Fehler
liefert, d.h. fir daslA - x — bll minimal ist.

DEFINITION 7.28. SeiA € R™" b € R™. Eine bestapproximierende Losurdgs
Gleichungssystem&- x = bist einx* € R", sodas$lA - x* — bll minimal ist.

Wir wissen, das$A-x| x € R"} genau der Spaltenraum vévist. Wir suchen also jenes
Element des Spaltenraumes Wrdas vorb minimalen Abstand hat. Dazu sollée x
die Projektion vorb auf den Spaltenraum voA sein. Dann stehib — A - x auf den
Spaltenraum voA normal. Es gilt also

AT.(b-A-x)=0.
WennAT - Ainvertierbar ist, dann kdnnen wirdurchx = (AT - A)~1- AT . b bestimmen.

SATz 7.29. Sei A eine Matrix, deren Spaltenvektoren linear unabhasmgid, und sei
b ein Vektor. Dann ist die bestapproximierende Lésungpx A- X = b gegeben durch

X =(A"-A1-AT . b.

AUFGABE 7.30. Wir bestimmen die bestapproximierende Losung von
10 1

2 1|-x=| 2.
-1 1 0

A-A_(l o] und @AT=Z (T )

Also erhalten wir

Hier ist
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UBUNGSAUFGABEN 7.31.

(1) Das Gleichungssystef- x = bist fur folgendesA undb unlésbar:

(1)1

Bestimmen Sie die “beste N&herungsldsung”. Warum (bzw.ithem Sinn) ist diese Losung “besser” @lsl)?

Nun versuchen wir, die “beste Gerade durch eine Punktwaidégen.

Gegeben seien die Punkte,y,),...,(X,,Y,). Gesucht ist die bestapproximierende
Geradey = kx+ d durch diese Punktwolke.

Daflir berechnet man die bestapproximierende Lésung desh@lggssystems

X 1 ( K ) Y1
oo d = :
% 1 Yn

wie oben beschrieben. Wir Gberlegen uns noch, welcher giastzwischen Punkten
und Gerade hier wirklich minimiert wird. Die bestaproximgade Lésung minimiert

Y X.l.l(k) V1= (kx +d)
: d = :

Y, X, 1 y, — (kKx +d)
also die Summe der Quadrate der Vertikalabstédnde zwischerPdnkten und der
Gerade.

UBUNGSAUFGABEN 7.32.

(1) Bestimmen Sie jene Gerade der Form kx+ d, die die Punkt&0, 3), (1,4) und(2, 7) bestmdglich approximiert.
“Bestmdglich” heif3t dabei, dassundd so zu bestimmen sind, dass

¥y = (kX + ) + (V5 — (kX + d))? + (v — (kxg + d))?

minimal wird.
(2) Bestimmen Sie jene Gerade der Form kx+ d, die die Punkte2, 3), (3,0) und(6, 5) bestmdglich approximiert.
“Bestmoglich” heif3t dabei, dassundd so zu bestimmen sind, dass

(1 = (kX + ) + (v = (K + d)? + (y5 = (kxg + d))?

minimal wird.






KAPITEL 8

Ringe, Korper und Vektorraume

Nachrichten codiert man gerne als Listen von Bits. Deswegghes sich als gunstig
herausstellen, dass man nicht nur mit Vektoren, deren &fjatreelle Zahlen sind,
rechnen kann, sondern auch mit Vektoren, deren Eintrag® wder 1 sein kdnnen.
Unser Wissen Uber das Losen linearer Gleichungssystersiesigb auf solche /Q.-
Vektoren verallgemeinern; das ist z.B. in der Codierungtie hilfreich.

1. Kommutative Ringe mit Eins

Unser Ziel ist, anstelle der reellen Zahlen auch anderekibjeerwenden zu konnen,
solange man diese Objekte sinnvoll addieren und multgrex kann.

Sein € N. Einen-stellige Operatiorauf A ist eine Funktion vorA" nachA. Eine
Algebraist ein PaarA, F), wobei A eine nichtleere Menge, urié eine Familie von
endlichstelligen Operationen aAfist. WennF = (f,, ..., f,), so bezeichnet man so-
wohl das PaafA, F) als auch das Tupeh, f,, ..., f,) als Algebra.

DEFINITION 8.1. Eine AlgebraR,+, —,-,0, 1) ist ein kommutativer Ring mit Eins
wenn +, - bindre Operationen alR sind, — eine unare Operation al ist, und Q1
Elemente auR sind, sodass fiur allg,y,z € R die folgenden Eigenschaften erfillt
sind:

(1) x+0=x

2) x+(=x) =0

B) X+y)+z=x+(y+2

(4) Xx+y=y+X

(5) X-y)-z=x:(y-2

(6) x-y=y-X

(7) x-1=x

B)X-(y+2=X-y+X-2Z
Satz 8.2. Sei(R,+, —, -, 0, 1) ein kommutativer Ring mit, und seien x, ¥= R. Dann
gilt

(1) (=) = x

(2) x-0=0.

(B) —(X-y) = (=X -y =X- (=Y.
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Beweis:(1): =(-X) = =(-X) + 0 = 0+ (—=(=X)) = X+ (=X)) + (—=(=X)) = X+ ((-X) +
(=(=X) =X+0=X%.(2):x-0=%x-0+0 = X- 0+ (X-0+ (—=x-0)) = X-0+Xx-0)+(—x-0) =
X-(0+0)+(—x-0)=x-0+(-=x-0) = 0. (3): Wir verwenden jetzt aul3er den bei der
Definition von kommutativen Ringen verwendeten Gleichumaéch die Folgerungen,
dassfir allz € Rauch(-2+z=0und O+ z=zgilt. = (X-y) = =(X-y) +Xx-0 =
—(XY)HX(Y+H(=Y) = =(XY)+HXY+HX(=Y) = (=(XY)+XY)+X(=Y) = 0+X(=Y) = X(=Y).
Mithilfe des Kommutativgesetzes folgt nun auetx) -y = —(x-y). m

DEFINITION 8.3. SeiR = (R,+,—,0,-, 1) ein kommutativer Ring mit EinsR ist ein
Korper, wenn folgendes gilt:

1) IR=2,
(2) furallex e Rmitx £ 0 gibt es eirny € R, sodasx-y = 1.

UBUNGSAUFGABEN 8.4.

(1) Zeigen Sie, dass es in einem Korper fur jedédchstens eig mit x- y = 1 geben kann.
(2) Zeigen Sie, dass das Produkt zweier Elemente in einempefaur dann 0 ist, wenn einer der Faktoren gleich O ist.

In einem Korper hat jedes Elemeat+ O genau ein multiplikativ inverses Element;
wir bezeichnen es mi .

Der zweielementige Ring, = {0,1} mit0®0=0,061=1,1¢0=1,1¢1 =0,
000=0,001=0,100=0,101 = 1istein Korper.

2. Vektorraume

DEFINITION 8.5. SeiK ein Korper. Ein Tupe{V,+,—, 0, =) heil3tVektorraumiberK,
wennV £ O, +: VXV -V, —-:V sV, 0eVund=: KxV = V, und fur alle
X,¥,ze V unde, S € K gilt:

(1) X+y)+z2=x+(y+2),
(2) 0+ x =X,

3) (=) +x=0,

(4) X+y=y+X,

B) ax(B*x) =(a-B) =X,
(6) (@+ )« X=ax*X+ X,
(7) ax(X+y) =axX+axy,
(8) 1xx=x

BEISPIELE 8.6.

(1) Fur jeden KorpeK und jedesh € N ist K" (mit geeignet definierten Opera-
tionen) ein Vektorraum Ubéex.

(2) Fir jeden Unterraurd desR" istU (mit geeignet definierten Operationen)
ein Vektorraum UbeR.
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UBUNGSAUFGABEN 8.7.
Sei in den folgenden Beispieléhein Korper, undV,+,—, 0, =) ein Vektorraum tbekK.

(1) Seix e V. Zeigen Sie G x = 0.

(2) Seia € K. Zeigen Siax = 0 = 0.

(3) Seix e V. Zeigen Sig—x) = (-1) x X.

(4) Seix € K,xeV so, das® = Vv = 0. Zeigen Sie, dass = 0 oderv = 0.
DEFINITION 8.8. SeK ein Korper und/ ein Vektorraum tibeK. SeiU eine Teilmen-
ge vonV. U ist einUnterraumvonV, wennU # @, und fir alleu,ve U unda € K

giltu+veUundaxueU.

WennU ein Unterraum vorV = (V,+, —, 0, ) ist, dann istU = (U, + ., =l O, *ly.)
ebenfalls ein Vektorraum Ubé&.

SATZ 8.9 (Unterraumkriterium)Sei K ein Korper undV ein Vektorraum tber K. Sei U
eine Teilmenge von V. Dann ist U ist genau dannlémerraunvon V, wenn U+ ,
und far allea,8 € Kundu,ve U gilt e su+ B xveU.






KAPITEL 9

Lineare Abbildungen

1. Beispiele

Wir betrachten einige Funktionen, die von einem Vektorraoneinen Vektorraum
gehen.

AUFGABE 9.1. Seis jene Funktion vorR? nachR?, die jeden Punkt auf den Punkt
abbildet, auf dem er nach der Spiegelung anxdachse landet. Dann lasst sistso
schreiben:

s : R? — R?

() — (39)6)
AUFGABE 9.2. Wir Uberlegen uns, wo der Pur‘(l{i) nach einer Drehung um den

Nullpunkt um 60 gegen den Uhrzeigersinn landet. Sediese Drehung. Dann lasst
sichd so schreiben:

d : R — R?
cog%) —sin(%)
(§) — (sin(’—s) cos{%ﬁ)'@)'
AUFGABE 9.3. Wir bestimmen die Projektion des Punktgsy,2 € R® aufU =

L((0,1,2),(3,0,4)). Seip, diese Projektionsabbildung. Wir berechnen die Projekti-
onsmatrixP, in folgender Rechnung:

In[115]: = B= Transpose [{{0, 1, 2}, {3, 0, 4}}1]

Qut[115]= ({0, 3}, {1, 0}, {2, 4}}
In[116]:= PU = B. Inverse [Transpose [B].B]. Transpose [B];
MatrixForm [PU]
45 24 12
6
Qut[116]= _é é—’l ?—é
2 8 8
61 61 61

Somit haben wir eine Matri®, gefunden, sodady, - (g) die Projektion von(x, y, 2
aufU ist.

133



134 9. LINEARE ABBILDUNGEN

Solche Abbildungen, die man durch Matrizen beschreibem kewerden der Inhalt
dieses Kapitels sein.

2. Die Definition linearer Abbildungen

DEFINITION 9.4. SeienJ undV Vektorraume tUber dem Korpét. Eine Funktion
h:U - V ist einelineare Abbildungwenn:

(1) fur alleu, u, € U : h(u; + u,) = h(u,) + h(u,)
(2) fur alleu € U und fur alleA € K : h(Au) = A h(u).

BEISPIEL 9.5. SeiK ein Korper, und seA € K™™. Dann ist die Abbildund, die
durch
h : K" — K"
X — A-X

definiert ist, eine lineare Abbildung vokr+VektorraumK™ in denK-VektorraumKk".
AUFGABE 9.6. Welche der folgenden Abbildungen vRA nachR sind linear?

(1) hy((x,y) =3x-2yfurx,ye R.
(2) hy((x,y) =3x+ 1furx,yeR.
(3) hy(x,y) =0furx,yeR.

LOosung.

(1) Wir zeigen, dass die Abbilduniy linear ist. Seien dazu,v € R2. Es gibt
dannx;,y;, %, Y, € R, sodasau = (x;,y,) undv = (x,,Y,). Es gilt dann
hy(U+V) = 3(X +X)—2(Y; +Y,) = BX, —2Y,) + (3%, —2Y,) = h,(u) + hy(v)
undh (Au) = 3(AX) —2(Ay;) = A (38X, — 2y,) = Ahy(u).

(2) h, ist keine lineare Abbildung, db,((1,1) + (1,1)) = h,((2,2)) = 7 und
h,((1,1) + hy((1,1)) =4+ 4=8.

(3) hyistlinear.

SATZ 9.7. Sei K ein Kérper, seien U,V,W Vektorrdume uber K, und seiebd  V
und g: V —» W lineare Abbildungen. Dann ist die Hintereinanderaustiity go f
ebenfalls linear.

SaTz 9.8. Sei K ein Korper, sei n& N, und sei V ein Vektorraum tber K mit Basis
B = (b, ...,b,). Dann ist die Abbildung c, die durch

c :V — Km
V i— (V)

definiert ist, eine lineare Abbildung.
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BeweisWir geben hier nur den Beweis dafur, dags+v) = c(u)+c(v) furalleu,ve V.
Seienu, v € V. Zu zeigen ist, das@ + v)g = (U)g + (V)g. Seiena,,...,A,, € K und
My, - - My € K SO, dass

und

Dann gilt also(u)g = (A4, ...,A) und(V)g = (44, . . . ,i,,). Wir berechnen nun

m

DA+ )b,

i=1
Esqilty™ (A +p)b =>", A4 b + X1 b =u+v. Daalsoy™ (A + )b = u+v,
it U+V)g =@y +py, .. A+ ) = @Ag, oo A0) + WUy o i) = (U)g + (V). B
Auch die inverse Abbildung dieser Abbildung ist linear:

SATZ 9.9. Sei K ein Korper, sei ne N, und sei V ein Vektorraum tber K mit Basis
B =(b,,...,b,). Dann ist die Abbildung d, die durch
d : K" — V
Ay -ndy) — XM AD
definiert ist, eine lineare Abbildung.

SATZ 9.10. Seien U und V Vektorraume tber K mit den Basea B,, ..., b.) und
C =(c,,...,c,). Sei A eine nx n-Matrix. Die Funktion f: U — V bilde x auf jenesy,
das durch

(y)c =A- (X)B
gegeben ist, ab. Dann ist h eine lineare Abbildung.

Beweisskizzés gilt f = gohoi, wobeii : U - K™ u- (U)g, h: K™ - K", x> A-X,
g: K">V,QA,...,A4,) » X A c. Alle drei Abbildungeng, h, isind linear, also
auch ihre Hintereinanderausfuhrumg.

AUFGABE 9.11. SeiU der Unterraum de®2 mit BasisB = ((1, 1, 1), (1,0,0)), und
seih: R® - R?, v (v)5. Dann ist etwa

1

3 1

()

h((4,1,1))

h((-1,-1,-1))

UBUNGSAUFGABEN9.12.
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(1) Eine lineare Abblidung voh vonR? nachiR? bildet den Punkf}) auf(2) und den Punkf % ) auf( %) ab. Auf
welchen Punkt wird 3 ) abgebildet?

(2) Zeigen oder widerlegen Sie: Wetneine lineare Abbildung voiR® nachR? ist undh # 0, dann gilt fur alle
Vi,V € Rgt

(v, V) linear unabhéangig= (h(vy), h(v,)) linear unabhéangig

3. Abbildungsmatrizen linearer Abbildungen

Seih: U - V eine lineare AbbildungB = (b,, ..., b,) eine Basis votJ. Seix € U
mitx = >, A, - b. Dann gilt wegen der Linearitat vdn

h(x) = h(zm: A -b)= Zm: A - h(b).
i=1 i=1

Eine lineare Abbildung ist also durch die Bilder der Baskduesn bereits vollstandig
bestimmt.

Wir werden jetzt sehen, dass sich jede lineare AbbildunggrdBefinitions- und Bild-
bereich endlichdimensionale Vektorraume sind, durch klagix darstellen lasst.

DEFINITION 9.13. SeietJ, V Vektorraume ubeK, seierm, ne N, seiB = (b,, ..., )
eine Basis votJ undC = (c,, ..., G,) eine Basis voV. Seih eine lineare Abbildung
vonU nachV. Wir definieren nun die x m-Matrix S (B, C). Dazu legen wir fest, dass
furi e {1,...,m in deri-ten Spalte vorg (B, C) der Vektor(h(b)). steht. Es gilt also

| | |
S(B, 0 =] (hb))e (b)) -+ (hby))e |-
| | |

Die Matrix §(B,C) € K™™ heif3t Abbildungsmatrixoder Darstellungsmatrixvon h
bezuglich der BaseB undC.

SATZ 9.14. Seien U,V Vektorraume uber K, seien ng ¥, sei B= (b, ..., b.) eine
Basis von U und G- (c,, ..., ¢,) eine Basis von V. Sei h eine lineare Abbildung von U
nach V. Dann gilt

(9.1) (h(w)e = S,(B,O) - (u)g furalleue U.
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BeweisSeiu e U mitu= ", A, b.. Dann gilt

(hw)e = (h A b)),
i=1
= (), Ah()).
i=1
= > A (hb)),
i=1
| | | N
= | (b (o) - (b |-( %)
| | | m
= §(B.0 Wg.

Wir zeigen nun, dass die Abbildungsmatrix durch die Glemgh(9.1) eindeutig be-
stimmt ist.

SATZ 9.15. Seien U,V Vektorraume uber K, seien ng i, sei B= (b, ..., b,) eine
Basis von U und G- (c,, ..., C,) eine Basis von V. Sei h eine lineare Abbildung von U
nach V, und sei A einexxm-Matrix, sodass fir alle & U:

(9.2) (h()e = A+ (U)g.
Dann gilt A= §(B, O).

BeweisSeii € {1, ..., m}. Wegen (9.2) gilth(b,))); = A- (b,)g, also

(h(b) = A- ((1))
0

wobei der Einser an deten Stelle steht. Die rechte Seite dieser Gleichung erggot d
i-te Spalte vorA. Also ist diei-te Spalte vorA gleich(h(b,)).. DaherA = §,(B,C). m

AUFGABE 9.16. Seh : R? — R3 die folgende lineare Abbildung.
h : RE — R3
X 3x—+2y
3) — (2)
SeiB die Basis((3'),(£)) desR?, und seiC die Basis(( ‘:133)@%)(%)) desR3. Be-
stimmen Sie§ (B, C).

Lésung: Es gilt
ey = () ey = ).
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Aus dem Gleichungssystem

-9 20 0 g
~13 39 1)-x=
13 39 1)x= ()

erhalten wir(h(b,)). = (z) und ebensaoh(b,)). = (z) Insgesamt erhalten wir

3 2

Sn<B,c>:((1) (1)).

In Mathematica kann man die notwendigen Rechnungen so fiinrem:

In[ 117]: h[X_1 Y_] = {{31 _2}1 {21 1}1 {_11 4}} {X1 y}
Qut[117]= {3x-2y, 2Xx+Yy, -X+4y}

In[118]:= hbl = h[-1, 2]

Qut[118]= {-7, 0, 9}

In[119]: = hb2 = h[4, 5]

Qut[119]= {2, 13, 16}

In[120]:= CC= {{-9, 20, O}, {-13, 39, 1}, {-7, 30, 0}}

Qut[120]= {{-9, 20, 0}, {-13, 39, 1}, {-7, 30, 0}}
I n[ 121] : = MatrixForm [CC]

-9 20 O
Qut[121] = (—13 39 1 )
-7 30 O
I n[ 122] : = LinearSolve [CC hbl]
Qut[122]= {3, 1, 0}
I n[ 123] : = LinearSolve [CC hb2]

out [ 123]

AUFGABE 9.17. SeU = R?,V = R! mit den kanonischen Bas&h= ((1,0), (0, 1))
undC = ((1)). Die lineare Abbildundh : U — V sei definiert durch

h((x,y) = 3x—2y)
fur allex,y € R. In diesem Fall isth(b,)); = (3) und(h(b,)). = (—2). Somit gilt
SB,0O=@8 -2.
AUFGABE 9.18. SeiU = R?,V = R! mit den BaserB = ((2, 3), (3,-2)), C = ((2)).
Die lineare Abbildundh : U — V sei definiert durch
h((x,y) = 3x-2y)
far alle X,y € R. Dann isth(b,) = 0, also(h(b,)); = (0) und h(b,) = (13), also
(h(b,))s = 6.5, und folglich§ (B, C) = (0 6.5).

{2, 1, 0}
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UBUNGSAUFGABEN9.19.

(1) Eine lineare Abbildundh : R?> - R? sei gegeben durch( Y )) = (3) undh(($2)) = (%). Bestimmen Sie die
Abbildungsmatrixs,(E, E), wobeiE = ((3),(9)).
(2) SeienE,, E, die kanonischen Basen vt undR3, und sei

a((x,Y,2) = (3x -2y, 22
Geben Sie die Abbildungsmatrt, (E;, E,) an.

4. Abbildungsmatrizen fiir Spiegelungen und Drehungen

Wir wollen nun die Abbildungsmatrizen fur bestimmte Drefan und Spiegelungen
bestimmen. Wir betrachten folgende Beispiele:

AUFGABE 9.20. Seie die EbeneL(( _%l),(_(l)l)), und seio jene Abbildung, die jeden
Punkt imR? auf den Punkt abbildet, auf dem er nach der Spiegelung anlukde
landet.

Gesucht ist die Abbildungsmatri® (E, E) dieser Spiegelung beztglich der kanoni-
schen Basi& desR®.

AUFGABE 9.21. Seig die Gerade mit der Gleichungxs- 2y = 0 im R2. Seio
jene Abbildung, die jeden Punkt ilR? auf den Punkt abbildet, auf dem er nach der
Spiegelung ag landet.

Gesucht ist die Abbildungsmatri® (E, E) dieser Spiegelung beztglich der kanoni-
schen Basi& desR?.

AUFGABE 9.22. Seig die Geradel_(( 2 )) und sei§ : R® —» R2 jene Abbildung,
die jeden Punkt auf den Punkt abblldet auf dem er nach ddrubgeum 60 um die
Geradeg landet. Wir miissen noch die Richtung der Drehung festlégemn wir vom
Punkt( auf die Ebene+2y—2z = 0 hinunterschauen, dann sollen sich die Punkte
dieser Ebene gegen den Uhrzeigersinn drehen.

Alle drei Beispiele kann man mit dem gleichen “Programm’elidsSeih die angege-
bene lineare Abbildung. Dann gehen wir so vor:

(1) Bestimme eine BasB, sodasss,(B, B) leicht zu bestimmen ist.
(2) BestimmeS (B, B).
(3) BestimmeS (E, E) aus§,(B, B).

Die Schritte (1) und (2) kbnnen wir bereits jetzt durchfiihféir den Schritt (3) missen

wir uns noch tberlegen, wie man aus den Koordinaten eineoiekeziiglich einer
Basis die Koordinaten bezuglich einer anderen Basis ausetc

Wir starten mit Beispiel 9.20. Wir wahlen eine Basis, b,, b,) desR?, sodas$,, b,
in der Ebenee liegen, undb, auf b; und b, normal steht. Es gilt danor(b,) = b,,
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o(b;) = b, under(by) = by, Also gilt ((by)g = (8, ((b,))g = (1) und (e (by)g =
(—by)g = (_81). Dann gilt

10 0
sC,(B,B):(gcl) 01)

Wir bestimmen nun eine Basi& mit den gewlnschten Eigenschaften. Dazu wéhlen
wir b, = (_%1) undb, = (_?l). Wir bestimmen einen Vektor, der auf beiden normal
steht:

I n[ 124]:
Qut [ 124]

NullSpace [ {{1, 2, -1}, {0, 1, -1}}]
{{_1! 1! 1}}

Also wahlen wirb, = (_%l), und somit

1 0 -1

5=(2)}(2)F)
Wir bestimmen nurB und S, (B, B) fiir Beispiel 9.21. Wir wahlen eine Basib,, b,)
desR?, sodassh, auf der Geradg liegt, undb, auf b, normal steht. Es gilt dann
o(by) = by undo(b,) = —b,, und somitio(b,))g = (§) und(o(b,))g = (=by)g = ().
Dann gilt
1 0
0 1)
Wir bestimmen nun eine Basi& mit den gewlnschten Eigenschaften. Dazu wéhlen
wir b, = ( %) undb, = (2). Wir erhalten

B= ((g)’(—sz))'

Nun bestimmen wiB und Sy(B, B) fiir Beispiel 9.22. Dazu bestimmen wir eine Or-
thonormalbasis von R?, sodass, = H(—i)H(_%z). Aullerdem solkb,, b,, b;) po-

2

-2

S,B,8 =

sitiv orientiert sein. Das heil3t: “Wenn malp, in b, hineinschraubt, dann soll sich
eine Schraube mit Rechtsgewinde in Richtungbewegen.” Eine ONBb,, b,, b,)
ist dann positiv orientiert, wenb, x b, = b;. Zu dieser Basid3 bestimmen wir
jetzt die Matrix Sy(B, B). Es gilth(b;) = b,, h(b;) = cog60)b, + sin(60’) b,, und
h(b,) = —sin(60’) b, + cog60) b,. Mit ¢ := cog60’) unds := sin(60’) lasst sich
S,(B, B) also durch

c s 0
w3 &Y

angeben. Jetzt bestimmen eine BdaidesR® mit den gewiinschten Eigenschaften.
Dazu bestimmen wir zunachst eine ONB der Ebene (L(( _%2)))% Wir bestimmen
eine Basis fur diese Ebene:
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I n[ 125]: = NullSpace [ {{1, 2, -2}}]
Qut[125]= {{2,0, 1}, {-2,1, 0}}

Daher ist((2,0,1), (-2, 1,0)) eine Basis vore. Wir bestimmen nun eine ONB vaa

In[126]:= el = {2, 0, 1};
e2 = {-2,1, 0};
dl = el/ Sqart [el.el]
2 1
Qut[126]= {—, 0, —
[ 126] {ﬁ vﬁ}
In[127]:= ¢c2 = e2 - (e2.dl) = dl
2 4
mt[127]_{-§,1,g}
In[128]:= d2 = c2/ Sgrt [c2.c2]
2 5 4
Qut[128]= { - —, —, ——=
[128] = { 375 3 wg}

Daher ist die Basi§, die durch
1,2y 1 (2y1/1
= (ﬁ(ﬁ’)’ \/4—5( $)3(2)
gegeben ist, eine ONB d&. Wir bestimmen, ol positive Orientierung hat:
In[129] : = Cross [d21, c212]
1
Qut[129] = {_5, -3 5}
Die Orientierung ist also noch falsch. Wenn wir das Vorzeiclvon f;, umdrehen,
erhalten wir eine Basis mit positiver Orientierung. (Mamkagenausogut das \Vor-
zeichen vonf, umdrehen. Man darf aber nicht das Vorzeichen ¥pnmdrehen; die
Basis, die man durch Umdrehen des Vorzeichens fyoerhalt, ist zwar positiv ori-
entiert, aber ihr dritter Basisvektor ist nicht mehr der gaschte.) Wir schreiben die
Basisvektoren voB in die Spalten der MatriB.

In[130]:= d3 =2Croszs [-d1, d2]
1
Qut[130]= {3, 3, -3}
In[131]:= B = Transpose [{-d1, d2, d3}]
2 2 1 \J/5 2 1 4 2
O'It 131 = T T =y T =1 A~ |1 01 A 1 A | T T =y o =1 "~
1181= {{- = 52 31 0.2 5 - 55 -5V

I n[ 132] : = MatrixForm [B]

2 2 1
A5 345 3

aut[132]= | o V52
1 303

5 35 3
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Somit haben wir auch fiir Beispiel 9.22 eine BaBisnd die MatrixS;(B, B) gefunden.

5. Basistransformationen

Wir I6sen folgendes Problem: Gegeben sind zwei B&&hdes gleichen Unterraums
U desR", und die Koordinate(v), eines Vektors € U. Gesucht sind die Koordinaten
vonv beziglichC, also(v)..

AUFGABE 9.23. SeiB = ((1,0,1),(1,-1,0) undC = ((3,-2,1),(1,1, 2)), und sei
(X)g = (1,-1). Gesucht istxX)..

Losung:Aus B und(x)g kbnnen wir

RN

berechnen. Weged - () = X gilt:

31 0
-2 1| Xc=|1
12 1

Als Lésung dieses Gleichungssystems erhalter(xyir= (0.2, 0.6).

Allgemein gehen wir also so vor: WerBiundC die Matrizen sind, in deren Spalten
die Vektoren vorB beziehungsweisé stehen. Dann lasst si¢k). aus der Gleichung
C-(¥ec=B-(g

berechnen. Wen@ gleich viele Spalten wie Zeilen hat, dann &tinvertierbar, und
wir erhalten

Xe=C " B- (W
WennC weniger Spalten als Zeilen hat, dann wissen wir, dass dike®paktoren von
C linear unabhéngig sind. D& eine Matrix tiber den reellen Zahlen ist, Bl - C
invertierbar. Dann giItCT C- (X = c' B (X)g, und somit

X =€ -Ot-C B

DEFINITION 9.24. SeiK ein Korper, seU ein Unterraum vorK", und seierB undC
Basen vorJ. Eine MatrixT ist eineBasistransformationsmatrivon B nachC, wenn
fur alleu e U qilt

(u)c =T- (U)B-

Es gibt genau eine solche Matrix. Wir kiirzen sie gii§ ab. Es gilt also

(W = Tg - (g fur alleu e U.
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Die Basistransformationsmatrix ist genau die Abbildungsm S,(B, C), wobei id :
U - U, u udie identische Abbildung ist.

SeienB undC die Matrizen, in deren Spalten die Vektoren der BaBézw.C stehen.
Dann kann die Basistransformationsmatrizen so berechnen:

(1) FallsB undC quadratische Matrizen sind, so gilf; := c'.B

(2) FallsC' - C invertierbar ist (das ist immer der Fall, weknder Korper der
reellen Zahlen ist), so giT, := C'-.C)t.C B

(3) In jedem Fall kann magTg als Abbildungsmatrix§,(B, C) berechnen. In der
i-ten Spalte vonp Ty steht alsab,)., also die Losung des Gleichungssystems
C-x=b.

UBUNGSAUFGABEN 9.25.

(1) (Koordinaten) Die Ebene hat die Basen

und W oo
5= (1)

(a) Der Vektorv hat beziiglictB die Koordinaten(v)g = (_73). Berechnen Sie seine Koordinaten bezlighth
(b) Bestimmen Sie eine MatriX, sodass fur alle € ¢ gilt:

Ma=T-W)p.

(Diese Matrix heif3Basistransformationsmatjix

6. Die Hintereinanderausfuhrung und die Matrizenmultipli kation

SATZ 9.26. Seien U,V , W Vektorraume tUber dem Kdrper K mit den Basen A ByC
seien f: U -V und g:V - W lineare Abbildungen. Dann gilt

(9.3) S31(A,0) = §(B,O) - S(A, B).

Beweis Wir zeigen, dass fur alla € U qgilt:

(§B, 0 - S(A,B) - (W= ((ge f) (W)c.
Dann folgt aus Satz 9.15 die Gleichung 9.3. &e&i U. Dann giIt(Sg(B, O -S(A,B)-
(Wa =SB,0 - (S{(A,B)- (W), = §B, O - (f(u)g = (a(f(U)). = (g° f (W) m

AUFGABE 9.27. Man spiegle den Punig, 3) an derx-Achse, und drehe anschlie3end
den gespiegelten Punkt um°3gegen den Uhrzeigersinn um den Nullpunkt:

Lésung:Die Spiegelungr an derx-Achse hat bzgl. der kanonischen BaSidesR? die

(1) _g ) Die Drehungy um 90 hat die Darstellungs-

cog90) -sin90)
sSin(90)  cog90)

Darstellungsmatri$ (E, E) = (

matrixS(E, E) = ( ) Die Darstellungsmatrix der Spiegelung mit
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anschlieBender Drehung ist also

B _ ([ cog90) sin90)y (0 1
Sgog(E,E)—%(E,E)-SU(E’E)—( SiN90") - cog90) )‘( 1 o)'

Wir erhaltené(a((2, 3))) = (3, 2).

SATZz 9.28. Seien U,V Vektorraume tber dem Kérper K, und seien A, B Baseb v
und C, D Basen von V. Sei h eine lineare Abbildung von U nachannmilt

S(A,D) = ;T.-S(B,O) - gT,.
Beweisskizze=ur alleu € U gilt ;T - §(B,C) - gT, - (W), = (h(u))p. Also gilt nach
Satz 9.15T.-S,(B,O)- ;T,=S,(A,D). m
Das folgende Korollar wird uns helfen, die Beispiele 9.2@19und 9.22 zu I6sen.

KOROLLAR 9.29. Sei K ein Korper, sei B eine Basis des K-Vektorraurfisukd sei E
die kanonische Basis von'KSei h eine lineare Abbildung vor'iach K'. Dann gilt

S(E.B)=T5;-§(B,B - gTe.
WennB die Matrix ist, in deren Spalten die Vektoren von B stehemils also

S(E,E)=B-S(B,B-B .

7. Abbildungsmatrizen fur Spiegelungen und Drehungen beziiich der
kanonischen Basis

Wir I6sen das Beispiel 9.20. Dazu mussen wir die AbbildurasixS (E, E) aus der
AbbildungsmatrixS,(B, B) ausrechnen.

In[133]:= B = Transpose [{{1, 2, -1}, {0, 1, -1}, {-1, 1, 1}}]
Qut[133]= ({1, 0, -1}, {2,1, 1}, {-1, -1, 1}}

In[134]: = ShBB = {{1, 0, 0}, {0, 1, 0}, {0, 0, -1}}
oQut[134]= {{1, 0, 0}, {0, 1, O}, {0, O, -1}}

In[135]:= ETB = B
Qut[135]= {{1, 0, -1}, {2, 1, 1}, {-1, -1, 1}}
In[ 136] : = BTE = Inverse [B]

2 11 11 1
Q138 = {{3. 3 3} 1.0 1 {3 5 5]
I n[137] : = ShEE = ETB. ShBB. BTE

out[137] = {{é, % 2}, {g, % —é}, (2. -2 20

I n[ 138] : = MatrixForm [ShEE]
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2

2
g

'3

out [ 138] = (

WINW|NW]| =
|
w] I—‘wl I\_)(.;.)I N
—_

Nun l6sen wir das Beispiel 9.21.

In[139]:= B = Transpose [{{2, 5}, {5, -2}}]

Qut[139]= {{2, 5}, {5, -2}}
I n[140]: = ShBB = {{1, 0}, {0, -1}}
Qut[140]= {{1, 0}, {0, -1}}
In[141]:= ETB = B
Qut[141]= {{2, 5}, {5, -2}}
In[ 142]: = BTE = Inverse [B]

2 5 5 2
Qut[142] = {{o5, 551 {59 591!
In[143]: = ShEEZi E;’(I)B ShZBgS. 2B}'E
Qut[143]= {{- 5. 55} {557 591!
I n[ 144] : = MatrixForm [ShEE]

21 20
Qut [ 144] = (309 59 )

29 29

Schliel3lich I6sen wir noch Beispiel 9.22

In[145]: = B = Transpose [{-1/Sqgrt [5] » {2, 0, 1},
1/ Sqrt [45] = {-2, 5, 4}, 1/3 = {1, 2, -2}}]

_ 2 2 1 \J5 2 1 4 2
Qut[145] = {{—ﬁ 35 3h {0 5 3h {—ﬁ, 35 -3H
In[146]:= c = Cos [n/ 3];

s = Sin [n/ 3];

sShBB = {{c, -s, 0}, {s, c, 0}, {0, O, 1}}
Qut [ 146] = {{%, -?, 0}, {g, % 0}, {0, 0, 1}}
In[147]:= ETB= B

_ 2 2 1 A5 2 1 4 2
Qut[147] = {{—ﬁ 35 3h {0 5 31 {—ﬁ, 35 -3H
I n[ 148] : = BTE = Inverse [B]

S22 o Ly 2 A5 4,12 2
QJI[148]—{{—\/§,O,—\/§},{ 3\/5’ 3'3\/5}’{3’3’ }}

145
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I n[ 149] : = ShEE = Simplify [ETB. ShBB BTE]
5 1 13 1
149]1= {{Z, =+ =, =+ =1, {=2-— = — (-4-
Qi [149)= {{g. 5+ = 5+ 5] 5~ 75 1 18 (~4-33)),
1 1 1 13
{—g—ﬁv g [ ~4+3V3), ;gl)
I n[ 150] : = MatrixForm [N[ShEE 61]]
0.555556 0.688461 0.466239
Qut[150] = |[-0.466239 0.722222 -0.510897 )
-0.688461 0.0664529 0.722222

UBUNGSAUFGABEN 9.30.

(1) Finden Sie eine BasB, beziglich der die Spiegelurigan der Ebena + y + z = 0 die Abbildungsmatrix

1.0 0
$B,B=l0 1 0
0 0 -1

hat.
(2) Bestimmen Sie eine geeignete BaBislesR2, firr die die Abbildungsmatrix der Spiegelursgan der Geraden
g: 7x - 4yfolgende Form besitzt:

56,8 =(39)

(3) (Spiegelung an einer Geraden in der Ebene) Wir bezeichries jene Spiegelung, die jeden Punkt der Ebie
an der Gerader3x + 4y = 0 spiegelt.
(a) Bestimmen Sie eine BasisdesR?2, sodass fiir die Abbildungsmatr, (B, B) der Spiegelung- bezuglich
der BasisB folgende Gleichung gilt.

S,(B,B) = (é _01).

(b) Berechnen Sie die Abbildungsmatf (E, E) der Spiegelungr beziiglich der kanonischen Basis
(c) Wo landet der Punkg, b) nach dieser Spiegelung?
(4) Seihdie lineare Abbildung, die jeden Punkt an der Ebene& + 2y + 2z = 0 spiegelt.
(a) Berechnen Sib(v) firv e {(%),(?{2), (-4215)}.
(b) Bestimmen Sie die Abbildungsmati$ (B, B) fiir die Basis

1\ =2\ (2
B=(3)(9)}(3)

(5) Wir betrachten die Abbildung : R2 - RZ2, die jeden Punkt an dgrAchse spiegelt. Bestimmen Sie die Ab-
bildungsmatrixS, (E, E) dieser Abbildung beziiglich der kanonischen Basigesten Sie Ihre Abbildungsmatrix,
indem Sie damit das Spiegelbild vfr; ) ausrechnen.

(6) Geben Sie die Darstellungsmatrix fir die Spiegelunger&thene X — y + z = 0 beziiglich der kanonischen Basis
E an. (Sie brauchen die auftretenden inversen Matrizen micherechnen.)

(7) (Spiegelung an einer Geraden in der Ebene)

(a) Wir bezeichnen mit- jene Spiegelung, die jeden Punkt an der Geraden

x+y=0

spiegelt. Wo landet der Punia, b) nach dieser Spiegelung? Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix dieser
Spiegelung beziglich der kanonischen Basis.

(b) Finden Sie mithilfe einer Skizze, wo der Pun(]&t) landet, und Uberpriifen Sie das Ergebnis lhrer Rechnung
anhand der Skizze.

(8) Seihdie lineare Abbildung, die jeden Punkt an der Ebena+2y+2z = 0 spiegelt. Wir suchen in diesem Beispiel
S,(E, E), wobeiE die kanonische Basis d&s ist. Gehen Sie dazu so vor:

(a) Bestimmen Si&§,(E, B). Dabei ist id die identische Abbildun&(E, B) ist also eine Basistransformations-
matrix, und erflllt die Eigenschaf)g = Sy4(E, B) - (V) flr allev e R3))

(b) Bestimmen Si&§y(B, E).

(c) Bauen Sie aus diesen beiden Matrizen 8@, B) die Matrix S,(E, E) zusammen.
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(9) (Spiegelung an einer Ebene im Raum) Wo landet der P(L;(anl@ R3 nach der Spiegelung an der Ebene
-2X-y+z=07?

Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix dieser Spiegelung!

(10) (Spiegelung an einer Geraden in der Ebene) Wir bezeichrito jene Spiegelung, die jeden Punkt an der Geraden
12x + 5y = 0 spiegelt. Wo landet der Punid, b) nach dieser Spiegelung? Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix
dieser Spiegelung bezuglich der kanonischen Basis.

(11) Wir bezeichnen mit- jene Spiegelung, die jeden Punkt an der Geraden-18y = 0 spiegelt. Wo landet der Punkt
(a, b nach dieser Spiegelurg? Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix dieser Spiegelundigléech der kanonischen
Basis.

(12) Geben Sie die Darstellungsmatrix fur die SpiegelundearGeradex — 2y = 0 beziiglich der kanonischen Bagis

an.
(13) Wo landet der Punl‘b’z) € R3 nach der Drehung um 90 um die Gerade

0 4
X= (8)+A'(703)'
Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix dieser Drehung beztigler kanonischen Basis! Wir drehen dapegen den
. . 0
Uhrzeigersinnwenn man vorﬁ 33) nach(g) schaut.

(14) (Drehung um eine Gerade im Raum) Wo landet der P@)@ R3 nach der Drehung um 90 um die Gerade,
die durch 0 1
9:x=(g)+1-(g)

gegeben ist? Dabei drehen wiegen den Uhrzeigersinsvenn man vor( 1(532) in Richtung(%) schaut. Bestimmen
Sie die Abbildungsmatrix dieser Drehung beziglich der kisthen Basis!
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KAPITEL 10

Aquivalenzrelationen und Faktormengen

1. Aquivalenzrelationen

Wir nennen eine Relation voflsnachA auch eineRelation auf A
DEFINITION 10.1. Sep eine Relation auf.

(1) p istreflexiy wenn fir allea € A gilt: (a, @ € p.

(2) pisttransitiv, wenn fur allea, b, ce A gilt: wenn(a, b) € p und(b, ¢ € p, so
gilt auch(a, ¢ € p.

(3) p ist symmetrischwenn fur allea, b € A gilt: wenn(a, b € p, so gilt auch
(b,d € p.

DEFINITION 10.2. Sep eine Relation auf\. Die Relatiorp ist eineAquivalenzrelation
auf A wenn sie reflexiv, transitiv und symmetrisch ist.

DEFINITION 10.3. Seip eine Aquivalenzrelation auk, und seia e A. Die Aquiva-
lenzklasse von a bezlgliphwird mit [a], odera/p abgekirzt, und ist definiert durch

alp:={beAl@ b ep}

Eine TeilmengeC von A ist eine Aquivalenzklasse von, wenn es eira € A gibt,
sodas€ = alp.

LEMMA 10.4. Seip eine Aquivalenzrelation auf A, und seien & . Wenna, b) € p,
SO gilt[a]p = [b]p.
Beweis:Seic € [a],. Dann gilt(a,c) € p. Wegen der Symmetrie vom gilt auch
(b, @ € p, und somit wegen der Transitivitat verauch(b, ©) € p. Somit giltc € [b]p.
Seinunc [b]p. Dann gilt(b, © € p und somit wegelta, b) € p und der Transitivitat
vonp auch(a, ¢ € p, und somitc € (a],. =

UBUNGSAUFGABEN 10.5.

(1) Seip eine Aquivalenzrelation auk, und seiera, be A. Zeigen Sie, dass folgende Aussagen aquivalent sind:
(@ (@b ep.
(b) [al, = [bl,.
(c) ae [b]p.
(d) [al, N b, # O.

151
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2. Partitionen

DEFINITION 10.6. SeiA eine Menge. Eine Teilmend® von P(A) ist einePartition
von A wenn

(1) furallePeP: P+ Q,
@ | JiPIPePi=A
(3) furalleP,P, e PmitP, = P, gilt P, N P, = O.

Wenn® eine Partition vorA ist, so gibt es flir jedea € A genau eirP € P, sodass
aeP.

DEFINITION 10.7. Sejp eine Aquivalenzrelation auk. Die Faktormenge von A mo-
dulop ist die Menge
Alp :={la],lae A}.

SATz 10.8. Seip eine Aquivalenzrelation auf A. Dann ist die Faktormenge %on
beziglichp eine Partition von A.

Beweis:SeiP € Alp. Dann gibt es eim € A, sodas® = [al, = {be Al(a,b e p}.

Wegen der Reflexivitat vop gilt (a, @ € p, und folglicha € [a] ,, alsoa € P. Somit
gilt P # .

Wir zeigen nun, dass jedes € A Element eines Elementes vaéyp ist. Sei dazu

a € A Dann gilt wegen der Reflexivitat von dassa e [a],. Somit ista Element
eines Elementes voiv/p, namlich von[a],.

Seien nurP, Q € Alp. Seiena,b € A so, das$ = [al, undQ = [b]p. Wir nehmen
nun an, das® N Q # (. Es gibt dann also ein € Amitc € Pundc € Q. Also

gilt wegenc e [al, auch(a, o € p, und wegert € [b]p auch(b, ¢ € p. Wegen der
Symmetrie vorp gilt daher auchc, b) € p, und daher, wegen der Transitivitat von
auch(a, b € p. Somit gilt nach Lemma 10.4 auéh= Q. m

SaTz 10.9. Sei A eine Menge, und sBieine Partition von A. Dann ist
p:={@beAxAlIPe P : ac P undbe P}
eine Aquivalenzrelation auf A.

SATz 10.10. Sei A eine Menge, sé& die Menge aller Partitionen auf A, und sEi
die Menge aller Aquivalenzrelationen auf A. Dann sind didifslungen e und p, die

durch
e : P — E

P — p(P)
mitp(P) = {(a,) e AxA|FP € P : aec P und be P} und
p: E — P
p +— f{[al,lae A}
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definiert sind, zueinander inverse Bijektionen.

Beweis:Wir zeigen, dass fiir jede Aquivalenzrelatipauf A gilt:

(10.1) e(pp)) = p.

Seidazp € E. Wir zeigen nun als erstesvon (10.1), und nehmen dazu, dasbe A
so sind, dasga, b) € e(p(p)). Dann gibt es eiP € p(p), sodassa € P undb € P.
Es gibt also eirP € {[c],|c e A}, sodas@ € P undb € P. Somit gibt es eirt € A,
sodassa € [c], undb € [c], Somit gilt(c,a € p und(c, b) € p, also(a, b) € p. Das
beweistc von (10.1).

Seinun(a, b) € p. Dann giltb € [al,, und, wegen der Reflexivitat vgn aucha [al,.
Nun gilt [al, € p(p). Daa, bbeide Elemente vofa], sind, gilt(a, b € e(p(p)). Das
beweis von (10.1).

Nun zeigen wir, dass fur jede Partitighvon A gilt:
(10.2) pEP) = P.

Wir zeigen als erstes die Inklusianvon (10.2). Sei daz® € P, und seio := &P).
DaP nicht leer ist, gibt es € P. Wir zeigen als erstes

(10.3) P=I[al,.

Um ¢ von (10.3) zu zeigen, wahlen wp € P. Dann gilta € Pundp € P, also
(@,p € eP) = o. Somit gilt p € [a],. Um 2 von (10.3) zu zeigen, wahlen wir
q € [a],. Es gilt dann als@a, q) € o. Folglich gibt esQ € #, sodassa € Q und
g € Q. Nungilta e PN Q, alsoP = Q. Folglich giltq € P. Das beweist (10.3). Da
[a],, offensichtlich inp(c) liegt, gilt auchP € p(c). Somit isto von (10.2) bewiesen.

Um c von (10.2) zu zeigen, wahlen w@@ € p(e(P)). Seio := ). Dann gibt es ein
ae A sodas®) = [a] .. Sei nunP € P so, dass € P. Wir zeigen nun

(10.4) P=Q.

Sei dazup € P. Dann gilt(a, p € o. Folglich gilt p € [a]_, alsop € Q. Sei nun
g € Q. Dann gilt(a, g9 € o. Es gibt also eilR € P, sodas®a € Rundq € R. Wegen
a e RNPgilt R = P. Somit giltq € P. Das beweist (10.4). Somit gilt also aughe P;
also gilt auchc in (10.2).

Aus (10.1), (10.2) und Satz 5.28 erhalten wir nun, dassid p zueinander inverse
bijektive Abbildungen sindm

DEFINITION 10.11. SeiA eine Menge, und sgi eine Aquivalenzrelation auk. Eine
TeilmengeR von A ist einReprasentantensysteqon A modulop, wenn fur allea € A
die Mengelal, N Rgenau ein Element enthalt.

Beispiel:Sei A := Z x (Z \ {0}), und sei((§),(§)) € p genau dann, wenad = bc.
Dann istp eine Aquivalenzrelation, un® := {(&) € Alb > 0, ggT(a,b = 1} ist
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ein Reprasentantensystem. Die Faktormeffebezeichnet man als die Menge der
rationalen ZahlenFUr[(g)]p schreibt marf.



KAPITEL 11

Die Machtigkeit von Mengen

1. Ordnungsrelationen

DEFINITION 11.1. SeiM eine Menge, und sei eine Relation auM. Die Relationo
istantisymmetrischwenn fur allex,y e M mit (x,y) € p und(y, X € p gilt: x =Y.

DEFINITION 11.2. SeiM eine Menge, und sei eine Relation auM. Die Relationo
ist eineOrdnungsrelationwenn siereflexiy, transitivundantisymmetriscimst.

DEFINITION 11.3. SeiM eine Menge, und set eine Ordnungsrelation abfl. Die
Relation= ist linear, wenn fur allex, y € M gilt, dassx < y odery < x.

Ein Paar(M, <) aus einer Menge und einer Ordnungsrelation bezeichnenlsvijea
ordnete MengeWir schreiben auch < b, wenna < bunda # b.

DEFINITION 11.4. Sei(M, <) eine geordnete Menge, und set M.

(1) aist einkleinstes Elementon M, wenn fir alleb € M gilt: a < b.

(2) aist einminimales Elementon M, wenn es kei € M mit b < a gibt.

(3) SeiT eine Teilmenge voM, und seim € M. Das Elemeninist eineuntere
Schranke fur Twenn fur allet € T gilt: m < t. (Eine untere Schranke kann,
aber muss nicht, iit liegen.)

(4) ais eingrol3tes Elementon M, wenn fur alleb € M gilt: b < a.

(5) aist einmaximales Elementon M, wenn es keirb in M mit a < b gibt.

(6) SeiT eine Teilmenge voM, und seim € M. Das Elementn st eineobere
Schranke fur Twenn fur allet € T gilt: t < m.

Eine geordnete Meng®, <) hat héchstens ein kleinstes Element. Jedes kleinste Ele-
ment ist minimal.

SaTz 11.5 (Lemma von Zorn)Sei(M, <) eine geordnete Menge mit folgender Eigen-
schaft:

Fur alle Teilmengen T von M mit der Eigenschaft, d@ss<) linear
geordnet ist, gibt es ein @ M, sodass furallete T:t <m.

Dann hat M ein maximales Element.

Zur Formulierung: exakterweise muss es gfhtk) naturlich(T,< N (T xT)) heil3en.
Die Forderung arM ist, dass jede linear geordnete Teilmefigeon M eine obere
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Schranke besitzt, die zwar nicht Ty aber sehr wohl itM liegen muss. Der Beweis
des Lemmas von Zorn ist aufwandig und benotigt das Auswadttax

Aus dem Lemma von Zorn werden wir nun folgern, dass jederdrektim eine Basis
besitzt. Manchmal ist es niitzlich, als Basen fir Vektorréauncht nurFolgenvon Vek-
toren, sondern auch einfad@eilmengerdes Vektorraums zuzulassen; die Definitionen
lassen sich rasch anpassen:

DEFINITION 11.6. SeK ein Korper, und sé¥ ein Vektorraum tibeK. Eine Teilmenge
B vonV istlinear unabhangigwenn fir jede endliche Teilmeny¢ von B und fur alle
A:W - K mit

Z)L(W)W: 0

gilt, dass fur allev € W gilt: A(w) = 0. Dielineare Hulleder MengeB ist definiert als
{Dwew AW) W|W ist endlichA : W — K}. Die MengeB ist eineBasis fiir V, wenn sie
linear unbhéngig ist, und ihre lineare Hille gahz

LEMMA 11.7. SeiV ein Vektorraum tUber dem Korper F, und sei
U = {B|B ist linear unabhangige Teilmenge voh.V
Jedes maximale Element ai1g, €) ist eine Basis von V.

Beweis:SeiB ein maximales Element vari{, ). DaB € U, ist B linear unabhangig.
Wir zeigen nun, dask(B) = V. Sei dazw € V; wir wollen zeigen, dass € L(B).
Wennv € B, so gilt klarerweiser € L(B). Wir betrachten nun den Fall ¢ B. Wir
bildenB’ := B U {v}. Wegen der Maximalitat voB ist B’ linear abhangig. Es gibt also
eine endliche Teilmeng® vonBU {v} undA : W — F, sodass ew € W mit A(w) # 0
gibt, und

(11.1) Z AwW)w = 0.

weW

Wennv ¢ W oderA(v) = 0, so erhalten wir aus (11.1), daBdinear abhangig ist, im
Widerspruch ziB € U. Somit giltv € W undA(v) # 0. Es gilt also

V= —— AW)w,

und somitv € L(B).

Somit giltV = L(B). m

SATZz 11.8. Sei F ein Korper, und sei V ein Vektorraum Uber F. Dann be¥iteine
Basis.

Beweis:Sei U4 := {B|B ¢ V, Bist linear unabhangijg Nach Lemma 11.7 genugt es
zu zeigen, dasg/{, €) ein maximales Element hat. Dazu verwenden wir das Zornsche
Lemma. SeiK eine Teilmenge vori{, sodassk, ) linear geordnet ist. Es gilt also
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furalleK,L € K: K c L oderL ¢ K. Wir zeigen nun, dasX eine obere Schranke in
U besitzt. Sei dazil := U{K |K € K3}, also die Vereinigung aller Elemente ai{s

Klarerweise isM eine obere Schranke fif. Es bleibt zu zeigen, dad8 € U. Dazu
ist zu zeigen, dass audh linear unabhangig ist. Sei da¥u eine endliche nichtleere
Teilmenge vorM, und seil : W - R so, dass

Z Aw)yw = 0.

Da jedesv € W in M liegt, gibt es flr jedesy einK, € K, sodassv € K.

Nun gilt fir jede endliche nichtleere Teilmenge&on K, dassLJ{E |E € & € &. (Das
kann man mit Induktion nach der Anzahl der Elemente&@aeigen. Die Beobachtung
ist aber tatsachlich einfach: in einer endlichen lineardeeten Menge gibt es immer
ein gréf3tes Element.)

Wenn wir diese Beobachtung fér:= {K,|w € W} verwenden, so erhalten wir, dass
es einw, € W gibt, sodas®V c K, . DaK, € U, istK, linear unabhangig. Daher
gilt far allew € W: A(w) = 0.

Somit istM linear unabhéngig, und es ght € U.

Das Lemma von Zorn liefert nun, dag#, ) zumindest ein maximales Element be-
sitzt.m

2. Méachtigkeit

DEFINITION 11.9. SeierA, B Mengen. Wir sagen, dagsund B gleichmachtigsind
(A ~ B), wenn es eine bijektive Funktion va@xnachB gibt.

SATZ 11.10. Sei C eine Menge. Dann istauf®(C) eine Aquivalenzrelation.
PROPOSITION11.11.Z ~N ~NxN,

Beweis:Die Funktion
f . Z — N
% -2X+2wennx <0
2X—1wennx =1
ist bijektiv. Ebenso ist
f : NxN — N
X,y) +— 2¢t.2y-1)

bijektiv. m
DEFINITION 11.12. Eine Mengd\ ist endlich wenn es eim € N, gibt, sodass\ ~

{x e N|1 =< x < n}. Eine MengeB ist abzahlbar unendlichwenn sie gleichméchtig zu
N ist. Eine Menge isabz&hlbar wenn sie endlich oder abz&hlbar unendlich ist.
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DEFINITION 11.13. Seie\, B Mengen. Wir sagen, daBsmindestens so machtig wie
A (A = B) ist, wenn es eine injektive Funktion v@nnachB gibt. B ist méchtiger als
A, wennB mindestens so machtig wieist undA und B nicht gleichmachtig sind.

UBUNGSAUFGABEN11.14.

(1) SeienA, BMengen mitA = B. Zeigen Sie, dass es eine surjektive Funktion Bauf A gibt.
(2) SeienA, BMengen, sodass es eine surjektive Funksamn B auf A gibt. Zeigen Sie, dass damn= B. Hinweis:
Verwenden Sie das Auswahlaxiom filg,_, s1[{a)].
(3) Wir nehmen an, dags, ~ A, undB; ~ B,. Zeigen Sie, dass dann aushx B, ~ A, x B, undP(A;) ~ P(A,).
(4) SeiA eine Menge. Finden Sie eine bijektive Abbildung W) nach{0, 1}A.
Fir jede Mengd\ gilt A = A

SaTz 11.15. Seien A, B,C Mengen mitA B und B= C. Dann gilt A= C.

Beweis:Die Hintereinanderausfiuihrung injektiver Funktionen mgektiv. m

Nun Uberlegen wir uns, was passiert, wekrs B undB = A. Dazu beweisen wir
zuerst folgendes Lemma.

LEMMA 11.16.Sei Y eine Menge, und sei U eine Teilmenge von Y. Wir nehmen an,
dass es eine injektive Funktion §f — U gibt. Dann sind Y und U gleichméchtig.

Beweis:SeiV := Y \U, und

U,:=( |(BcUIdV UBJCBJ.
Wir zeigen nun
(11.2) gV uu,]cu,.

Sei dazuwv € V UU,. Wir wollen zeigen, dasgw) ﬂ{BI B c U undglVUB] c B}.
Dazu zeigen wir, dasgw) in jeder Teilmengdd vonU mit g[V U B] c B liegt. Sei
alsoB c U so, dasgV U B] ¢ B. WegenU, ¢ B gilt auchw € V U B. Daher gilt
gw) € gV U BJ, und somitg(w) € B. Somit gilt (11.2).

Nun zeigen wir

(11.3) av uu,] =U,.

Nehmen wir nun an, daggV U U,] # U,. Dann gibt es einu, € U,, sodass, ¢
gV U U,]. Dann giltglvV U (U, \ {u;H] € U, \ {u}. Somit istB := U, \ {u,} eine
der Mengen, die bei der Bildung vas geschnitten wurden. Also gili, ¢ U,, im
Widerspruch zur Wahl von,. Somit gilt (11.3).

Somit istgly,, eine bijektive Funktion vo U U, nachU,. DaY =V UU = (V U
UpUU\UpundU =U, UU\Uy), isth:= gy, Uidy, eine bijektive Funktion
vonY nachU. m

SaTz 11.17 (Satz von Schroder-Bernstei®eien A, B Mengen mit A B und B3 A.
Dann gilt A~ B.
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Beweis:Sei f : A —» B injektivundg : B - Alinjektiv. Dann istf o g eine injektive
Funktion, und es gilf - g[B] c f[A].

Sei nunY := BundU := f[A]. Nun istf o g eine injektive Funktion vory nachU.
Nach Lemma 11.16 gibt es eine bijektive FunkttonY — U. Nun ist f bijektiv von
Anachf[A], undh! bijektiv von f[A] nachB, also isth™* o f bijektiv von A nachB.
SomitgiltA~B. m

3. Einige abzé&hlbar unendliche Mengen
SATZ 11.18.Es giltQ ~ N.

Beweis:Nach dem Satz von Schrdder-Bernstein genig¥es Q undQ = N zu
zeigen. Klarerweise ist : N — Q, x = 7 injektiv, also giltN < Q.

Wir bilden nun eine injektive Abbildung: Q —» Z x N durch

g(g) = (a/ggT(a, b, blggTia, by),

wennb > 0. Diese Abbildung ist wohldefiniert und injektiv. DAXN ~ N x N ~ N,
gibt es eine injektive Abbildung voA x N nachN, und somit giltQ = N. (Ebenso ist
h: Zx(N\{0}) - Q, (a, b ~ { surjektivaufQ. Unter Verwendung des Auswahlaxioms
gilt also deshall) < Z x (N\ {0}), und folglichQ 2 ZxN INxN=N.)®m

SATz 11.19. Sei(A |1 € N) eine Familie von Mengen. Wir nehmen an, dass fur alle
i eNgilt: A; 2 N. Dann gilt auchLJAi 3N

ieN

Beweis:Sei f, : A — Ninjektiv. Wir bilden nunf : U{Aili € N} > N x N durch
f(a) := (k, k), wobeik;, := min{j e Nja e Al undk, := fkl(a). Diese Abbildung ist

injektiv und beweist_J{Ai i e N} T NxN. WegenN xN = N folgt die Behauptung.
[

UBUNGSAUFGABEN 11.20.

(1) Zeigen Sie, dass fir jedesnit a ¢ N die Menge{a} U N gleichméchtig z ist.

(2) Zeigen Sie, dass die Vereinigung einer abzahlbar uiereti mit einer endlichen Menge abzéhlbar unendlich ist.

(3) Zeigen Sie, dass eine Vereinigung von abzéhlbar viddealdbaren Mengen abzéhlbar ist, indem Sie eine surjektive
Abbildung vonN x N auf diese Menge definieren.

(4) Zeigen Sie, dass fir jedes= N die MengeN" gleichméachtig zuN ist.

(5) Zeigen Sie, dass fir nichtleere abzahlbare Mehde MengeA* := U{An |n € N} abzéhlbar unendlich ist.

(6) Zeigen Sie, dass die Menge der endlichen Teilmengemgirichméachtig zuN ist.

4. Einige tberabzéahlbar unendliche Mengen

Eine MengeC ist Uberabzahlbar unendlighvennC unendlich und nicht gleichméchtig
zuN ist. Zunachst Uberlegen wir uns, warum es solche Mengen gibt
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LEMMA 11.21. Sei A eine Menge. Dann gibt es keine surjektive Funktion vaofA
PA).
Beweis:Seif : A - P(A). Wir zeigen, dasg$ nicht surjektiv aufP(A) sein kann.

Wir betrachten dazu
B:={xeAlx¢ f(x)}.

Wir zeigen nun, dasB nicht im Wertebereich vori liegt. Dazu zeigen wir, dass flr
alleae Agilt: f(a) # B. Sei alsca € A.

- 1.Fall: a € f(a). Wenna € f(a), so gilta ¢ B. Das Elemena liegt also in
f(a), aber nicht iB. Somit gilt f(a) + B.

« 2. Fall: a ¢ f(a). Wenna ¢ f(a), so gilta € B. Das Elemena liegt also in
B, aber nicht inf(a). Somit gilt f(a) + B.

B liegt also nicht im Wertebereich voiy somit istf nicht surjektiv aufP(A). m
Somit gilt:
SATZ 11.22 (Satz von Cantor)Sei A eine Menge. Dann gilt A P(A), und A~ P(A).

Beweis:Die Abbildungf : A - P(A), a - {a} ist injektiv, also giltA = P(A).

WennA ~ P(A), so gibt es eine bijektive Abbildung va@xnach®(A). Diese Abbildung
ist surjektiv aufP(A), im Widerspruch zu Lemma 11.21. Also gt~ P(A). m

Nach dem Satz von Cantor ist al®dY) tiberabzahlbar.

SATz 11.23. Die MengeR der reellen Zahlen ist gleichméchtig &4N), also Uberab-
zahlbar.

BeweisDie Funktionf : P(N) -» R, | » ¥, _, 107" ist injektiv und belegP(N) < R.

Sei nung eine bijektive Funktion vofN nachQ. Wir schreiben flig(i) kurz g,. Dann
istg: R = PN), r = {i e N|qg <r} injektiv, da zwischen zwei verschiedenen reellen
Zahlen stets eine rationale Zahl liegt.

Somit gilt nach dem Satz von Schroder-BernsiiN) ~ R. m

5. Unendliche Mengen

In dieser Sektion stellen wir noch einige Satze Uber unehdlMengen zusammen.
Diese Satze haben gemeinsam, dass man fir die Beweise daaasiom bendtigt.

SATz 11.24. Jede unendliche Menge M enthalt eine abzahlbar unendlieltmé&nge.

Beweis:Sei f : P(M) \ {} - M so, dass(A) € Afir alle A c M. So einf existiert,
weil nach dem Auswahlaxiom die Mengg,_p ¢, A Nicht leer ist.
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Sei ¥ die Menge aller endlichen Teilmengen vdsh Wir definieren eine Funktion
E : N - Frekursiv. DaM nicht leer ist, kdbnnen wir kbnnen wiE(1) := {f(M)}
definieren, und fir alle e N: E(n+ 1) = E(n) U {f(M \ E(Nn))}.

Seinung: N —» M definiert durchg(n) := f(M \ E(n)). Wir zeigen nun, dasginjektiv
ist. Sein, < n,. Es giltg(n,) = f(M\ E(n,)) ¢ E(n,). Dag(n,) = f(M\ E(ny)), gilt
ainy) € E(ny) U {f(M\ E(ny)}, alsog(n,) € E(n, + 1), und somitg(n,) € E(n,). Also
gilt g(n,) # g(n,). Folglich istg[N] eine abzahlbare Teilmenge vivh m

UBUNGSAUFGABEN11.25.
(1) SeiA unendlich unck endlich. Zeigen SiA U E ~ A. Hinweis: Benutzen Sie eine abzéhlbare Teilmeiigeon A
und verwenden SiBU E ~ B.
(2) SeiB unendlich. Zeigen Sie, dass es eine FunktfionB — B gibt, die injektiv, aber nicht surjektiv isHinweis:
Ldsen Sie das Beispiel zuerst fér= N.

(3) Zeigen Sig0,1] ~ 10,1 ~ R.

SaTz 11.26 (Vergleichbarkeitssatzgeien A, B Mengen. Dann giltA B oder B3 A.

BeweisskizzeSei
F:={f c AxB]| es gibtC c A, sodasd eine injektive Funktion vo nachB ist.}

Mit dem Lemma von Zorn kann man zeigen, dg8sc) ein maximales Element,
besitzt. Wenn der Definitionsberei€hvon f, gleichAist, so giltA < B.

Wenn f, surjektiv aufB ist, so istf, eine bijektive Funktion vol€ nachB; also istfy*
injektiv von B nachC, und es gilB = A.

WennC + A und f,[C] # B, so wahlen wira € A\C undb € B\ f;[C]. Dann ist
fo U {(a, b} ebenfalls injektiv, im Widerspruch zur Maximalitat vdp m

SaTz 11.27. Seien A, B Mengen mit A B. Wir nehmen an, dass B unendlich ist.
Dann gilt

(1) AUB ~ B;

(2) Wenn A nicht leer ist, so gilt A B ~ B;

(3) Wenn A zumindest zwei Elemente enthalt, so §ik 4°(B).
Beweis[Halmos, 1976 Kapitel 24].m
UBUNGSAUFGABEN 11.28.

(1) Zeigen SieNR ~ P(R).
(2) Zeigen SieRN ~ R. Hinweis: Finden Sie eine injektive Abbildung vaP(N)Y nachP(N x N).

Auf Satz 11.27 aufbauend kann man nun beweisen, dass akbm Bawes Vektorraums
gleichméchtig sind.

SATz 11.29 (Dimensionssatz fur VektorrAume&ei V ein Vektorraum tber dem Kor-
per K, und seien B und C Basen von V. Dann gik B.
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6. Erstaunliches Giber Mengen
SaTz 11.30. Sei A eine Menge, und sei:B {a € Ala ¢ a}. Dann gilt B¢ A.

Beweis:Nehmen wir an, das® € A.

 1.Fall: B ¢ B: Dann giltB € AundB ¢ B. Also gilt B € B, im Widerspruch
zur Fallannahme. Dieser Fall kann also nicht auftreten.

2. Fall: B € B: Dann erflilltB die Eigenschatft, die unter den Elementen von
A jene inB auswahlt; es gilt als8 ¢ B, im Widerspruch zur Fallannahme.

Somit ist die Annahm®& < Afalsch; es giltals® ¢« A. m

Damit gibt es auch keine Menge, die alle Mengen als Elemanrtteaten wirde: jede
MengeM enthalt zumindest die Mendgm € M | m ¢ m} nicht als Element. Der Begriff
“die Menge aller Mengen” ist also widersprichlich, weil @neinem Objekt, das es
nicht gibt, ndmlich einer Menge aller Mengen, so spricl#add es dieses Objekt gébe.
Dass es eine “Menge aller Mengen” nicht gibt, ist Bassell'sche Paradoxon

Eine beriihmte Vermutung (die Kontinuumshypothese) sags fblgende Frage die
Antwort “ja” hat.

PrRoBLEM 11.31. Gilt fUr jede unendliche Teilmenge A vidn: A ~ R oder A~ N?

K. Godel zeigte, dass die Axiome der Zermelo-Fraenkelséhemgenlehre, wenn wi-

derspruchsfrei, auch unter Zuhilfenahme des Auswahlaxioicht erlauben, die Ant-
wort “nein” herzuleiten. P. Cohen zeigte, dass die Axiomezdgmelo-Fraenkelschen
Mengenlehre und das Auswahlaxiom, wenn widerspruchsiiehi erlauben, die Ant-

wort “ja” herzuleiten.
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KAPITEL 12

Determinanten

1. Volumen eines Parallelepipeds

— 7 —

SeiA = (_232_) eine reellem x m-Matrix. Dasvon den Zeilen von A aufgespannte

Parallelepipedst die Teilmenge

D A7 1 Ay, A, € 10,1])
i=1

von R™. Wir versuchen jetzt, das Volumen dieses Parallelepipedmessen, und
schreiberD(z,, z,, ..., z,) flr dieses Volumen.

Ohne den Begriff Volumen ifR™ definiert zu haben, kbnnte man vermuten, dass eine
FunktionD : R™MxR™x---xR™ - R, die dieses Volumen misst, folgende Eigenschaf-
ten hat. Da wir die Eigenschaften nicht nur fi&rbenotigen, formulieren wir diese
Eigenschaften fur einen kommutativen Ring mit B ist dann eine Funktion von
KMx ... x K™ nachK.

(D1) Furallez,...,z,ye K™, «, € Kundi € {1, ..., m} gilt

D(z,....Z_;,axz +BxY,Z,4,...,Z,)
=aD@,...2.1, %, %,y .- Zy)
+BD(Zy, .02 1, Yy Zgh ey )
Eine FunktionD, die diese Eigenschaft besitzt, nennen nvirltilinear.

(D2) Furallez, ..., z,gilt: wennes, j € {1,2,...,m}gibt, sodass # j undz = z,,
so gilt
D(z,...,z,) = 0.
Eine FunktionD, die diese Eigenschaft besitzt, nennen aliernierend
(D3) Fur die Einheitsvektores,, ..., g, im K™ gilt
D(e,,....) =1
SATz 12.1. Sei K ein kommutativer Ring nfif sei me N, sei D: (K™™ - K eine
Abbildung, die (D1), (D2) und (D3) erfiillt, seien,z..,z, € K™, @ € K, und seien
I, j €{1,...,m miti+ j. Dann gilt
(1) D(z,....Z,_y, @xZ +Z, Z,,....%,) =D(z, ..., 7).
165
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(2) Wenni < j, sogilt
D(z,...,Z_,, Z, Z,y,-- %, 5, J+1,...,zm):—D(zl,...,zm).
Beweis:

(1) Wegen der Multilinearitat vob gilt D(z,, ...,z _j,@ *Z + 2,24, ..., ;) =
aD(z,....74, 4, Z,4,...,2,) + D(7, .. zm) DaD alternierend |st ist der
erste Summand gleich 0.

(2) DaD alternierend ist, gilt

D(z,...,Z_,, Z+Z, Z,y,...,Z_y, Z+Z, zj+l,...,zm):

Wegen der Multlinearitat gilt also
0=D2,... 2.1 2 Zygsooi gy 20 Zg0ee )

+D@Z, 020 B0 By Gy B G 4y)
+D(z,,....Z_,, Z, Z,q,-- 2, G zHl,...,;n)
+D(z,...2.4, 2, 2,4, 24, 2,744, Gy)
=0+DZ,.. 3.1, 20 Zigs oGy 2 gy)
+D(@z,....2.4, 7, Z,4,.-.Z1, F, Zjyy, -0 %) + 0

2. Permutationen

DEFINITION 12.2. SeX eine Mengem € N. EinePermutation von Xst eine bijektive
Abbildung vonX nachX. Die Menge aller Bijektionen auf kiirzt man auch mi§,,
die Menge aller Bijektionen aytl, ..., m} mit S, ab.

Permutationen vofi, ..., m} kann man durch die Wertetabelle angeben. So beschreibt
(1 23456 7)
3246715

die Abbildungf = {(1,3),(2,2),...,(7,5)};es giltalsof (1) = 3, ..., f(7) =

DEFINITION 12.3 (Signatur). Sef : {1,2,...,m} —» {1,2,..., m} eine bijektive Ab-
bildung. Wir definieren dieSignaturvon f folgendermafRen: Wenm = 1, so gilt
sgnf) = 1. Wennm > 2, so definieren wir

f(i)— f(j
sgnf) := M
(i, Delk,held,... mix{1,...,m} | k<I} J
SATz 12.4. Seime N, und seien f, g S,. Sei k die Anzahl der Elemente der Menge
(G, De{l,2,...m? i< jund f@i)> f(j)).

Dann qilt:
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(1) sgrif) = (=D

(2) sarif o g) = sgn(f) - sgng).
(3) sgnid) = 1.

(4) sgr(fh) = sgr(f).

[1 fo-fm

(,)ell,...,m?

i<j

i

(,)eld,...,m?
i<j

Beweis:(1) sgn(f) =

[ fo-fo

(,)eld,...,m?
i<j

=[]

(,)eld,...,m?
i<j und f()<f(j)

Wir behaupten nun, dass dieses Produkt gléichX l—[

(s,hefl

fh-fd)-( []

a,)ell,...,
i<j und f()>f(j)

m}

167

. FUr den Zahler dieses Produkts gilt:

f(j) - f@))- (D~

2

(s—1t)ist. Seiena, b

so, dasd(a) = sund f(b) = t. Wenna < b, so tritt der Faktos — t im ersten Produkt
auf, wennb < a, so tritt der Faktos — t im zweiten Produkt auf. (2) Es gilt

[T fain-fain

(,)eld,...,m?

i<j
M-

(12.1) sgufeg =

(i,j)e{'l,....,m}z
i<j
[ foeiv-fain ] ob-ai
(.)e1,....m? (,)efd,...,m?
i<j i<j
[ gb-ai [ i-i
(i,)ell,..., m? (i,)ell,..., m?
i<j i<j
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Fir den ersten Bruch in der rechten Seite von (12.1) gilt

l—[ HCOERICT)

N o) — o))
(I,j)e{-l,‘...,m}z
i<j
_ B HCOERICIDN m f(g) - f(9()))
: a) — o)) y ai) - o(j)
(,)eld,...,m? (,)eld,...,m?
i<j undg(i)<g(j) i<j undg(i)>g(j)
_ B HCOERICIDN m f(a())) - fa)
: a) — o)) y a(j) — o)
(,)eld,...,m? (,)eld,...,m?
i<j undg(i)<g(j) i<j undg)>g(j)
3 f(s) - f(t)
=[] ey = S9rh).

(s.hefd,...,m?
s<t
Der zweite Bruch in der rechten Seite von (12.1) ist(ggr(3) folgt unmittelbar aus
der Definition der Signatur. (4) sgft!) - sgn(f) = sgn(f 1o f) = sgnid) = 1.m

DEFINITION 12.5 (Zyklen). Seien,, i,, ..., i, paarweise verschiedene Zahlefin..., m}.
Dann bezeichnen wir mit, i, i5 ... i,) die Permutatiorf mit f(i,) =i,, ..., f(i,.;) =
i, f(,) =i, f(k =kfurallek e {1,...,m\{i, ..., i}

Firi # j bezeichnen wir den Zweierzyklgs j) auch alsTransposition
SATZ 12.6.Seime N, a,be N, i, j € {1,...,m,und seo € §,.

(1) o ist ein Produkt von endlich vielen Transpositionen. (Dasdkt vonO
Transpositionen definieren wir dabei adk)

(2) Wenn i+ |, so giltsgn(( j)) = -1.

(3) Furalle Transpositionep,, ..., p, undr,, ..., 7, Mito = p,o---0p, = T,0---0T,
teilt 2 die Differenz a- b.

(4) Fur n € Nund paarweise verschiedene.i.,i, € {1, ..., m} gilt

sgn((iy iy ... i) = (=)™

Beweis:(1) Sei
M(o) :=max{O} U (ke {1,...,m} | (k) £ k}).

Wir zeigen nun mit Induktion nach, dass alle Permutationen nMt(c) = n Produkt
von Transpositionen sind. Fir= 0 gilt & = id; o ist dann also das Produkt von O
Transpositionen. Sei num> 1, und seir so, dasM(o) = n. Seik := o(n). Es gilt
k < n. Seip := (knoo. Esgiltp(n) = nundp(r) = r fur aller > n. Also gilt
M(p) < n. Somit gibt es nach Induktionsvoraussetzung Transpositio,, ..., 7, mit
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p=1y0-o1.Alsogilto =(knmnteor oo =(knor, o o1. Somitisto
ebenfalls ein Produkt von Transpositionen.

(2) Seio := (i j). Wirnehmen an, dass< j . Wir bestimmen die Anzahl der Elemente
in{(kk,h)e(1,...,m? | k<l undo(k) > o(l)}. Diese Menge ist gleiclti, i +1),(,i+
2, .., )0+, ), (+2,)),...,(i=1, ). Siehatals@i — ) +(i— j—-1) =2(i—j)-1
viele Elemente. Da diese Zahl ungerade ist, gilt wegen Satk(1), dass die Signatur
von(i j) gleich—-1 ist.

Im Falli > j beobachten wir, dass j) = (j i), und erhalten dann aus dem ersten Fall,
dass sg(j 1)) = —-1.

(3) Die Signatur vonr ist (-1)2 = (—-1)°.

(4) Esqilt(i; iy ... 1) = (1)1, ..., i,_,), somitfolgt die behauptete Gleichheit
aus (2) durch Induktion naan m

SATZ 12.7. Seim= 2, und seien i, g {1,...,m miti < j. Sei

Ani=(fes, | sgnf) =1},

und sei(i j)o A, :={ij)ef | f e A} Danngit A, N({{j)A,) = ® und
A U ]J)oA) =S, auBerdemisp: A - (i j)oA,, T (i])ef bijektiv.

Beweis:Alle Elemente inA haben Signatur 1, alle Elemente(inj) A, haben Si-
gnatur—1, folglich ist ihr Schnitt leer.

Sei nunf € §.. Wenn sgif) = 1, so liegtf in A,. Wenn sgnf) = -1, so gilt
f=@])o@j)ef,unddal j)o finA,liegt, gilt f e (i j)oA,.
Um die Bijektivitat vone zu zeigen, definierenwig : (i j)e A, = A, f = (i j)of.

Dann gilty o ¢ = idAm undp oy = id(ij)oAm, folglich ist ¢ bijektiv. m

UBUNGSAUFGABEN 12.8.

(1) Der Beweis von Satz 12.6 (1) liefert eine Zerlegung (/@@ 3as56 ;) in ein Produkt von Transpositionen. Geben
Sie diese Transpositionen an!
(2) Seienf,ge S, SeiF : §,, » S, h~ f ohog Zeigen Sie, dasB bijektiv ist.
(3) SeiF : S, — S, F(o):= o Lfiir o € S, Zeigen Sie, dask bijektiv ist.
SATZ 12.9. Sei K ein kommutativer Ring nif sei me N, sei D: (K™™ - K eine
Abbildu_ng, die (D1), (D2) und (D3) erfullt, seien,z..,z, € K™, und sei fe §,.
Dann gilt

(12.2) D(Z; 4y, -+ Zt(my) = SAMH) D(z, ..., 7).

Beweis:Wir zeigen durch Induktion nach, dass die Gleichung (12.2) fur alle Per-
mutationen gilt, die Produkt von genadranspositionen sind. Klarerweise gilt (12.2)
far f = id. Sei nunf = 1 0 -.- o 7;, wobei aller; Transpositionen sind, und sei
g:=1,°- o7, Dann gilt wegen Satz 12.1

D7y 1y -1 Zryimy) = P Zyays -+ Zym)-
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Nach Induktionsvoraussetzung ist dieser Ausdruck gleisgng) D(z, ...,z,). Da

f = ge 7y, gilt sgn(f) = —sgn@. Also gilt D(z;,), ---, Z,) = sgnf)D(z, ..., 7).
Das beschlie3t den Induktionsbeweis.

Da sich jede Permutation als Produkt von endlich vielen Jpasitionen schreiben
lasst, gilt (12.2) also flur allé € S,. m

3. Determinante einer quadratischen Matrix

Eine FunktionD mit den in Sektion 1 geforderten Eigenschaften erhalt mahifie
derDeterminante

DEFINITION 12.10. SeK ein kommutativer Ring mit Eingn € N, und seiA € K™™,
Dann definieren wir di®eterminanteszon A durch

det(A) := Z sgn(f) ]_[A(i, f(i)).

SATZ 12.11.Sei K ein kommutativer Ring mit Eins, seenfN, sei A eine nxm-Matrix
Uber K, und seD : K"x K™ x ... x K™ - K gegeben durch

D : (KM — K

_Zl_

(2, Zpr .., Z,) de((:z:))'

Dann erfulltD die Eigenschaften (D1), (D2), und (D3).

Beweis:Wir zeigen als erstes (D1). Seien daguy..., z,y € K™, o, € K undi €
{1, ..., m}. SeienA, B, Cdie m x mMatrizen, die durch

- a - —a - —a -
- 4 - — 43 — — 43 —
A= — axz+Bxy — |, B=| — z — |, C=|— y —
_ Zi_+1 _ _ Zi_+1 _ _ Zi.+1 _
. — 7 — — 7 —
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gegeben sind. Nun gilt

D(z,....z_,axz+B%Y,Z,4,...,Z,)
= defA)

= ngr(f)]_[A(J f(J)

feS,

= ) sgnh)( ]_[ A, (D) AG, (D))
fe§, j=1
j#

= > sanh) ([ | A F(0) (B, i) +BC, (i)

feS, j=1
j#i

= > sareh)( | | AG, () @B, (i)
feS, j=1
j#i

+ - santh( [ | Ad f(n)BC, fi)

fe§, =1
j#i
=a ) sgrf) ]_[ B(j, f(j») +8 | sgrih) l—[C(J f(i)
fe§, feS,
= a de{(B) +,8de(C)

=aD(z,...,2)+8D(Z,....2 1, Y, Z.4,..., Z,).
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Wir zeigen als nachstes die Eigenschaft (D2). Sei daeine Matrix, deren-te und
j-Zeile gleich sind. Dann gilt

detA) = > sgr(f) [ | Ak, (k)
feS, k=1

- >, sgrtf)]_lA(k i)+ > sgrf o i J))l—[A(k (fo i, ) (k)

feA, feAn,
Z [ JAG fan- DT T Ak fkn)-Ad, FG)-Ad, i)
A k=1 feA, kel
ket )
= > []Ak tan- > ([ Ak, fkn)-Ad, f(i) - Ad, F(0))
feA, k=1 feA, kel
ket )
= > [ Ak faoy = > T | Ak fk)
feA, k=1 feA, k=1

Um (D3) zu zeigen, beobachten wir, dassHgi = 1. m

SaTz 12.12. Sei K ein kommutativer Ring mit Eins, seienN, und seien A und B
mx m-Matrizen Uber K. Dann gilile{A) = de{A™) undde{A - B) = de{A) - de(B).

Beweis Zuerst zeigen wir def) = de{AT). Es gilt

|3

def(AT) = Z sgrH) [ [ATG, fai))
feS, i=1

= > sgn(h [ [ A,

= > sgrH [ [AG, £
= > st Y[ A 746D
feS, j=1

= > sgr@ [ [ A, (i

oS, j=1
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Nun beweisen wir die zweite Eigenschaft: Sekgn..., b, die Zeilen der MatrixB.
Dann steht in der ersten Zeile des Produktd3 der Vektor

A1, Db, + AL, 2)b, + .- + A(1, mb,.
Wenn wir allem Zeilen des Produkts ausrechnen, dann sehen wir

de(A-B) =D( A(L Db, + A1, 2b, + -+ + A(1, mb,,
A2, Db, + A2,2)b, + --- + A(2, mb,,

A(M, Db, + Am,2)b, + --- + Am, mb,).
Wir nutzen nun die Multilinearitat der Funktidd und erhalten

detA-B) = Z (l—[ A, f(i))) : D(bf(l)’ bf(2)’ e bf(m))'

f{1,....m-{1,....m i=1

Die Determinante ist O, wenn zwei Zeilen gleich sind. Dah@ubhen wir nur Uber
die bijektiven Funktionen zu summieren und erhalten:

detA-B) = > ([ [ A, 10) - D(byy, by - brm)-
fe§, i=1
Wegen Satz 12.9 gilt fur eine Bijektion D(by ), by 5, .-+, By ) = sgn(f) D(by, by, ..., by).
Also erhalten wir

detA-B) = > (([ JAG, f())sgnf) detB)) = detB) - detA.
fe§, i=1
|

SATz 12.13. Sei K ein Kérper, sei e N, und sei A eine nx m-Matrix Gber K. Dann
sind aquivalent:

(1) Die Zeilen von A sind linear unabhéangig.
(2) detA) 0.

Beweis(1)=(2): Da die Zeilenvektoren linear unabhangig sind, ist dgtefiraum von
AganzK". Somit gibt es eine Matrik mitL-A = E,. Dann gilt 1= de{L) de{(A), also
detA) # 0. (2)=(1): Wir gehen so vor: Weng in der linearen Hulle vorz,, ...,z _,
liegt, so kann man Satz 12.1 (1) verwenden, um eine Matrixghaither Determinante
undi-ter Zeile= 0 zu erzeugen. Wegen der Eigenschaft (D1) ist diese Detanten
=0.m

4. Berechnen der Determinante in Korpern

Es ist besonders leicht, die Determinante einer Matrix ihefstaffelform zu berech-
nen:
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SATZ 12.14. Sei K ein Korper, sei e N, und sei A eine m m-Matrix Uber K, sodass
furalle i, jmiti> jgilt: A (i, j) = 0. Dann gilt

detA) = ]_[A(i, .
i=1

BeweisskizzeSei f € S, f # id. Wenn flr allei die Ungleichung < f(i) gilt, so
gilt f{(m) =m, ..., f(1) = 1, alsof = id. Es gibt alsa miti > f (i), und somit ist
AG, f(i)=0.m

Wir wissen, dass sich jede Matrix durch Zeilenumformunge#eilenstaffelnormal-
form bringen lasst. Dabei andert sich die Determinantesioiiprmafen:

(1) Wenn wir ein Vielfaches einer Zeile zu einer anderen daddieren, bleibt
die Determinante unverandert.

(2) Wenn wir eine Zeile mit einem Korperelement vervielfashdann verviel-
facht sich die Determinante um eben dieses Kdorperelement.

(3) Beim Vertauschen von zwei Zeilen andert sich das Vohasiader Determi-
nante.

Aus diesen Uberlegungen erhalt man einen Algorithmus zuredd@en der Determi-
nante. Wir rechnen einige Beispiele.

I n[ 151] : = << RowRed10. m

I n[ 152] : = DeterminantenDemo  [B]

1 2 -3
Det[( 2 29 -16 )1
3 16 22

Wir addierendas - 2 fache

der 1. Zeilezum 1 fachender 2. Zeile.

1 2 -3
_1*1*det[(0 25 —10)}
-3 -16 22

Wir addierendas 3 fache

der 1. Zeilezum 1 fachender 3. Zeile.

1 2 -3
_1*1*det[(0 25 —10)]
0 -10 13

Wir addierendas 2 fache
der 2. Zeilezumb5 fachender 3. Zeile.
1 2 -3 )
]

_1*%*det[(0 25 -10
0 0 45
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- 225
Qut[152] = 225

I n[ 153] : = DeterminantenDemo  [A]

50 0
Det[( 3 0 -2 )}
4 1 1

Wir addierendas - 3 fache

der 1. Zeilezum 5 fachender 2. Zeile.

5 0 O
_1*%*det[(00—10)}
4 1 1

Wir addierendas - 4 fache

der 1. Zeilezum 5 fachender 3. Zeile.

50 0
—%*%*det[(OO—lO)]
05 5
50 0
_—%det[(o 5 5 )]
0 0 -10
= 10

Qut[153] = 10

I n[ 154] : = DeterminantenDemo [B2]

12 34
31 3 5

Det[( 43 0 9 )]
8 0 0 1

Wir addierendas - 3 fache

der 1. Zeilezum 1 fachender 2. Zeile.

1 2 -3 4
—1*1*det[<2 _35 102 _97>]
8 0 0 1

Wir addierendas - 4 fache

der 1. Zeilezum 1 fachender 3. Zeile.

1 2 -3 4

—1*1*det[<8 :g i; :;)]

8§ 0 0 1

Wir addierendas - 8 fache

der 1. Zeilezum 1 fachender 4. Zeile.

175
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1 2 3 4
0 5 12 -7
o 5 12 -7 |/
0 -16 24 -31

—1*1*det[(

Wir addierendas - 1 fache

der 2. Zeilezum 1 fachender 3. Zeile.

1 2 3 4
0 5 12 -7
oo o o |
0 16 24 -31

=1 %1 xdet]|

Wir addierendas - 16 fache

der 2. Zeilezum 5 fachender 4. Zeile.

1 2 3 4

0 5 12 -7
oo o o |
0 0 -72 -43

_1*%*det[(

1 2 3 4

. 0 5 12 -7

- ‘Edet[( 0 0 -72 -43 /]
00 0 o0

-0

Qut [154] = 0

0
SchlieRlich berechnen wir noch die Determinante 6/@1
1

I n[ 155] : = << RowRed10. m
In[156]:= M= {{0, 2, 1}, {0, O, 1}, {1, 2, 3}}

Qut[156]= {{0, 2, 1}, {0, O, 1}, {1, 2, 3}}

I n[ 157]:
0 21

Det[(o 0 1)]
1 2

DeterminantenDemo [M]

1 2
- —1det[( 00
0 2

= ldet [(

[oNeN
OoONDN

-2
Qut[157] = 2

N O N
WR P
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| n[ 158] :
out [ 158]

Det [M]

1
N

5. Die adjungierte Matrix

DEFINITION 12.15. Sein € N, seiA einen x n-Matrix, und seien, j € {1,...,n}.
Dann bezeichnen wir malti! die n x n-Matrix, die durch

. AK,D) wennk #iundl # |
ANk, 1) o= 0 wenn(k=iundl # j)oder(k+iundl = j)
1 wennk=iundl = j

furk,l € {1, ..., n} definiert ist. A}l ist also die Matrix, die man ausdurch Ersetzen
deri-ten Zeile durch den Einheitsvekter und durch Ersetzen dgrten Spalte durch
den Einheitsvektog erhalt.

Far
-5 7 8
= -2
A ( E1S —35 4 )
gilt also
. -5 0 8
“=(6 0 -2)
A ( 0O 1 0 )

Firn = 2 beteichnet man mi®-) die (n — 1) x (n — 1)-Matrix, die man au#\ durch
Streichen der-ten Zeile undj-ten Spalte erhélt. Es gilt also

Ak, wennk <iundl <]
Ak+1,1) wennk=iundl< |
Ak, +1) wennk<iundl > |

Ak+1,1+1) wennk>=iundl > |

AMDK, 1) =

furallek,l € {1,...,n-1}.

) N 5 8
FurA:( i _35 —42)glltalsoA(3'2):( 6 _o )

LEMMA 12.16.Seien B eine rn-Matrix, und seiewr, r € S,. Sei C eine xn-Matrix,
die durch Gi, j) := B(c (i), 7(])) definiert ist. Dann gildet{C) = sgn(o) sgnr) det(B).
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Beweis:

]

det(C) = Z sgrh [ | ca, iy

fe§, 1

|

B(o (1), 7(f (1))

I

g
Q@
=y
=

fes, i=1
n

Bk, 7o f o (k)

I

g
Q@
=y
=

fe§, k=1

= > sgro)sgna)sgrire f oo™ [ [Blk,7o f o oi(k))
1

fes, k=

= sgnr)sgno) Y sgrg | | Bk, gky

ges, k=1

= sgn(r) sgr(o) deiB).

LEMMA 12.17. Sei n= 2, sei A eine ix n-Matrix, und seieni, {1, ..., n}. Dann gilt
detAlhily = (=1)'+] det AG-D).

Beweis:Wir beweisen den Satz zunéchst fié j = n. Dann gilt

detA™) = " sgrc) [ JAmk, f(k)

fes, k=1
n-1
- Z sgr(f)l—[A(k, f(K)).
fes, k=1
f(n)=n

Sei f eine Permutation vofd, ..., n} mit f(n) = n. Dann istg := f|, ., eine Per-

mutation von{1, ...,n— 1}. Da sichf als Produkt gleich vieler Transpositionen wge
schreiben lasst, ist die Signatur vggleich der Signatur vorfi. Es gilt also

n-1
> soh ] JAK, fk)
k=1

fes,
f(n)=n
n-1
= > sgng [ [ Ak, f(ky)
9€S 1 k=1

= de(A™)).
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Wir beweisen nun den Fall, j) £ (n,n). Seio der Zyklus(i i +1 ... n),undr :=
(jj+1 ... n
Bk, ) := A(c(k), 7(1).)

Dann giltB™" = AGD_ AuRderdem gilt fur allek,| € {1,...,n} auchB™"(k,|) =
Alil(g(k), (1)). Wir berechnen nun dgi*1). Nach Lemma 12.16 gilt de’*1)) =
sgro)sgn(r) detB™"). Nach dem bereits betrachteten Fall gilt @gysgnr) detB"") =
sgn(o)sgn(r) de(B™"). WegenB™" = Al gilt nun insgesamt

def A1) = sgn(o)sgr(r) detA™D).
Nach Satz 12.6 (4) gilt sger) = (-1)™"**** = (-1)™ und sgiir) = (-1)™. Also gilt
sgno)sgnr) = (-1'"). m
DEFINITION 12.18. Seh € N, und seiA einen x n-Matrix. Die zuA adjungierte (oder
adjunkté ) Matrix A% ist wie folgt definiert: wenm = 2, so gilt

A ) = (-1 detAUD) fiir i, | € {1, ..., n}.
Furn = 1 definiert man die adjungierte Matrix dur@f® := (1).
Es gilt alsoA2(, j) = det Al'). Wir beobachten zun&chst folgenden einfachen Satz:
SATZ 12.19. Sei A eine rx n-Matrix. Dann gilt(A2%T = (AT)2d,
Beweis:Firi, j € {1,...,n} gilt (A*)7(, j) = Aj,i) = de(A")]) = dey(A")T) =
def(ANI) = (AN, j). m

SATZz 12.20. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei A einemMatrix mit
Eintragen aus R. Dann gilt

detA) 0 0O .. O©
0O detA) 0 ... O
A. A= pad. A 0 0o - 0
0 0 ee. ... detA)

Beweis:Wir werden als Abkurzung fir die x n-Matrix

r O 0 ... O
Or O ... O
0O 0 - 0
0O 0 ... ....r

mit r € Rauch oft kirzer « E_ schreiben.

1Der Begriffadjunkte Matrixhat folgenden Vorteil: es gibt in der linearen Algebra aueh Begriff
desadjungierten Operatorsder aber nicht mi® zu tun hat, sondern mAT. Der Begriff der zuA
adjunkten Matrixvermeidet diese Inkongruenz.
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Wir nehmen an, dags> 2. Furj € {1,...,n} sei
e :=(00,..,0,10,...,0)

der j-te Einheitsvektor irR"; der Einser steht dabei an deten Stelle. Wir zeigen
zunéachsh - A% = de(A) = E,..

Sei nuni € {1, ..., n}. Wir bilden nun MatrizerA,, ..., A, wie folgt: A, ist die Matrix,
die wir ausA erhalten, wenn wir dié-te Zeile durche, ersetzen; allgemein séi die
Matrix, die wir erhalten, wenn wir diete Zeile durche; ersetzen. Es gilt also

ALD .. ALj-D AL) ALj+D .. ALD
Ai-1,1) .. Ai-Lj-1) Ai-1]) Ai-1j+1) .. Ai-1n)

A = 0 0 1 0 0
Ai+1D ... Ai+Lj-1 A+L) Al+Lj+D ... Ai+Ln

A(ri,l) .. AN, 1 -1 A(h, ) A(n, 1 +1) .. A(ri, n

Aus Satz 12.1 (1) und Satz 12.11 erhalten wir, dass furjadl€1, ..., n} gilt:
det(A)) = de(A™)).

Seinurk € {1, ..., n} Wir berechnen nun defk, i)-ten Eintrag vorA- A%, Wir erhalten

A Ak, i) = ) A, DA, 1)

=1

= Z AK, j) detAllily

=1
= Z Ak, ) detA)
=1

Wir nitzen nun die Linearitdt der Determinante in déen Zeile aus und erhalten,
dass die letzte Summe gleich der Determinante der MBtisk, die wir ausA erhalten,
indem wir diei-te Zeile vonA durch

(A, 1), Ak,2),..., Ak, ),
also durch dik-te Zeile vonA ersetzen. Es gilt also
AL, ... AL j-1 A, ) AL, j+1 ... Al
Ai-11) ... Ai-1j-1) Ai-1j) Ai-1j+1) .. Ai-1n)

B=| Ak .. Akj-1) Ak ) Akj+D ... AknD
Ai+1D ... Al+Lj-1 AG+L) Al+Lj+D ... Ai+Ln

AN . A(n,j—l) A(ﬁ,j) A(n,j+1) AN
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Die Determinante dieser Matr& ist wegen Satz 12.11 gleich 0, wekr i, da dann
in B die k-te und diei-te Zeile gleich sind. Isk = i, so gilt detB) = de{A).

Insgesamt haben wir also bewiesen, dass furpedeMatrix A die GleichheitA- A% =
de(A)=E, gilt. Dann gilt auchA?d. A = (AT-(A2YT)T = (AT-(AT2HT = (det(AT)«E )T =
de{A) < E,. m

KOROLLAR 12.21 (Entwicklungssatz von Laplace§ei n> 2, sei A eine x n-Matrix
Uber einem kommutativen Ring mit Eins K, und seieri{], ..., n}. Dann gilt

(1) detA) = Yp_,(—1)*KA(, k) - defAR). (Entwicklung nach der i-ten Zeile.)
(2) detA) = Yp_,(-D*IAK, j) - defA%D). (Entwicklung nach der j-ten Spalte.)

Beweis:(1) Nach Satz 12.20 gilt
detA) = (A- A (i, i)

- Z Ad, K)A2Y(K, i)
k=1

- Z Ad, K)(=1)** detAtv),
k=1

(2) Nach Satz 12.20 gilt
detA) = (A A) (j, )

= D A 0AK, )
k=1

= (D detA“DAK, ).
k=1

6. Determinanten und Invertierbarkeit

SATZ 12.22. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei A éme n)-Matrix mit
Eintragen aus R. Dann sind aquivalent:

(1) Es gibt eine Matrix B mit AB = E,.
(2) Es gibt eine MatrixC mitCA = E,,.
(3) Es gibt ein ye R, sodasslefA) y = 1.

Beweis:(1)=(3): wegen Satz 12.12 gilt £ de(E,) = de(A) de(B), also leistety :=
detB) das Gewiinschte. (3)(1): SeiB := y « A% Dann giltA-B =y « (A- A%, und
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das ist wegen Satz 12.20 gleich

detA) 0 o ... 0
0 detA) 0 ... 0

Y % 0 0 0 ,
0 0 .. .. detAd

also gleichE,.
Die Aquivalenz von (1) und (2) zeigt man genauso.

Somit wissen wir, dss eine ganzzahlige Matrix genau dane gamzzahlige inverse
Matrix hat, wenn ihre Determinantel oder—1 ist.

SATz 12.23. Sei K ein Korper, und sei A ein@ x n)-Matrix mit Eintragen aus K.
Dann sind aquivalent:

(1) detA) + 0.

(2) Aistinvertierbar.

(3) Die Zeilenvektoren von A sind linear unabhéngig.
(4) Die Spaltenvektoren von A sind linear unabhéangig.

Beweis(1)=(2):B := detA)Aad ist nach Satz 12.20 zuinvers. (2 (3): Sei(y,, ..., Y,) €
K" mit(y,, ..., ¥,)-A=0.Dann gilt0= 0-A™t = ((y,, ..., ¥)-A-A 1 = (y;, ..., ¥,), also
sind die Zeilen linear unabhéngig. £3(1): Da die Zeilenvektoren linear unabhéngig
sind, ist der Zeilenraum voA ganzK". Somit gibt es eine Matrix mitL - A = E,.

Dann gilt 1= detL) detA), also detA) = 0.
Die Bedingungen (1), (2) und (3) sind also fur jede Mati#quivalent.

(1)=(4): SeiA eine Matrix mit detA) # 0. Dann gilt detA™) # 0, also sind die Zei-
len vonAT nach einer der bereits bewiesenen Implikationen lineabliagig. Somit
gilt (4). (4)=(3): Wenn die Spalten voA linear unabhangig sind, so sind es auch die
Zeilen vonA'. Also gilt de{A") # 0, und somit degf) + 0. m

7. Determinanten und Volumina

Wir betrachten in dieser Sektion Matrizen mit Eintragen RusVir wissen (wegen
detA) = defA")), dasg detA)| das Volumen des von den Spalten voaufgespannten
Parallelepipeds ist.

SATZ 12.24.Seien A, Be R™", und seien jy ..., b, die Spaltenvektoren von B. Sgih
R" - R"gegeben durch fty) = A-y flry € R". Das Volumen des vonb,), ..., h,(b,)
aufgespannten Parallelepipeds jdetA) dei(B)|.
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Beweis:Das Parallelepiped wird von den Spaltenvektoren &emB aufgespannt und
hat also das VolumejdetA - B)|. Aus der Multiplikativitat der Determinante folgt die
Aussage.

SATZ 12.25.Seien m, re R mitm= n, seien Ac R™", Be R™", und seienh ..., b,
die Spaltenvektoren von B. Sgi hR" — R™ gegeben durch fty) = A-y firy e R".
Das n-dimensionale Volumen des vouy), ..., h,(b,) aufgespannten Parallelepipeds

istvdetA” - A) - | de(B)!.

Beweis:Sei Q einem x n-Matrix, in deren Spalten eine Orthonormalbasis des Spal-
tenraums vorA steht. Es gilt danQ" - Q = E,. Dann stehen in den Spalten von
Q' - (A- B) die Koordinaten des voh,(b,), ..., h,(b,) aufgespannten Parallelepipeds
bezuglich dieser Orthonormalbasis. Sei iie R™" mit A = QR Dann gilt fur das
gesuchte VolumeX:
V2 = de(QTAB)?

= de(B"ATQQ'AB)

= de(B'R'Q"QQ'QRB

= de(B") det(B) deftR"Q"QR)

= de(B)?detf AT - A).
[

FirB := E, erhalten wir als Folgerung, dass dadimensionale Volumen des von den
Spalten vorA aufgespannten Parallelepipeds gleiftie{ AT - A) ist.

UBUNGSAUFGABEN 12.26.

(1) Seir > s. Zeigen Sie, dass fiir jedex s-Matrix A gilt, dass dgiA - A) = 0. Hinweis: Schreiben Sid alsQ- R, wobei
in den Spalten vo® eine Orthonormalbasis fiir den Spaltenraum #steht, und berechnen Sie @@ - A)2.

8. Gleichungssysteme

SaTz 12.27. Sei K ein kommutativer Ring mit Eins, seenY, sei Ae K™" und sei

Y1
b € K". Wir nehmen an, das(é’f) eine Losung des Gleichungssystems A b ist.
Yo

Seiie {1,...,n}, und sei /‘T'k die Matrix, die man aus A erhélt, indem man die i-te
Spalte von A durch b ersetzt. Dann git{(A) y. = detAP).

Beweis:Sei X die Matrix, die man aus der Einheitsmati erhalt, indem man die
Y1

i-te Spalte durcl(uyf) ersetzt. Dann gilt
Yn
A-X = A

Also gilt det(A) de(X) = de(Aib). Durch Entwicklung nach derten Zeile erhalt man
dei(X)=y,.m
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SATZ 12.28.Sei K ein Korper, sei & N, Ae K™", b e K". Aquivalent sind:

(1) Das Gleichungssystem-A& = b hat genau eine Lésung in"K
(2) detA) # 0.

BeweisWenn detA) + 0, so istA nach Satz 12.23 invertierbar, und somitise A1-b
die eindeutige Losung voA - X = b.

Wenn detA) = 0, so sind die Spaltenvektoren vénlinear abhéngig; der Nullraum
vonAist also nicht nulldimensional. Die Losungsmenge ¥oR = bist also leer oder
von der Formx, + N(A), und somit in beiden Fallen nicht einelemenmm.

SaTz 12.29 (Cramersche Regelyei K ein Korper, sei e N, Ae K™ b e K". Wir
nehmen an, dastetA) + 0. Fur jedes ic N sei A die Matrix, die man aus A dadurch

b
erhalt, dass man die i-te Spalte durch b ersetzt, und,sei §22..

Dannist(y,, ..., y,) die eindeutige Losung von-A = b.

Beweis:Wegen Satz 12.28 h# - x = b genau eine L6sung, und wegen Satz 12.27

: . 3} derA”
berechnet sich diese Losung dusch= 20 m




KAPITEL 13

Polynome

1. Primfaktorzerlegung in den ganzen Zahlen

DEFINITION 13.1 (Primzahl). Eine Zahbp € N ist genau dann einBrimzah| wenn
folgende beiden Bedingungen gelten:

(1) Esqiltp > 1.

(2) Furallea,be Nmitp=a-bgilta= 1 oderb = 1.
DEFINITION 13.2 (Teilbarkeit). Seier,y € Z. Die Zahlx teilt y genau dann, wenn
es einz e Z gibt, sodasy = z- xist.

Wir schreiben dann auch| y; die Zahly heil3t einVielfaches/on x.

SaTz 13.3. Seien ae Z und ne N. Dann gibt es genau ein Paar von Zahl@npr)
ZxZ,sodassaq-n+rundre{0,...,n— 1}

Wir bezeichnen den Resimit amodn.
SATz 13.4 (Euklid, 360-280 v.Chr.)Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis:Wir nehmen an, dasp,, ..., p, bereits alle Primzahlen sind. Da 2 prim ist,
gilt r = 1. Dann ist der kleinste Teilgrvon 1+ [1{_, p, mit g > 1 eine Primzahl mit

q¢ {pl,..., pr}. |

DEFINITION 13.5 (GroR3ter gemeinsamer Teiler). Fur zwei Zahdeb € Z (nicht
beide 0) ist ggTa, b) die groldte Zahzt e Nmitz| aundz| b.

SaTz 13.6. Seien a,be Z nicht beideO, und sei ze Z. Dann gilt: ggT(a,b =
ggT(a+z-b,b.
So gilt zum Beispiel gg125, 15) = ggT (40, 15).

Beweis:Wir zeigen, dass nicht nur der ggT, sondern sogar die Mengegeameinsa-
men Teiler der beiden Zahlenpaare gleich sind. Wir zeigen al

{teZ :tlaundt|bj={teZ : t|a+ zbundt|b}.

“c": Fallst sowohla als auch teilt, dann aucla+zbundb. “2": Fallst sowohla+ zh,
als auchb teilt, dann aucta + zb— zbundb, also aucla undb.m

185
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Das nitzen wir jetzt moglichst geschickt aus, um @gi7, 33) zu berechnen:
09T (147,33) = ggT(147-4-33,33
=ggT (15,33
=0ggT(1533-2-15)
=g9gT(153)
=99T(0,3)
=3.

Gunstig ist es als@ so zu wahlen, dass+ zbder Rest vora bei der Division durchb
wird.

Mit Hilfe des erweiterten Euklidischen Algorithméisdet man nicht nur den ggT von
aundb, sondern auch, ve Z, sodass gilt:

ggT(a,bh=u-a+v-h.

Beispiel: Wir berechnen ggL47, 33), und schreiben das so:

147 33

147 1 0 (147=1-147+0-33
33| 0 1 (33=0-147+1-33
15| 1 -4 (15=1-147-4-33
3| -2 9 3=-2-147+9-33
0

Berechnet man gg@, b) mithilfe dieses Algorithmus, sieht man, dass sich die Zahle
in der linken Spalte immer als Linearkombination vemind b schreiben lassen. Als
Konsequenz davon erhalten wir folgenden Satz:

SAaTz 13.7. Seien a, ke Z (nicht beide0). Dann gibt es u, & Z, sodass
ggT(a,bh=u-a+v-b.

Beweis:Wir betrachten zuerst den Fal > 0, b > 0, und zeigen den Satz durch
Induktion nach mice, b). Wennb = 0, so gilta > 0, und somit nach der Definition des
ggT auch ggta, b = a. Wenna = 0, so giltb # 0 und ggTa, b) = b.

Seien nura > 0, b > 0, b < a. Durch Division mit Rest erhalten wif € Ny, r €
{0,...,b— 1} sodass = gb+ r. Wegen Satz 13.6 gilt gd&, b) = ggT(r, b). Dar < b,
gibt es nach Induktionsvoraussetzurigv € Z, sodass gg{, b) = u'r + v'b. Dann
gilt ggT(a,b = ggT(r,b) = ur + vb = uv(@a-gb) + vb = va + (v — uqg)b, also ist
auch ggTa, b) als Kombination vora undb darstellbar. Der Fath > 0,b > 0,a<b
funktioniert genausam

Eine Folgerung davon ist:
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SATZz 13.8. Seien a, b= Z, nicht beide), und sei te Z so, dass{ a und t| b. Dann
gilt auch t| ggT(a, b).

Beweis Seienu,v € Z so, dass gg®, b = ua+ vb. Dat die Zahla teilt, ist auch
uaein Vielfaches vort. Ebenso isvb ein Vielfaches vort. Somit ist auch die Summe
ua+ vbein Vielfaches vort. Die Zahlt ist also ein Teiler von gg(®, b). m

Wenna und b grof3ten gemeinsamen Teiler 1 haben, so heiRetederfremdoder
relativ prim.

UBUNGSAUFGABEN 13.9.

(1) [Remmert and Ullrich, 1987, p. 28] Seip, die n-te Primzahl, d. hp; = 2, p, = 3, usw. Zeigen Sie
P, = 2",

(2) Seiena,b,xe Nundu,ve Z so, dass

X = ua+ vh.

Zeigen Sie: Wenm sowohla als auctb teilt, so giltx = ggT(a, b).

(3) Seiena,be N,y e Zso,dasa |y, bly, ggT(a, b = 1. Zeigen Sie (ohne Vorgriff auf die Primfaktorzerlegung):
a-bly.

(4) Seiena,b € Z (nicht beide 0), und sek € N. Zeigen Sie: ggika,kh = kggT(a,b. Gelingt es lhnen,
0gT(ka, kb | kggT(a, b auch ohne Verwendung der Primfaktorzerlegung zu zeigen?

(5) Seiena,ce Z,b,d e N. Zeigen Sie: Wenn die Briich@ und § gekirzt, und die Nenndrundd teilerfremd sind,

so ist auch der BrucREE gekiirzt.

SaTz 13.10.Seien a, b, & Z, und sei zumindest eine der Zahlen a und b ndchWir
nehmen an, dass a die Zahi bteilt und dasgigT(a, b) = 1 gilt. Dann gilt: a teilt c.
BeweisEs gibtu, ve Z, sodass E u-a+v-b. Es gilta| uac Da nach Voraussetzung
a| bcgilt, gilt aucha | vbc Daraus erhalten wir

al (ua+ vb,

und somita| c. m

KOROLLAR 13.11. Seien b, c= Z, und sei p eine Primzahl. Wenn p das Produkt bc
teilt, so teilt p einen der beiden Faktoren b und c.

SaTz 13.12. Sei(p,|i € N) = (2,3,5,7,11, ...) die Folge aller Primzahlen, und sei
n € N. Dann gibt es genau eine Funktian N — N, mit folgenden Eigenschaften:

(1) {i e N|a(i) > 0} ist endlich.
@n=Tup -
Beweis:Wir zeigen zunachst durch Induktion naghdass es ein solchesgibt. Fur

n = 1 setzen wira(i) := O fur allei € N. Firn > 1 seiq der kleinste Teiler von
nmitq > 1. Die Zahlq ist eine Primzahl; es gibt alsp € N mit g = p,. Nach
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Induktionsvoraussetzung gibt s N - Ny mit

n B0)
L P,
a1l

ieN
: Bi)+1 po
alsogiltn = pj ™ - [Tjgy;) P

Nun zeigen wir die Eindeutigkeit. Seieng : N - N, so, dasgi € N|a(i) > 0} und
{i e N|B(i) > 0} beide endlich sind und

a(i) B0)
1o =T18"
ieN ieN
Wir zeigen, dass fiur alle € N gilt: a(j) = B()). Sei dazuj € N. Wir nehmen an
a()) > B()). Dann gilt
a()-B()) a(i B
pi ] =] e
ieN\(j} ieN\(j}

Nach Korollar 13.11 teilp; also einp[ig(i) miti + j. Im Fall 5(i) = O widerspricht das
p; > 1,im Fallp(i) > 0 gilt p; | p. Dap, eine Primzahl ist, gilt danp, = p;, im
Widerspruch zu + j. m

UBUNGSAUFGABEN 13.13.

(1) Seip, dien-te Primzahl, d. hp; = 2, p, = 3, usw. Zeigen Sie, auch, ohne die Eindeutigkeit der Pritofakrlegung
zu verwenden, dass Folgendes gilt: Wenn

a
b

IT py“i
11 Piﬁi,

wobei a;,8; € Ny, und fast alle;,8; = 0 sind, dann gilta | b genau dann, wenn fur aliegilt: o; < ;. (Zei-
gen Sie, dass diese Aussage fiir alle Primfaktorzerleguagera und b gilt. Folgt daraus die Eindeutigkeit der
Primfaktorzerlegung?)

(2) Seip, dien-te Primzahl, d. hp; = 2, p, = 3, usw. Zeigen Sie: Wenn

a I p%
b nl piﬁi ,

wobeia;,5; € Ny, und fast alley;, 5; = 0 sind, dann gilt
ggTa,b = [ | ™.

(3) Welche Zahlem € N erfiillen folgende Eigenschaft?
Fur allea,be Z mitq| a- bgilt q| aoder es gibt eim € N, sodasg | b".

2. Polynome

DEFINITIONSVERSUCH13.14. SeiK kommutativer Ring mit Eins. Dann i&t[x] die
Menge aller Ausdriicke

3+ aX+axX +ax + - +ax"
mitn e Nyunday, a,, ..., &, € K. Die Elemente voik[x] nennen wirPolynome
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Was heil3t abeAusdruck Und welche Rolle spiek? Mit folgender Definition stehen
wir auf dem sicheren Boden der Mengenlehre.

DEFINITION 13.15. SeiK kommutativer Ring. Dann ist eiRolynom Uber Keine
Folge(a,, a;, &, a,, ...), sodass es eine N, gibt, sodass flr all¢ € N, mit j > i gilt:
a =0.

i

Wir haben also Polynome als unendliche Liste ihrer Koeffitga definiert.

DEFINITION 13.16. SeiK ein kommutativer Ring, und sei€a,, a,, a,, ...),
(by, by, b, ...) Polynome tibeK. Wir definieren

(1) (ag, 8y, &, ...) + (by, by, by, ...) = (8, + by, 8, + by, 8, + by, ....)
(2) (ag, a5, 8,,...) - (by, by, by, ...) :=(Cy €, G, ...) Mt

C, = Z a - b

(i,))€(0,...,Kx{0,....k}
i+j=k

fur allek e N,

SATz 13.17. Sei K ein kommutativer Ring mit Eins, seien p, g, r Polynome uber K,
und sei e das Polyno, O, ..., 0). Dann gilt:

(L) (P-g-r=p-(q-n).

(2) p-a=q-p.
@) p-(@+r)=p-q+p-r.
(4) p-e=p.

Beweis von(1): Seip = (P, Pys---), 0 = (0, Gy, --.), I = (g, Iy, ...), Und seia =
(@g,a,,...):==(p-q-r. Dann gilt firk e N

= Z (p'q)irj

[
[

(13'1) (,)el0,....k2  (1,me(o,....i}2
i+j=k l+m=i
= ). PG
(I,m,)efo,... k3
I+m+j=k

Die letzte Gleichheit erklaren wir so: seidnm, j) € {0, ...,k}®*so, das$ + m+ j = k.
Dann kommt der Summaryjq,r; der letzten Summe in der vorletzten Summe genau
mit der Wahli’ := | + m, j’ := |, I’ := |, ¥ := mvor. Seien nun, j,|, m so, dass
i+ =kundl+m=i.Danngiltl + m+j =i+ j =k, und somit kommt der Summand
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P d,f; in der letzten Summe mitden Indizés= 1, :=m, j* := | vor. Genauso sieht
man, dassp- (q-r)), = Z PG, ;- Somit giltinsgesamp-g)-r = p-(q-T).

(,m,)elo,... k13
I+m+ j=k
Die Argumentation tber Gleichheit der Summen in (13.1) t&tas unbefriedigend.
Daher kommt jetzt eine leichter verifizierbare ArgumermtatiWir verwenden das
“Kronecker-Symbol’é(a, b) mit 6(a, b) = 1, wenna = b, undd(a, by = 0, wenna # b.
Dann rechnen wir

((p--1), o( + ], K(p- g)r

o + j, k)ZZ(S(I + M, PGS

I=0 m=0

o( + |, k)ZZé(I + M, PGS

I=0 m=0

M=~ DM~ LM~ I~
Mx EMx EMx @Mw

k
Z P 0 - Z5(I + J, K)ol + m, ).

=0 m=0

Il
o
1l
o

j

Wir betrachten nun die S ummEi=0 o(i + J,k)o( + m,i). Damit deri-te Summand
ungleich 0 ist, muss= | + mundi + j = kgelten. Wendd + m+ | £ k, so sind diese
beiden Gleichungen fur keinerfullt. Wennl + m+ j = k, so erfullt genau := | + m
diese Gleichung. Die Summe ist also O, wérm+ | # k, und 1, wennl + m+ j = k.
Somit gilt

k k k

ZZZ Pl - 250 + j, Kol + m,i) = ZZ p,qmrj(i(l +m+ j, k).

j=0 1=0 m=0 j=0 1=0 m=0
Wieder formen wir(p - (q - 1)), auf den gleichen Ausdruck um, und sehen so, dass
(p--r=p-(q-r).m
SATz 13.18. Sei K ein kommutativer Ring mit Eins, und sei P die Menge aller oly

nome Uber K. Dann istP, +, —, -, (0,0,0, ...),(1,0,0,...)) ein kommutativer Ring mit
Eins.

SATZz 13.19. Sei K ein kommutativer Ring mit Eins, seip(a,, a, a,, ...) ein Poly-
nom tber K, und sei x= (0,1,0,0,...,0). Dann gilt:

(1) X = (0,0, ...,0,1,0,0, ...).

——————————e

i Nuller
2) p= Z a X,

ieNy
a,+#0
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Wir werden die Menge der Polynome tb€mun oft mitK[x] oderK|[t] bezeichnen.
Sobald wirK[t] verwenden, haben wir die Bedeutung von 2 Variablen erklart:

(1) K[t] = {(ap, 8y, ...) € K™ [{i € Nyl a + O} ist endlich.
(2) t=(0,1,0,0,...).

3. Polynomfunktionen

DEFINITION 13.20. SeiK ein kommutativer Ring mit Eins, und spi= Y a * X
ein Element vorK[x]. Dann bezeichen witdie von p induzierte Funktiomit pX und
definieren sie durch
p¥ : K — K '
y — Ziloay.
SATZ 13.21. SeiK ein kommutativer Ring mit Eins, und seien g ¢([x]. Dann gilt
furalley e K: (p- 9®(y) = pX(a*y).

Beweis:Seiy € K. Im Fall p = 0 oderq = 0 ergeben beide Seiten 0, also nehmen wir
an, dasp # 0 undq # 0. Seil := deqg p) undm := degq). Dann gilt

I+m

(P () =) (

k=

S+ J, kP v*

o

3
-1

%
S N

Ma EMB %Ms ™M

6+, kpg Yy

-7
o
I

3 o

8+, kpgyy

o

I+m

P Yy - (Z(s(l +J,k)

T
o

|

:Z pa Yy -1
i=0 j=0

= pY)- (Zq,yi)
i=0

= p¥(y)- g (y)
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4. Teilbarkeit von Polynomen

DEFINITION 13.22 (Grad eines Polynoms). Fiit= (ay, a;, a,, ...) € K[x]\{0} ist der
Gradvon f, degf, jenesn € N, sodass,, # 0 unda, = O fur allei > n. Dann nennen
wir a, denfiihrenden Koeffizienteron f. Wir definieren deg 0= —1.

DEFINITION 13.23. SelK ein Korper, und seieffi, g € K[x].

(1) f teilt g, wenn es eimg € K[x] gibt, sodasg=q- f.

(2) fistirreduzibel UberK (ein irreduzibles Polynom iK[x]), wenn dedf > 1
und fur allea, be K[x] mita- b = f entwederl oderb Grad 0 hat.

(3) fistnormiert wenn es fihrenden Koeffizienten 1 hat.

SaTz 13.24 (Division).Sei K ein Kdrper, und seien f, g K[x]. Wenn f+ 0, so gibt
es genau ein Paaig, r) € K[x] x K[x] mitg=q- f + r unddegr < degf.

DEFINITION 13.25 (ggT inK[x]). Sei K ein Koérper, und seierf, g € K[x], nicht
beide 0. Dann it € K[x] eingrof3ter gemeinsamer Teilgon f undg, wenn folgende
Bedingungen gelten:

(1) d| fundd|g,
(2) Furalleh e K[x] mith| f undh| ggilt degh) < degd),
(3) dist normiert.

Wir bezeichnen den Rest vanbei der Division durchf mit (gmodf). Da das Paar
(g, f) die gleichen gemeinsamen Teiler wie das Réagmodf) hat, kdnnen wir einen
groRten gemeinsamen Teiler mithilfe des Euklidschen Allgotus berechnen.

Wir rechnen dazu zwei Beispiele:
AUFGABE 13.26. Wir berechnen einen grof3ten gemeinsamen Teilerf Mo R[X]
far
f=-8x+4x+6x3-5x"+x°
und
g=4-4x-X+x.

Wir bilden die gleiche Tabelle wie beim Euklidschen Algbntus flr ganze Zahlen
und erhalten:

—8X+4X+6X3 -5 +X° 1 0
4-4x—x2+x3 0 1
—24+ 32x — 10x? 1 -6+ 4X— X2
2 3
-(%)+ 5t (T Hm TR~

Um einen normierten gemeinsamen Teiler zu erhalten, nliaiepen wir die vorletzte
Zeile dieser Tabelle mi%g und erhalten-2 + x als einen gréfl3ten gemeinsamen Teller.
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Aul3erdem gilt

2+X_(11+5x) fa 1+7x+9x2 5x3)
~ 23 2716732 " 32)Y
AUFGABE 13.27. Wir berechnen den gré3ten gemeinsamen Teiler dgnétoke

f=1+x+X

und
g=1+x+x°

in Z,[X]. Wir erhalten
1+x3+x 1 0
1+x+x2 0 1
1+x2 1 X
1 X 1+x3
0

Daher ist 1 ein gro3ter gemeinsamer Teiler, und es gilt
1=x-f+1+x 0

Wir kdnnen also einen grofiten gemeinsamen Teiler mithiéfe Buklidschen Algo-
rithmus bestimmen. Daraus ergibt sich:

SATz 13.28. Sei K ein Korper, und seien f, g K[x], nicht beide0. Dann gibt es
einen grofi3ten gemeinsamen Teiler d von f und g, fur den eg KKx] gibt, sodass
u-f+v-g=d.

SATz 13.29. Sei K ein Korper, seien f, g= K[x], nicht beide0, und sei de K][Xx].
Wir nehmen an, dass es ugv K[x] gibt, sodass d= u- f + v- g. Dann teilt jeder
gemeinsame Teiler von f und g auch das Polynom d.

Beweis:Seih ein gemeinsamer Teiler vohundg. Dann gilth | uf + vg alsoh | d. m

KOROLLAR 13.30. Sei K ein Korper, und seien f, g K[x], nicht beide0. Seien
d,, d, € K[x] beideggTvon f und g. Dann gilt d= d,.

Beweis Nach Satz 13.28 gibt es einen gré3ten gemeinsamen dertan f undg, der
sich alsuf +vgmit u, ve K[x] schreiben lasst. Wegen Satz 13.29dgjilf d. Sowohld,
als auchd haben den maximal moglichen Grad unter allen gemeinsambngon
f undg. Also gilt degd,) = degd). Somit gibt es einv € K, sodassl = ad,. Dad
undd, normiert sind, gilt = 1 und somid = d,. Ebenso gild = d,, alsod, = d,. m

Sei K ein Kdrper. Ein Polynont e K[x] ist irreduzibel GbetK, wenn deg¢f) = 1,
und wenn fur alleh, ge K[t] mit hg= f gilt, dass de¢h) = 0 oder de¢g) = 0. Jedes
Polynom vom Grad 1 ist offensichtlich irreduzibel.

SaTz 13.31.SeiK ein Korper, und seien f, g,& K[x] so, dass f irreduzibel tbeK
ist. Wenn f| gh, so gilt f| goder f]| h.



194 13. POLYNOME

Beweis:Wenn f das Polynong nicht teilt, so gilt ggTf, g = 1. Also gibt esu,v e
K[x] mit1 = uf +vg und somith = ufh+vgh Daf | ufhundf | vgh gilt auchf | h.
[

SATz 13.32 (Zerlegung in irreduzible Polynome$ei K ein Korper, seilrr(K) die
Menge aller normierten, GbeK irreduziblen Polynome in K], sei f € K[x] \ {0},

sei n:= dedf), und sei f der fihrende Koeffizient von f. Dann gibt es genau eine
Funktiona : Irr(K) — N,, sodasdg € Irr(K) | a(g) # 0} endlich ist, und

f=f = 1_[ g9,

gelrr(K)

5. Polynomfunktionen und Nullstellen

Wir erinnern uns, dass fur
f=a,+ax+axX+ - +ax" eK[X]
die vonf auf K induzierte Funktiorf ¥ durch

f£ . K — K
k — ag+ak+ak’+--+ak
definiert ist.

DEFINITION 13.33. SeiK ein Korper, seif € K[x], und seia € K. Die Zahla ist
eineNullstellevon f, wennfX(a) = 0.

SATz 13.34.Sei K ein Korper, sei fe K[x], und seir € K. Dann ista genau dann
eine Nullstelle von f, wennxa | f gilt.

UBUNGSAUFGABEN 13.35.

(1) Zeigen Sie:
Sei K ein Korper, und sef € K[x] ein Polynom mit degf) = 2 und einer Nullsteller € K. Dann ist
f nicht irreduzibel.
(2) Sei K ein Korper. Zeigen Sie, dass jedes Polynom vom Grad 2 odereB Kb das keine Nullstelle irK hat,
irreduzibel uberK ist.
(3) Finden Sie ein nicht irreduzibles Polynom vom Grad 4 iipedas keine Nullstelle i hat und nicht irreduzibel
ist.
(4) Zeigen Sie: jedes irreduzible Polynom tiBehat Grad 1 oder geraden Grad. (Tatsachlich gilt sogar: hed Goder
2, aber das ist viel schwieriger zu zeigen.)

SATz 13.36. Sei K ein Korper, sei ne N, und sei fe K[x] ein Polynom mitleq f) =
n. Dann hat f héchstens n Nullstellen.

Beweis:Wir beweisen diese Aussage durch Induktion nadBie Aussage stimmt flr
n = 1: ein Polynom der Formy,x+ @, hat, wenny; # 0, nur die Nullstelle-a, - (@)™

Wir nehmen nun an, dass=> 1 ist, und dass jedes Polynom vom Gradldchstens
n Nullstellen hat. Wir zeigen, dass dann jedes Polynom vond@ra 1 hochstens
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n + 1 Nullstellen haben kann. Sei dazwein Polynom vom Grad + 1. Wennf kei-

ne Nullstellen hat, dann sind wir fertig, denn“keine Nwdl&n” heil3t natirlich auch
“weniger alsn + 2 Nullstellen”. Wennf zumindest eine Nullstelle hat, dann wéhlen
wir eine Nullstellew. Wir kdnnen dann ein Polynogivom Gradn finden, sodass

f=xx-a)-0.
Sei nurg eine Nullstelle vonf mit 8 # . Dann giltfX(8) = (8 — a) - g¥ (B). Also gilt

0= (B-a)- gk@B). Wegens — a + 0 gilt g“(8) = 0. Das Elemeng ist daher eine
Nullstelle vong.

Da wir angenommen haben, dass jedes Polynom vom Ghathstens Nullstellen
hat, hatg hochstensy Nullstellen. Jede Nullstelle vom ist entweder gleicty oder
unter diesem Nullstellen vong. Somit hatf hochstens + 1 Nullstellen.m

DEFINITION 13.37. SelK ein Korper, seif € K[x]\{0}, und seix € K eine Nullstelle
von f. Wir definieren diavielfachheit der Nullstelle von f als

maxineN : x—a)"| f}.
6. Polynome Uber den reellen und den komplexen Zahlen

DEFINITION 13.38. Wir definierer€ := {(g ‘ab) |a, be R} als dieMenge der komple-
xen Zahlen

LEMMA 13.39. Die MengeC := {(f)l ‘a?) |a, be R} hat folgende Eigenschaften:

(1) Vc,,c,eC:c +c,eC,—¢c, €C,c ¢, eC.
() veeC\((38):ctec.
(3) Vc,,c,eC:cp-C,=C,- Cy.

(C,+, -, (8 8), ((1) ‘f)) ist also ein Korper.

Mit den Abkiirzungere := ((1) 9), i = (2 —01) lasst sich die komplexe Zabg ‘ab) auch

alsax e+ b« i, oder kurzer als + bi schreiben. Es giitt = —1, das Polynonx? + 1
hat also inC die Nullstelleni und —i. Komplexe Zahlen der Forra + Oi bezeichnen
wir auch alsreell.

Fur die Zahlz = a+ bi bezeichnen wiz := a — bi als die zuz konjugiert komplexe
Zahl. Schreiben wir die komplexe Zahk (g—;) als Matrix, so gilz = 7.

SATZ 13.40.Seien z,z,,z € C. Dann qiltZ, +z, = Z, + Z, undZ - Z, = Z; - Z,. Die
Zahlenz- z undz + z sind stets reell.

SATz 13.41 (Hauptsatz der Algebra, Gaul3(1799), Argand (18(89).f ein Polynom
in C[x] mitdeg f) > 0. Dann besitzt f eine Nullstelle € C.
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KOROLLAR 13.42.

(1) Jedes ube€ irreduzible Polynom irC[x] hat Grad1l.
(2) Jedes UbeR irreduzible Polynom ifR[x] hat Grad1 oder?2.

BeweisWir nehmen an, dasknormiertist. (1): Sef € C[x] irreduzibel Ubef. Nach
dem Hauptsatz der Algebra hhtine Nullstellex € C, also giltx — a | f. Somit gilt
x—a = f.(2): Seif € R[x] irreduzibel ibeR. Nach dem Hauptsatz der Algebra
hat f eine Nullstellew € C. Wenna € R, so giltx—a | f, alsof = x - a. Wenn

a ¢ R, so verwenden wir, dass alle Koeffizienten vbmeell sind und folglich gilt:
fC@) =Y, f-@ =", f-a =Y, fa =X, fa = fS%a) = 0= 0. Also gilt

in C[x], dasx— a | f undx —a | f. Somit gilt inC[x], dassx — a)(x — @) | f. Das
Polynomg := (X — @)(X — @) hat nur reelle Koeffizienten. Es git| f in C[x]. Somit
giltauchg| f in R[x] (denn gabe es bei der DivisionR{x] einen Rest 0, ware der
Rest bei der Division it€[x] nicht eindeutig). Es giltalsg= f. m

KOROLLAR 13.43. Sei ne N, und sei fe C[x] ein normiertes Polynom vom Grad n.
Danngibtesnme N, A,,...,A ,eCundVy,..., Vv, € Nsodass

f = ﬁ(x— A)Y
i=1

und v + -+ + Vv, = n.



KAPITEL 14

Eigenwerte und Eigenvektoren

1. Diagonalisieren von Matrizen

DEFINITION 14.1. SeiK ein Korper,n € N, und seiA e K™". Mit h, bezeichnen wir
die Abbildung, die durcin, : K" - K", h,(X) = A- x fiir x € K" definiert ist.

Fur die kanonische Bask von K" gilt also SnA(E, E) = A. Sei nunB eine Basis flr
K". Dann gilt

S, (BB =gTe - AT
WennP die Matrix ist, in deren Spalten die Vektoren der Ba&&stehen, so gilt also

$,.(B,B=P*-A.-P.
DEFINITION 14.2. SeiK ein Korper und sen € N. Mit GL(n, K) bezeichnen wir die
Menge aller invertierbarem x n-Matrizen inK™", Es gilt also

GL(n,K) = {A € K™"| de(A) + 0}.

DEFINITION 14.3. SeiK ein Korper und sen € N. Die MatrizenA, B € K™" sind
ahnlich tber K wenn es eiP e GL(n, K) gibt, sodas® = P~1- A. P. Wir schreiben
dannA ~ B.

LEMMA 14.4. Sei K ein Korper und sei & N. Die Relation~ ist eine Aquivalenzre-
lation auf K™".

SaTz 14.5. Sei K ein Korper, sei & N, und seien A, B K™". Dann sind &quivalent:
(1) A~ B.
(2) Es gibt eine Basis C von'Ksodass §A(C, O =B.
(3) Es gibt eine lineare Abbildung hK" - K" und Basen D, F von ¥ sodass
S,(D,D) = Aund §(F,F) =B.

DEFINITION 14.6. SeiK ein Kdrper, und sen € N. Die Matrix D € K™" ist eine
Diagonalmatrix wenn fur alle, j € {1,...,n} miti = | gilt: D(, j) = O.

Fir die Matrix

a, 0
0 0
0

oY o
o000

197
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schreiben wir oft auch einfach digg, a,, ..., a,).

DEFINITION 14.7. SeiK ein Korper und sem € N. Die Matrix A ist diagonalisierbar
tber K, wenn es eine Matrif € GL(n, K) gibt, sodas®-!- A- P eine Diagonalmatrix
ist.

Eine Matrix ist also diagonalisierbar Ubi€r wenn sie GibeK &hnlich zu einer Diago-
nalmatrix ist.

SATz 14.8. Sei K ein Korper, sei re N, und sei Ae K™". Dann ist A genau dann
diagonalisierbar Gber K, wenn es eine BasisBb,, ..., b)) von K' unda,, ...,A, e K
gibt, sodass fur alle € {1,...,n}: A-b; = A, = b,.

BeweisskizzaennP~1 - A - P eine Diagonalmatrix ist, so gilt
A-P=P.D.

Seienu,, ..., 1, € K so, das® = diagy,, ...,4,), und seierb,, ..., b, die Spaltenvek-
toren vonP. Dann gilt

| | |
A-P=| pu=xb pyxb, -+ pu =Db
| | |

Alsogilt A-b, = u; = b, fari e {1,...,n}.

Wenn(b,, ..., b)) eine Basis ist, sodags:- b, = A, « b, fur allei € {1,...,n}, so gilt
wegen§, (B,B) = gT¢ - §, (E,E) - (T die Gleichung dia@\;, ...,A) = P+ - A- P,
wobeiP die Matrix ist, in deren Spalten die Vektorép ..., b, stehenm

n

2. Eigenwerte

DEFINITION 14.9. SeiK ein Kdrper, sen € N, seiA € K™, und seid € K. Dann ist
A ein Eigenwertvon A :< es gibteirv e K"mitv £ O undA-v = A % V.

SATz 14.10. Sei K ein Korper, sei e N, A€ K™ A € K. Dann sind aquivalent:

(1) Aist ein Eigenwert von A.
(2) detA « E — A) = 0.

DEFINITION 14.11. SeK ein Korper,n € N, A € K™". Wir bezeichen die Matrix
C =t E - Ain K[t]™" als diecharakteristische Matrix von And

Cy:=de(t«E-A)

als dascharakteristische Polynom von A



2. EIGENWERTE 199
Wir berechnen als Beispiel das charakteristische PolynemMatrix
1 -1 1
A= 12 -7 12].
10 -5 10

A={{1,-1,1},{12,-7,12},{10,-5, 10}
{{1,-1,1},{12,-7,12},{10, -5, 10}}

MatrixFormA]
1 -1 1
12 -7 12
10 -5 10

CC =t x IdentityMatriq3] — A
{-1+1t,1,-1},{-12,7+1t,-12},{-10,5,-10+ t}}

MatrixForm{CC]

-1+t 1 -1
=12 7+t =12
-10 5 -10+t

c = Def{CC]
—5t —4t% + 3

Somit erhalten wic, = t3 — 4t? — 5t als das charakteristische Polynom \an

SATZ 14.12. Sei K ein Korper, ne N, A € K™", und sei g das charakteristische
Polynom von A. Dann gilt fir alle & K: c,“(x) = det(x = E, - A).

SATz 14.13. Sei K ein Korper, sei re N, A € K™, und sei g = ¢, + Ctt + -+ +
c, ,t" ! + c t" das charakteristische Polynom von A. Dann gilt:

(1) Das charakteristische Polynom von A ist ein normiertesiraty vom Grad n,
es giltalso g = 1.

(2) Fur alle A € K gilt: A ist ein Eigenwert von A= A ist eine Nullstelle von ¢

(3) c,X(0) = ¢, = (-1)"detA).

(4) Cn—l = - Zin:]_ A(|1 I)

KOROLLAR 14.14. Sei K ein Korper, sei re N, A € K™". Dann hat A hochstens n
Eigenwerte.

SAaTz 14.15. Sei K ein Korper, sei & N, und seien A, B: K™" &hnlich. Dann haben
A und B dasselbe charakteristische Polynom.
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3. Eigenvektoren
DEFINITION 14.16. SeK ein Korper, sen € N, A € K™, und seil ein Eigenwert
von A. Dann istv ein Eigenvektor von A zum Eigenwart< v+ 0 undA-v = A x V.
Der Eigenraunvon A zum Eigenwerd ist definiert durch

E(AQ) :={xe K"[A-x=AxXx].
Der Eigenraum vorA zum Eigenwert ist also genau der Nullraum vons: E| — A,
wobeiE, die n x n-Einheitsmatrix ist.
Wir bestimmen nun die Eigenvektoren von
1 -1 1
12 -7 12|.

10 -5 10

A=

A={{1,-1,1},{12-7,12,{10,-5,10}
{{1,-1,1},{12,-7,12},{10, -5, 10}}
MatrixForm{A]

1 -1 1
12 -7 12 }
10 -5 10
Eigenvaluepi]
{5,-1, 0}
B1 = 5 x IdentityMatrix 3] — A
{{4,1,-1},{-12,12,-12},{-10,5, -5}}
E1 = NullSpac¢B1]
{{0,1,1}}
B2 = (-1) % IdentityMatriq{3] - A
{{-2,1,-1},{-12,6,-12},{-10,5, -11}}
E2 = NullSpac¢B2]
{{1,2,0}}
B3 = 0 x IdentityMatrix 3] — A
{{-1,1,-1},{-12,7,-12},{-10,5, -10}}
NullSpacé¢B3]
{{-1,0,1}}
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Wir erhalten also, dass in den Spalten der Matrix

01 -1

- [ 12 0 ]

10 1

eine Basi®B vonR? steht, die aus lauter Eigenvektoren vdbesteht. Es gilt
P1.A.P =diag5,-1,0).
Dadiag5,-1,0) = ShA(B, B), lasst sich diese Gleichung auch als
eTe- S, (E. BTz =S,(B,B

schreibenB st also eine Basis, beztiglich dgrdurch eine Diagonalmatrix dargestellt

werden kann.

DEFINITION 14.17 (Vielfachheit von Eigenwerten). S€iein Korper,n € N, A €
K™" ‘und seil ein Eigenwert vorA.

(1) Die algebraische Vielfachheit voliin A, p,4(A, 1), ist die Vielfachheit der
NullstelleA im charakteristschen Polynogq vonA.

(2) Die geometrische Vielfachheit vonin A, pg.(A, 1), ist die Dimension des
Eigenraum$£E(A,A). Es gilt alsmgeo(A,)L) = dim(E(A,Q)).

SATz 14.18. Sei K ein Korper, ne N, und seien A,Be K™" &hnlich tber K.
Dann haben A und B die gleichen Eigenwerte, und fur alle Bigete A von A gilt
#alg(A1A) = ﬂalg(B1A) undﬂgeo(AlA) = ﬂgeo(BlA)'

Beweis:Wegen Satz 14.15 habénund B das gleiche charakteristische Polynom und
folglich die gleichen Eigenwerte mit jeweils den gleichégedraischen Vielfachhei-
ten.

Sei nunA ein Eigenwert vom, und seiP € GL(n,K) so, das!-A-P = B. Wir
betrachten die Abbildung : E(B,A) » K", x » P-x. Wennx € E(B,), so gilt
A-pX) =A-P-Xx=P-B-Xx=P-(A%X) = A% (P-X) = A% ¢(X). Also gilt o(x) € E(A,A).
Die Abbildunge¢ ist wegen der Regularitat vda injektiv. Also wird eine Basis von
E(B,A) auf eine Folge linear unabhangiger VektoreikiA, A) abgebildet. Es gilt also
dim(E(B,2)) < dim(E(A, 1)), und somilpgeo(B,)L) < Hged AL ).

Genauso kann mamy, (A, 1) < pg.(B,A) begrinden, also ist die geometrische Viel-
fachheit vom in Aund inB gleich.m

Wir berechnen die Eigenwerte und ihre Vielfachheiten fiérMiatrix F = (2 —41).
0 -1
4 4

p = Detft « IdentityMatrix{2] — F]
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4 — 4t +t2

Factofp)

(=2 +1)?

(* Bestimmen der geometrischen Vielfachheit *)
NullSpacé¢2 = IdentityMatri{2] — F]

{-1,2}}

Somit hat~ den Eigenwert 2, und es gl (2, F) = 2 undyg (2, F) = 1.

SATz 14.19. Sei K ein Korper, re N, A € K™" und seil ein Eigenwert von A. Dann
gilt rgegd, A) < g4, A).

Die geometrische Vielfachheit ist also hdochstens so graf3dms algebraische Viel-
fachheit.

Beweis:Sei (b, ..., b) eine Basis vorE(a, A), und seierb, ,, ..., b, € K" so, dass
B = (b, ..., b,) eine Basis vorK" ist. Dann gilt

A0 ..0
M:=§ B,B=| 00 A
0 Y

fir passende MatrizeK, Y, wobei der linke obere Block einkex k-Matrix ist. Wir
berechnen nun das charakteristische PolynomwWamK{[t]. Es giltc,, = de{t+E—-M).
Durch Entwickeln nach der ersten Spalte (und “Induktionhridy sehen wir, dass es
ein Polynonr gibt, sodass,, = (t — 1) r. Also ist die algebraische Vielfachheit von
A in M mindesteng. Wegen Satz 14.5 il ahnlich zuA, und wegen Satz 14.18 gilt
danng, (M) = py (A). Also gilt p, (A) = k. m

LEMMA 14.20. Sei K ein Korper, ne N, A € K™, sei me N, und seiem,, ..., A,
paarweise verschiedene Eigenwerte von A. $Set lE(A,A)), ..., U, € E(A,A,,) SO,
dassy+u,+---+u, =0 Danngilty =u,=---=u,=0.

DEFINITION 14.21. SeK ein Korper, und sep € K[x]. Das Polynonp zerfallt tber
K in Linearfaktoren< es gibtme Ny, « e K, 4,,...,A,, € K, e, ..., &, € N, sodass

p= aﬁ(x— 2)8.
i=1

SATz 14.22. Sei K ein Koérper, re N, A € K™, Dann sind aquivalent:

(1) Aist tber K diagonalisierbar.
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(2) c, zerfallt Gber K in Linearfaktoren, und fiir jeden Eigenwgnon A ist die
geometrische Vielfachheit gleich der algebraischen &atiheit.

4. Abschatzungen fur die Eigenwerte

DEFINITION 14.23. Sekz = a+ bi € C. Dann definieren wir deBetragvon zdurch

I := vV a%+ b2

Esgiltalsold = Va2 + b? = Vz = de(("g,1 —;’)).

LEMMA 14.24.Seien z,z, € C. Dann gilt|z, - z,| = |z)| - Iz,] undlz, + z)| < |z| + |Z)|.

SATz 14.25 (Gerschgorin, 1931Bei Ae C™", und seil € C ein Eigenwert von A.
Dann gibt es ein E {1, ..., n}, sodass

A=A DI = D IAG, ]I
i=1
j#i

Dieser Satz liefert auch eine Abschétzung fur den BetradNddistellen eines Poly-
noms. Dazu brauchen wir folgenden Begriff.

DEFINITION 14.26. SeiK ein Korper, und sef = f,+ fit + - + f_t"1 +t" ein
normiertes Polynom vom Gradin K[t]. Dann ist die Matrix

00 ..0 —f
10 ..0 -f
B(fy:=| 0 1 ~ : -f,
o 0 :
00 ..1f,

die Begleitmatrix von f

SATz 14.27. Sei K ein Korper, und sei £ KJt] ein normiertes Polynom vom Grad
n. Dann ist das charakteristische Polynom dex n-Matrix B(f) gleich f; es gilt also

Ca(fy = f.

KOROLLAR 14.28. Sei f € CJ[t] ein normiertes Polynom vom Grad n, und set xC
eine Nullstelle von f. Dann gilt:

(1) X = max(Ifyl, 1+ [f,], ..., 1+1f D).
(2) M = max(1, 275 1f,D.
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5. Beweis des Hauptsatzes der Algebra

In diesem Kapitel geben wir einen Beweis dafur an, dass jedggiomf e C[t] mit
degf) > 1 eine Nullstellex € C besitzt. Dazu brauchen wir drei Lemmata aus der
Analysis.

LEMMA 14.29.Sei f = fy+ .- + f _;t"1 +t" € C[t] ein normiertes Polynom vom
Gradn= 1, seiMe R mitM > 0, und sei xe C. Wenn|x| > 1und

n-1
M>>I+ M,
i=0

so gilt| fE(x)| > M.

LEMMA 14.30 (Formel von de Moivre (1667-1754)%ei z= a + bi = (g-ab) e C.
Dann gibt esre R mitr = Oundy € [0, 27), sodass

(a—b) =1 x (095{@ —sin(cp))
ba)™ sin(p) cogy) |
Fir alle ne N gilt dann

_ N cogng) — sin(ng)
Z'=r *(sin(nw cosng) )

KOROLLAR 14.31.Sei ze C,ne N. Es gibt ein xe C mit X" = z.

LEMMA 14.32 (Satz vom Minimum)Sei f eine stetige Funktion vé? nachR, sei
R e R, und sei K:= {(x,y) € R?: [I(x, Yl = R}. Dann gibt es eirtx,, ) € K, sodass
far alle (x,y) € K gilt: f(xy,¥p) = f(X,y).

Beweis des Hauptsatzes der Algebra (Satz 133di)f = f,+ ft+---+f _,t"1+t"ein
normiertes Polynom i€[t] mit deg f) > 0, und sen := deqd f). Wir werden zeigen,
dassf eine Nullstelle besitzt.

SeienR € R, Q : R? - RundK ¢ R? gegeben durch
R = (T Ifl) +3Ifyl+ 2,
Q : R?-R, XY+ fSx+iy),
K = {(X,y) e R?|x* +y* < R?}.

Wegen Lemma 14.32 nimn@ auf der MengeK ein Minimum an; seix,, y,) eine
Stelle, an de@Q aufK minimal ist. Es gilt nun

Q(0,0) = If(0)l = If,l.

Wennx? +y? = R2, so giltix + yil = R > maxd, (X5 If) + 21f,| + 1), und folglich
wegen Lemma 14.29

QX Y = IfEx+yi)l > 21f| + 1.
Also gilt [x,+Y, il < R; die Stelle, an de® sein Minimum auK annimmt, liegt also im
Inneren des Kreisds, und das Minimum voi® aufK ist sogar ein globales Minimum
von Q aufR?.
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Sei nunz, := X, + Y, i, und seig € C[t] definiert durch
gt) := f(t + 7).

Wir wissen nun, das&,y) — |gf(x + yi)| an der Stellg0, 0) ein lokales Minimum
besitzt. Wir schreibeg als

g= by + bt + b, ,t< L +t",
wobeik := min{j € {1,...,n}: bj + 0.
Wennb, = 0, so giltg®(0) = 0. Dann giltf®(z,) = 0, und somit haf eine Nullstelle.
Wir betrachten nun den Fall, dalgg+ 0. Sei nurc € C so, dass

Wir bilden nunh € C[t] durch
1
h(t) := —g(c- ).
b0

Wir wissen, dass auctx,y) ~ |h®(x + yi)| an der Stellg0, 0) ein lokales Minimum
besitzt, und dasis®(0) = 1. Wir berechnen nun das PolyndmEs gilt

ht) = — - (b, + b t* + Z b,c't))

1
b j=k+1
b _ N bcl .
=1+ K(=byb)t"+ Lt
bO 0™~k j;%;l bO

Seienhy, hy, ..., h, die Koeffizienten vorh. Dann gilth, = 1 undh; = —b,b,. Also ist
h, eine negative reelle Zahl. Sei= —h,, und sez € C. Dann giltae R, a > 0, und

h°@I=11-a%+ > hz|

j=k+1

<l-a2+ ) |2

j=k+1

=[1-aZ+2d* 14 > Ihlizi=>,

j=k+1

Wennl|Z < 1, so gilt

W@l <11-aZi+1214- > Ih.

j=k+1
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Wir nehmen nun an, dageine reelle Zahl mit &< z < 1, und, faIIsZ?=k+1|hj| + 0,

a . . . . . .
auchz < ——— ist. Weiters nehmen wir an, dazs -+ ist. Dann ist 1- a Z eine

n {a
23" Ihyl
j=k+1
positive reelle Zahl, und es qilt:

”W@Nsu—airuzhg

a
=l-aZ+Z =
az + 5
a
=1-_%&
2
<1

Daher nimmtF(x,y) := [h(x + yi)| an der Stellg0, 0) kein lokales Minimum an, im
Widerspruch zur Wahl voiix,, y,) als Minimum vonQ. Der Fallb, # 0 kann also
nicht eintretenm



KAPITEL 15

Homomorphismen zwischen Vektorraumen

1. Der Rang einer Matrix

Wir erinnern uns, dass der Rang einer Matkixk(A), als die Dimension des Zeilen-
raumsZ(A) von A definiert ist.

SATz 15.1. Seien m, re N, und sei Ac K™", Dann giltdim(Z(A)) = dim(SA)).

Beweis:Seir die Dimension des Spaltenraums vanund seiera,, ..., a, € K™ die
Spalten vonA. Dann gibt es wegen Ubungsbeispiel 6.51R< i, < --- < i, €
{1,...,n}, sodas$a1.l, air) eine Basis vorg(A) ist. Sei

| I
| I

eine Matrix, in deren Spalten die Vektoren dieser Basissstdist einemx r-Matrix.
Da sich jede Spalte vof als Linearkombination voa, , ..., 3 ausdriicken lasst, gibt
es eine MatribC € K™", sodass

(15.2) A=B-C.

Aus der Gleichung (15.1) sieht man, dass jede ZeileAeme Linearkombination der
Zeilen vonC ist. Also liegt jede Zeile vorA im ZeilenraumZ(C) von C. DaC genau
r Zeilen hat, gilt dindZ(C)) < r, und somit diniZ(A)) < r. Insgesamt gilt also fir die
Matrix A, dass diniZ(A)) < dim(SA)).

Wir haben also bewiesen, dass fur jede Matrix die DimensemnZkilenraums hdch-
stens so groR wie die Dimension des Spaltenraums ist. Esgpliauch diniZ(A")) <
dim(S(A")), und somit dingS(A)) < dim(Z(A)). =

KOROLLAR 15.2. Sei A eine nx n-Matrix, und sei re N. Dann sind aquivalent:

Q) r < rk(A).
(2) Esgibti < --- <i, e{l,...mund j < --- < |, € {1,...,n}, sodass die
r x r-Matrix B, die durch

B, k) := A, j,)
definiert ist, regular ist.

207
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Beweis:(1)=(2): Seien did,, ...,i.-te Zeile vonA linear unabhangig, und s€i die

r x n-Matrix, die nur aus diesen Zeilen besteht. Die Ma@ixat den Rang, daher
besitzt sier linear unabhangige Spalten; die Indizes dieser Spaltéerig,, ..., j,.
(2)=(1): WennB regular ist, so sind dig, ..., i,-te Zeile vonA linear unabhéngig, also
giltrk(A)=r. m

2. Homomorphismen zwischen Vektorraumen

DEFINITION 15.3. SeietJ,V Vektorraume Uber dem Korpét, und seh: U - V.

(1) hist genau dann eilomomorphismuggenauerK-Vektorraum-Homomor-
phismu$vonU nachV, wennh eine lineare Abbildung vod nachV ist, also
wennh(u, + u,) = h(u,) + h(u,) undh(a * u) = a * h(u) fir alleu, u,, u, € U,

a € K gilt.

(2) hist genau dann eiMonomorphismusvennh ein injektiver Homomorphis-
mus ist.

(3) hist genau dann ei&pimorphismuswennh ein surjektiver Homomorphis-
mus ist.

(4) hist genau dann eilsomorphismusvennh ein bijektiver Homomorphismus
ist.

(5) h ist genau dann eiEndomorphismysvennh ein Homomorphismus und
U=Vist.

(6) hist genau dann eiAutomorphismusvennh ein Isomorphismus und =V
Ist.

DEFINITION 15.4. SeierJ,V Vektorrdume tber dem Koérpét, und seih : U - V
ein Homomorphismus. Dann definieren wir déern von hdurch

kerth) := {u e U | h(u) = 0}.
Wir definieren daBild von hoderlmage von hdurch
im(h) := {h(u)|u e U}.

LEMMA 15.5. Seien U,V Vektorrdume Uber dem Koérper K, und seith —» V ein
Homomorphismus. Dann ist der Kern von h ein Unterraum vonndl,das Image von
h ein Unterraum von V.

SATz 15.6. Seien U,V VektorrAume uber dem Kdorper K, und seil —» V ein
Homomorphismus. Dann gilt:

(1) hist genau dann injektiv, werker(h) = {0}.
(2) hist genau dann surjektiv, wetm(h) = V.

SATZz 15.7. Seien m, re N, sei A eine nx n-Matrix tber dem Korper K, seijt K" -
K™ X+ A-Xx, und sei NA) der Nullraum von A. Dann gilt

(1) kerth,) = N(A).
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(2) im(hy) = S(A).
(3) Der Rang von A ist die Dimension van(h,).

SATZ 15.8. Seien m, re N, sei A eine nx n-Matrix Uber dem Korper K, seijt K" —
K™ x A-x Dann sind aquivalent:

(1) h, ist injektiv.
(2) dim(N(A)) =0
(3) Die Spalten von A sind linear unabhangig.

SATZz 15.9. Seien m, re N, sei A eine nx n-Matrix uber dem Korper K, seijx K" -
K™ x+~ A-x Dann sind aquivalent:

(1) h, ist surjektiv.
(2) rk(A) = m.
(3) Die Zeilen von A sind linear unabhéangig.

UBUNGSAUFGABEN 15.10.
Beachten Sie in den folgenden Ubungsbeispiel, ob wir diésBzises Vektorraums als Menge (wie etwa in Kapitel 11 und in
Lemma 11.7) oder als Folge (wie etwa in Definition 6.18) arseh

(1) SeienJ,V Vektorraumeh ein Homomorphismus vod nachV, und seiB eine Teilmenge vob). Zeigen Sie, dass
die lineare Hille des Bildes vdB gleich dem Bild der linearen Hiille vdBist, also das&(h[B]) = h[L(B)].

(2) SeienJ,V Vektorrdumeh ein Monomorphismus vod nachV, und seiB eine linear unabhangige Teilmenge von
U. Zeigen Sie, dass auch das BiiB] linear unabhangig ist.

(3) SeienU,V Vektorraumeh ein Isomorphismus vod nachV, und seB eine Basis votJ. Zeigen Sie, dass auch das
Bild h[B] eine Basis voWV ist.

(4) Seierd,V Vektorraumeh ein Homomorphismus vad nachV, und seien, ..., u, € U so, dassu,, ..., u,) linear
abhéangig ist. Zeigen Sie, dagguy), ..., h(u,)) linear abhé&ngig ist.

SaTz 15.11. Sei(b,, ..., b) eine linear unabhangige Folge von Vektoren irfy Kind
sei(y,, ..., ;) eine Folge von Vektoren im"K Dann gibt es einen Homomorphismus
h: K" — K™ sodass tb) =y, firallei e {1, ..., n}.

Beweis:Wir bilden eine Basi8 = (b,, ..., b, b4, ..., b)) vonK". Dann definieren wir
eine lineare Abbildundg durch

h(v) := A- (W,

wobeiA die mx n-Matrix ist, in deren Spalten die Vektorégy,, ..., ,,0, ..., 0) stehen.
Wegen Satz 9.10 isteine lineare Abbildung, und sie bildet die die Vekto(ep ..., b)
auf die gewiinschten Werte ab.

Es gilt dannS (B, E) = A, und wir erhalter§ (E, E) durch
S(E,E)=S,B,E)-gT- =A-P 1,
wobeiP die Matrix mit den Vektorertib,, ..., b,) in den Spalten ism

Wie in Kapitel 11 sehen wir nun eine Basis vdrals eine Teilmenge vad (und nicht
als Folge von Vektoren aus) an.
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SATz 15.12. Seien U,V Vektorrdume Uber dem Korper K, sei B eine Basis von U
und sei f eine Funktion von B nach V. Dann gibt es genau einenddworphismus
h:U -V, sodass tb) = f(b) fir alle be B.

Beweis:Wir definieren die Relatioh durch
h:= {(Z Ab) = b,Z A(b) = f(0))|T ist eine endliche Teilmenge vaiA : T - K}.
beT beT

Dann isth funktional, ein Homomorphismus, uri, = f. Wir zeigen als erstes, dass
h eine Funktion ist. Seien dady, T, endliche Teilmengen voB, und seid : T, - K,

u: T, - Kso,dass
D Ay xb= )" u(b)=b.

beT; beT,
Wir bilden nun eine Abbildung, : T, UT, —» K durchA,(t) := At) firt € T,
und A, (t) := 0 furt € T, \ T,. Genauso erweitern wjt und bilden eine Abbildung
My T, UT, » Kdurchy,(t) := w(t) firt € T, undy, (t) := 0 furt € T, \ T,. Dann gilt

> M0sb= > wm)«b.
beT,UT, beT,UT,
Also gilt ZbeTIUTz(/M(b) — (b)) = b = 0, und folglich wegen der linearen Unabhangig-
keit vonB aucha, = y,. Also gilt
Z A(b) = f(b) = Z#(b) « £(D).
beT; beT,

Die Relationh ist also funktional.
Wir zeigen nun die Homomorphismuseigenschaften. Es gilt

hO AWM xb+ Y u) xb) =h( > @Ay(b) + py(0)) + b)

beT, beT, beT,UT,
= D> Ay + py (b)) + f(b)
beT,UT,
- Z A(b) = f(b) + Z,u(b) « f(b)
beT; beT,
= h(Z A(b) = b) + h(Z u(b) * b).
beT; beT,

Dabei sindaA,, 4, wieder die Erweiterungen voh und u wie oben. Die Eigenschaft
h(a * v) = a = h(v) zeigt man genauso.

Sei nunb € B. Dann gilth(b) = h(1 = b) = 1« f(b) = f(b), also gilthl; = f. =

KOROLLAR 15.13. Es gibt eine Abbildung hR — R, die hx+Yy) = h(x) + h(y) fur
alle x,y e R und (1) = 1 erfullt, und die nicht gleich der identischen Abbildung auf
R ist.
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Beweis:Wir sehenR als Vektorraum tbe) mit der Vektorraummultiplikation: :
Q xR - R, g=r := gr an. Wir erweitern{1} zu einer Basis voiR UberQ. (Diese
Basis erhalt man, indem man mithilfe des Zornschen Lemmaesjm Beweis von
Satz 11.8, eine maximale linear unabhéngige Teilm@&igen R mit der Eigenschaft
1 € B auswahlt.) Nun definieren wif : B - R durch f(1) := 1 und f(b) := O fur
b € B\ {1}. Wir kbnnen nunf zu einem HomomorphismusvonR nachR erweitern.
Diese Abbildungh ist nicht die identische Abbildunas

UBUNGSAUFGABEN 15.14.

(1) Seih:R - R eine stetige Abbildung, dib(x +y) = h(x) + h(y) fir alle X,y € R erfiillt. Zeigen Sie, dass fir alle
x € R gilt: h(x) = h(1) - x.
(2) * Seih: R - R eine Abbildung, dig(x +y) = h(x) + h(y) undh(x - y) = h(x) - h(y) fiir alle X, y € R erfillt. Zeigen
Sie, das$ entweder die Nullabbildung oder die identische Abbildusty i
SATZ 15.15. Seien U,V Vektorrdume tber dem Koérper K, und seuh— V ein Iso-
morphismus. Dann ist die Abbildung'hebenfalls eine lineare Abbildung, und somit
ein Isomorphismus vonV nach U.

Beweisskizzawir zeigen nur, dask! additiv ist: Seiera, be V, und seix := h™(a),
y := h™i(b). Dann gilth(x +y) = h(x) + h(y) = a+ b, alsoh™*(@a+ b) = x+y =
h-%(a) + h-%(b).

DEFINITION 15.16. SeierJ,V Vektorraume tber dem Koérpét. Die Vektorraume
U,V sind genau danisomorph wenn es einen IsomorphismosU — V gibt.

SATz 15.17.Seien U,V Vektorrdume tber dem Korper K, sei B eine Basis vomt)
sei C eine Basis von von V. Dann sind U und V genau dann isomaeasin B und C
gleichméchtig sind.

BeweisskizzdJbung 15.10(3) und Satz 11.28.

3. Faktorraume

DEFINITION 15.18. SeV ein Vektorraum Uber dem Korpét, und seiU ein Unter-
raum vonV, und sew € V. Dann definieren wir

w+U :={w+ulueU}

und
VIU :={v+U|veV].

DEFINITION 15.19. SeV ein Vektorraum Uber dem Korpét, und seiU ein Unter-
raum vonV. Dann definieren wi# unds* durch

v+U)+w+U):=v+w)+U

und
ax(V+U):=(av)+U
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fur allev,we V unda € K.

Wir Uberlegen uns, dassunds* wohldefiniert sind, das heifl3t, dass die Relai{i(am+

U,w+U),(V+w) + U)Iv, w e V}, die ja eine Teilmenge vofV /U xV/U) x V/U ist,
eine Funktion vorv/U x V/U nachV/U ist.

DEFINITION 15.20. SeV ein Vektorraum Uber dem Korpét, und seiU ein Unter-
raum vonV. Dann istV/U,+,—,0 + U, %) ein Vektorraum UbekK.

UBUNGSAUFGABEN 15.21.
In den folgenden Beispielen igtstets ein Vektorraum, urld ein Unterraum voiv.

(1) Zeigen Sie, dass die Relatie,, die durchv ~, w:& v—w e U definiert ist, eine Aquivalenzrelation aufist.
(2) Zeigen Sie, dass fir die im Beispiel 1 definierte Relatignund fiir jedess € V gilt: v/~ = v+U.
(3) Zeigen Sie, dass fur die im Beispiel 1 definierte Relatigngilt: V/U ist gleich der Faktormengé/~,, .

SATZ 15.22. Sei V ein Vektorraum Uber dem Korper K. Seign.v,v,, € V und
Uy, ...,U,inU so, dassv,+U, v,+U, ..., v, +U) eine BasisvonV/U istun@,, ..., u,)
eine Basis von U ist. Dannist8B (v,, ..., V., U, ..., U, eine Basis von V.

VAN
Beweis Wir zeigen zunachst, das¥sc L(B). Sei dazuw € V. Wegenw + U € V/U
gibtese,, ..., q,, € K, sodass

m
Zai*(vi+U):W+U.
i=1
Also gilt
m
(Zaivi)+U —w+U.

i=1
Es gibt also eiru € U, sodass

O V) +u=w+0,
i=1
Daue U, gibtesg,, ..., 8, € K, sodassi = )}, 5, u;. Also gilt

m n
W= Z:aivi + Z'Bi u;,
i=1 i=1

und dahew € L(B).

Um zu zeigen, dasB linear unabhangig ist, wahlen wi, ..., @, B;, ....8, € K so,

dass
m n
Z v, + Z:,Biui =0.
i=1 i=1

m

Z“i\’i eU,

i=1

Dann gilt
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also

m
Dlap(v+U)=0+U.
i=1
Da(v, +U,...,V, +U) eine Basis voiV/U sind, gilta; = --- = «,, = 0. Also gilt
>, B u =0, und daher sind wegen der linearen Unabh&ngigkeitugn.., u,) auch
alleg; gleich 0.m

KOROLLAR 15.23.Sei V ein Vektorraum uber K, und sei U ein endlichdimensemal
Unterraum von V, sodass V/U ebenfalls wieder endlichdimeas$ist. Dann ist V
endlichdimensional, und es gilt

dim(V) = dim(V/U) + dimU.

Dieser Satz gilt auch fur unendlichdimensionale VektaméuAllerdings missen wir
dazu erst erklaren, wie fur unendlichdimensionale Vekiame Gleichungen der Form
dimU) + dim(V) = dim(W) zu lesen sind. Zunachst missen wir dimn definieren,
wennU keine endliche Basis besitzt. Wir definieren dinndann als die “Kardinalitat”
(Machtigkeit) einer Basis vod . Wegen Satz 11.29 sind alle Basen gleichméch-
tig. Allerdings fehlen uns noch die Objekte, diese Machgitgdn, also etwiN| = N,
IR| = 2%, ... zu beschreiben. Dazu kann midardinalzahlereinfiihren, die man dann
auch wirklich addieren kann (siehdd&lmos, 1976).

Eine formal weniger aufwandige Sichtweise, der Gleichungld)+dim(V) = dim(W)
eine definierte Bedeutung zu geben, ist, diese GleichungimésAbkirzung fur fol-
gende Behauptung zu sehen:

Es gibt BaserB vonU, C vonV und D von W, sodas® gleich-
machtig zuB x {0}) U (C x {1}) ist.

SATz 15.24.Sei V ein K-Vektorraum, und sei U ein Unterraum von V. Wennnig ei
Basis B und V/U eine Basis C hat, so hatV eine Basis, die gitgichtig zuBx{0}) U
(C x {1}) ist; es gilt alsodimU) + dim(V/U) = dim(V).

4. Der Homomorphiesatz
SaTz 15.25 (HomomorphiesatzBeien V und W Vektorrdume, und sei h eine lineare
Abbildung von V nach W. Sei l+ ker(th). Dann ist die Abbildung

H: VU — W
v+U +— h(v)

wohldefiniert. Die Abbildung H ist auRerdem ein Isomorphiswon V/U naclm(h).

Anstelle “Dann ist die Abbildung [...] wohldefiniert” kannan sagen: “Dann ist die
RelationH = {(v+ U, h(v))|v € V} eine Funktion vorv /U nachW.”
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KOROLLAR 15.26.Seien V, W Vektorraume tber K (nicht notwendigerweise @mndli
dimensional), und sei h eine lineare Abbildung von V nach \ahrDgilt

dim(im(h)) + dim(ker(h)) = dim(V).

Beweis:SeiU := kerh). Wegen Satz 15.24 gilt
dimV/U) + dimU) = dim(V).
DaV/kenh) isomorph zu inth) ist, gilt also
dim(im(h)) + dim(ker(h)) = dim(V).

SATz 15.27 (Rangsatz)Sei A eine nx n-Matrix Uber K. Dann giltdim(N(A)) =
n —rk(A).

Beweis:Wir betrachterh, : K" - K™ x = A-x. Dann gilt keth,) = N(A), und
dim(@im(h,)) = dim(§A)) = rk(A). Da K"/ kerth,) isomorph zu inth,) ist, sind die
Dimensionen gleich. Es gilt also— dim(N(A)) = rk(A). =

SATz 15.28 (Erster Isomorphiesatzpeien U,V beide Unterraume des Vektorraums
W. Dann sind die beiden Faktorraume W/N V) und(U + V)/V isomorph.

Beweis:Wir betrachten die Abbildung

h: U — U+WV/V
u — u+V.

Die Abbildungh ist surjektiv auf(U + V)/V, und es gilt keth) = U N'V. Somit gilt
nach dem Homomorphiesatz (Satz 15.25), dasker(h) isomorph zuU + V)/V ist.
[

KOROLLAR 15.29. Seien U,V beide endlichdimensionale Unterrdume des \fektor
raums W. Dann gildimU +V) = dimU) + dimV) — dimU N V).

Fir unendlichdimensionale Unterraume kann man diesera&adan(U +V)+dimU N
V) = dimU) + dim(V) formulieren, und beweisen, indem man eine B&iwnU NV
Zu einer Basi€ vonU und einer Basi® vonV erweitert, und beobachtet, dd38/ D
eine Basis voty +V ist, und|C U D| + |C N D| = |C| + |D] qgilt.

LEMMA 15.30.SeienV,W Vektorraume, sei h ein Epimorphismus von V nacimv, u
sei U ein Unterraum von W. Dann gilt

dim({x e V |h(x) € U}) = dim@U) + dim(ker(h)).

Beweis:Wir wéahlen eine Basi8 vonU. Dann wahlen wir aus jedefm![{b}] genau
ein Element aus, und wir fassen diese Elemente in einer MAngesammen. Die
Einschrankundl, ist also injektiv, unch[A] ist eine Basis voll. Dann ist kegh) U A
linear unabh&angig und eine Basis Vore V | h(x) € U}.
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WennV endlichdimensional ist, kann man Lemma 15.30 auch mit dematoorphie-
satz zeigen: Seb : V - W/U, ¢(v) = h(v) + U. Dann gilt kety) = {x € V | h(x) € U}.
Also gilt
dim(ker(y)) + dim(@im(y)) = dim(V) = dim(ker(h)) + dim(@im(h)),
und somit
dim(ker(y)) + dim(W) — dim(U) = dim(ker(h)) + dim(W),

woraus dintker(e)) = dim(ker(h)) + dim(U) folgt. m
SaTz 15.31. Seien k,I,me N, sei K ein Kdrper, seien A,AA, € K und sei
B € K™, Dann gilt:

(1) rk(A- B) < min(rk(A), rk(B)).

(2) (Sylvesters RangungleichungjA - B) > rk(A) + rk(B) — I.

(3) rk(A; + A) < rk(A)) + rk(A,).
(4) k(A + A) = rk(A) — rk(A,).

Beweis:(1) Es gilt rkA-B) = dim(im(h, g)) = dim(im(h,  hg)). Nun giltim(h, o hg) C
im(h,), also dinfim(h, © hg)) < rk(A).

Weiters gilt fir jeden Homomorphismuysund fir jeden VektorraurK, dass dimp[X]) <
dim(X). (Das gilt etwa, weil dinap[X]) + dim(ker(p)) = dim(X).) Also gilt dim(im(h,°
hg)) = dim(h,[im(hg)]) < dim(im(hg)) = rk(B).
(2)
dim(@im(h, o hg)) = m— dim(ker(h, ° hy))
m— dim({x € K™ hg(x) € kerth,)})
m— dim({x € K™ hg(x) € kerth,) N S(B)})
m - (dim(kerthg)) + dim(kerth,) N S(B)))
m— dim(kerhg)) — dim(kerth,))
m— (m—dim(@im(hg))) — (I — dim(im(h,)))
rk(B) + rk(A) — I.
(3) Wegen inth,,g) € im(h,) + im(hg) gilt dim(@im(h,,z)) < dim(im(h,) + im(hg)) <

dim(im(h,)) + dim(im(hg)) = rk(A) + rk(B). (4) rk(A) = rk((A + B) + (-B)) =< rk(A +
B) + rk(=B) = rk(A + B) + rk(B), also rkA + B) = rk(A) — rk(B). m

v 1 (I

5. Zerlegung von Vektorraumen in direkte Summen

DEFINITION 15.32. Wir definieren die Summe der Unterraudye..., U, des Vektor-
raumsV durch

n
Up+U,+ -+ U= uly e U firallei e (1, ..., ni).

i=1
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Besonders interessant ist eine solche Zerlegung, weniesiel Element der Summe
eindeutig in Komponenten, die in den einzeltgiegen, zerlegen lasst.

DEFINITION 15.33. Seieftd,, ..., U, Unterraume des Vektorrauris Der Unterraum
U ist genau dann didirekte SummeonU,, ...,U,, wenn

U=U,+---+U,,
(2) fur jedesu € U gibt es genau eigu,, ...,u) € U; x --- x U, sodassi =
Uy + - + Uy

WennU die direkte Summe vod,, ..., U, ist, so schreibenwid = U, 4 --- + U,..

SATZ 15.34.Seien Y, ..., U, Unterraume des Vektorraums V, und seitJU, + U, +
--- +U,. Dann sind aquivalent:

(1) Fur jedes ue U gibt es genau eiiu,, ...,u) € U; x --- x U, sodass u=
Uy + -+ + Uy
(2) Fur jedesie {1, ..., n} gilt

unu,+---+U_,+U, , +--+U) =1{0}
SATZ 15.35.Seien U, Y, ..., U, Unterraume des Vektorraums V. Wir nehmen an, dass

U=U,+ - +U,, und dass fir jedesd {1, ..., n} die Menge Beine Basis fir Uist.
DannistB U --- U B, eine Basis flr U.

Folglich ist die Dimension einer direkten Summe gleich dem&e der Dimensionen
der Summanden.



KAPITEL 16

Die Jordansche Normalform

1. Einsetzen von Matrizen in Polynome

DEFINITION 16.1. SeK ein Kdrpern € N, und seiA € K™". Seip = 3, pt' € K[t].
Dann definieren wip(A) durch

Dabei istA° := E_, A" := A™1. Afurallen e N.

SATz 16.2. Sei K ein Korper, ne N, sei Ae K™, und seien p, g KI[t]. Dann gilt
PA) - G(A) = (PA(A).

Beweis:Der Beweis von Satz 13.21 kann mgit= A Gbernommen werdem

UBUNGSAUFGABEN 16.3.

(1) SeiAeinen x n-Matrix tberK, und seierp, q € K|t]. Zeigen Sie, dass fur die Matrizéh:= p(A) undC := §(A)
gilt, dassB-C =C- B.

SATZ 16.4 (Satz von Cayley-HamiltonfSei K ein Korper, ne N, sei Ae K™, und
seic= Y, %t € K[t] das charakteristische Polynom von A. Dann i) = O.

Beweis:SeiC :=t « E, — A, und seiB := C%. Die Matrix B hat als Eintrage Polynome
in K[t] vom Grads n - 1. Es gibt also MatrizeB, B,, ..., B_; € K™", sodass

B:tO*BO+t1*Bl+---+tn_1*Bn_1.

Da
c 0 O 0
0c O 0
B-C=|0 0 - 01,
0 0 . C

217
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gilt
10 0 0
» |01 o0 0
(16.1) B-C:Z(()fit')* 00 - 0 )
i=0 : .. :
00 ... .. 1

Sei nun furi € {0,...,n} die Matrix D; definiert durchD; := ¥ = E,. Aus Glei-
chung (16.1) ergibt sich
n
B-C= ) t«D,
i=0

also
n-1 ' n .
O t«B) (txE,-A) = Y t'+D,.
i=0 i=0
Es gilt
n-1 ' n-1 ' n . n-1 .
DB - k(B A = (Ztl « Bj_l) —( t« (B -A))—to* (By- A)
i=0 i=0 j=1 i=1
n-1

=t (<By- A)+ (Y 15 (B, — B A) + "5 B .

[y

Folglich giltD, = —B,-A, furallei € {1,...,n-1} gilt D, = B,_; -B;-A,undD, = B ;.
Wir berechnen nuo(A). Es gilt

n

&A) = Zyi « A
i=0
n
= DA
i=0
n-1 n-1
=-By-A+ > B A - > B -AM4B A
i=1 i=1
=-By-A+B,-A-B_,-A"+B_, A"
= 0.

n
UBUNGSAUFGABEN 16.5.

N =
|
=

(1) Berechnen Sie die MatrizeBy, B, B, aus dem Beweis von Satz 16.4 fur die Mathix=

IS

],und

|
w
© O

weisen Sie nach, das$, - A, B, — B, - A, B; — B, - AundB, Diagonalmatrizen sind.
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2. Zerlegung in invariante Unterraume

In diesem Kapitel bezeichnen wir fir eine MatAxe K™" den Endomorphismus, der
x aufA - x abbildet, stets mi,.

DEFINITION 16.6. SelV ein Vektorraum, und séi : V — V ein Endomorphismus.
Ein UnterraunlJ vonV ist h-invariant:< h(U) c U.

LEMMA 16.7. Sei K ein Korper, re N, A e K™ und pe K[t]. Sei B:= p(A). Dann
ist N(B) ein h,-invarianter Unterraum von V.

Beweis:Seiu € N(B). Dann giltp(A) - u = 0. Nun gilt

degp) _
PA - A-uy=() pxA)-(A-u)

i=0

degp)

:(Z b *Ai+1)_u
i=0
degp)

:A-(Z pxA)-u

=A-B-u
=A-0
=0.

DEFINITION 16.8. SeiK ein kommutativer Ring mit Einsn,n € N, A € K™™,
B € K™, Dann definieren wir diém + n) x (m+ n)-Matrix A & B durch

Al O

Ao B-= 0 B

SaTz 16.9. Sei K ein kommutativer Ring mit Eins, mgnN, A € K™™ B € K™,
Dann giltdetA & B) = detA) - de{B).

Beweis Induktion nachm. Wennm = 1, so entwickeln wir nach der ersten Zeile und
ALD| O

erhalten de ) =A(1,1)-detB) = detfA) deiB).

0 B
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Wennm = 2, so erhalten wir durch Entwickeln nach der ersten Zeile

detA® B) = ) AL i)-de((A® B)*')

i=1

= ZA(l, i) - de(A! @ B).

i=1

Nach Induktionsvoraussetzung ist der letzte Ausdruclchlei

D AL D) - detA) - detB) = detB) - > A(l, i) detA*)
=1 i—1

= de{(B) de(A).
|

SATz 16.10 (Zerlegung einer Abbildung auf invariante Unterrainseien m, re N,
sei K ein Korper, und sei & KMWXM™n Sejen U und V Unterrdume vor™K mit
folgenden Eigenschaften:

(1) U ist m-dimensional mit Basis B= (u,, ..., U,).

(2) V ist n-dimensional mit Basis B= (vy, ..., V).

(3) U und YV sind beide frinvariant.

(4) K™" ist die direkte Summe von U undV, alseV¥ = K™"und UNV = {0}.

Seig, := (hy)l, die Einschrankung vonjraufU, und sei A:= S, (By, B).
Seig, := (hy)l, die Einschrankung von,feuf v, und sei A:= S, (B, B).
SeiB=(u;,...,U, vy, ..., V).

Dann qilt:

(1) B ist eine Basis von R™", und es gilt

(2) Fur die charakteristischen Polynome gilt & Ca, - Ca,-
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Beweis:(1) Seiv e K™", und seiv)g =: (a4, ..., ¢y, By, ---,B,). Dann gilt

ha(v) = hA(Zm: @ + Zn:ﬁivi)

ajha(u) + Zﬁ. ha(%)

a ZAl(j u) + . 1ﬁi(ZlA2(j1i)Vj)
i= i=

ZA(] Dau; + > (O A DBV,

i=1 j=1 i=1

L 00 EMB

1l
iy

J

Also gilt

(hA(V))B = 0 A2 : ﬁr:

By
(2) DaA &ahnlich zuShA(B, B) ist, haberA und ShA(B, B) das gleiche charakteristische
Polynom. Es gilt also

Al o
cy=delt+E,, - ol A )
t*Em—Al‘ 0

=de t+E —A, |

=deit«E, - A) delt = E, - A)
= CAl CAZ.
]

Eine Zerlegung des charakteristischen PolynomsA/irteilerfremde Faktoren liefert
eine Zerlegung im,-invariante Unterraume:

SaTz 16.11. Sei K ein Korper, ne N, A € K™" und seien p,ge K[t] so dass
pg = c, undggT(p, 0 = 1. Sei B := p(A) und B, := §(A), und seien Y := N(B,) und
U, := N(B,) die Nullraume von Bund B,. Dann sind | und U, zwei h-invariante
Unterraume von K, und K" ist die direkte Summe von Wnd U,.
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Beweis:Wegen Lemma 16.7 sind, undU, beideh,-invariant. Wir zeigen nui"
U, + U,. Sei dazw € K". Seiena, be K[t] mitap+ pg= 1. Dann gilt

@p(A) + (bagy(A) = 1(A),
also A A
@p(A) + (bg(A) = E,
und somit A A
@p)(A) - x+ (bg)(A) - X = Xx.
Nun gilt (A) - (afp)(A) ‘X = aA) - c:fA(A) - X. Wegen des Satzes von Cayley-Hamilton
(Satz 16.4) ist,(A) = 0, also gilt(ap)(A) - x € U,. Genauso giltbg)(A) - x € U,.

Wir zeigen nun, dass die ngme direkt ist: $e&i U, ﬂAUZ. Dann giltx = (ép)(A) X+
(ba)(A) - x = &A) - PA) - X+ b(A) - §(A) - x = &A) -0+ bA)-0=0.m

UBUNGSAUFGABEN 16.12.

1) Sei
30 -24 -29 -1
5 -2 -5 0
37 28 3 1
—241 -200 -250 -7

Das charakteristische Polynom vérist c, = (t2 — 5t + B)(t + 4)2.
(a) Benutzen Sie diese Zerlegung \gn um h,-invariante Unterraumé; undU, mitR* = U; +U,, U; # (0},
U, # {0} zu finden.
(b) Finden Sie BaseB,, B, vonU,; undU,.
(c) Bilden Sie aus den Vektoren v@; undB, eine BasisB vonRR*, und berechnen St, (B, B).
(2) SeiA e K™ und seiem, q e K[t] so, dasgpa)(A) = 0 und ggTp, g = 1. Zeigen Sie, dass der Spaltenraum von
P(A) gleich dem Nullraum vor(A) ist.
(3) SeiA einen x n-Matrix mit A2 = A. Zeigen Sie, das&" = N(A) 4+ SA).

A:=

-4 -2 0
(4) SeiA € R3 gegeben durch = ( -2 4 -4 ] Esgiltc, = (t - 2)(t + 4)2.
-1 5 -6

(a) Bestimmen Si&); = N(A -2 E)undU, = N((A+ 4« E)?).
(b) Finden Sie aus der Darstelluag) - (t — 2) + b(t) - (t + 42 = 1 MatrizenA;, A, € R, sodass fir alle
x € R¥gilt: Aj-x € Uj, Ay-x € Uy, Ay - x + A, - X = x. (Hinweis: Verwenden Sie Mathematica und
Pol ynomi al Ext endedGCD[ p, q, t].
(c) Berechnen Sie Basen fiir den SpaltenraumApuand vonA,.
(5) SeiA € K™ und seierp, g € K[t] mit p|g. Zeigen Sie, dass damMi(§(A)) c N(P(A)). Gilt auch die Umkehrung?

3. Die Hauptraume einer Matrix

DEFINITION 16.13. SeiA € K™", seid € K ein Eigenwert vonA, und seie die
algebraische Vielfachheit voh in A. Dann ist derHauptraum von A bezuglich,
U(A,Q), definiert als der Nullraum vofA — A = E_)°.

Wir untersuchen jetzt diese Hauptraume, und dazu als erdpetente Matrizen.

DEFINITION 16.14. SeiK ein Korper,n € N, und seiA € K™". Die Matrix A ist
nilpotent wenn es eirk € N gibt, sodasé\ = 0.
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UBUNGSAUFGABEN 16.15.

In den folgenden Beispielen ikt ein Korper,n € N, undA, Be K™",

(1) Zeigen Sie, dass fiir alla € Ny gilt: N(A™) < N(A™1).

(2) Zeigen Sie: Wenm € N so ist, dasdN(A™) = N(A™1) s gilt N(A™) = N(A)) fir alle j = m.

(3) Zeigen Sie: weni nilpotent ist, so isA" = 0. (Die Zahln ist das Format der Matrix).

(4) Seix € K", und sek € N so, dassAk - x = 0. Seic,(t) = t€- r(t), sodass das Polynont(t) nicht teilt. Zeigen Sie,
dassA® - x = 0. Hinweis: FUr p(t) := t®- r(t) und furq(t) := tk gilt P(A) - x = §(A) - x = 0. Was bedeutet das fur
h=ggT(p,9?

(5) SeienA, Bnilpotent und so, dass- B = B - A. Zeigen Sie, dasA + B nilpotent ist.

(6) SeiAnilpotent. Zeigen Sie, dads, — A invertierbar ist.

Wir berechnen nun das charakteristische Polynom eineoteifgen Matrix.

LEMMA 16.16. Sei me N und sei Ae K™™. Wir nehmen an, dass es&k N gibt,
sodass A= 0. Dann gilt g, = t™.

Beweis:SeiE := E_, und sek so, das#\* = 0. Es gilt

k=1 k-1 k=1
t+E—A)- (Z =D Ai) _ Ztk—i « Al Ztk—(i+1) « AtL
i=0 i=0 i=0
=K A0 — 104 AK
=t+ E.

Also gilt dett « E — A) - de( X<tk « A) = tkm Es gilt alsoc, |t“™. Wegen der
Eindeutigkeit der Zerlegung von Polynomen in irreduzibéktéren (Satz 13.32) ist
jeder Teiler vont“™ von der Format" mit o € K\ {0} undr € {0,...,.km}. Da Ca
normiert ist und Graan hat, gilt alsoc, =t™. m

KOROLLAR 16.17. Sei K ein Korper, me N, A € K™™ und seid € K so, dass
A — A« E nilpotentist. Dann gilt g = (t — )™

Beweis: g = dett«E—-A) =de{((t—-V)+E-(A-AxE)) =C, -V =@t-1)".m
Nun kdnnen wir die Dimension der Hauptraume bestimmen.

SATZ 16.18. Sei K ein Korper, re N, und sei Ac K™". Sei) € K ein Eigenwert von
A mit algebraischer Vielfachheit e, und sei:d N((A — A = E)€) der Hauptraum von A
zum Eigenwerl. Sei h:= h,, also h(x) = A- x fur alle xe K". Dann gilt:

(1) U ist h-invariant.

(2) Es gibt einen h-invarianten Unterraum V vof,kodass R=U + V.

(3) dmU) = e.

(4) Sei B, = (uy, ..., u,) eine Basis von U, sei := hl;, und sei A := §,(B, B)).
Dann gilt G, = (t = Q)&

Beweis:(1) Furp = (t—-2)° gilt p(A) = (A-2A«E)®. Wegen Lemma 16.7 ikt = N(P(A))
h-invariant.



224 16. DIE JORDANSCHE NORMALFORM

(2) Wir schreibernc, als (t — A)° - g, sodasg — A das Polynonq nicht teilt. Wegen
Satz 16.11 gilkK" = U + N(§(A)), also leisteV := N(§(A)) das Gewlinschte.

(3) Seid := dim(U), und seB, = (u,, ..., uy) eine Basis volU. SeiB,, = (v, ..., V,_y)
eine Basis volV. SeiA, := §, (B, By) undA, := §, (B, B,). Wegen Satz 16.10 gilt

(16.2) Ca = Ca, Ca -

Wir zeigen als nachstes:
(16.3) (A, -2=Ey°=0.
Dazu beobachten wir, dass fir:= hl, — A = id, gilt: A} — 2« Ey = S,(By;, By). Wir
wissen, dass fur alee U qilt:
(A = A5 E®- (05, = (S,(By, By)®- (W,

=(popo oo )y
=((h=Axidga) oo (=L xidgn) (9)g

= ((A-A=E)°- x)BU.

Dax € N((A - A = E))®), gilt insgesamtA, — A = E,)° - (x)BU = (O)BU = 0. Also gilt
fur alley € K9 dass(A; — A = Ey®-y = 0, und somit gilt(A; — A = E;)® = 0. Das
beweist (16.3). Wegen Korollar 16.17 gilt also

(16.4) Cp, = (£ =),

Wegen (16.2) giltt — 1)%c,. Da die Vielfachheit der Nullstellg in c, gleicheist, gilt
d=<e

Wir zeigen nurd = e. Nehmen wir dazu an, dads< e. Dann gilt wegen (16.2), dass
t —Aauchc, teilt. Folglich istA ein Eigenwert vorh,. Seiw = (W;, ..., W, o) € Kn-d
ein Eigenvektor vorA,, und seix € V so, dass(x)BV = w. Dann gilt (A - X, =
(h(x))Bv = %lv(Bv, B))wW=A w=2A1xwW= A*(X)BV = (PL*X)BV. Also gilt A-x = A %X,

x ist folglich ein Eigenvektor vorA zum Eigenwerfd. Daraus ergibt sickx € U.
Insgesamt liegk also inU NV. Wegen (2) gilt danx = 0, im Widerspruch dazu, dass
w als Eigenvekto# 0, und somit aucl # O ist. Es gilt alsal = e. Somit haben wir (3)
bewiesen.

(4) folgt nun aus (3) und Gleichung (16.4.

SATZz 16.19. Sei K ein Kdrper, ne N, A e K™". Wir nehmen an, dass, ¢iber K in
Linearfaktoren zerfallt. Seiene N, A, ...,A, e Kund g, ...,6 € Nso, dass

o= -1,
i=1
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und dieA, alle verschieden voneinander sind. Sei:d N((A — A, = E)%) der zuA,
gehdrende Hauptraum von A.

Dann ist K' die direkte Summe dephnvarianten Unterraume ..., U,.

Beweis:Wegen Satz 16.18 ist jedeb h,-invariant. Sei nuiJ := U, + --- + U,. Wir
zeigen, dass diese Summe sogar direkt ist. Sei dazyl,...,r}, und seiu € U, N

(Y u)

Wennj # i, so giltU; = N((A - /\j)ei). Seiq € K|[t] definiert durchg := c,/(t — A,)8.

Wegen(t — 1))% |q gilt U; ¢ N(§(A). Insgesamt gilt dahery© U; ¢ N@(A)).
j=1
j#i
Wegen Satz 16.11 gilt; N N(§(A)) = {0}. Also giltu = 0.
U ist also die direkte Summid, + --- + U,. Nun gilt dimU) = Y{_, dim(U;). Nach
Satz 16.18 gilt also di) = >;/_; e = n. Folglich gilt alsoU = K". m

4. Nilpotente Endomorphismen

DEFINITION 16.20. SeV ein Vektorraum, und set : V — V ein Endomorphismus.
Der Endomorphismug ist nilpotent wenn es eirk € N gibt, sodass fur alle € V

¢V = o0 (v)=0.

LEMMA 16.21. Sei K ein Korper, re N, sei Ae K™ und seil ein Eigenwert von A
mit algebraischer Vielfachheit e. Sei I N((A - A = E)®). Seip : U —» U definiert
durche(u) := A-u— A« U, alsop = h,l, — A *id,. Dann iste nilpotent auf U.

Beweis:Seiu € U. Es gilte®(u) = (A—2A+E )% -u= 0, weiljau e N(A-21xE,)°). ®

Es folgt nun ein typisches Beispiel fur einen nilpotented&mnorphismus. Set € N
undB = (b,, ..., b)) eine Basis flr den Vektorraub), und seip eine Abbildung mit
e(by) = b, 4, pb, ) =b, 5, ..., ¢(b,) = by, p(b)) = 0. Dann gilty® = 0 undg®* + 0.
Die Matrixdarstellung vorp hat folgende Form:

010
00 1
SB.B=|i :

oo .’
oOrocoo

00
00
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DEFINITION 16.22. SeK ein Kérperm € N, und seil € K. Die mx m-Matrix

A1 0 .. 0
oA 1 ...0
J=[: w0
000 - 1
000 .. 2

mit J[i,i] = Afari e {1,...,mpundJ[i,i + 1] = 1 furi € {1, ..., m- 1} heil3tJordan-
kastchen zu vom Format mSie wird mitJ(A, m) abgeklrzt.

DEFINITION 16.23. SeV ein Vektorraum Uber dem Korpét, und seiU ein Unter-
raum vonV. Die Folge(v,, ..., Vv,) von Elementen aug ist eine Basis von V modulo
U, wenn(v, +U, ..., Vv, +U) eine Basis des Faktorraundgu ist.

LEMMA 16.24.SeiW ein Vektorraum Uber dem Korper K, und seien U,V Untengu
von W mitUc V. Wir nehmen an, dasgv,, ..., w,) eine Basis von W modulo V ist,
und(vy, ..., V,) eine Basis von V modulo U. Dann ist,, ..., W, Vv,, ..., V) eine Basis
von W modulo U.

Beweisskizzeihnlich wie Satz 15.22
UBUNGSAUFGABEN 16.25.
(1) SeienUy c U; C --- ¢ U, = U Unterraume vorJ, und sei fur jedes € {1,...,n} die Folge(d ;, ..., ;) eine

Basis vonU; moduloU;_;. Zeigen Sie, dast, ;,.... by 1), 051, .-, 05 21 -+ Bygs -+ By jn)) €iNE Basis voru,
moduloUj ist. Hinweis: Lemma 16.24 und Induktion nach

SATz 16.26 (Normalform fir nilpotente Endomorphisme®ei ne N, sei U ein n-
dimensionaler Vektorraum uUber K, und sei: U — U ein nilpotenter Endomor-
phismus. Dann gibt es eine Basis B von U, eied, und m,...,my € N, sodass
m +---+my=nund

S,(B,B) = J(0,m) ® JO,m) & - & J(0, my).

BeweisskizzeSeiU, := {0}, und sei fun € {1, ..., n} der UnterrauntJ; definiert durch
U = ker(¢').

Dann gilt wegen Ubungsbeispiel 16.15 (3), deigs= U, undU, c U, c U, C -+ C
u,=U.

Wir bilden nun fur jedes € {n,n-1,...,0} eine Basis vorJ, auf folgende Weise:
Zuerst wahlen wia(n) € N, und

(Xn,]_’ ey )(n’dn))
als Basis vortJ, moduloU, _,.



4. NILPOTENTE ENDOMORPHISMEN 227

Als nachstes konstruieren wir eine Basis n, moduloU_ , folgendermafien: Die

Vektorenp(x,,), ..., (X, 4n) liegen inU, _;, weil fur allek € {1,...,an)} die Glei-
chunggo”‘l(go(xn,k)) = ¢"(X,,) = 0 gilt. Wir zeigen als nachstes, dass

(€(%0) + Up 21 -1 906, ) + Up )
eine linear unabhangige Folge dus /U, _, ist. Sei dazu

a(n)
Z A (@06, ) +U, ) =0+U, .
i=1

Dann gilt

a(n)

DA e, ) €Uy,

=1
also wegenp"?[U,_,] = {0}

an)

gDn_l(Z Aj % Xn,j) =0.
=1

Folglich gilt
a(n)
Z/\j * X, € U, ;.
j=1
Da(X, 1, ---» %, an) €iN€ Basis votJ, moduloU, , ist, giltalsoA, = --- =4, = 0. Da

also(e(%,,) + Uy 5, ..., (X am) + Un_z) eine linear unabhangige Folge aus,/U_ ,
ist, gibt esa(n — 1) € Ny und(X_; 4, -+, X, 1 4n_1)) AUSU,,_;, SOdass

(QO(Xn,l)’ o @K )y Xno11s e Xn—l,a(n—l))
eine Basis votJ,,_; moduloU, _, ist.

Nun vervollstandigen wir

("X 2)s s SOZ(Xn,a(n))’ P(Xy_1,1)s "'!‘p(Xn—l,a(n—l)))

MitX, 51, -+ X, 2an_p ZU €iN€r Basis vob, , moduloU, _,. Durch Fortfihrung dieser

Konstruktion erhalten wir Basen fiir jedgsmoduloU;_, miti € {1, ..., n}.

Mit Lemma 16.24 und Induktion kann man nun zeigen, dass machdvereinigen

aller dieser Basen eine Ba®8syonU erhalt, die so aussieht:

Xngr oo Xn,an)
OXn1)s - O(Xn amy)s Xog1r oo X-Lan-1)
902(Xn,1)’ ey SDZ(Xn,a(n))’ eXy11)s e QO(Xn—l,a(n—l))’ X210 -+ o Xh-2.an-2)
()Dn_l(xn’]_)’ MRS} ()Dn_l(xn,an))’ QDn_Z(Xn_]_’]_)! AR} Qon_z(xn_l’a(n_l)), ......

Xq10

N



228 16. DIE JORDANSCHE NORMALFORM

Wenn wir diese Basis nun so ordnen, dBss

B = (" (Xy1)s - 9062 Xa1,

‘)Dn_;(xn,e(n))’ AR} Qo(xnye(n))’ Xn,an);
P Kg)s - @K1 1) X0

‘pn_z(xn—l,a(n—l))’ e (X1 an-1))s Xn-1.an-1)

X1,1’
X1 ),
so gilt
S,(B,B) =
a(n) an-1) al)

Somit hatSw(B, B) die gewlinschte Fornm

UBUNGSAUFGABEN 16.27.

(1) Seip ein Endomorphismus vovt - V, und seiB eine Basis volV mit SP(B, B) = J(0, n). Berechnen Sie fir jedes
i € N, eine Basis von kép'), und die Dimension von kep').

(2) Seienmy,...,my € N, sein := Zid=]_m, und seip : R" - R", p(X) := (J(O,m) & --- & J(0,m)) - x. Berechnen
Sie dimker(y)), und fur allei € N die Dimension von kep'). Verwenden Sie zum Ausdriicken des Ergebnisses die
Zahlak) := I{j € {1, ...,d} Imy = k}|. Die Zahla(k) gibt also die Anzahl der Jordankéstchen der Dimenkian.

18 -22 1 -11

18 -22 1 -11

8 -9 2 -8

-4 5 0 2

(a) Bestimmen Sidl(A%), N(A?2), N(A).

(b) Bestimmen Sie eine Basi von N(A%) moduloN(A2).

(c) Vervollstandigen Si¢A - v|v € B;} zu einer Basid, von N(A2) moduloN(A).

(d) Vervolistandigen Si¢A-w|w € B,} zu einer Basi®; von N(A).

(e) Ordnen Sie die Vektoren B, U B, U B; passend zu einer Badssan, sodassnA(B, B) eine®-Summe von
Jordankastchen ist.

(3) (Mathematica) SeA =

73 -1 0O 0 O o 3 10
-34 -2 -1 0 O 2 -2 -6
1221 -9 3 0 0 -6 53 172
(4) (Mathematica) Seh = —?1’522 _1?? _11 ?) (1) _52 _15: _;Z)G . Finden Sie eine BasiB desR8,
1355 -11 3 0 O -6 58 190
292 -4 0O 0O O o 12 40
-584 8 0O 0 0 0 -24 -80

sodas@lA(B, B) die Summe von Jordankastchen Kinweis: A = 0.
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5. Die Jordansche Normalform

DEFINITION 16.28. Seil einen x n-Matrix tber dem KoérpeK. J ist in Jordanscher
Normalformwennek e N, a4, ..., ¢, € K (nicht notwendigerweise verschieden) und
m, ..., m € N gibt, sodass

J=Ja,m) & - & I, m).

SATZ 16.29 (Existenz einer &hnlichen Matrix in Jordanscher Nfonm). Sei A eine
n x n-Matrix tiber dem Korper K. Wir nehmen an, dass das charatische Polynom
von A Uber K in lauter Linearfaktoren zerfallt. Dann gibt @eeeMatrix J € K™" in
Jordanscher Normalform und eine Matrix®GL(n, K), sodass A=P-J-PL.

Beweis:Seic, = IT]_,(t —1)% mitA,, ..., A, paarweise verschieden. Wegen Satz 16.19
ist K" die direkte Summe der Hauptrautdg, ..., U, vonA.

Wir finden nun fur jeden Hauptraub) eine BasisB,, sodass fiip := h,|, die Matrix
S,(B;, B) eineg x g-Matrix in Jordanscher Normalform ist. Sei dagzu= ¢ — A xid, .
Wegen Lemma 16.21 igt nilpotent aufU,. Also gibt es wegen Satz 16.26 eine Basis
B,vonU;,d e Nundm,,...,m; € N, sodass

(B, B)=J0m) & --- & IO, my).
Also gilt

S¢(Bi, Bi) = ‘](Aia ml) S-S ‘](Aia md)
SeiJ, := S,(B, B).
Satz 15.35 erlaubt nun, die Basgp B,, ..., B, zu einer Basi$ vonK" zusammenzu-
hangen. Dann gil§, (B,B) = J,; & --- & J,. Wenn wir in die Spalten der Matrik die
Vektoren audB schreiben, so gila = P- 31A(B, B-Plm

UBUNGSAUFGABEN 16.30.

-4 -2 0
(1) Finden Sie eine zA = [ -2 4 -4 ]ahnliche Matrix in Jordanscher Normalform. Astliagonalisierbar?
-1 5 -6
(2) Die Folge(x,)ncy iSt gegeben durchy = X, = X3 = 1, X,3 = 6X,,0 — 12X,1 + 8%, firn = 1. FUrA :=
0
Xn4 X
( 0O 0 1 )gilt also alsdxné) =A". (é)
8 _12 6 Xn+3 3

(a) Bestimmen Sie eine Matrikin Jordanscher Normalform und eine MatBxsodas81-A-B = J.

(b) Bestimmen Sie einen Ausdruck fiit.

(c) (Mathematica) Bestimmen Sie daraus einen AusdrucR¥ur

(d) (Mathematica) Bestimmen Sie einen Ausdruck fiir derear&intrag vorA™ 1 . @) also furx,,. (Lésung:

24 (P — Tm+ 14).)

-30 -24 -29 -1

. L -5 -2 -5 0 | . o

(3) Finden Sie eine z& = [ 37 o8 36 1 J ahnliche Matrix in Jordanscher Normalforne, (= (t —

-241 -200 -250 -7

3)(t — 2t + 432).
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SATz 16.31 (Eindeutigkeit der Jordanschen Normalfor®gieny,, ..., . 5,, ....5, €
K (nicht notwendigerweise verschieden), und seign.mm,,n,,...,n, € N so, dass
die Matrizen A und B, die durch

A Ja, m) @ -+ & I, M,
B JB,Nn) @ - dIB,N)
definiert sind, ahnlich sind. Dann gilt k |, und es gibt eine bijektive Abbildung

m:{l,...,k > {1,...,1}, sodass fur alle £ {1, ..., k} gilt: ¢; = B,;, und m =n,,.

Beweis:Da A und B ahnlich sind, gibt es wegen Satz 14.5 einen Endomorphismus
¢ : K" - K" und Baser®, B’ von K", sodassA = S,(A",A) undB = S,(B,B). Sei
F:=S,E,E).

Seic. das charakteristische Polynom vBnEs giltc. = c, = Cg, also

k |
[ J=apm™ =] ]a-8)m.
i=1 j=1

Seiena,, ..., A, die verschiedenen Eigenwerte der Matfix Es gilt dann wegen der
Eindeutigkeit der Faktorisierung des PolynocpgSatz 13.32) firr jedes e {A,, ..., A, }:

cer Yy

wobeie die algebraische Vielfachheit vonin F ist. Wir werden nun eine Bijektion
mofiefl,.. Kle, =24} - {j €{1,....1}|8; = A} finden. Sei dazii,, ..., i} := {i
{1,....Ke=A4Lund{j, ..., j} :={] €{1,....1}|1B; = A}

SeiU der Hauptraum vok zu A. Durch Auswahl einer passenden Teilfolge der Basis
A’ vonK" erhalten wir eine Basi&” vonU, sodass

S¢|U (AN’ A//) — J(A’ ml) D P J(A’ ms)

Ebenso erhalten wir durch Auswahl einer passenden Tedfotgn B’ eine BasisB”
vonU, sodass

S‘P'U(B”’ BN) = J()ka n.l) DD J()ka mJt)

Firu € N seia(u) die Anzahl derv € {1,...,s} mit m = u Genauso sdi(u) die
Anzahl derv e {1, ..., t} mit n, =u.

Wir berechnen nun fir € {1,...,n} die Dimension von ketel, — A * id,,)"). Sei
Y= ¢ly, — A xidy. Esgilt

dim(kery')) = > j-a)+ ) i-a().
=1

j=i+l
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Es gilt also
i-1

dim(kery)) — dim(ker/' ™) = > j-a)+ > i-a()- . j-a)- Y i -1-ag)
=1 i=i

j=i+1 j=1
= Z a(])
j=i
Insgesamt gilt also
(dim(kery")) — dim(kery'™))) — (dim(kery'*4) — dim(kenw'))) = a().

Genauso gilt aber auch(i) = (dim(ker(wi)) - dim(ker@p“h)) — (dim(kery'1)) —
dim(ker(;b‘))). Insgesamt qilt als@(i) = b(i) fur allei € {1,...,n}. Somit sind die
Folgen(ml, ms) und(njl, n.t) bis auf die Reihenfolge gleich. Daraus erhalten
wir die Bijektionr,.

Durch Vereinigen det, erhalten wir schlieBlictr. m

6. Das Minimalpolynom einer Matrix

DEFINITION 16.32. Sen € N, K ein Kdrper, und seA € K™". Jedes Polynom von
minimalem Grad in

M := {p e K[t]| P(A) = 0,dedp) = O, pist normiert
ist einMinimalpolynom von A tber K

SATZ 16.33.Seine N, K ein Kérper, und sei &2 K™", Sei ge K[t] so, das§(A) = 0,
und sei m ein Minimalpolynom von A Gber K. Dann gilgm

KOROLLAR 16.34. Sei ne N, K ein Kdrper, und sei A& K™". Dann besitzt A genau
ein Minimalpolynom tber K. Sei jrdas Minimalpolynom von A lber K, und segj c
das charakteristische Polynom. Dann gilf ).

SaTz 16.35. Sei ne N, K ein Korper, und sei A& K™". Dann sind &quivalent:

(1) Aist Uber K diagonalisierbar.
(2) Es gibt r € N und paarweise verschiedeng,...,A, € K, sodass m =
IT_,(t = A)).

Beweisskizze(1)=(2): SeiA = P-D - P! mit P € GL(n, K). Seir die Anzahl der
verschiedenen Diagonalelemente \@nund seieny,, ..., a, diese Diagonalelemente.
Dann gilt 0 = my(D) = diagm,*(e,), ..., My (a,)). Also gilt my;¥(e;) = O fir alle

i €{1,...,r},und folglichIIj_,(t —e;)Imy. Dap := [1j_;(t — ;) die Gleichung(D) = 0
erfallt, gilt my|p. Also gilt my = p. Da fir jedes Polynong € K]t] die Gleichung
4(A) = 0 genau dann gilt, wengD) = 0, erhalten wim, = m,.
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(2)=(1): Seip, := ]—[ t-2)= tTA)k- . Wegen gcdp,, ..., p,) = 1 gibtesu,,...,u €
=1 '

J#l
K[t] mit ¥i_, pu; = 1. SeiU; der Spaltenraum vop,(A), und sei, :=t — A,. Dann gilt
fiir allex € K", dass 0= 0- x = My(A) - x = [.(A) - B(A) - x, und folglichU; c E(A,1.).
Wegenx = >, B(A)-(GA)-X) =X gilt K" cU; +---+U, CEA L)+ +E(AQ).
Somit erhalt man eine Basis védl, die nur aus Eigenvektoren vénbesteht. Wegen
Satz 14.8 isA also diagonalisierbam
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Der Dualraum eines Vektorraums

1. VektorrAume von Homomorphismen

DEFINITION 17.1. SeierV,W Vektorraume Uber dem Korpég. Mit Hom, (V, W)
bezeichnen wir die Menge aller Homomorphismen VomachW.

Furg,h € Hom(V,W) sindg+h :V - W,v gVv) + h(vyunda «g:V - W,
V > a x g(v) wieder Homomorphismen. Mit diesen Operationen ist HomW) ein
Vektorraum UbeK.

SATz 17.2. Seien V,W endlichdimensionale Vektorraume tber dem Kdfpaenit
dim(V) > Ounddim(W) > 0, sei B= (v,, ..., V,) eine BasisvonV und € (w,, ..., W,)
eine Basis von W, und sel"K" der Vektorraum aller .k m-Matrizen tber K. Die Ab-
bildung® ist definiert durch

¢ : Hom(V,W) — K™M
g — SB.O.
Dann ist® ein Isomorphismus.

KOROLLAR 17.3. Seien V,W endlichdimensionale Vektorrdume Uber K. Dartn gil
dim(Hom,(V,W)) = dim(V) - dim(W).

SATZz 17.4. Seien V,W Vektorraume Uber K, sei B eine Basis von V, und s@eC e
Basis von W. Fir k& B und ce C seig[b, c] € Hom,(V, W) jene lineare Abbildung,
die ¢[b, cl(b) = c undglb, c|(b’) = Ofiir alle b € B\ {b} erflllt. Dann gilt:

(1) Die Menge D= {¢[b, c] | b € B, ce C} ist linear unabhangig.
(2) D ist genau dann eine Basis vétom, (V, W), wenn V endlichdimensional
oder W= {0} ist.

2. Der Dualraum

DEFINITION 17.5. SelV ein Vektorraum tUbeK. Der DualraumvonV ist definiert
durchV* := Hom(V, K).

V* ist also die Menge aller linearen Abbildungen Wwim den eindimensionalen Vek-
torraumk.

233
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DEFINITION 17.6. SeV ein endlichdimensionaler Vektorraum mit BaBis: (b, ..., b,).
Wir definieren nunB* = (b*,...,b*) als Folge von Vektoren iv*. Dazu sei fur
i € {1,...,n} die Abbildungb* € V* jener Homomorphismus vox nachK, der

b*(b) = 1, b*i(bj) =0farj 1.
erfillt.

LEMMA 17.7. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum mit Basis B, ..., b,),
sei B = (b*, ..., b") wie in Definition 17.6, und sei& V. Dann gilt:

(1) b5 = ﬁx)B[i].
(2) () = Z o(b,) = b (X).
i=1

Beweis:(1) Sei(y,, ..., ¥,) := (X)g. Dann gilt

D B0« b= > B>y xby) by
i=1 i=1 =1
=Dy xb4(b)) = b
i=1 j=1
= yi * bl
i=1
= X.

Also gilt (b%,(X), ..., b* (X)) = ().

(2): Es qgilt
D eb) - b0 = > (b)) - (gi]
i=1 i=1
= ¢( > (0gli]  by)
i=1
= ¢(X).
|

SaATz 17.8. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum, B eine Basiswounnd B
wie in Definition 17.6. Dann ist Beine Basis von Y.

Beweis:Wir zeigen als erstes, daBs linear unabhangig ist. Seieq, ..., A, € K so,
dassyl; A;b% = 0. Seij € {1,...,n}. Es gilt 0= X7, A,0%(b)) = ;. Also istB* linear
unabhéngig. Wegen Lemma 17.7 (2) gilt fiie V*, dassp = X)L, ¢(b)) = b*, also ist
pelLB).m
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Fur einen endlichdimensionalen Vektorraum bezeichnenBWials diezu B duale
Basis von V. Die Koordinaten eines Elements vdit beziglichB* lassen sich mit
Lemma 17.7 berechnen: Fir jedes V* gilt (p)g = (¢(by), ..., ¢(b,)), oder, anders
geschrieben,

(17.1) (@)g:[i] = p(by).
Wir halten noch eine Folgerung von Satz 17.8 fest:

KOROLLAR 17.9. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum. Dann dit(V) =
dim(V*).
DEFINITION 17.10. SeieV,W Vektorraume Uber dem Korpé&t, und seif : V - W
ein Homomorphismus. Wir definieren die f duale Abbildung * durch
f*x : W — V*
¢ +— (e,

f*¢) : V — K
v i—  o(f(v).

Es gilt alsof*(¢) = ¢ o f. Somit ist f*(¢) wieder eine lineare Abbildung, und liegt
daher inv*.

Wir werden nun sehen, da$s nicht nur eine Funktion, sondern sogar ein Homomor-
phismus votW* nachV* ist.

LEMMA 17.11. Seien V,W Vektorraume tber dem Kérper K, und seV/f—- W ein
Homomorphismus. Dann gilt-fe Hom(W*,V*).

Beweisskizze=lr ¢, ¢,, 0 € W*, v e V, a € K rechnet man nachH:*(¢, + ¢,) (V) =
() (V) + () (V) und £ (e = p)(V) = (@ = F*(¢)) (v). B

SATZ 17.12. Seien V,W endlichdimensionale Vektorraume Uber dem Kdfpeit
dim(V) > 0, dim(W) > 0, und sei f: V - W ein Homomorphismus, B eine Basis von
V, und C eine Basis von W. Dann gilt

S+(C*,B*) = (5,(B,0)".

Beweis:SeiB = (b, ...,
Dann gilt S..(C*,B*)[i, j
f*(C*j) (bi) = (C*jof) (bi)
S(B,O)j,i]. m

b,),C = (c.,...,c), und seii € {1,...,m}, j € {1,...,n}.
] = (f*(c*j))B*[i]. Wegen Gleichung (17.1) ist das gleich
= ¢*(f(b)). Wegen Lemma 17.7 (1) ist das gleiditb))[j] =

3. Der Bidualraum

DEFINITION 17.13. SeV ein Vektorraum tibeK. DerBidualraumvonV ist definiert
als(V*)*, und wird auch einfacher mit** bezeichnet.
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SATZ 17.14. SeiV ein Vektorraum Uber K, und set V —» V** gegeben durch

oV — V¥
Vo= O(V),
wobei
ov) : V¥ — K
o = @V).
Dann ist® ein Monomorphismus von V nacht¥ Wenn V endlichdimensional ist, ist
® sogar ein Isomorphismus.

BeweisskizzeWir zeigen als erstes, dasss fur jedes V die Abbildung®(v) eine
lineare Abbildung voW* nachV ist. Dazu zeigen wir, dass fur alle Homomorphismen

©1, 0,V = K gilt, dassd(v) (¢, + ¢,) = P(V) (¢;) + P(V) (¢,).

Um zu zeigen, dass linear ist, zeigen wir, dass fir allg, v, € V unde¢ € V* qilt,
dassb(v; + V) (¢) = ©(V;) (¢) + D(V,) (¢). B

Furv e V undg € V* gilt also®(v) (¢) = ¢(v). Vektorrdume, fur digb ein Isomor-
phismus vorVV nachV** ist, heiRerreflexiv. Jeder endlichdimensionale Vektorraum
ist also reflexiv.
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KAPITEL 18

Euklidische Vektorraume

1. Orthogonale Matrizen

DEFINITION 18.1. Seh € N, A € R™". Die Matrix A istorthogonal:< AT - A= E,.
LEMMA 18.2. Sei ne N, A e R™". Dann sind &quivalent:

(1) Aist orthogonal.
(2) Die Spalten von A sind eine Orthonormalbasis ®Rn
(3) Die Zeilen von A sind eine Orthonormalbasis \WR'h

DEFINITION 18.3. Seip : R" - R". Die Funktiony ist einelsometrie wenn fir alle
X,y € R" gilt: llp(x) — oWl = 11X = yiI.

SATZ 18.4. Sei ne N, und seip : R" - R" eine lineare Abbildung. Dann igtgenau
dann eine Isometrie, wenn &, E) eine orthogonale Matrix ist.

Wir werden im folgenden das Skalarprodykty) von zwei Vektoren inR" auch als
X" -y schreiben.

Beweis von Satz 18.&eiA := S/(E, E). Seien nurp eine Isometrie, und,y € R",
Dann gilt]]JA- X +y) — A- 0l = [I(x+Yy) — 0Oll, day eine Isometrie ist. Also gilt
(A-X+A-Y,A- X+ A-y) =(X+Y,X+Y), und somit

AXAX+2A- XA W)+ AV A Y =X+ 200 + (Y, ).
Dag eine Isometrie ist un@(0) = 0O, gilt[[A- X|| = [IXI| und[lA - yil = llyll. Somit gilt
(A-X, A y) =X ).

Also gilt x™ - AT - A-y = xT - y. Wenn wir nunx := g, y := g setzen, so erhalten wir
(e-A")-(A- €)= o(, j). Somit steht in den Spalten véneine Orthonormalbasis von
R", undA ist daher orthogonal.

Sei nun umgekehn eine orthogonale Matrix. Dann gilA-x—A-y|?> = |A-(x=y)|?> =
X=y)"-AT-A-x=y)=X=-Y-E-X=y) ==y -xX-y) =lx-yl> =

2. Euklidische Raume

Wir werden nun auch Skalarprodukte auf anderen RaumeR"ddsauchen:
239
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DEFINITION 18.5. SelV ein Vektorraum UbeR, und sei.|.) : V xV - R. Diese
Abbildung ist genau dann ei8kalarprodukt auf V wenn fir allex, X,y € V und
a € R qgilt:

(1) X+ X1y) = Xly) + (X |y,
(2) (@ =xly) = alxly),

(3) (xly) =<yIx),

(4) wennx # 0, so gilt(x|x) > 0.

Ein Euklidischer Raumst ein PaanV,{.|.)) aus einem Vektorraun® tberR und
einem Skalarprodukt aif.

Mit (x, y) bezeichnen wir, wie bisher, nur das SkalarprodukiRyfdas durckx, y) :=
X' -y=Y", xy definiertist.

Fir jedes Element eines Euklidischen Raums definieren il := +/(X|x). Eine
Orthonormalbasisines Euklidischen Raums ist eine BaBissodasgb|b) = 1 flr
alleb e B, und({b|c) = O firb,ce Bmitb # c.

SATZ 18.6. Sei(V,{.].)) ein endlichdimensionaler Euklidischer Raum. Dann be¥itzt
eine Orthonormalbasis.

Beweisskizze&sram-Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren.

LEMMA 18.7. Sei(V,{.|.)) ein endlichdimensionaler Euklidischer Raum, und sei B
(b, ..., b)) eine Orthonormalbasis vofY (.| .)). Dann gilt fur alle x,ye V: (x|y) =

(Mg, Wg)-

Beweis:Sein := dim(V). Es gilt (xly) = (L, (Xgli] = by | Z’j‘:l(x)B[j] « b)) =
ity 25 eli1 0L i1<b; b)) = L (Xgli] Kgli] = (X)g, (Y)g)- W

3. Selbstadjungierte Operatoren

DEFINITION 18.8. Sei(V,{.|.)) ein Euklidischer Raum, und sei: V — V ein En-
domorphismus. Die Abbildung heil3tselbstadjungiertwenn fur allex,y € V gilt:

(P 1Y) = Xl e(Y))-
SaTz 18.9. Sei(V,{.|.)) ein endlichdimensionaler Euklidischer Raum, gei V —

V ein Endomorphismus, und sei B eine Orthonormalbasis(Vgh |.)). Dann sind
aquivalent:

(1) ¢ ist selbstadjungiert.
(2) A:=S,(B, B) ist symmetrisch (das heil3t, es git A A).

Beweis:(1)=(2): Fur allex,y € V gilt (¢(X)1y) = (Xl¢(y)), also{(¢(X)g, (V)g) =
((¥g, (@(Y))g), und sOMIKA - (X)g, (V)g) = ((X)g, A~ (Y)g). Flrx := b, undy := b; gilt
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also(A-¢g,€) = (g,A-g), und somite’ - AT - e, = " - A- ¢, alsoA'(i, j) = A, J).
Die Matrix A ist also symmetrisch.

(2)=(1): () 1Y) = ((P(X¥))g, W) = (A-(X)p)" - (Vg = Vg AT - (V)g = K)g - A- (Y)g =
(¥ A (V)g) = (X)g, (¢(N)g) = (Xl (y)). B

LEMMA 18.10.Sei Ae R™" so, dass A= AT. Seil e C ein Eigenwert von A, das
heil3t, seil € C so, dasses einx C"\ {(Z)} mit A- X = A = X gibt. Dann giltA € R.
AulRerdem gibtesg R"mity+ Ound A-y =A%y

Beweis:Fliry = (y,,...,¥,) € C"undz = (z,...,z) € C" bezeichen wir miz :=
(Z, ..., Z;) den Vektor mit den konjugiert komplexen Eintragen, undyhitz die Zahl
>, yZ. Dax # 0, gilt X" - X € Rundx" - X > 0. WegenA = AT gilt A(X" - X) =
AT - X=A-XN"T - X=X -ANH.-x=x"- AT =x"-(A-X)=x"-(A-X) =
XT-Qxx) =X -AxX) = AX" - X). Somit giltA = A, und damitA € R. Die Matrix
A — A x E ist also inC™" nicht invertierbar, da ihre Spalten linear abhéngige Mekio
in C" sind. Damit ist die MatrixA — A = E auch inR™" nicht invertierbar, und somit
gibtesye R"mity # OundA-y=21xy. =

DEFINITION 18.11. SelV ein Vektorraum tbeK, und¢ : V - V ein Endomor-
phismus. Eill € K ist ein Eigenwertvon ¢, wenn es eirnv € V mit v # 0 gibt,
sodass(v) = A = V. Einv € V ist einEigenvektovon ¢, wenn es\ € K gibt, sodass
(V) = A% V.

LEMMA 18.12.Sei(V,{.|.)) ein endlichdimensionaler Euklidischer Raum dah(V) >
0, und seip : V - V ein selbstadjungierter Endomorphismus. Dann begitinen
EigenvektorinV.

Beweis:SeiC eine Orthonormalbasis von, n := dim(V), und seiA := S,(C, C). Die
Matrix A liegt in R™" und ist wegen Satz 18.9 symmetrisch. DaCinas characteri-

stische Polynont, zumindest eine Nullstelle hat, gibt @se C undx € C"\ {(Z)}

sodasA - x = A « X. Wegen Lemma 18.10 gik € R, und es gibty € R" mity + 0,
sodas -y = A« Y. Sei nunv € V so, dasgv). = y. Dann istv ein Eigenvektor vorp
zum Eigenweri. m

SATz 18.13 (Hauptachsentransformation fir selbstadjungie@iperatoren).
Sei(V,{.|.)) ein endlichdimensionaler Euklidischer Raum whin(V) > 0, und sei
¢ : V - V ein selbstadjungierter Endomorphismus. Dann besitztié €irthonor-
malbasis, die nur aus Eigenvektoren vphesteht.

BeweisWir beweisen den Satz mit Induktion nach der Dimensionwowenn dingV) =

1, so wahlen wiv € V mit v £ 0. Wir setzerb := ﬁ xV, undB := (b). Dann istB eine

Orthonormalbasis. Wegen diw) = 1 istb ein Eigenvektor voiv.
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Sei nunn := dim(V) = 2. Wegen Lemma 18.12 besiigteinen Eigenvektov. Wir
bilden nunb, := & « v. Wir setzerlJ, := L(b,) und

1Y
U, :={b}* = {weR" : (w|b,) = 0}.

Wegenb, # 0 giltdim(U,) = 1. Fur die Abbildundr € V*, h(w) := (w|b,) gilt h(b,) #
0. Also gilt dimim(h)) = 1, und somit wegen des Homomorphiesatzes(din =
dim(kerth)) = n— 1. Wir zeigen nun, dasd, ¢-invariant ist. Sei dazw  U,. Wir
zeigen, dass auap(w) in U, liegt. Es gilt(e(w) b)) = (Wle(b))) = (wlA = b)) =
AXw/|b;) = 0. Also istU,, p-invariant.

Wir zeigen nurlJ, N U, = {0}. Seiw € U; NU,. Wegenw € U, gibt esu € R, sodass
w = u = b,. Dann gilt 0= (w|b;) = (u b, |b;) = ub,Ib;) = u, alsow = 0. Also ist
die SumméJ = U, 4+ U, direkt. Da dinfU) = dimU,) + dimU,) = 1+ (n - 1), gilt
U =V. Der VektorraunV ist also die direkte Summe va® undU.,.

Nun ist(U,, (.| )ly,.y,) €in Euklidischer Raum. Der Endomorphismpis:= ¢, ist
selbstadjungiert. Nach Induktionsvoraussetzung besiszt(U,, (. | ->|u2><u2) eine Or-
thonormalbasi8,, die aus lauter Eigenvektoren ven, und damit vonp, besteht.

Insgesamt bildeb, } UB, also eine Orthonormalbasis vendie nur aus Eigenvektoren
von ¢ bestehtm

KOROLLAR 18.14. Sei Ae R™" so, dass A= AT. Dann gibt es eine orthogonale
Matrix Q e R™", sodass Q- A - Q eine Diagonalmatrix ifR™" ist.

Beweis:Seig := h,. SeiB eine Orthonormalbasis d&', die aus Eigenvektoren von
h, besteht. Wir schreiben diese Vektoren in die SpaltenQo8eiD := 31A(B, B). Es

giltdannD = Q1. A- Q. DaQ eine orthogonale Matrix ist, gip ™ = Q™. m

BEISPIEL 18.15. Wir zeigen in folgendem Beispiel, wie man diese Drejmatrix
tatsachlich finden kann.

Wir berechnen im folgenden Beispiel eine Orthonormalbasis Eigenvektoren der
Matrix A.

A= {{326/125 672625 -504/625,
{672625 —-32163125 241231285,
{—504/625 24123125 -1809 3125}

{{326 672 __504} {672 3216 2412} {__504 2412 __1809}}
) 1

125’ 625’  625J ' 1625 ~ 3125’ 3125 625’ 3125 3125

MatrixForn{A]
326 672 _504
%8s A12°  °18B
625 3125 3125

Wir berechnen als erstes einen Eigenwert und einen Eigemvabn A.
cA = CharacteristicPolynomipA, t]
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6t +1t2—t3
Wir berechnen die Eigenvektoren zum Eigenwert O.
Ul = NullSpac¢A - 0 = IdentityMatriX{3]]

{{0.3.1}}

Wir wahlen einen Vektor daraus als Vektor b1

bl = U1[[1]]

{0.3.1)

Der Orthogonalraum von b1 ist U2. Wir wissen, dass auch dikaam wieder h_A-
invariant ist.

U2 = NullSpacé{b1}]
{{0.-3.1}.11,0,0}}

Wir berechnen nun irgendeine Basis von U2 mit dem Ziel, elgigrenvektor von A
zu erhalten, der in U2 liegt

C2 = TransposgJ2]
{{0,1},{-%,0},{1,0}}
Wir berechnen nun die Darstellungsmatrix von h_A bezubgdlier Basis C2

coll = LinearSolvg¢C2, A.U2[[1]]]

{-200 _s6)
125* 25

col2 = LinearSolvg¢C2, A.U2[[2]]]

(-502 320)
625’ 125

ShC2C2= Transposgcoll, col2}]

(-2, _s08) (56 320
125" 625) ! 25' 125

MatrixForm{ShC2C2
_201 _ 504
(% %)
25 125

Wir berechnen nun einen Eigenvektor von S_h(C2, C2)
¢ = CharacteristicPolynomig@hC2C2t]

-6t +t2

Factofc]

(=3+t)(2+1)

U21bzglC2= NullSpacéShC2C2+ 2 x IdentityMatrix2]]
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{1}

357

Aus diesem Eigenvektor von S_h (C2,C2) erhalten wir eingeirektor von A, der
in U2 liegt

b2 = C2U21bzgICZ[1]]

(1-% %)

Nun betrachten wir den h_A-invarianten Unterraum U3 von W& der Vektoren, die
in U2 liegen und normal auf b2 stehen. Das ist genau das wittadg Komplement
von{bl,b2

U3 = NullSpacé¢{bl, b2}]
{-9.-3.1}

b3 = U3[[1]]
.42

Wir berechnen nun noch eine Basis C3 von U3.
C3 = TransposgJ3]

=2} {-3} 11

ShC3C3= LinearSolv¢C3, AU3[[1]1]

{3}

Die Vektoren b1,b2,b3 normieren wir nun; so erhalten wirgba/uenschte Orthonor-
malbasis. Diese Basis schreiben wir in die Spalten von Q.

Q = Transposg1/Sqr{(b1b1)] x b1, 1/Sqr{(b2b2)] = b2,
1/Sqr{(b3.b3)] = b3}]

{0 25— %) {5~ 125 ) - {5 12 1250}
DD = Transposi].A.Q
{{0,0,0},{0,-2,0},{0,0, 3}}

SATz 18.16.Sei(V,{.|.)) ein Euklidischer Vektorraum, und sgkin selbstadjungier-
ter Operator. Dann sind Eigenvektoren vpndie zu verschiedenen Eigenwerten von
A gehoren, aufeinander orthogonal.

Beweis:Sei ¢(v;) = A; =V, ¢(V,) = A, =V, mit A; # A,. Dann giltA (v, |v,) =
(Ag =V Vo) = (V) Vo) = (v [o(V,)) = (VI A, % V) = AV, | V,). Wegem, # A, qilt
(v;lv,) =0.m
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4. Positiv definite Matrizen

DEFINITION 18.17. SeA € R™", Die Matrix A ist positiv definifwenn fur allex € R"
mit x # 0 gilt x™ - A-x > 0.

Positiv definite Matrizen sind regular: wenn namlich die [8palinear abhangig sind,
so gibt esx # 0 mit A- x = 0 und somitx” - A- x = 0. Wegen Lemma 18.10 sind alle
komplexen Nullstellen des charakteristischen Polynomeresymmetrischen Matrix
reell. Aus ihren Vorzeichen kann man auch die positive Defaii einer symmetri-
schen MatrixA ablesen.

SaTz 18.18.Seine N, und sei A= R™" mit AT = A. Dann sind aquivalent:

(1) A ist positiv definit.

(2) Alle Eigenwerte von A sind positiv.

(3) Es existiert Ce GL(n,R), sodass € = C und A=C" -C = C2.
(4) Es existiert Fe GL(n,R), sodass A= FT - F.

Beweis:(1)=(2): SeiA ein Eigenwert vorA\, und sei € [R”\{(g)} SO, dasf\-X = A% X.

Dann gilt 0< xT - A-x = X" - (A x X) = A(X" - X). Wegenx' - x = 0 bedeutet das, dass
A > 0ist.

(2)=>(3): DaA symmetrisch ist, gibt es eine nach Koollar 18.14 eine omina¢e Ma-
trix Q € R™" und eine Diagonalmatri® € R™", sodassA = Q- D - Q'. Sei
D = diagd,,...,d). WegenA- (Q-e) =Q-D-e =Q-(dx¢e) =d =x(Q-¢e)
sind alled, Eigenwerte vorA. Also sind alled, > 0. Sei

W := diag/d;, ...,/d,).

Dann giltw™ - W = D. Sei nun
C:=Q-W-Q'".
Wegen deWV) > 0 istW invertierbar. Somit ist auc@ invertierbar. Es gilt
CT = Q_WT . QT
=@QN"-W-Q'
=C.
Folglich istC symmetrisch. ESgilE"-C=Q-W™-Q"-Q-W-Q" = Q-W"-W.-Q' =
Q-D-Q' = A Somit gilt (3)
(3)=(4): Die MatrixF := C leistet das Gewiinschte.

(4)=>(1): Seixe R"mitx # 0. Es giltx" -A-x=x"-FT-F.x=(F-xT" - (F -x). Da
F invertierbar ist, isE - x £ 0, also istF - x)T - (F-x)> 0. m
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DEFINITION 18.19. SeiA € R™", und seik € {1, ..., n}. Derk-te Hauptminor von A
ist die Determinante dé¢«x k-Matrix B, die durchBli, j] := A[i, j] furi, j € {1,..., Kk}
definiert ist.

Der k-te Hauptminor ist also die Determinante des nordwesthdhe k-Ecks vonA.
LEMMA 18.20.Sei Ac R™", Be GL(n—1,R), ce Rt und de R so, dass

B

I
A= T

— ¢ —|d

Dann giltdetA) = det{B) - (d -c" - B - ¢).

Beweis:Seia := —B™1. ¢, und seiX die Matrix, die durch

I
a

|
— 0 —|1

definiert ist. Durch Entwickeln nach der letzten Zeile erh@hn detX) = de(B™). Es
gilt

-1
X = B

I I
-1
A-X = B (I: . B T‘
— ¢ —| — 0 —]1
|
B E. ., B-a+c
B |
— ¢-B! —[cT-a+d
I
— En—l 0
B I
— ¢ -Bt? —|[-c"-B?t.c+d

Die Determinate der letzten Matrix kann man durch Entwickelch der letzten Spalte
ausrechnen. Es gilt also

detA) -detX) = -c" -Bt.c+d.

Somit gilt wegen deX) = %(B) die Gleichheit dg®d) = de{B) - (-c" - B™1.c + d).

SATZz 18.21.Seine N, Ae R™", A= AT. Dann sind &quivalent:

(1) A ist positiv definit.
(2) Alle n Hauptminoren von A sind positiv.
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Beweis:(1)=(2): Seik € {1, ..., n}, und seiB € R* die Matrix, die aus den erstén
Zeilen der erstek Spalten vorA besteht. Wir zeigen nun, daBpositive Determinante
hat. DaB eine symmetrische Matrix ist, gibt es eine orthogonale Ma@ € R¥,
sodas® = Q' - B- Q eine Diagonalmatrix diad,, ..., d,) ist, Wir zeigen als nachstes,
dass alled, > 0 sind. DaQ eine orthogonale Matrix ist, ist ihiete Spalte, als@ - g,

Y1

nicht der Nullvektor. Sey € R" so, dasséys ) = Q-e undy,,, = =Yy, =0.DaA
k

positiv definit ist, gilt

O<y'-A-y
=(Q-e)' -B-(Q-€)

= d.

Wegen deB) = det(Q)? 17, d. gilt also auch deB) > 0.

(2)=>(1): Wir beweisen diese Implikation mit Induktion naehFurn = 1 erhalten wir,
dassA = (A[1, 1)) ist. Der erste Hauptminor vofvist A[1, 1]. Wenn diese Zahl positiv
ist, so gilt fuir allex € R \ {0}, dassA[1, 1] x? > 0; somit istA positiv definit.

Sei nunn = 2. Wir findenc € R™1, d € R, sodass

Da B symmetrisch ist und alle Hauptminoren vBrpositiv sind, istB nach Indukti-
onsvoraussetzung positiv definit. Sei = (Z) € R" mit x # 0. Wir berechnen
X" -A-X

Wennx, = 0, so gilt

X' -A-x= (xl,...,xn_l)-B-(ﬁl).

Da B positiv definit ist, ist das O.

Wennx, + 0, so setzen wiy = % X, undz:= (y,, ..., yn_l)T. Wir zeigen nun

(18.1) yT Ay >0.
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Dazu berechnen wir als erstgs- A - y. Es gilt

|
B
y -Ay=y Ty
— c —|d
|
_ T B c }
(18.2) =z—1 ()
— ¢ —|d
|
:(—zT-B+cT—,zT-c+d)-(|Z)

=z2"-B-z+c¢"-z+Z -c+d

=7z -B-z+2c¢" -z +d.
DaB symmetrisch und positiv definit ist, gibt es €ne GL(n-1,R), sodas8 = CT-C
undC™ = C. Es gilt

(C-z+C?t.c,C-z+Ct.c)=0.
Das bedeutet
Z7.CT.C.z+2c-cH.c-z+c"-cHT.ct.c=0.
Wir verwenden nun
C'.C =B,
CchH.c=CH -CT=C-CH =E,,,
und
(C—l)T . C—l — (CT)—l . C—l — (C . CT)—l — (CT . C)—l — B_l,

und erhalten somit
(18.3) Z-B-z+2c"-z+c"-Bt.c=0.

Da alle Hauptminoren voA positiv sind, habe® und B positive Determinante. Also
folgt aus Lemma 18.20, dads> c' - B~ - ¢. Somit erhalten wir aus Gleichung (18.3),
dass der letzte Ausdruck in (18.2) positiv ist, dass als®-z + 2¢" -z + d > 0. Es
giltalsoy™ -A-y > 0, und somi™ - A-x = X2 (y" - A-y) > 0. Also istA positiv definit.

[



ANHANG A

Programme und Unterlagen

1. Mathematica-Programme

Die Mathematica-File&aussDenp6. m(Mathematica 5) unédRowRed12. m(Ma-
thematica 7) enthalten Mathematica-Funktionen, die fudigeProbleme mit Zwischen-
schritten vorrechnen:

« Losen eines linearen Gleichungssyste@suss|[ A, b] ).

« Bestimmen einer Matrix in Zeilenstaffelform, die den ghea Zeilenraum
wie die eingegebene Matrix ha@gweEchel onFor n{ A] ).

Bestimmen einer Matrix in Zeilenstaffelnormalform, diendgeichen Zeilen-
raum wie die eingegebene Matrix h&WEchel onNor mal For nf A] ).
Bestimmen der Determinante einer MatrDet er m nant enDeno[ A] ).

Die Programme kdnnen von Mathematica aus<xit GaussDenp6. mund

<< RowRed12. mgeladen werden.
Siesindauht t p: // ww. al gebra. uni -1inz. ac. at/ St udent s/
Mat hl nf / vl ws05/ Mat hemat i caPr ogr amme/ erhaltlich und werden den Stu-
dierenden ausschlie3lich fur die Nutzung im Rahmen desdsufisineare Algebra”
zur Verfiigung gestelit.

2. Literatur

Es kann hilfreich sein, auch noch andere Unterlagen als ddesvingsskriptum zu
kennen. Solche sind etwa (Kommentare dazu in der Vorlesung)

« Kiyek, Karl-Heinz und Schwarz, Friedrich, Lineare Algebfi@ubner Stu-
dienbiicher Mathematik. B. G. Teubner, Stuttgart, 19R8.dk and Schwarz, 1999

« Peter Weiss, Lineare Algebra und analytische GeometrigpRUirauner Ver-
lag, Linz, 1980. YWeil3, 198Q

« P. Halmos, Finite Dimensional Vector Spaces, D. Van Nostr@n., Inc.,
Princeton-Toronto-New York-London, 195&i&Ilmos, 1958

« P. Halmos, Naive Mengenlehre, Vandenhoeck & Ruprecht,i#h, 1976.
[Halmos, 1976
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