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Mengen und Funktionen





KAPITEL 4

Mengen

1. Eigenschaften von Mengen

Unter einerMengestellen wir uns eine Zusammenfassung von Objekten zu einem
Ganzen vor. Wenn das Objekta zur MengeM gehört, schreiben wir

a Î M.

Zwei MengenA, B sehen wir als gleich an, wenn sie dieselben Elemente enthalten.
Diese Eigenschaft nennt man dasExtensionalitätsaxiomoderAxiom der Umfangsbe-
stimmtheit.

Der BegriffMengewird nicht präzise mathematisch definiert. Vielmehr gibt man eini-
ge Eigenschaften an, die Mengen unserer Vorstellung nach erfüllen sollen. Als Grund-
lage fast aller Teilgebiete der Mathematik haben sich jene Eigenschaften bewährt, die
Ernst Zermelo, Abraham Adolf Fraenkel und Thoralf Skolem von 1907 bis 1929 von
Mengen gefordert haben. Diese Eigenschaften sind dieAxiome der Zermelo-Fraenkel-
Mengenlehre. Die Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre hat sich als ausgezeichnet geeignet
herausgestellt, fast alle Resultate der Mathematik klar darzustellen und zu vermitteln.
Zum anderen sind die Axiome auch theoretisch – in der Logik und der Mengenlehre –
gut untersucht worden, und man hat bis heute keinen Widerspruch in ihnen gefunden.
Wir werden nicht alle Axiome diskutieren, aber zumindest das Extensionalitätsaxiom
explizit angeben.

AXIOM 4.1 (Extensionalitätsaxiom).Seien A, BMengen. Dann gilt A= B genau dann,
wenn für alle xÎ A auch xÎ B gilt, und für alle xÎ B auch xÎ A gilt.

Insbesondere gilt{1,2,3} = {3,1,2} = {3,3,1,2,2}.

DEFINITION 4.2 (Teilmenge). SeienA, BMengen. Dann giltA Í B genau dann, wenn
für allea Î A aucha Î B gilt.

2. Operationen auf Mengen

DEFINITION 4.3. SeienA, BMengen. Dann definieren wir:

AÈ B := {x | x Î A undx Î B},
AÇ B := {x | x Î A oderx Î B}.

AÈ B ist derDurchschnittvonA undB. AÇ B ist dieVereinigungvonA undB.
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60 4. MENGEN

SATZ 4.4. Seien A, B,C Mengen. Dann gilt:

(1) AÈ B = BÈ A,
(2) AÇ B = BÇ A,
(3) AÇ (BÇC) = (AÇ B) ÇC,
(4) AÈ (BÈC) = (AÈ B) ÈC,
(5) (AÈ B) ÇC = (AÇC) È (BÇC),
(6) (AÇ B) ÈC = (AÈC) Ç (BÈC).

DEFINITION 4.5. SeienA, BMengen. Dann istB � A definiert durch

B � A := {x | x Î B undx /Î A}.

Dabei stehtx /Î A für (nichtx Î A).

Wenn man nur Mengen betrachtet, die Teilmengen einer MengeU , desUniversums,
sind, so schreibt man auch∁UB fürU � B. Es gelten etwa folgende Zusammenhänge:

SATZ 4.6. Seien A, B,C,U Mengen, sodass A, B,C Teilmengen von U sind. Dann gilt:

(1) B � A = BÈ (∁UA),
(2) C � (B � A) = (AÈC) Ç (C � B),
(3) (De Morgansche Regeln)∁U (AÈB) = ∁U (A)Ç∁U(B) und∁U (AÇB) = ∁U (A)È

∁U (B).

Mit Æ bezeichnen wir die leere Menge, die kein Element enthält. Für jede MengeA
gilt Æ Í A undA � A = Æ.
DEFINITION 4.7. SeienA, BMengen. MitADB bezeichnen wir die Menge

ADB := (A � B) Ç (B � A).
ADB heißt diesymmetrische DifferenzvonA undB.

SATZ 4.8. Seien A, B,C Mengen. Es gilt:

(1) ADB = (AÇ B) � (AÈ B).
(2) (ADB)DC = AD(BDC).
(3) ADB = BDA.
(4) ADÆ = A.
(5) ADA = Æ.
(6) (ADB) ÈC = (AÈC)D(BÈC).

DEFINITION 4.9. SeiA eine Menge. Dann ist die MengeP(A), diePotenzmengevon
A, definiert durch

P(A) := {B |B Í A}.

Es gilt etwaP({1,2}) = {Æ, {1}, {2}, {1,2}}.

SATZ 4.10. Sei nÎ N, und sei A= {1,2,¼, n}. Dann hatP(A) genau2n Elemente.
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Wenn eine MengeA genaun verschiedene Elemente hat (mitn Î N0), so schreiben
wir |A| = n (oder #A = n). Eine solche Menge nennen wir auchn-elementig, und wir
sagen,n ist dieKardinalität der Menge. Eine Menge, für die es kein solchesn Î N0
gibt, bezeichnen wir alsunendlich. Manchmal schreibt man|A| = ¥. Eine genaue-
re Unterscheidung zwischen “verschieden großen” unendlichen Mengen werden wir
später vornehmen.

Es gibt also auchMengen, deren Elemente alleMengen sind.Wir geben jetzt der Verei-
nigung aller Elemente einer Menge und dem Durchschnitt aller Elemente einer Menge
eine Abkürzung.

DEFINITION 4.11. SeiA eine Menge, deren Elemente alle Mengen sind. MitæA
oderæ

AÎA

A bezeichnen wir die Menge, die durch

æA = {x | $A Î A : x Î A}
definiert ist.

Beispiel:æ{{1,2}, {2,5}, {1,5,Æ}} = {Æ,1,2,5},æ{]n, n+1[ | n Î N} =æ
nÎN

]n, n+ 1[ =

{x Î R+ | x ³ 1} � N. Weiters giltæÆ = Æ.
DEFINITION 4.12. SeiA eine nichtleere Menge, deren Elemente alle Mengen sind.
MitèA oderè

AÎA

A bezeichnen wir die Menge, die durch

èA = {x | "A Î A : x Î A}
definiert ist.

Beispiel:è{{1,2}, {2,5}, {2,6}} = {2},è{]n, n+ 1[ | n Î N} =è
nÎN

]n, n+ 1[ = Æ.





KAPITEL 5

Relationen und Funktionen

1. Geordnete Paare

Als erstes definieren wirgeordnete Paare.

DEFINITION 5.1. Für beliebigea, bdefinieren wir dasgeordnete Paar(a, b) durch

(a, b) := {{a}, {a, b}}.

SATZ 5.2. Für alle a, b, c, d gilt(a, b) = (c, d) genau dann, wenn a= c und b= d.

DEFINITION 5.3. SeienA, BMengen. Wir definierenA ´ B, daskartesische Produkt
von A und B, durch

A´ B := {(a, b) | aÎ A undbÎ B}.

SATZ 5.4. Seien A, B, X,Y Mengen. Dann gilt

(1) (AÇ B) ´ X = (A´ X) Ç (B´ X),
(2) (AÈ B) ´ (X ÈY) = (A´ X) È (B´Y),
(3) Æ ´ B = Æ.
(4) Wenn Á B = Æ, so gilt A= Æ oder B= Æ.

2. Relationen

DEFINITION 5.5. SeienA, BMengen. Jede Teilmenge vonA´ B heißt auchRelation
von A nach B.

Beispiele: SeiA := {W,N,O,S,T,V,B,St,K} die Menge der neun österreichischen Bun-
desländer, und seiB := {Donau, Inn,Traun}.R := {(a, b) Î A´B | a besitzt einen Teil des Ufers vonb}.
Wir erhaltenR= {(W,Donau), (N,Donau), (O,Donau), (T, Inn), (O, Inn), (St,Traun), (O,Traun)}.
Für (a, b) Î Rschreiben wir auchaRb.

SeiA := R undB := Z. Wir definieren eine RelationΡ durch

aΡ b :Û a Î [b, b+ 1[

für a Î A, b Î B. Dann gilt zum Beispiel(Π,3) Î Ρ, (
0
2,1) Î Ρ. Es gilt alsoΡ =

{(r, n) Î R ´ N | n £ r < n + 1}.

Sei nunA := N undB := N. Wir definieren eine RelationK durch

(a, b) Î K :Û $c Î N0 : a+ c = b
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64 5. RELATIONEN UND FUNKTIONEN

für a Î A, b Î B. Wir sehen, dassK = {(x, y) Î N ´ N | x £ y}. K ist also die “kleiner-
gleich”-Relation.

Nun definieren wir eine Relationº5 vonZ nachZ durch

a º5 b :Û $c Î Z : 5 × c = b- a.

Es gilt also
º5 = {(a, b) Î Z ´Z | b- a ist Vielfaches von 5}.

3. Funktionen

DEFINITION 5.6. SeienA, BMengen, und seiReine Relation vonA nachB.R ist eine
funktionale Relation von A nach B, wenn es für allea Î Agenau einbÎ Bgibt, sodass
(a, b) Î R.

Beispiele: SeienA := {1,2,3}, B := {a, b, c},R := {(1, a), (2, c), (3, c)}. Dann istReine
funktionale Relation vonA nachB.

SeiA := R, B := R, f := {(r, sin(r)) | r Î R}. Dann ist f eine funktionale Relation von
R nachR.

SeiA := R, B := R, g := {(sin(r), r) | r Î R}. Dann istgkeine funktionale Relation von
R nachR, da es keiny Î R gibt, sodass(-2, y) Î R.

Sei A := [-1,1], B := R, h := {(sin(r), r) | r Î R}. Dann isth keine funktionale
Relation vonA nachR, da(0,0) Î h und(0,Π) Î h. Somit gibt es füra := 0 mehr als
einbÎ R, sodass(a, b) Î h.

DEFINITION 5.7. SeienA, BMengen, und seif eine funktionale Relation vonA nach
B. Füra Î A bezeichnen wir mitf (a) dann jenesbÎ B, für das(a, b) Î f .

Funktionale Relationen vonA nachB bezeichnen wir auch einfach alsFunktionen
von A nach B. Funktionen kann man auf verschiedene Arten angeben. Wir betrachten
einige gebräuchliche Varianten für die Quadratfunktionq auf den ganzen Zahlen.

(1) Direkt als Menge:q := {(x, x2) | x Î Z}. Die Menge kann natürlich auch
anders angegeben werden, zum Beispiel durchq := {(x, y) Î Z ´Z | y = x2}.

(2) Durch eine Zuordnungsvorschrift:

q : Z � Z

x S� x2
.

Man liest das als “q ist eine Funktion vonZ nachZ, die jedesx in Z auf x2

abbildet.
(3) Durch Angabe des Funktionswerts, also etwa so:q : Z ® Z, q(z) := z2 für

zÎ Z. (Lies:“q ist eine Funktion vonZ nachZ, undq(z) ist gleichz2 für alle
zÎ Z.”
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Egal, welche der drei Varianten man wählt:q ist dadurch jedesmal als die gleiche
Teilmenge vonZ ´ Z definiert. Die Schreibweisef : A ® B bedeutetf ist eine
Funktion von A nach B, also einfachf ist eine funktionale Relation von A nach B.

DEFINITION 5.8 (Einschränkung). SeienA, BMengen, seiT eine Teilmenge vonA,
und seif eine Funktion vonA nachB. Mit f |T bezeichnen wir die Funktion, die durch

f : T � B
t S� f (t)

gegeben ist. Sie heißtEinschränkung von f auf T.

Es gilt alsof |T = {(x, y) Î f | x Î T}.

DEFINITION 5.9. SeienA, BMengen. MitBA bezeichnet man die Menge aller Funkti-
on vonA nachB. Genauer:

BA := { f Î P(A´ B) | f : A® B}.

SATZ 5.10. Seien n,mÎ N, und sei A= {1,¼, m}, B := {1,¼, n}. Dann hat BA genau
nm Elemente.

4. Definitions- und Wertebereich

DEFINITION 5.11. SeienA, BMengen, und seif eine Funktion vonAnachB. Dann ist
A auch derDefinitionsbereichvon f . DerWertebereichvon f ist die Menge{ f (a) | a Î
A}.

Der Wertebereich einer Funktion enthält also jene Elementein B, die tatsächlich als
Funktionswert auftreten.

DEFINITION 5.12. SeienA, BMengen, und seif eine Funktion vonA nachB. Sei
T Í A. Dann bezeichnen wir mitf [T] dasBild von T unter f, das wir mit

f [T] = { f (t) | t Î T}

definieren.

Wenn keine Verwechslungen möglich sind, so schreibt man auch f (T) anstelle von
f [T]. Für die Sinusfunktion sin vonR nachR ist der Wertebereich also das Intervall
[-1,1]. Außerdem gilt sin[{n × Π4 | n Î N}] = {-1,-

0
2
2 ,0,

0
2
2 ,1}.

SATZ 5.13.Seien A, B Mengen, und sei f eine Funktion von A nach B. SeienC,D Í A.
Dann gilt

(1) f (CÇ D) = f (C) Ç f (D),
(2) f (CÈ D) Í f (C) È f (D).

DEFINITION 5.14. SeienA, BMengen, und seif eine Funktion vonA nachB.
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(1) Die Funktionf ist injektiv, wenn

"x, yÎ A : f (x) = f (y) Þ x = y

gilt.
(2) Die Funktion f ist surjektiv auf B, wenn es für alleb Î B ein a Î A gibt,

sodassf (a) = b.
(3) Die Funktionf ist bijektiv von A nach B, wenn sie injektiv und surjektiv ist.

Die Funktion f ist also injektiv, wenn es keinx, yÎ Amit x ¹ y und f (x) = f (y) gibt.

SATZ 5.15. Seien A, B Mengen, und sei f eine Funktion von A nach B. Sei

g := {(b, a) Î B´ A | (a, b) Î f }.

Dann sind äquivalent:

(1) g ist eine Funktion von B nach A.
(2) f ist eine bijektive Funktion von A nach B.

DEFINITION 5.16. SeienA, BMengen, und seif eine bijektive Funktion vonA nach
B. Die Funktiong : B ® Amit g = {(b, a) Î B ´ A | f (a) = b} heißtdie zu f inverse
Funktion, und wird mit f -1 abgekürzt.

Die gleiche Schreibweise,f -1, verwendet man auch für etwas anderes:

DEFINITION 5.17. SeienA, BMengen, und seif eine Funktion vonA nachB. Sei
D Í B. Dann bezeichnet man mitf -1[D] (oder f -1(D)) die Menge, die durch

f -1[D] := {a Î A | f (a) Î D}

gegeben ist.

5. Familien und Folgen

Wir können es bestimmt nicht besser formulieren als P. Halmos [Halmos, 1976, S.
48].

Gelegentlich wird der Wertebereich einer Funktion für wichtiger ge-
halten als die Funktion selbst. In einem solchen Falle werden Termi-
nologie und Notation stark verändert. Sei zum Beispielx eine Funk-
tion von einer MengeI in eine MengeX. [¼ ] Wir wollen jetzt ein
Element des DefinitionsbereichesI einenIndexund I selbst dieIn-
dexmengenennen; der Wertebereich der Funktionx soll indizierte
Mengeund die Funktion selbstFamilie heißen; der Wert der Funk-
tion an einer Stellei, Termder Familie genannt, wird (anstelle von
x(i)) nunxi geschrieben.
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DEFINITION 5.18. SeienI, X Mengen, und seix eine Funktion vonI nachX. Wir
schreibenxi für x(i). Wir definieren nunXxi | i Î I \ durch

Xxi | i Î I \ := {(i, xi) | i Î I }.
Es gilt alsox = Xxi | i Î I \.
FürXxi | i Î I \ schreibt man auch(xi)iÎI . Etwas allgemeiner schreibt man für eine Funk-
tion f vonA nachB und eine TeilmengeC vonA auch

X f (c) | c Î C\ oder( f (c))cÎC
für die Menge{(c, f(c)) | c Î C}.

DEFINITION 5.19. SeiA eine Menge, sein Î N, und seiena1,¼, an Î A. Mit dem
n-TupelXa1,¼, an\meinen wir die FamilieXai | i Î {1,¼, n}\.
Einn-TupelXa1,¼, an\ sehen wir also als eine mit der Indexmenge{1,¼, n} indizierte
Familie an. Dasn-TupelXa1,¼, an\ schreiben wir auch als(a1,¼, an); dass jetzt(a, b)
zwei verschiedene (aber in der Praxis sehr ähnliche) Bedeutungen haben kann, stört
meist nicht.

DEFINITION 5.20. SeiAeine Menge, und sein Î N. Mit An bezeichnen wir die Menge
allern-Tupel ausA, also

An := {Xa1,¼, an\ | a1,¼, an Î A} = { f | f : {1,¼, n} ® A}.

DEFINITION 5.21. Sei(Xi)iÎI eine mitI indizierte Familie von Mengen. Dann ist

ä
iÎI

Xi := {x : I ®æ{Xi | i Î I } | "i Î I : x(i) Î Xi}
= {(xi)iÎI | (xi)iÎI ist eine Familie mit"i Î I : xi Î Xi}.

Wenn alleXi die gleicheMengeX sind, erhält manÕiÎI Xi = X
I . Die Menge der reellen

Zahlenfolgen ist also zum Beispiel genau die MengeRN.

Jetzt können wir noch ein Axiom der Mengenlehre angeben, dasnicht aus den anderen
Axiomen der Mengenlehre folgt. Es hat so überraschende Konsequenzen, dass man
seine Verwendung, im Unterschied zur Verwendung der anderen Axiome der Mengen-
lehre, manchmal explizit macht, und etwa schreibt: “unter Verwendung des Auswahl-
axioms gilt”.

AXIOM 5.22 (Auswahlaxiom).Sei I eine Menge, und sei(Xi)iÎI eine Familie von Men-
gen.Wir nehmen an, dass für alle iÎ I dieMenge Xi nicht leer ist. Dann ist auchÕiÎI Xi
nicht leer.

In einer anderen Formulierung:



68 5. RELATIONEN UND FUNKTIONEN

Sei (Xi)iÎI eine Familie von nichtleeren Mengen. Dann gibt es eine
Funktion f mit DefinitionsbereichI , sodass für allei Î I : f (i) Î Xi
gilt.

Ein solchesf heißt auchAuswahlfunktion; daher der NameAuswahlaxiom.

Im Jahr 1937 zeigte K. Gödel: wenn die üblichen Axiome der Mengenlehre wider-
spruchsfrei sind, so sind auch die Axiome zusammen mit dem Auswahlaxiom wider-
spruchsfrei. Das Auswahlaxiom bringt also keine “neuen” Widersprüche.

Im Jahr 1963 zeigte P. Cohen, dass man auch das Gegenteil des Auswahlaxioms, also
die Existenz einer Familie nichtleerer Mengen, für die es keine Auswahlfunktion gibt,
annehmen kann, ohne dadurch neueWidersprüche zu erhalten.Wenn also die üblichen
Axiome der Mengenlehre widerspruchsfrei sind, so sind auchdie Axiome zusammen
mit der Negation des Auswahlaxioms widerspruchsfrei.

Das Auswahlaxiom ist also unabhängig von den anderen Axiomen der Mengenlehre;
seine Wahrheit wird von den anderen Axiomen nicht bestimmt.Legt man nur die übli-
chen Axiome der Mengenlehre zu Grunde, liegt das Auswahlaxiom also im “gesetzlich
nicht geregelten Raum”.

Wir werden das Auswahlaxiom als gültig voraussetzen.

ÜBUNGSAUFGABEN5.23.

(1) (Funktionen) Für eine Funktionf : X ® Y undA Í X schreiben wirf [A] für { f (a) | a Î X}. Für welche Funktionen
gilt, dass für alle TeilmengenA, BvonX die Mengef [AÈ B] gleich f [A] È f [B] ist?

6. Hintereinanderausführung von Funktionen

DEFINITION 5.24. SeienA, B,CMengen, seif eine Funktion vonA nachB, und seig
eine Funktion vonB nachC. Wir definiereng ë f durch

g ë f : A � C
a S� g( f (a)).

Die Funktiong ë f heißt dieHintereinanderausführungoderfunktionale Komposition
von von f undg. Man spricht “gnach f ” für g ë f .

SATZ 5.25 (Assoziativität der Hintereinanderausführung).Seien A, B,C,D Mengen,
und sei f : A® B, g: B® C, h : C® D. Dann gilt(h ë g) ë f = h ë (g ë f ).

SATZ 5.26. Seien A, B,C Mengen, sei f eine Funktion von A nach B, und sei g eine
Funktion von B nach C.

(1) Wenn gë f surjektiv auf C ist, so ist auch g surjektiv auf C.
(2) Wenn gë f injektiv ist, so ist auch f injektiv.

Mit idA bezeichnen wir die Funktion vonA nachAmit idA(x) = x für allex Î A.
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SATZ 5.27.Seien A, B Mengen, sei f eine Funktion von A nach B, und seien l,r Funk-
tionen von B nach A. Wenn lë f = idA und f ë r = idB, so ist f bijektiv, und es gilt
l = r = f -1.

SATZ 5.28. Seien A, B,C Mengen, sei f eine bijektive Funktion von A nach B, und sei
g eine bijektive Funktion von B nach C. Dann ist gë f eine bijektive Funktion von A
nach C, und es gilt(gë f )-1 = f -1 ë g-1.
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KAPITEL 6

Unterräume desRn

1. Die Definition eines Unterraums

Mengen, mit denen man so rechnen kann wie mit Vektoren, werden wir alsVektor-
räumebezeichnen. Wir behandeln zunächst den für die Geometrie wichtigsten Vektor-
raum, nämlichR3, und, in Verallgemeinerung davon, für jedesn Î N, den Vektorraum

R
n = {

æçççççççççç
è

x1
x2
¶

xn

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

| x1, x2,¼, xn Î R}.

Für einen Vektorx Î Rn und i Î {1,2,¼, n} schreiben wirx(i), x[i], undxi für den
i-ten Eintrag vonx.

Manche Teilmengen desRn sind abgeschlossen bezüglich der Addition von Vekto-
ren und der Multiplikation mit reellen Zahlen. Solche Teilmengen bezeichnen wir als
UnterräumedesRn.

DEFINITION 6.1. T Í Rn istUnterraumdesRn :Û

(1) Die MengeT enthält zumindest ein Element.
(2) Für alleΛ Î R und für allet Î T gilt Λ × t Î T.
(3) Für alles, tÎ T gilt s+ t Î T.

Wir geben einige Beispiele von Unterräumen desRn :

BEISPIELE6.2.

(1) T1 = {(x, y) Î R
2 | 2x- 3y = 0} ist Unterraum desR2. Begründung: Wegen

(0,0) Î T1 ist die MengeT1 nicht leer. Sei(u, v) Î T1 und Λ Î R. Dann
gilt 2 u- 3v = 0 und damit 2(Λ u) - 3 (Λ v) = 0, also giltΛ × (u, v) Î T1. Für
(u1, v1), (u2, v2) Î T1 gilt 2 × (u1+u2)-3× (v1+v2) = 2u1-3v1+2u2-3v2 = 0,
also ist(u1, v1) + (u2, v2) Î T1.

Damit haben wir gezeigt, dassT1 ein Unterraum desR2 ist.
(2) T2 = {(x, y) Î R

2 | 3x+ 2y = 1} ist kein Unterraum desR2, denn(1,-1) Î T2,
aber 2× (1,-1) /Î T2.

(3) T3 = {(x, y, z) Î R
3 | es gibts, tÎ R, sodass(x, y, z) = s×(1,-2,4)+t ×(0,1,8)}

ist ein Unterraum desR3.

73
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(4) T4 = {(0,0)} ist Unterraum desR2.
(5) T5 = {(0,1)} ist kein Unterraum desR2, da 2× (0,1) /Î T5.

ÜBUNGSAUFGABEN6.3.

(1) Vervollständigen Sie die folgenden Begründungen dafür, dass die Menge

T = {I xy M | es gibtΑ Î R, sodassI xy M = Α × I -21 M}
die Unterraumeigenschaften (V1) und (V2) erfüllt.
(a) T ist nicht die leere Menge, weil .
(b) Für alle Λ Î R und t Î T liegt Λ × t in T : Wir fixieren t ausT und Λ Î R. Wir wollen zeigen, dass

in liegt. Dat in T liegt, gibt es einΑ Î R, sodasst = Α × I -21 M. Um zu
zeigen, dassΛ × t in T liegt, müssen wir einΑ¢ Î R finden, sodass

Λ × t = Α¢ × .

Nun wissen wir, dasst = Α × I -21 M ist. Daher giltΛ × t = . Das heißt, dass für
Α¢ = gilt:

Λ × t = Α¢ × I -21 M.
Daher liegt auch in T.

(2) Welche der folgenden Mengen sind Unterräume des VektorraumesR2? Geben Sie jeweils an, welche Unterraumei-
genschaften erfüllt sind.
(a) {I xy M Î R2 |3x+ 2y = 0}.
(b) {I xy M Î R2 |3x+ 2y = 1}.

(3) Welche der folgenden Mengen sind Unterräume des VektorraumesR2? Geben Sie jeweils an, welche Unterraumei-
genschaften erfüllt sind.
(a) {I xy M Î R2 | $Λ Î R : I xy M = Λ × I 13 M}.
(b) {I xy M Î R2 | $Λ Î R : I xy M = I -4-12M + Λ × I 13 M}.

(4) Welche der folgenden Mengen sind Unterräume des VektorraumesR2? Geben Sie jeweils an, welche Unterraumei-
genschaften erfüllt sind.
(a) {I xy M Î R2 | x+ 3y £ 0}.
(b) {I xy M Î R2 | x4 + y2 = 0}.

(5) Zeigen Sie: Wenn ein Unterraum desRn (Rn als Vektorraum überR) zwei Punkte enthält, so enthält er bereits die
gesamte Verbindungsgerade.

Die Lösungsmenge eines linearen Gleichungssystems mit rechter Seite= 0 ist immer
ein Unterraum.

SATZ 6.4. Seien m, nÎ N, und sei A eine ḿ n-Matrix. Dann ist die Lösungsmenge
des Gleichungssystems A× x = 0 ein Unterraum desRn.

Beweis.SeiU = {x Î Rn |A × x = 0}.

(1) Wegen 0Î U istU nicht die leere Menge.
(2) Seix Î U,Λ Î R. Dann giltΛ(A × x) = A × (Λx) = 0, d.h.Λx Î U .
(3) Seienu, vÎ U . Dann giltA × (u+ v) = A × u+ A × v = 0, d.h.u+ v Î U .

Somit istU ein Unterraum desRn. à

AUFGABE 6.5. Wir bestimmen diesen Unterraum für die MatrixA = K 1 0 2
0 1 3 O. Als

Lösungsmenge vonA × x = 0 erhalten wir

L = {(-2 t,-3 t, t) | t Î R}.
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2. Die lineare Hülle von Vektoren

DEFINITION 6.6. SeimÎ N0, und seienv1,¼, vm Î R
n. Die Menge

L(v1,¼, vm) := {
mâ
i=1

Λi × vi | Λ1,¼,Λm Î R}

heißt dielineare Hülleder Vektorenv1,¼, vm.

L(I 32 M) ist also die Gerade imR2, die durchI 00 M undI 64 M geht.L( ) definiert man als{
×
0}.

Die lineare Hülle vonv1,¼, vm ist der kleinste Unterraum, derv1,¼, vm enthält:

SATZ 6.7. Sei mÎ N0, n Î N, und seien v1,¼, vm Vektoren imR
n. Dann gilt

(1) L(v1,¼, vm) ist ein Unterraum desRn.
(2) Sei M ein Unterraum der v1,¼, vm enthält. Dann gilt L(v1,¼, vm) Í M.

Wollen wir etwa überprüfen, ob z.B.(3,0,1) in der linearen Hülle von(2,1,-3) und
(7,2,-5) liegt, müssen wir ein Gleichungssystem lösen:

Λ1 ×
æçççççç
è

2
1
-3

ö÷÷÷÷÷÷
ø

+ Λ2 ×
æçççççç
è

7
2
-5

ö÷÷÷÷÷÷
ø

=
æçççççç
è

3
0
1

ö÷÷÷÷÷÷
ø

,

das heißt
æçççççç
è

2 7
1 2
-3 -5

ö÷÷÷÷÷÷
ø

K Λ1Λ2 O =
æçççççç
è

3
0
1

ö÷÷÷÷÷÷
ø

.

Lösen wir dieses System, so erhalten wirΛ1 = -2 undΛ2 = 1. Also ist (3,0,1) eine
Linearkombination von(2,1,-3) und (7,2,-5), und liegt somit in der linearen Hülle
dieser beiden Vektoren.

SATZ 6.8.Seienm, nÎ N, seien b1, b2,¼, bmVektoren imR
n, und seiB = (b1, b2, . . . , bm)

die Matrix mit den Vektoren b1, b2,¼, bm als Spaltenvektoren. Dann liegt v genau dann
in L(b1,¼, bm), wenn das GleichungssystemB × x = v eine Lösung xÎ R

m hat.

ÜBUNGSAUFGABEN6.9.

(1) Liegt I 2-1 M in der linearen Hülle vonI 00 M, I 12 M, I -2-4 M?
(2) Liegt I 1-5 M in der linearen Hülle vonI 12 M, I 13 M, I 14 M?
(3) Testen Sie, obJ 7-2

-2
N in der linearen Hülle vonJ 10

-2
N, J -20

4
N, J 3-1

0
N) liegt.

Sei nunn Î N eine natürliche Zahl, und seiM eine (möglicherweise unendliche)
Teilmenge vonRn. Wir definieren die lineare Hülle vonM als

L(M) = {
k

â
i=1

Λi ×mi | k Î N0, Λ1, . . . ,Λk Î R, m1,¼, mk Î M}.
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Die lineare Hülle vonM ist also die Menge aller Linearkombinationen endlich vieler
Vektoren ausM.

DEFINITION 6.10. Für einem´ n-Matrix A mit Einträgen ausR definieren wir ih-
ren Zeilenraum Z(A) als die lineare Hülle der Zeilen vonA. Der Zeilenraum ist ein
Unterraum vonRn.

Den Spaltenraum S(A) definieren wir als die lineare Hülle der Spalten vonA. Der
Spaltenraum ist ein Unterraum vonRm.

DenNullraum N(A) definieren wir als die Lösungsmenge des Gleichungssystems
A × x = 0. Er ist ein Unterraum desRn.

3. Die lineare Unabhängigkeit von Vektoren

DEFINITION 6.11. Seienm, n Î N, und seienv1,¼, vm in Rn. Die Folge(v1,¼, vm)
heißtlinear unabhängig, wenn für alleΛ1,¼,Λm Î Rmit

mâ
i=1

Λi × vi = Λ1 × v1 +¼ + Λm × vm = 0

gilt, dass alleΛi = 0 sind.

Man sagt dann oft auch einfach, dass die Vektorenv1,¼, vm linear unabhängig sind.
Als Spezialfall definiert man noch fürm = 0, dass die Folge() aus 0 Vektoren immer
linear unabhängig ist.

Vektorenv1,¼, vm, die nicht linear unabhängig sind, nennt manlinear abhängig. Die
Folge(v1, . . . , vm) ist also genau dann linear abhängig, wenn es(Λ1,¼,Λm) ¹ (0,¼,0)
gibt, sodassÚm

i=1 Λi × vi = 0.

AUFGABE 6.12. Sind(3,2) und(1,3) linear unabhängig ?

Lösung.Wir betrachten

Λ1 × K 32 O + Λ2 × K 13 O = K 3 1
2 3 O K Λ1Λ2 O = K 00 O .

Dieses System besitzt nur die Lösung(0,0). Daher sind die beiden Vektoren linear
unabhängig.

AUFGABE 6.13. Sind(3,2), (1,4) und(5,3) linear unabhängig ?

Lösung.Hier erhalten wir

Λ1 × K 32 O + Λ2 × K 14 O + Λ3 × K 53 O = K 3 1 5
2 4 3 O

æçççççç
è

Λ1
Λ2
Λ3

ö÷÷÷÷÷÷
ø

= K 00 O .
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Eine Lösung des Gleichungssystems istΛ1 = -1.7, Λ2 = 0.1 undΛ3 = 1. Die drei
Vektoren sind also linear abhängig.

SATZ 6.14.Seienm, nÎ N, seien b1, b2,¼, bmVektoren imR
n, und seiB = (b1, b2, . . . , bm)

dieMatrixmit den Vektoren b1, b2,¼, bmals Spaltenvektoren. Dann sind(b1, b2,¼, bm)
genau dann linear abhängig, wenn das SystemB × x = 0 eine Lösung x¹ 0 hat.

SATZ 6.15. Sei m³ 1 und seien b1,¼, bm Î R
n. Die folgenden zwei Aussagen sind

äquivalent:

(1) (b1,¼, bm) ist linear abhängig.
(2) Es gibt ein kÎ {1,¼, m}, sodass bk in L(b1,¼, bk-1) liegt.

SATZ 6.16. Sei mÎ N0, sei nÎ N, und seien v1,¼, vm, v Î R
n. Wir nehmen an, dass

v1,¼, vm linear unabhängig sind. Dann sind äquivalent:

(1) v Î L(v1,¼, vm).
(2) (v1,¼, vm, v) ist linear abhängig.

ÜBUNGSAUFGABEN6.17.

(1) Zeigen Sie, dass die Vektoren(J 14
-2
N, J 01

2
N, J 3

10
-10
N) linear abhängig sind, indem Sie eine Linearkombination finden, bei

der nicht jeder Vektor 0 mal genommen wird, und die trotzdem den Nullvektor ergibt.
(2) Testen Sie jeweils, ob folgende Mengen von Vektoren linear abhängig sind. Finden Sie, falls die Vektoren linear

abhängig sind, eine Linearkombination, die den Nullvektorergibt, und bei der nicht jeder Vektor 0 mal genommen
wird.
(a) I 12 M, I 13 M, I 14 M.
(b) J 00

0
N, J 12
-2
N, J -12

2
N.

(3) SindJ 34
-5
N, J -20

1
N, J 168
-25
N linear abhängig?

(4) Sind die Vektoren(J 14
-2
N, J 01

2
N, J 310
-8
N) linear abhängig?

(5) Geben Sie einen Vektorv Î R2 an, sodassI -13 M undv linear abhängig sind.
(6) Finden Sie drei Vektorena, b, cÎ R3, sodass(b, c) linear unabhängig und(a, b, c) linear abhängig sind.
(7) Vervollständigen Sie die Begründung für folgende Aussage.

Seienv1, v2, w Î R
n so, dassw in der linearen Hülle vonv1 undv2 liegt. Dann sind(v1, v2, w) linear

abhängig.
Begründung:Daw in der linearen Hülle vonv1 undv2 liegt, gibt esΛ1,Λ2 Î R, sodass

w = .

Daher gilt

Λ1 × v1 + Λ2 × v2 + = 0.

Das ist eine Linearkombination, die 0 ergibt, obwohl nicht jeder Vektor mal genommen
wurde. Daher sind(v1, v2, w) .

4. Basen eines Vektorraums

4.1. Definition.

DEFINITION 6.18. SeiT Unterraum vonRn. Die FolgeB = (b1,¼, bm) heißt Basis
vonT :Û
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(1) (b1,¼, bm) ist linear unabhängig,
(2) L(b1,¼, bm) = T.

Wir geben einige Beispiele:

BEISPIEL 6.19.

(1) {(1,0), (0,1)} ist Basis desR2: Jeder VektorK xy O lässt sich als
x × K 10 O + y × K 01 O

schreiben, und liegt somit in der linearen Hülle von(1,0) und(0,1). Somit ist
die lineare Hülle der Vektoren{(1,0), (0,1)} der ganzeR2. Die beiden Vekto-
ren sind außerdem linear unabhängig.

(2) {(2,3)} ist keine Basis desR2, da es keinΛ gibt, sodassK 10 O = Λ × K 23 O.
(3) {(2,3)} ist Basis vonL((2,3)).

SeiU ein Unterraum desRn. Dann ist eine Basis eine Möglichkeit, die MengeU anzu-
geben. Mathematica nutzt das, um die Lösungen des GleichungssystemsA×x = 0 durch
die FunktionNullSpace auszugeben. Dabei wird die (möglicherweise unendliche)
MengeU = {x Î Rn |A × x = 0} durch eine Basis dieses Raums angegeben.

In[50]:= A = {{1,2,3}}

Out[50]= {{1,2,3}}

In[51]:= NullSpace [A]

Out[51]= {{-3,0,1},{-2,1,0}}

ÜBUNGSAUFGABEN6.20.

(1) Finden Sie eine BasisB der EbeneL(J 01
0
N, J 1-1

2
N), die wederJ 01

0
N nochJ 1-1

2
N enthält.

4.2. Bestimmen der Basis eines Unterraums.Wir können Unterräume desRn

auf zwei Arten angeben.

ê explizit, das heißt, als lineare Hülle von Vektoren.
ê implizit, das heißt, durch ein Gleichungssystem, dessen Lösungsmenge der
anzugebende Unterraum ist.

Wir überlegen uns als erstes, wie wir eine Basis eines explizit gegebenen Unterraums
berechnen können. Dazu berechnen wir die Basis des Raums

V = L(J -531
1
N, J -3317

1
-1
N, J 85-44-3

2
N, J -1910

1
0
N).
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Wir wollen also eine Basis des Zeilenraums der Matrix

æçççççççççç
è

-5 3 1 1
-33 17 1 -1
85 -44 -3 2
-19 10 1 0

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

bestimmen. Der Zeilenraum ändert sich nicht, wenn wir eine Zeile mit einer von 0
verschiedenen Zahl multiplizieren, oder wenn wir zu einer Zeile ein Vielfaches einer
anderen Zeile addieren. Wir können uns also jetzt systematisch Matrizen erzeugen, die
alle den gleichen Zeilenraum haben wie die ursprüngliche Matrix. Das machen wir mit
Mathematica.

In[52]:= << RowRed9.m

In[53]:= RowEchelonForm[{{-5,3,1,1},{-33,17,1,-1},{85,-44,-3,2},{-19,10,1,0}}]

K
-5 3 1 1
-33 17 1 -1
85 -44 -3 2
-19 10 1 0

O

K
-5 3 1 1
0 -14 -28 -38
0 7 14 19
0 -7 -14 -19

O

K
-5 3 1 1
0 -14 -28 -38
0 0 0 0
0 0 0 0

O

Out[53]= {{{1,0,0,0},{-33,5,0,0},{1,5,2,0},{-5,-5,0,10}},

{{-5,3,1,1},{0,-14,-28,-38},

{0,0,0,0},{0,0,0,0}}}

Wir haben also eine Matrix in Zeilenstaffelform erzeugt, deren Zeilenraum der gleiche
wie der Zeilenraum der gegebenen Matrix ist.
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ALGORITHMUS 6.21 (Zeilenstaffelform).
Eingabe: Einem´ n-Matrix A.
Ausgabe: Einem´ n-Matrix B, sodassB in Zeilenstaffelform ist, undZ(A) = Z(B).

1 B¬ A
2 zeile¬ 1
3 spalte¬ 1
4 while zeile£ m
5 do while spalte£ n undB(i, spalte) = 0 für alle i mit zeile£ i £ m
6 do spalte¬ spalte+ 1
7 if spalte£ n
8 then gewaehlteZeile¬ ein i, sodasszeile£ i £ mundB(i, spalte) ¹

0
9 if gewaehlteZeile¹ zeile
10 thenVertausche diegewaehlteZeile-te mit derzeile-ten

Zeile vonB
11 i ¬ zeile+ 1
12 while i £ m
13 doAddiere passendes Vielfaches derzeile-ten Zeile zur

i-ten Zeile vonB, sodassB(i, spalte) = 0
14 i ¬ i + 1
15 zeile¬ zeile+ 1
16 spalte¬ spalte+ 1
17 return B

Dieser Algorithmus liefert also folgenden Satz.

SATZ 6.22. Seien m, nÎ N, und sei A eine ḿ n-Matrix. Dann gibt es eine Matrix B
in Zeilenstaffelform, sodass Z(A) = Z(B).

Die Zeilen einer Matrix in Zeilenstaffelform, die nicht 0 sind, sind linear unabhängig.
Daher haben wir auch eine Basis von

V = L((-5,3,1,1) , (-33,17,1,-1) , (85,-44,-3,2) , (-19,10,1,0))

gefunden, nämlich

B = (J -531
1
N, J 0
-14
-28
-38
N).

Wir fassen zusammen:

ALGORITHMUS 6.23 (Basis eines explizit gegebenen Unterraums).
Eingabe: Vektorenv1,¼, vm Î R

n.
Ausgabe: Eine Basisb1,¼, bk vonL(v1,¼, vm).

1 Bilde diem´ n-MatrixV, in deren Zeilen die Vektorenv1,¼, vm stehen
2 Berechne eine MatrixB in Zeilenstaffelform, sodassZ(V) = Z(B)
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3 return (b1,¼, bk) als jene Zeilen vonB, die nicht 0 sind

Was wir noch nicht begründet haben ist, dass die Zeilen einerMatrix in Zeilenstaffel-
form, die nicht 0 sind, linear unabhängig sind. Betrachten wir dazu die Matrix

A =

æçççççççççç
è

1 2 -3 0 6 7 0
0 0 -5 0 14 17 0
0 0 0 0 67 76 0
0 0 0 0 0 0 0

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

.

Um zu zeigen, dass die von 0 verschiedenen Zeilen vonA linear unabhängig sind,
müssen wir zeigen, dass das Gleichungssystem

æççççççççççççççççççççççç
è

1 0 0
2 0 0
-3 -5 0
0 0 0
6 14 67
7 17 76
0 0 0

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

×
æçççççç
è

Λ1
Λ2
Λ3

ö÷÷÷÷÷÷
ø

=

æççççççççççççççççççççççç
è

0
0
0
0
0
0
0

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

nur die Lösung(0,0,0) hat. Wir sehen, dass uns die erste GleichungΛ1 = 0, dann die
dritte GleichungΛ2 = 0, und dann die fünfte GleichungΛ3 = 0 liefert.

Das machen wir jetzt allgemein:

SATZ 6.24. Sei A eine ḿ n-Matrix in Zeilenstaffelform. Dann sind die Zeilen von A,
die nicht0 sind, linear unabhängige Vektoren imRn.

Beweis.Seienr Î N und j1 < j 2 < × × × < j r wie in Definition 3.1. Wir betrachten eine
Linearkombination der erstenr Zeilen vonA, die 0 ist. Seien also(Λ1,¼,Λr) Î R

r so,
dass für allek Î {1,¼, n} gilt:

(6.1)
râ
l=1

Λl × A[l, k] = 0.

Wir zeigen jetzt, dass für allei Î {1,¼, r} gilt: Λi = 0. Wir zeigen das mit Induktion
nachi. Betrachten wir die Gleichung 6.1 fürk := j1. Dann gilt

r

â
l=1

Λl × A[l, j1] = 0.

Für l ³ 2 gilt A[l, j1] = 0, da Bedingung (3) von Definition 3.1 füri := l undk := j1
ergibt, dassA(l, j1) = 0. Also gilt Λ1 × A[1, j1] = 0. DaA[1, j1] ¹ 0, gilt Λ1 = 0.

Sei nuni Î {1,¼, r}. Wir nehmen an, dassΛ1 = Λ2 = × × × = Λi-1 = 0. Wir betrachten
die Gleichung 6.1 fürk := j i. Es gilt dann

r

â
l=1

Λl × A[l, j i] = 0,
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also

Λi × A[i, j i] +
r

â
l=i+1

Λl × A[l, j i] = 0.

Für l > i ergibt Bedingung (3) von Definition 3.1 (miti¢ := l und k¢ := j i), dass
A[l, j i] = 0 gilt. Also gilt Λi × A[i, j i] = 0. DaA[i, j i] ¹ 0, gilt auchΛi = 0.

Es ist alsoΛ1 = Λ2 = × × × = Λr = 0. Also sind die erstenr Zeilen vonA linear unabhän-
gig.à

ÜBUNGSAUFGABEN6.25.

(1) Bestimmen Sie eine Basis vonL(J 10
-2
N, J -20

4
N, J 3-1

0
N).

(2) Finden Sie jeweils eine Basis folgender Unterräume!

(a) {J xy
z
N Î R3 | x+ 3y+ z= 0}.

(b) L(J 14
-5
N).

(c) L(I 12 M, I 24 M, I -24 M).

5. Die Zeilenstaffelnormalform

Wir studieren folgendes Problem: Gegeben sind zwei UnterräumeU,V vonRn. Beide
Unterräume sind explizit gegeben, das heißt, durchu1,¼, ul und v1,¼, vm so, dass
U = L(u1,¼, ul) undV = L(v1,¼, vm). Wir fragen uns nun, obU = V.

DEFINITION 6.26 (Zeilenstaffelnormalform). SeiA einem´n-Matrix.A ist inZeilen-
staffelnormalform, wenn esr Î N0 und j1, j2,¼, jr Î {1,¼, n} gibt, sodass

(1) jr > j r-1 > × × × > j 1.
(2) Für allei Î {1,2,¼, r} gilt: A(i, j i) = 1.
(3) Für allei Î {1,2,¼, r} und für allek Î {1,2,¼, r} gilt: Wennk ¹ i, dann gilt

A(k, ji) = 0.
(4) Für allei Î {1,2,¼, r} und für allek Î {1,2,¼, n}mit k < j i gilt: A(i, k) = 0.
(5) Für allei Î {1,2,¼, m}mit i > r und für allek Î {1,2,¼, n} gilt: A(i, k) = 0.
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ALGORITHMUS 6.27 (Zeilenstaffelnormalform).
Eingabe: Einem´ n-Matrix A.
Ausgabe: Einem´ n-Matrix B, sodassB in Zeilenstaffelnormalform ist, undZ(A) =
Z(B).

1 B¬ A
2 zeile¬ 1
3 spalte¬ 1
4 while zeile£ m
5 do (* Die erstenspalte- 1 Spalten sind in Zeilenstaffelnormalform *)
6 while spalte£ n undB(i, spalte) = 0 für alle i mit zeile£ i £ m
7 do spalte¬ spalte+ 1
8 if spalte£ n
9 then gewaehlteZeile¬ ein i, sodasszeile£ i £ mundB(i, spalte) ¹

0
10 if gewaehlteZeile¹ zeile
11 thenVertausche diegewaehlteZeile-te mit derzeile-ten

Zeile vonB
12 Multipliziere diezeile-te Zeile vonBmit 1

B(zeile,spalte)
13 i ¬ 1
14 while i £ m
15 do if i ¹ zeile
16 thenAddiere passendes Vielfaches derzeile-ten

Zeile zuri-ten Zeile vonB, sodassB(i, spalte) = 0
17 i ¬ i + 1
18 zeile¬ zeile+ 1
19 spalte¬ spalte+ 1
20 return B

Wir geben einige Beispiele für das Berechnen einer Matrix inZeilenstaffelnormalform,
die den gleichen Zeilenraum wie die Ausgangsmatrix besitzt.

AUFGABE 6.28.

In[54]:= << RowRed9.m

In[55]:= MatrixForm [A1]

Out[55]= K
1 -5 8 2 -2
1 -4 6 -2 0
-1 0 2 2 0
5 -8 6 0 -5

O

In[56]:= RowEchelonNormalForm [A1]
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K
1 -5 8 2 -2
1 -4 6 -2 0
-1 0 2 2 0
5 -8 6 0 -5

O

K
1 -5 8 2 -2
0 1 -2 -4 2
0 -5 10 4 -2
0 17 -34 -10 5

O

K
1 0 -2 -18 8
0 1 -2 -4 2
0 0 0 -16 8
0 0 0 58 -29

O

K
1 0 -2 -18 8
0 1 -2 -4 2

0 0 0 1 -
1

2
0 0 0 58 -29

O

K
1 0 -2 0 -1
0 1 -2 0 0

0 0 0 1 -
1

2
0 0 0 0 0

O

Out[56]= 9991
2
,-

5

8
,-

9

8
,0=,90,-1

4
,-

1

4
,0=,

91
4
,-

5

16
,-

1

16
,0=,9 - 5

2
,
9

8
,
29

8
,1==,9{1,0,-2,0,-1},

{0,1,-2,0,0},90,0,0,1,-1
2
=,{0,0,0,0,0}==

AUFGABE 6.29.

In[57]:= << RowRed9.m

In[58]:= MatrixForm [A2]

Out[58]= K1 5 7 9
2 10 14 18
3 2 1 0

O
In[59]:= RowEchelonNormalForm [A2]

K 1 5 7 9
2 10 14 18
3 2 1 0

O

K 1 5 7 9
0 0 0 0
0 -13 -20 -27

O
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K 1 5 7 9
0 -13 -20 -27
0 0 0 0

O

K
1 5 7 9

0 1
20

13

27

13
0 0 0 0

O

K
1 0 -

9

13
-
18

13

0 1
20

13

27

13
0 0 0 0

O

Out[59]= 999 - 2

13
,0,

5

13
=,9 3

13
,0,-

1

13
=,{-2,1,0}=,

991,0,- 9

13
,-

18

13
=,90,1, 20

13
,
27

13
=,{0,0,0,0}==

AUFGABE 6.30.

In[60]:= << RowRed9.m

In[61]:= MatrixForm [A3]

Out[61]= K
1 5 3
2 10 8
4 20 15
1 6 5

O

In[62]:= RowEchelonNormalForm [A3]

K
1 5 3
2 10 8
4 20 15
1 6 5

O

K
1 5 3
0 0 2
0 0 3
0 1 2

O

K
1 5 3
0 1 2
0 0 3
0 0 2

O

K
1 0 -7
0 1 2
0 0 3
0 0 2

O

K
1 0 -7
0 1 2
0 0 1
0 0 2

O
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K
1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0

O

Out[62]= 999 - 10
3
,0,

7

3
,-5=,95

3
,0,-

2

3
,1=,

9 - 4
3
,0,

1

3
,0=,92

3
,1,-

2

3
,0==,

{{1,0,0},{0,1,0},{0,0,1},{0,0,0}}=
AUFGABE 6.31.

In[63]:= << RowRed9.m

In[64]:= MatrixForm [A5]

Out[64]= K
1 2 -3 0 6 7 0
-2 -4 1 0 2 3 0
4 8 1 0 1 -1 0
3 6 -1 0 9 9 0

O

In[65]:= RowEchelonNormalForm [A5]

K
1 2 -3 0 6 7 0
-2 -4 1 0 2 3 0
4 8 1 0 1 -1 0
3 6 -1 0 9 9 0

O

K
1 2 -3 0 6 7 0
0 0 -5 0 14 17 0
0 0 13 0 -23 -29 0
0 0 8 0 -9 -12 0

O

K
1 2 -3 0 6 7 0

0 0 1 0 -
14

5
-
17

5
0

0 0 13 0 -23 -29 0
0 0 8 0 -9 -12 0

O

K
1 2 0 0 -

12

5
-
16

5
0

0 0 1 0 -
14

5
-
17

5
0

0 0 0 0
67

5

76

5
0

0 0 0 0
67

5

76

5
0

O

K
1 2 0 0 -

12

5
-
16

5
0

0 0 1 0 -
14

5
-
17

5
0

0 0 0 0 1
76

67
0

0 0 0 0
67

5

76

5
0

O
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K
1 2 0 0 0 -

32

67
0

0 0 1 0 0 -
15

67
0

0 0 0 0 1
76

67
0

0 0 0 0 0 0 0

O

Out[65]= 999 1

67
,-

9

67
,
12

67
,0=,9 - 10

67
,
23

67
,
14

67
,0=,

9 6

67
,
13

67
,
5

67
,0=,{-1,-1,-1,1}=,

991,2,0,0,0,-32
67

,0=,90,0,1,0,0,-15
67

,0=,
90,0,0,0,1, 76

67
,0=,{0,0,0,0,0,0,0}==

Der Algorithmus liefert den folgenden Satz.

SATZ 6.32. Seien m, nÎ N, und sei A eine ḿ n-Matrix. Dann gibt es eine Matrix B
in Zeilenstaffelnormalform, sodass Z(A) = Z(B).

Mathematica hat einen eigenen Befehl zur Berechnung der Zeilenstaffelnormalform,
nämlichRowReduce.

In[66]:= MatrixForm [A1]

Out[66]= K
1 -5 8 2 -2
1 -4 6 -2 0
-1 0 2 2 0
5 -8 6 0 -5

O

In[67]:= MatrixForm [RowReduce [A1]]

Out[67]= K
1 0 -2 0 -1
0 1 -2 0 0

0 0 0 1 -
1

2
0 0 0 0 0

O

6. Der Nullraum einer Matrix

Wir überlegen uns jetzt, wie wir eine Basis eines implizit gegebenen Unterraums des
R
n berechnen.

DEFINITION 6.33 (Skalarprodukt). Seienv = (v1, . . . , vn) undw = (w1, . . . , wn) Î R
n.

Wir definieren das SkalarproduktXv, w\ durch
Xv, w\ = n

â
i=1

vi wi.

DEFINITION 6.34. SeiM eine Teilmenge desRn. Dann definieren wir

Mß := {v Î Rn | Xm, v\ = 0 für allemÎ M}.
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SATZ 6.35. Sei A eine ḿ n-Matrix. Dann gilt N(A) = (Z(A))ß.
KOROLLAR 6.36. Sei A eine ĺ n, und sei B eine ḿ n-Matrix. Wenn Z(A) = Z(B),
dann gilt auch N(A) = N(B).

Wenn eine MatrixB in Zeilenstaffelnormalform ist, dann kann man ihren Nullraum
N(B) besonders schnell berechnen.

SATZ 6.37. Sei B eine ḿ n-Matrix in Zeilenstaffelnormalform, seien j1 < j 2 < × × × <
jr Î {1,2,¼, n}wie in Definition 6.26. Seien i1 < i 2 < ¼ < i n-r Î {1,2,¼, n} so, dass
{i1,¼, in-r} Ç { j1,¼, jr} = {1,2,¼, n}. Sei C eine(n- r) ´ n-Matrix, die so definiert
ist: Für alle kÎ {1,2,¼, n- r} gilt:

ê C(k, ik) = 1,
ê für alle sÎ {1,¼, r} : C(k, js) = -B(s, ik), und
ê für alle l Î {i1, i2,¼, in-r} � {ik} : C(k, l) = 0.

Dann steht in den Zeilen von C eine Basis des Nullraumes von B.

Beweis.Wir zeigen als erstes, dass jede Zeile vonC im Nullraum vonB liegt. Sei dazu
cdiek-te Zeile vonC. Wir berechnen jetztB×c (dazu stellen wir unscals Spaltenvektor
vor). Fürt Î {1,¼, r} berechnen wir dent-ten Eintrag vonB × c. Wir erhalten:

(B × c)[t] =
n

â
l=1

B[t, l] × c[l ]

=
n

â
l=1

B[t, l] ×C[k, l]

= B[t, ik] ×C[k, ik] +
râ

s=1

B[t, js] ×C[k, js] + â
lÎ{i1,i2,¼,in-r }�{ik}

B[t, l] ×C[k, l]

= B[t, ik] × 1+ 1 ×C[k, jt] + 0

= B[t, ik] - B[t, ik] = 0.

Daher giltZ(C) Í N(B).

Bevor wir die InklusionN(B) Í Z(C) beweisen, zeigen wir als Vorbereitung folgende
Aussage:

Wenn
x = (x(1), x(2),¼, x(n))

und
y = (y(1), y(2),¼, y(n))

Vektoren inRn sind, sodassB × x = 0, undB × y = 0 undx(i l ) = y(i l )
für alle l Î {1,2,¼, n- r} gilt, so gilt x = y.
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Das begründen wir so: wir zeigen, dassx undy auch an den Stellenj1,¼, jr überein-
stimmen. Sei alsok Î {1,¼, r}. Dann gilt

nâ
j=1

B(k, j) × x( j) = 0.

Das bedeutet

B(k, jk) × x( jk) + â
sÎ{1,¼,r}�{k}

B(k, js) × x( js) = -
n-râ
l=1

B(k, il ) × x(i l ),

also

x( jk) = -
n-r

â
l=1

B(k, il ) × x(i l ).

Ebenso errechnen wiry( jk) = -Ún-r
l=1 B(k, il ) × y(i l ). Also gilt x = y.

Nach dieser Vorbereitung zeigen wirN(B) Í Z(C). Sei dazux Î N(B). Wir setzen

Α = (Α(1),¼,Α(n- r)) := (x(i1),¼, x(in-r))

und

y := CT × Α.

DaB ×CT = 0, gilt B × y = 0. Wir zeigen nun, dass für allel Î {1,2,¼, n- r} gilt:

y(i l ) = x(i l ).

Dazu berechnen wir

y(i l ) = (C
T × Α)[i l ]

=
n-r

â
k=1

C(k, il ) × Α(k)

= C(l, i l) × Α(l )

= 1 × x(i l ).

Aus unserer vorbereitenden Bemerkung erhalten wir

x = y.

Der Vektory liegt offensichtlich im Zeilenraum vonC, also giltx Î Z(C).

Wir wissen also jetzt, dass die lineare Hülle der Zeilenvektoren vonC genauN(B)
ist. Jetzt zeigen wir noch, dass die Zeilen vonC linear unabhängig sind. SeiΑ =
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(Α(1),¼,Α(n- r)) so, dassCT × Α = 0. Seil Î {1,2,¼, n- r}. Dann gilt

0 = (CT × Α)[i l ]

=
n-râ
k=1

C(k, il ) × Α(k)

= C(l, i l) × Α(l )

= 1 × Α(l ).

Daher giltΑ(l ) = 0.à

Wir haben also folgenden Satz gezeigt:

SATZ 6.38. Sei B eine ḿ n-Matrix in Zeilenstaffelnormalform, und sei r die Anzahl
der Zeilen von B, die nicht0 sind. Dann hat N(B) eine Basis, die genau n- r Vektoren
enthält.

Wir fassen den konstruktiven Teil des Beweises des Satzes 6.37 nocheinmal zusam-
men.

ALGORITHMUS 6.39 (Nullraum einer Matrix in Zeilenstaffelnormalform).
Eingabe: Einem´ n-Matrix B in Zeilenstaffelnormalform.
Ausgabe: Eine MatrixC, deren Zeilen eine Basis des Nullraumes vonB sind.

1 r ¬ Anzahl der Zeilen¹ 0 vonB
2 for s= 1 to r
3 do J[s] ¬ min{k Î N |B[s, k] ¹ 0}
4 C¬ die (n- r) ´ n-Matrix mit allen Einträgen 0
5 freieVariablen¬ aufsteigend geordnete Liste der Elemente von{1,¼, n} �
{J[s] | sÎ {1,¼, r}}

6 for k = 1 to n- r
7 do i ¬ freieVariablen[k]
8 (* die i-te Variable wird frei gewählt *)
9 C[k, i] ¬ 1
10 for s= 1 to r
11 doC[k, J[s]] ¬ -B[s, i]

Als Beispiel berechnen wir den Nullraum von zwei Matrizen inZeilenstaffelnormal-
form.

AUFGABE 6.40. In[68]:= (* 1. Beispiel *)

In[69]:= << RowRed9.m

In[70]:= B = RowReduce [A6];

Out[70]= MatrixForm [B]
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In[71]:= K
1 2 0 -17 0 -22

0 0 1 -5 0 -5

0 0 0 0 1 2

0 0 0 0 0 0

O

Out[71]= CC = NullSpaceViaREF2[B];

MatrixForm [CC]

In[72]:= K-2 1 0 0 0 0

17 0 5 1 0 0

22 0 5 0 -2 1
O

In[73]:=

(* 2. Beispiel *)

In[74]:= B = RowReduce [A5];

Out[74]= MatrixForm [B]

In[75]:= K
1 2 0 0 0 -

32

67
0

0 0 1 0 0 -
15

67
0

0 0 0 0 1
76

67
0

0 0 0 0 0 0 0

O

In[76]:= CC = NullSpaceViaREF2 [B];

Out[76]= MatrixForm [CC]

In[77]:= K
-2 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0
32

67
0

15

67
0 -

76

67
1 0

0 0 0 0 0 0 1

O

ÜBUNGSAUFGABEN6.41.

(1) Bestimmen Sie eine Basis für den UnterraumU desR4, der durch

U = {Ix1, x2, x3, x4M Î R4 | K 1 0 -2 3
2 1 0 4

O × Ix1, x2, x3, x4M = I 00 M}
gegeben ist.

Jede Matrix hat den gleichen Zeilenraum wie eine Matrix in Zeilenstaffelnormalform.

SATZ 6.42. Sei mÎ N, und sei A eine ḿ (m+ 1)-Matrix. Dann enthält der Nullraum
von A einen von0 verschiedenen Vektor.
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7. Die Dimension eines Unterraumes

LEMMA 6.43. Seien m, nÎ N, sei V ein Unterraum vonRn, und seien v1,¼, vm Î R
n

so, dass L(v1,¼, vm) = V. SeienΛ1,¼,Λm Î R und sei w:= Úm
i=1 Λivi. Sei j so, dass

Λ j ¹ 0. Dann gilt
L(v1,¼, vj-1, w, vj+1,¼, vm) = V.

SATZ 6.44 (Austauschsatz von Steinitz).Seien m, nÎ N, sei V ein Unterraum desRn,
und seien x1,¼, xm so, dass L(x1,¼, xm) = V. Sei rÎ N, und sei(w1,¼, wr) eine linear
unabhängige Folge von Elementen ausV. Dann gibt es für alle iÎ {0,1,¼,min(r, m)}
eine injektive AbbildungΠ : {i + 1,¼, m} ® {1,¼, m}, sodass

V = L(w1,¼, wi , xΠ(i+1),¼, xΠ(m))

ist.

Beweis:Induktion nachi. Für i = 0 setzen wirΠ := id{1,¼,m}.

Sei nuni ³ 1. Wir nehmen an, dass

(6.2) V = L(w1,¼, wi-1, xΠ(i),¼, xΠ(m))

ist.Wir wollen nun eines derxΠ( j) durchwi ersetzen. Dawi Î L(w1,¼, wi-1, xΠ(i),¼, xΠ(m)),
gibt esΛ1,¼,Λm Î R, sodass

wi =
i-1â
j=1

Λ jwj +
mâ
j=i

Λ jxΠ( j).

Wenn nun für allej Î {i, i + 1,¼, m} auchΛ j = 0 gilt, so sind(w1,¼, wi) linear
abhängig. Daher gibt es einj Î {i, i + 1,¼, m}, sodassΛ j ¹ 0. Nach Lemma 6.43 gilt
also

V = L(w1,¼, wi-1, xΠ(i),¼, xΠ( j-1), wi, xΠ( j+1),¼, xΠ(m)).

Wir definieren nun
Σ : {i,¼, m} ® {1,¼, m}

durchΣ( j) := Π(i), Σ(i) := Π( j), undΣ(r) = Π(r) für r Î {i,¼, m} � {i, j }. Nun gilt
L(w1,¼, wi, xΣ(i+1),¼, xΣ(m))

= L(w1,¼, wi, xΠ(i),¼, xΠ( j-1), xΠ( j+1),¼, xΠ(m))

= V.

Somit leistetΣ|{i+1,¼,m} das Gewünschte.à

KOROLLAR 6.45.Seien m, nÎ N und sei V ein Unterraum desRn, und seien x1,¼, xm
so, dass L(x1,¼, xm) = V. Sei rÎ N, und sei(w1,¼, wr) eine linear unabhängige Folge
von Elementen aus V . Dann gilt r£ m.

Beweis:Wir nehmen anr > m. Aus dem Austauschsatz (Satz 6.44) erhalten wir, dass
L(w1,¼, wm) = V. Also gilt wm+1 Î L(w1,¼, wm). Somit ist(w1,¼, wm+1) linear ab-
hängig, im Widerspruch zur Voraussetzung.à
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KOROLLAR 6.46. Sei nÎ N. Dann gilt: Jede Folge von mehr als n Vektoren imRn ist
linear abhängig.

Beweis.Rn hat die sogenanntekanonischeBasis

e1 =

æçççççççççç
è

1
0
¶

0

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

, e2 =

æçççççççççç
è

0
1
¶

0

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

,¼, en =

æçççççççççç
è

0
0
¶

1

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

.

Aus Korollar 6.45 folgt, dass eine Folge aus mehr alsn Vektoren linear abhängig ist.
à

SATZ 6.47. Sei nÎ N, und sei T ein Unterraum vonRn. Dann haben alle Basen von
T gleich viele Elemente.

SATZ 6.48. Sei nÎ N, und sei T ein Unterraum desRn. Dann hat T eine Basis.

Beweis.SeiC := {(v1,¼, vk) Îæn

k=0
Tk | (v1,¼, vk) ist linear unabhängig}. Wir wählen

nunm maximal, sodassC È Tm ¹ Æ. Sei (v1,¼, vm) Î C È Tm. Es gilt nun für
alle w Î T, dass(v1,¼, vm, w) linear abhängig ist: Fallsm = n, gilt das, dan + 1
Vektoren inRn stets linear abhängig sind, sonst wegen der Maximalität vonm. Also
gilt L(v1,¼, vm) = T. à

Jeder Unterraum desRn ist also die lineare Hülle endlich vieler Vektoren. Der Satz6.47
ermöglicht folgende Definition:

DEFINITION 6.49 (Dimension). SeiT ein Unterraum desRn. Dann ist dieDimension
vonT die Anzahl der Elemente einer Basis vonT. Wir kürzen die Dimension vonT
mit dim (T) ab.

SATZ 6.50. Sei nÎ N, sei kÎ N0, sei T ein Unterraum desRn mit Dimension k, und
sei S ein Unterraum vonRn mit SÍ T unddim(S) = k. Dann gilt S= T.

Beweis.Sei (s1,¼, sk) eine Basis vonS. FallsL(s1,¼, sk) = T, so giltS = T. Wenn
es eint Î T � L(s1,¼, sk) gibt, so ist nach Satz 6.16 die Folge(s1,¼, sk, t) linear
unabhängig. Dann haben wirk+ 1 linear unabhängige Vektoren in einem Vektorraum
mit einerk-elementigen Basis gefunden. Das widerspricht Korollar 6.45.à

ÜBUNGSAUFGABEN6.51.

(1) Beweisen Sie:
Seienk Î N0, n Î N, und seiM eine Teilmenge vonRn. Sei

B = (b1, b2,¼, bk)

eine linear unabhängige Folge von Vektoren ausM. Wir nehmen an, dassB so ist, dass es keinmÎ M
gibt, sodass(b1, b2,¼, bk,m) ebenfalls linear unabhängig ist. (Wir fordern also, dassB eine maximale
linear unabhängige Folge ausM ist.) Dann istB eine Basis fürL(M).

(2) Zeigen Sie:
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Seienk, nÎ N, und seiM = (m1, m2,¼, mk) eine Folge von Vektoren inR
n. Dann gibt esr Î {0,¼, k}

und i1, i2,¼, ir Î {1,¼, k}, sodass folgendes gilt:i1 < i 2 < µ < i r , und (mi1
,mi2

,¼, mir
) ist eine

Basis vonL(M).
(3) Zeigen Sie:

Seik Î N0, n Î N, und seiM = (m1, m2,¼, mk) eine Folge von Vektoren inR
n. Dann gilt dim(L(M)) £

k.

8. Der Rang einer Matrix

DEFINITION 6.52. SeiA einem´ n-Matrix. DerRangvon A ist die Dimension des
Zeilenraums vonA.

Man berechnet den Rang, indem man aus der MatrixA eine MatrixB in Zeilenstaf-
felform erzeugt, die den gleichen Zeilenraum wieA hat. Die Zeilen vonB, die nicht 0
sind, sind stets linear unabhängig. Sie bilden also eine Basis vonZ(B) = Z(A).

ALGORITHMUS 6.53 (Rang einer Matrix).
Eingabe: einem´ n-Matrix A.
Ausgabe: der Rang vonA.

1 Berechne mit Algorithmus 6.21 eine MatrixB in Zeilenstaffelform, sodass
Z(B) = Z(A).

2 return Anzahl der Zeilen vonB, die nicht 0 sind.

SATZ 6.54. Seien m, nÎ N, sei A eine ḿ n-Matrix, und sei k der Rang von A. Dann
hat N(A) die Dimension n- k.

Beweis.Sei B eine Matrix in Zeilenstaffelnormalform, sodassZ(B) = Z(A). Wegen
Korollar 6.36 hatB × x = 0 die gleiche Lösungsmenge wieA × x = 0. Seir die Anzahl
der Zeilen vonB, die nicht 0 sind. Diese Zeilen sind nach Satz 6.24 linear unabhängig,
und bilden somit eine Basis vonZ(B). Da alle Basen eines Unterraums gleich viele
Vektoren enthalten, giltr = k. Nach Satz 6.37 hatN(B) die Dimensionn - k. Da
N(B) = N(A), hat auchN(A) die Dimensionn- k. à

9. Die Eindeutigkeit der Zeilenstaffelnormalform

Die Zeilenstaffelnormalform hat folgende wichtige Eigenschaft:

SATZ 6.55. Seien m, nÎ N, und seien B,C zwei ḿ n-Matrizen in Zeilenstaffelnor-
malform. Wir nehmen an, dass Z(B) = Z(C). Dann gilt B= C.

Beweis.Wir fixierenm, nÎ N. Wir zeigen, dass für aller Î N0 folgendes gilt:

Für allea Î N und für allea´ n-MatrizenB,C in Zeilenstaffelnor-
malform mit dim(Z(B)) = r undZ(B) = Z(C) gilt B = C.
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Diese Aussage beweisen wir durch Induktion nachr. Für r = 0 gilt Z(B) = Z(C) = {
×
0},

alsoB = C = 0.

Sei nunr ³ 1, seia Î N, und seienB,Czweia´n-Matrizen in Zeilenstaffelnormalform
mit Z(B) = Z(C) und dim(Z(B)) = r. Dann haben sowohlBalso auchC genaur Zeilen,
die nicht 0 sind.

Für einen UnterraumU vonRn und fürl Î {1,¼, n-1} definieren wir eine Teilmenge
desRl durch

U (l) := {(u1,¼, ul) Î R
l | es gibtul+1,¼, un Î R, sodass(u1,¼, un) Î U }.

U (n) definieren wir durchU (n) := U . Außerdem definieren wir für jedem´ n-Matrix A
und für jedesl Î {1,¼, n}

Al := diem´ l -Matrix, die aus den erstenl Spalten vonA besteht.

Dann gilt:

Für allel Î {1,¼, n} : Z(Bl ) = Z(B)
(l).

Seienj1,¼, jr wie in der Definition der Zeilenstaffelnormalform.Dann gilt dim(Z(B)( jr )) =
r, da die erstenr Zeilen vonB jr

eine Basis vonZ(B)( jr ) sind. Ebenso gilt dim(Z(B)( jr-1)) =
r - 1, da die erstenr - 1 Zeilen vonB jr-1

eine Basis vonZ(B)( jr-1) sind. Daher gilt:jr
ist jenesl Î {1,2,¼, n}, sodass dim(Z(B)(l)) = r und dim(Z(B)(l-1)) = r - 1.

Die MatrixC hat ebenfalls genaur Zeilen, die nicht 0 sind. Seienj ¢1,¼, j¢r wie in der
Definition der Zeilenstaffelnormalform. Wie oben gilt, dass j ¢r jenesl

¢ Î {1,2,¼, n}
ist , sodass dim(Z(C)(l

¢)) = r und dim(Z(C)(l
¢-1)) = r - 1. DaZ(B) = Z(C), gilt also

jr = j ¢r .

Die erstenr - 1 Zeilen der MatrixB sind in Zeilenstaffelnormalform. Sie bilden eine
Basis des Raums

U = {(v1,¼, vn) Î Z(B) | vir = 0}.

Ebenso sind die erstenr - 1 Zeilen der MatrixC in Zeilenstaffelnormalform. Sie sind
eine Basis von

V = {(v1,¼, vn) Î Z(C) | vir = 0}.

SeiB¢ die Matrix, die aus den erstenr - 1 Zeilen vonB besteht, und seiC¢ die Matrix,
die aus den erstenr - 1 Zeilen vonC besteht. Nach Voraussetzung giltZ(B) = Z(C).
Daher gilt auchU = V. Das heißt aber, dassZ(B¢) = Z(C¢). Nach Induktionsvorausset-
zung gilt alsoB¢ = C¢.

Es bleibt zu zeigen, dassB undC die gleicher-te Zeile haben. Seib die r-te Zeile von
B und c die r-te Zeile vonC. Der Eintrag an derjr-ten Stelle vonb - c ist 1- 1 =
0; auch alle Einträge vonb - c vor der jr-ten Stelle sind gleich 0. Dab, c Î Z(B),
gilt b- c Î Z(B). Seienb1,¼, br die erstenr Zeilen vonB. SeienΛ1,¼,Λr so, dassÚr

k=1 Λk × bk = b- c. Wenn wir füri Î {1,¼, r} den j i-ten Eintrag betrachten, erhalten
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wir
râ

k=1

Λk × B(k, ji) = 0.

DaB in Zeilenstaffelnormalform ist, ist nur deri-te Summand dieser Summe ungleich
0. Wir erhalten alsoΛi = 0. Folglich sind alleΛi = 0, alsob- c = 0. Also sind auch die
r-te Zeile vonB undC gleich.à

Dieser Satz hat folgende Anwendung:

ALGORITHMUS 6.56 (Gleichheit von Unterräumen).
Eingabe:v1,¼, vk Î R

n undw1,¼, wl Î R
n.

Ausgabe:true, fallsL(v1,¼, vk) = L(w1,¼, wl ), falsesonst.
1 m¬ max(k, l)
2 Ṽ ¬ diem´n-Matrix, deren erstekZeilen die Vektorenv1,¼, vk sind, und

deren restliche Zeilen 0 sind
3 W̃ ¬ diem´ n-Matrix, deren erstel Zeilen die Vektorenw1,¼, wl sind,

und deren restliche Zeilen 0 sind
4 Berechne eine Matrix̃V¢ in Zeilenstaffelnormalform, sodassZ(Ṽ ¢) = Z(Ṽ)
5 Berechne eineMatrix̃W¢ in Zeilenstaffelnormalform, sodassZ(W̃¢) = Z(W̃)
6 return true , falls Ṽ ¢ = W̃¢, undfalsesonst.

10. Die Lösungsmenge inhomogener linearer Gleichungssysteme

DEFINITION 6.57. SeiA Î Rm´n, und seib Î Rm. Das GleichungssystemA × x = b
heißthomogen, wennb = 0, undinhomogen, wennb ¹ 0.

DEFINITION 6.58. SeiT ein Unterraum desRn, x0 Î R
n. Dann ist dielineare Man-

nigfaltigkeit x0 + T definiert durch:

x0 + T := {x0 + t | t Î T}.

Die lineare Mannigfaltigkeitx0 + T ist also der um den Vektorx0 verschobene Un-
terraumT. Lösungsmengen linearer Gleichungssysteme sind stets leer oder lineare
Mannigfaltigkeiten.

SATZ 6.59.Seienm, nÎ N, sei A eine ḿn-Matrix, und sei x0 eine Lösung des Systems
A × x = b. Sei L die Lösungsmenge von A× x = b und N(A) der Nullraum von A. Dann
gilt: L = x0 + N(A).

AUFGABE 6.60. SeiA = K 3 1 2 -5
0 1 -3 8 O undb = K 41 O. Berechne die Lösungs-

menge vonA × x = b.

Wir lösen dieses Beispiel mit Mathematica. Mathematica bietet dazu die Funktionen
NullSpace undLinearSolve.
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In[78]:= A = {{3,1,2, -5},{0,1,-3, 8}};

In[79]:= b = {4,1};

In[80]:= NullSpace [A]

Out[80]= {{13,-24,0,3},{-5,9,3,0}}

In[81]:= LinearSolve [A, b]

Out[81]= {1,1,0,0}

Die Lösungsmenge ist damit gegeben durch

L = {(1,1,0,0) + s × (13,-24,0,3) + t × (-5,9,3,0) | s, tÎ R}.

Wir überlegen uns jetzt noch, wie wir algorithmisch bestimmen können, ob ein lineares
Gleichungssystem eine Lösung hat. Sei dazuA × x = bein lineares Gleichungssystems.
Wir bilden die erweiterte Koeffizientenmatrix(A b), also jene Matrix, die wir erhalten,
wenn wirA um eine Spalte vergrößern und in diese Spalteb schreiben.

SATZ 6.61. Seien A× x = b und C× x = d zwei lineare Gleichungssysteme, und sei
E = (A b) und F = (C d). Wenn E und F den gleichen Zeilenraum haben, dann haben
die beiden Gleichungssysteme die gleiche Lösungsmenge.

SATZ 6.62. Sei A eine ḿ n-Matrix, sei bÎ Rm, sei E die Matrix(A b), und sei
L := {x Î Rn |A × x = b}. Dann gilt

L = {J x1x2¶
xn

N Î Rn | J
x1
x2
¶
xn
-1

N Î N(E)}.
SATZ 6.63. Seien m, nÎ N, sei AÎ Rm´n, bÎ Rm, und sei E:= (A b). Sei F eine Ma-
trix in Zeilenstaffelformmit Z(F) = Z(E), und seien j1 < ¼ < j r wie in Definition 3.1.
Wenn jr = n+ 1, dann hat das System A× x = b keine Lösung.

Beweis.Wenn jr = n+ 1, dann gilt für alle Elementex Î N(F), dassxn+1 = 0 ist. Nach
Satz 6.62 hatA × x = b also keine Lösung.à

Wir bestimmen jetzt alle Lösungen vonA × x = b folgendermaßen:

ALGORITHMUS 6.64 (Lineare Gleichungssysteme).
Eingabe: Einem´ n-Matrix A, undbÎ Rm.
Ausgabe: “keine Lösung”, falls es keinx Î Rnmit A×x = bgibt. Sonst geben wir einen
Vektor x0 Î R

n und einet ´ n-Matrix D aus, sodass die Lösungsmenge vonA × x = b
gleichx0 + Z(D) ist.

1 B¬ die erweiterte Matrix(A b)
2 C¬ diem´ (n+ 1)-Matrix in Zeilenstaffelnormalform mitZ(C) = Z(B)
3 r ¬ Anzahl der Zeilen¹ 0 vonB.
4 for s= 1 to r
5 do J[s] ¬ min{k Î N |C[s, k] ¹ 0}
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6 if J[r] = n+ 1
7 then resultat¬ “keine Lösung”
8 else D ¬ die (n- r) ´ n-Matrix mit allen Einträgen 0
9 x0 ¬ der Nullvektor imRn

10 I ¬ aufsteigend geordnete Liste der Elemente von{1,¼, n}�{J[s] | sÎ
{1,¼, r}}

11 for k = 1 to n- r
12 do i ¬ I [k]
13 (* die i-te Variable wird frei gewählt *)
14 D[k, i] ¬ 1
15 for s= 1 to r
16 doD[k, J[s]] ¬ -C[s, i]
17 for s= 1 to r
18 do x0[J[s]] ¬ C[s, n+ 1]
19 resultat¬ (x0,C)
20 return resultat

Wir berechnen jetzt die Lösung von zwei linearen Gleichungssystemen mit Mathema-
tica, indem wir die Zeilenstaffelnormalform von(A b) ausrechnen.

AUFGABE 6.65. In[82]:= << RowRed9.m

In[83]:= MatrixForm [A1]

Out[83]= K
1 -5 8 2 -2
1 -4 6 -2 0
-1 0 2 2 0
5 -8 6 0 -5

O

In[84]:= MatrixForm[b1]

Out[84]= K
-9
-4
0
-18

O

In[85]:=

LinSolveViaREF [A1, b1]

K
1 -5 8 2 -2 -9
1 -4 6 -2 0 -4
-1 0 2 2 0 0
5 -8 6 0 -5 -18

O

K
1 -5 8 2 -2 -9
0 1 -2 -4 2 5
0 -5 10 4 -2 -9
0 17 -34 -10 5 27

O
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K
1 0 -2 -18 8 16
0 1 -2 -4 2 5
0 0 0 -16 8 16
0 0 0 58 -29 -58

O

K
1 0 -2 -18 8 16
0 1 -2 -4 2 5

0 0 0 1 -
1

2
-1

0 0 0 58 -29 -58

O

K
1 0 -2 0 -1 -2
0 1 -2 0 0 1

0 0 0 1 -
1

2
-1

0 0 0 0 0 0

O

Out[85]= 9{-2,1,0,-1,0},9{2,2,1,0,0},91,0,0, 1
2
,1===

Jetzt noch ein System, das keine Lösung hat.

AUFGABE 6.66. In[86]:= << RowRed9.m

In[87]:= MatrixForm [A2]

Out[87]= K1 5 7 9
2 10 14 18
3 2 1 0

O
In[88]:= MatrixForm[b2]

Out[88]= K01
1
O

In[89]:=

LinSolveViaREF [A2, b2]

K 1 5 7 9 0
2 10 14 18 1
3 2 1 0 1

O

K 1 5 7 9 0
0 0 0 0 1
0 -13 -20 -27 1

O

K 1 5 7 9 0
0 -13 -20 -27 1
0 0 0 0 1

O

K
1 5 7 9 0

0 1
20

13

27

13
-
1

13
0 0 0 0 1

O
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K
1 0 -

9

13
-
18

13

5

13

0 1
20

13

27

13
-
1

13
0 0 0 0 1

O

K
1 0 -

9

13
-
18

13
0

0 1
20

13

27

13
0

0 0 0 0 1

O
Out[89]= NOSOLUTION

ÜBUNGSAUFGABEN6.67.

(1) Widerlegen Sie durch Angabe eines Gegenbeispiels:
Wenn das GleichungssystemA × x = 0 eine Lösung hat, so besitzt für jede rechte Seiteb das Glei-
chungssystemA × x = b zumindest eine Lösung.

11. Koordinaten

SATZ 6.68. Seien nÎ N, m Î N0, sei B= (b1,¼, bm) eine Basis des Unterraums T
vonRn, und sei tÎ T. Dann gibt es genau ein m-Tupel(Λ1,¼,Λm) Î R

mmit

t =
mâ
i=1

Λi × bi.

Beweis.Ein solchesm-Tupel existiert, dat Î L(b1,¼, bm). Sei nunBdien´m-Matrix,
in deren Spalten die Vektoren(b1,¼, bm) stehen. Angenommen,Α = (Λ1,¼,Λm) und
Β = (Μ1,¼,Μm) seien zwei verschiedene Tupel mitB × Α = B × Β = t. Dann gilt
B × (Α - Β) = 0 undΑ - Β ¹ 0. Das ist ein Widerspruch zur linearen Unabhängigkeit
von der Spalten vonB. à

Diesesm-Tupel gibt also an, wie wir den Vektort aus den Basisvektoren zusammen-
bauen können. Wir nennen dieses Tupel dieKoordinatendes Vektorst bezüglich der
BasisB.

DEFINITION 6.69. SeiB = (b1,¼, bm) Basis vonT Í Rn, sei t Î T, und seiB
die n ´ m-Matrix, in deren Spalten die Vektoren(b1,¼, bm) stehen. Dann heißt das
Α = (Λ1,¼,Λm) Î R

m mit

B × Α = t

dasKoordinatentupelvon t bezüglich der BasisB. Wir schreiben auch(t)B = Α.

Das Koordinatentupel(t)B erfüllt also die Gleichung

B × (t)B = t.
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AUFGABEN 6.70. (1) SeiB = ((1,0,3), (2,1,6)), T = L(B), und v = (3,1,9).
Offenbar gilt

æçççççç
è

3
1
9

ö÷÷÷÷÷÷
ø

= 1 ×
æçççççç
è

1
0
3

ö÷÷÷÷÷÷
ø

+ 1 ×
æçççççç
è

2
1
6

ö÷÷÷÷÷÷
ø

,

woraus(v)B = (1,1) folgt.
(2) SeiT = L((3,2,1), (0,1,2)). Für das erste Basiselement gilt offensichtlich

(
æçççççç
è

3
1
2

ö÷÷÷÷÷÷
ø

)B = K 10 O ,
weiters ist zum Beispiel

(3 ×
æçççççç
è

3
1
2

ö÷÷÷÷÷÷
ø

- 2 ×
æçççççç
è

3
1
2

ö÷÷÷÷÷÷
ø

)B = K 3
-2 O .

ÜBUNGSAUFGABEN6.71.

(1) Der Vektorv hat bezüglich der BasisA = (J 10
-3
N, J 28
-4
N) der Ebene¶ die Koordinaten(v)A = I 10 M. Berechnen Sie seine

Koordinaten bezüglich der BasisB = (J 5
16
-11
N, J 1240
-26
N).

(2) Die Ebene¶ hat die Basen

A = (J 10
1
N, J 02

0
N)

und

B = (J 11
1
N, J 21

2
N).

Der Vektorv hat bezüglichB die Koordinaten(v)B = I 7-3 M. Berechnen Sie seine Koordinaten bezüglichA!

(3) Die Ebenee ist durche= L(J 31
2
N, J 3-1

5
N) gegeben. Sie hat die Basen

B = (J 31
2
N, J 3-1

5
N)

und

C = (J 24-2
31
N, J 18-2

24
N).

Der Vektorv ist gegeben durch(v)C = I -1-2 M. Berechnen Sie(v)B.

(4) Seia = K 3
5
4
5
O undb = K - 4

5
3
5
O, und seiB = (a, b). Zeigen Sie, dass ein VektorI xy M bezüglich der BasisBdie Koordinaten

K XJ xy N,a\XJ xy N,b\ O hat; das heißt, zeigen Sie

(I xy M)B = K XJ xy N,a\XJ xy N,b\ O.
Stimmt diese Formel für jede Basis(a, b) desR2?

(5) SeiB = (J 30
-1
N, J 21

4
N), und seiE die lineare Hülle vonB. B ist dann eine Basis vonE.

(a) Welcher Vektorw hat bezüglichB die Koordinaten(w)B = I 3-2 M?
(b) Wie lauten die Koordinaten vonJ -11

5
N bezüglichB ?

(c) Geben Sie eine BasisC vonE an, bezüglich der der PunktJ -11
5
N die KoordinatenI 02 M hat.
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12. Summen und Durchschnitte von Unterräumen

SATZ 6.72. Seien U,V Unterräume desRn. Dann ist UÈV auch ein Unterraum des
R
n.

DEFINITION 6.73. SeienU,V Unterräume desRn. Wir definieren

U +V := {u+ v | u Î U, vÎ V}.

SATZ 6.74. Seien U,V Unterräume desRn. Dann ist U+V auch ein Unterraum des
R
n.

Wir überlegen uns nun, wie wir Basen vonU ÈV undU +V berechnen können.

ALGORITHMUS 6.75 (Summe explizit gegebener Unterräume).
Eingabe:u1,¼, ul Î R

n undv1,¼, vm Î R
n so, dassL(u1,¼, ul) = U undL(v1,¼, vl) =

V.
Ausgabe: Eine Basis vonU +V.

1 Bilde eine(l +m) ´n-MatrixW, deren erstel Zeilen die Vektorenu1,¼, ul
sind, und deren(l + 1)-te bis(l +m)-te Zeile die Vektorenv1,¼, vl sind

2 Bestimme eine MatrixW¢ in Zeilenstaffelform, sodassZ(W¢) = Z(W)
3 return die Zeilen vonW¢, die nicht 0 sind

ALGORITHMUS 6.76 (Durchschnitt implizit gegebener Unterräume).
Eingabe: Einer ´n-Matrix A und eines´n-Matrix B, sodassN(A) = U undN(B) = V.
Ausgabe: Eine Basis vonU ÈV.

1 Bilde die(r + s) ´ n-MatrixC, deren erster Zeilen die MatrixA und deren
letztesZeilen die MatrixB sind

2 Bestimme eine BasisX für N(C)
3 return X

Um die Summe zweier implizit gegebener Unterräume zu berechnen, können wir uns
zuerst von beiden Unterräumen mit den Algorithmen 6.27 und 6.39 eine Basis aus-
rechnen, und dann Algorithmus 6.75 verwenden.

AUFGABE 6.77. Bestimmen Sie eine Basis des RaumsU +V, wobei

U = {x Î R4 | K 4 -3 0 1
2 -2 1 0 O × x = J 00 N},

und

V = {x Î R4 | K 2 -3 0 1
-3 -2 1 0 O × x = J 00 N}.

Lösung:Wir berechnen MatrizenC,D, in deren Zeilen Basen vonU bzw.V stehen.

In[90]:= A = {{4,-3,0,1},{2,-2,1,0}}

Out[90]= {{4,-3,0,1},{2,-2,1,0}}
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In[91]:= B = {{2,-3,0,1},{-3,-2,1,0}}

Out[91]= {{2,-3,0,1},{-3,-2,1,0}}

In[92]:= CC = NullSpace [A]

Out[92]= {{-1,-1,0,1},{3,4,2,0}}

In[93]:= DD = NullSpace [B]

Out[93]= {{-2,3,0,13},{3,2,13,0}}

Jetzt bestimmen wir eine MatrixE, deren Zeilenraum der RaumU +V ist.

In[94]:= EE = Join [CC, DD];

In[95]:= MatrixForm [EE]

Out[95]= K
-1 -1 0 1
3 4 2 0
-2 3 0 13
3 2 13 0

O

In[96]:= FF = RowReduce [EE];

In[97]:= MatrixForm [FF]

Out[97]= K
1 0 0 -

16

5

0 1 0
11

5

0 0 1
2

5
0 0 0 0

O

Also ist
((1,0,0,-16/5), (0,1,0,11/5), (0,0,1,2/5))

eine Basis vonU +V.

Nun wollen wir den Durchschnitt zweier parametrisiert gegebener Unterräume berech-
nen.

SATZ 6.78. Sei U ein Unterraum desRn. Dann giltdim(Uß) = n- dim(U ).

Beweis.Sei(u1,¼, ul) eine Basis vonU .U
ß ist die Lösungsmenge des Gleichungssy-

stemsŨ × x = 0, wobeiŨ die l ´ n-Matrix ist, deren Zeilenvektorenu1,¼, ul sind. Der
Rang vonU ist l , daher ist die Dimension vonUß nach Satz 6.54 gleichn- l . à
SATZ 6.79. Sei U ein Unterraum desRn. Dann gilt (Uß)ß = U.

Beweis.Wir zeigen zunächst�. Seiu Î U . Um zu zeigen, dassu Î (Uß)ß liegt, ist
zu zeigen, dassXv, u\ = 0 für allev Î Uß. Seiv Î Uß. Da v Î Uß, gilt Xu, v\ = 0.
Also giltU Í (Uß)ß. Sei l die Dimension vonU . Es gilt dim((Uß)ß) = n- dim(Uß) =
n- (n- l ) = l . Wegen Satz 6.50 gilt alsoU = (Uß)ß. à
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SATZ 6.80.Sei A eine ḿ n-Matrix, und sei B eine ń l-Matrix, in deren Spalten eine
Basis für den Nullraum von A steht. Dann gilt

N(BT) = Z(A).

Der Nullraum von BT ist also der Zeilenraum von A.

Beweis.In den Spalten vonB steht eine Basis für den NullraumN(A) von A. Der
NullraumN(A) ist gleichzeitig der Raum(Z(A))ß. In den Spalten vonB steht also eine
Basis für(Z(A))ß. Nach Satz 6.35 giltN(BT) = (Z(BT))ß. Da in den Spalten vonB
eine Basis vonZ(A)ß steht, sind auch die Zeilen vonBT eine Basis von(Z(A))ß. Es gilt
alsoZ(BT) = (Z(A))ß. Somit gilt insgesamtN(BT) = (Z(BT))ß = ((Z(A))ß)ß. Wegen
Satz 6.79 gilt alsoN(BT) = Z(A). à

Dieser Satz lässt sich noch umformulieren:

KOROLLAR 6.81.Sei A eine ḿ n-Matrix, und seiC eine ĺ n-Matrix, in deren Zeilen
eine Basis für den Nullraum von A steht. Dann gilt

N(C) = Z(A).

Der Nullraum von C ist also der Zeilenraum von A.

Das führt zu folgendem Algorithmus:

ALGORITHMUS 6.82 (Implizitisieren eines Unterraums).
Eingabe: Einem´ n-Matrix A.
Ausgabe: Einel ´ n-MatrixC, sodassN(C) = Z(A).

1 C¬ eine Matrix, in deren Zeilen eine Basis vonN(A) steht
2 return C

ALGORITHMUS 6.83 (Durchschnitt von explizit gegebenen Unterräumen).
Eingabe:u1,¼, ul Î R

n undv1,¼, vm Î R
n so, dassL(u1,¼, ul) = U undL(v1,¼, vl) =

V.
Ausgabe: Eine Basis vonU ÈV.

1 Bestimme mit Algorithmus 6.82 eine MatrixC1, sodassN(C1) = U
2 Bestimme mit Algorithmus 6.82 eine MatrixC2, sodassN(C2) = U
3 Verwende Algorithmus 6.76, um eine Basis vonN(C1) ÈN(C2) auszurech-

nen

Wir verwenden diesen Algorithmus, um folgendes Beispiel zulösen.

AUFGABE 6.84. SeiU = L((-1,-2,-2,-2), (1,4,6,8)), undV = L((1,0,3,-2), (-1,2,1,8)).
Berechnen Sie eine Basis vonU ÈV.

Lösung:

In[98]:= CfuerU1 = NullSpace [{{-1,-2,-2,-2}, {1,4,6,8}}]
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Out[98]= {{4,-3,0,1},{2,-2,1,0}}

In[99]:= CfuerU2 = NullSpace [{{1,0,3,-2},{-1,2,1,8}}]

Out[99]= {{2,-3,0,1},{-3,-2,1,0}}

In[100]:= CfuerU1geschnittenU2 = Join [CfuerU1, CfuerU2]

Out[100]= {{4,-3,0,1},{2,-2,1,0},{2,-3,0,1},{-3,-2,1,0}}

In[101]:= BasisFuerU1geschnittenU2 = NullSpace [CfuerU1geschnittenU2]

Out[101]= {{0,1,2,3}}

Somit ist((0,1,2,3)) eine Basis vonU ÈV.

Zum Schneiden parametrisiert gegebener linearer Mannigfaltigkeiten hilft folgender
Algorithmus.

ALGORITHMUS 6.85 (Implizitisieren einer linearen Mannigfaltigkeit).
Eingabe: Einem´ n-Matrix A, undbÎ Rn.
Ausgabe: Einel ´ n-MatrixC undd Î Rl , sodassb+ Z(A) = {x Î Rn |C × x = d}.

1 C¬ eine Matrix, in deren Zeilen eine Basis vonN(A) steht
2 d ¬ C × b
3 return (C, d)





KAPITEL 7

Orthogonalität

1. Der Winkel zwischen zwei Vektoren

DEFINITION 7.1. Fürx = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) Î R
n ist dasSkalarproduktvon

x undy definiert als

Xx, y\ := x1 y1 + x2 y2 + × × × + xn yn =
n

â
i=1

xi yi.

Es gilt

Xx, x\ = n

â
i=1

x2i = üxü2.
LEMMA 7.2. Für x, y, zÎ Rn undΛ Î R gilt:

(1) Xx+ y, z\ = Xx, z\ + Xy, z\,
(2) XΛ x, y\ = Λ Xx, y\.

SATZ 7.3. Der Winkelj zwischen x und y ist gegeben durch

cosj =
Xx, y\
üxü × üyü .

DEFINITION 7.4. Zwei Vektorenstehengenau dannnormal aufeinander, wennXx, y\ =
0. Wir schreiben dannx ^ y.

ÜBUNGSAUFGABEN7.5.

(1) Bestimmen Sie einen Vektor, der aufJ 10
2
N undJ -11

0
N normal steht.

(2) SeiB = (J 30
-1
N, J 21

4
N), und seiE die lineare Hülle vonB. B ist dann eine Basis vonE. Außerdem bezeichnen wir mit

B die Matrix

B :=
æççççççç
è

3 2
0 1
-1 4

ö÷÷÷÷÷÷÷
ø

.

(a) Welches Gleichungssystem muss ein VektorJ xy
z
N erfüllen, der auf alle Vektoren inE normal steht? Was hat

die Koeffizientenmatrix dieses Systems mitB zu tun?
(b) Mit welchem Gleichungssystem können Sie feststellen, ob ein Vektorv in E liegt? Was hat die Koeffizien-

tenmatrix dieses Systems mitB zu tun?

(c) Seiw = J 1644
-6
N. Finden Sie einen Vektore, der inE liegt, sodassw- enormal auf alle Vektoren inE steht.

107
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2. Der Normalraum auf eine Menge von Vektoren

WennU eine Teilmenge desRn ist, dann bezeichnen wir den RaumUß auch als “U
orthogonal” und verwenden anstelle vonUß die BezeichnungU^. Für eine Teilmenge
A desRn istA^ also definiert durch

A^ := {x Î Rn | x ^ a für allea Î A}.

Für jede TeilmengeA vonRn gilt A^ = L(A)^ und(A^)^ = L(A).

ÜBUNGSAUFGABEN7.6.

(1) Gegeben seien die Vektoren

x = J 10
0
N, y = J 12

1
N, z= J 64

2
N.

Berechnen Sie
(a) {x}^,
(b) {x, y}^,
(c) {x, y, z}^,

und jeweils die Dimension davon.
(2) Welche Vektoren desR4 stehen auf alle drei Vektoren

(1,2,0,0) , (0,1,2,-1) , (1,0,2,0)

normal? (Zwei Vektoren imR4 stehen aufeinander normal, wenn ihr Skalarprodukt gleich 0ist.)

3. Orthonormalbasen

DEFINITION 7.7. SeiT ein Unterraum desRn undB = (b1, . . . , bk) eine Basis vonT.
B ist eineOrthonormalbasis(ONB), wenn

(1) Xbi, bj\ = 0 für alle i, j Î {1,2,¼, k}mit i ¹ j.
(2) übiü = 0Xbi, bi\ = 1 für alle i Î {1,2,¼, k}.

BEISPIELE7.8.

(1) Die kanonische Basis((1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)) ist ONB desR3.
(2) B = ((12,

-
0
3

2 ,0), (
0
3
2 ,

1
2,0), (0,0,1)) ist ONB desR3.

(3) B = (12(1,-1,1,-1),
1
2(1,1,1,1)) ist ONB vonL((1,-1,1,-1), (1,1,1,1)).

(4) Seib1 = (3,4), b2 = (-4,3). Dann ist(
b1
5 ,

b2
5 ) ONB desR2.

ÜBUNGSAUFGABEN7.9.

(1) (Orthonormalbasen) Welche der folgenden Basen sind ONB?

(a) (J 10
0
N, 10

13
J 02
3
N, -10

13
J 03
-2
N).

(b) ( 10
3
J 11
1
N).

(c) I 0.60.8 M, I -0.80.6 M.
SATZ 7.10. Sei B= (b1, . . . , bk) eine ONB und vÎ L(B) mit den Koordinaten(v)B =
(Λ1, . . . ,Λk). Dann gilt üvü2 = Λ21 + × × × + Λ2k.
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Beweis.DaB eine ONB ist, gilt

üvü2 = Xv, v\ = X k

â
i=1

Λi bi,
k

â
j=1

Λ j b j\ =
k

â
i=1

k

â
j=1

Λi Λ j Xbi, bj\ =
k

â
i=1

Λi Λi Xbi, bi\

=
k

â
i=1

Λ2i × 1.

à

Wir wenden diesen Satz an:

Seib1 = (0.6,0.8), b2 = (-0.8,0.6). Berechnen Sie die Länge vonv = 12 × b1 + 5 × b2!

Lösung: Da(b1, b2) eine ONB desR2 ist, gilt

üvü =
1
122 + 52 = 13.

Wir kontrollieren das Ergebnis, indem wirv berechnen. Da

v = 12 × (0.6,0.8) + 5 × (-0.8,0.6) = (3.2,12.6),

gilt

üvü = 1(3.2)2 + (12.6)2 = 13.
SATZ 7.11. Sei T ein Unterraum desRn mit der ONB B= (b1, . . . , bk). Sei vÎ L(B)
mit den Koordinaten(v)B = (Λ1, . . . ,Λk). Dann gilt

Λi = Xv, bi\ für alle i Î {1,¼, k}.

Beweis.Sei i Î {1,¼, k}. Wir wissen, dass
kâ
j=1

Λ j b j = v,

und somit

X kâ
j=1

Λ j b j , bi\ = Xv, bi\.
Daraus folgt, dass

kâ
j=1

Λ j Xb j , bi\ = Xv, bi\
oder

Λi Xbi, bi\ = Xv, bi\.
Somit gilt

Λi = Xv, bi\.
à
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Bei Orthonormalbasen müssen wir also kein Gleichungssystem lösen, um die Koor-
dinaten eines Vektors zu bestimmen. Dazu folgendes Beispiel: Gegeben sei die ONB
B = ((0.6,0.8), (-0.8,0.6)). Gesucht sind die Koordinaten(Λ1,Λ2) von v = (2,1) bzgl.
B.

Λ1 = Xv, b1\ = 2, Λ2 = Xv, b2\ = -1.
Also gilt:

(v)B = K 2
-1 O .

Eine Orthonormalbasis besitzt also zwei wesentliche Vorteile gegenüber normalen Ba-
sen:

(1) Mit (v)B = (Λ1, . . . ,Λk) kann die Länge des Vektorsv als

üvü = 1Λ21 + × × × + Λ2k
berechnet werden.

(2) Die Koordinaten eines Vektorsv erhält man als

(v)B =
æçççççç
è

Xv, b1\
¶Xv, bk\
ö÷÷÷÷÷÷
ø

.

4. Das Gram-Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren

Gegeben ist ein UnterraumT mit der BasisB = (b1, . . . , bm). Gesucht ist eine ONB
(d1, . . . , dm) vonT.

Wir konstruierend1, . . . , dmmit folgenden Eigenschaften:

(1) di ^ d j für i ¹ j,
(2) üdiü = 1 für alle i,
(3) für allek £ mgilt L(b1, . . . , bk) = L(d1, . . . , dk).

(1) und (2) sollen garantieren, dass wir eine ONB erhalten. (3) fordert, dass die ersten
k Vektoren der gesuchten ONB den gleichen Vektorraum aufspannen wie die erstenk
Vektoren der BasisB.

ALGORITHMUS 7.12.

(1) Konstruktion von d1: Wir setzenc1 = b1 undd1 =
c1üc1ü .

(2) Konstruktion von d2: Um (3) erfüllen zu können, machen wir den Ansatz

c2 = b2 + Α1 × d1

mit Xc2, d1\ = 0. Aus
Xb2 + Α1 × d1, d1\ = Xb2, d1\ + Α1 Xd1, d1\ = Xb2, d1\ + Α1 = 0
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folgt
Α1 = -Xb2, d1\.

Also erhalten wir mittels

c2 = b2 - Xb2, d1\ × d1,
d2 =

c2üc2ü
den gewünschten Vektord2.

(3) Konstruktion von d3: Fürc3 machen wir analog zuc2 den Ansatz

c3 = b3 + Α1 × d1 + Α2 × d2.

Fordern wir dann Normalität zu den ersten beiden Vektoren, so erhalten wir

Xc3, d1\ = Xb3, d1\ + Α1 Xd1, d1\«¬¬¬¬¬­¬¬¬¬¬®
=1

+ Α2 Xd2, d1\«¬¬¬¬¬­¬¬¬¬¬®
=0

= 0,

also
Α1 = -Xb3, d1\,

und

Xc3, d2\ = Xb3, d2\ + Α1 Xd1, d2\«¬¬¬¬¬­¬¬¬¬¬®
=0

+ Α2 Xd2, d2\«¬¬¬¬¬­¬¬¬¬¬®
=1

= 0,

also
Α2 = -Xb3, d2\.

Somit ergibt sichc3 als

c3 = b3 - Xb3, d1\ × d1 - Xb3, d2\ × d2
und der gesuchte Vektord3 der Länge 1 als

d3 =
c3üc3ü .

(4) Konstruktion von di: Seiend1, . . . , di-1 bereits bekannt. Dann setzen wir

ci = bi - Xbi, d1\ × d1 - × × × - Xbi, di-1\ × di-1
und erhalten mit

di =
ciüciü

den gewünschten Vektor.

AUFGABEN 7.13. (1) Sei

B = (

æçççççççççç
è

1
-1
1
-1

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

,

æçççççççççç
è

-1
1
3
-3

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

,

æçççççççççç
è

1
0
0
0

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

).

Gesucht ist eine ONB vonL(B).
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Offenbar istc1 = (1,-1,1,-1) und somit

d1 =
c1üc1ü =

1
2

æçççççççççç
è

1
-1
1
-1

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

.

Dann ist

c2 =

æçççççççççç
è

-1
1
3
-3

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

- X(-1,1,3,-3), d1\ 12
æçççççççççç
è

1
-1
1
-1

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

=

æçççççççççç
è

-2
2
2
-2

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

und

d2 =
c2üc2ü =

1
2

æçççççççççç
è

-1
1
1
-1

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

.

Schließlich ist

c3 =

æçççççççççç
è

1
0
0
0

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

- X(1,0,0,0), d1\ d1 - X(1,0,0,0), d2\ d2 = 1
2

æçççççççççç
è

1
1
0
0

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

und

d3 =
c3üc3ü =

10
2

æçççççççççç
è

1
1
0
0

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

.

(2) SeiB = ((3,4), (5,6)). Gesucht ist eine ONB vonL(B).
Wir erhalten

d1 =
1
5
K 34 O = K 0.60.8 O ,

d2 = K 0.8
-0.6 O .

Man prüft leicht nach, dass die beiden Vektoren tatsächlichnormal aufeinan-
der stehen.

SATZ 7.14. Sei T ein Unterraum desRn. Dann hat T eine ONB.

Beweis.Aus einer beliebigen Basis vonT kann mit dem Gram-Schmidtschen Ortho-
normalisierungsverfahren eine ONB berechnet werden.à

ÜBUNGSAUFGABEN7.15.
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(1) Orthonormalisieren Sie die folgende Familie von Vektoren mit dem Verfahren von Gram-Schmidt!

A = (J 10
0
N, J 23

1
N, J 00

1
N).

(2) Bestimmen Sie jeweils eine Orthonormalbasis (ONB) für folgende Unterräume desR3!

(a) U = L(J 12
-2
N, J 32
-1
N).

(b) V = {(x1, x2, x3, x4) Î R
4 | x1 + 2x3 + 2x4 = 0 undx2 - 2x3 + 2x4 = 0}. (Hinweis: Berechnen Sie zuerst eine

Basis vonV und orthonormalisieren Sie diese mit dem Verfahren von Gram-Schmidt).
(3) Geben Sie eine Orthonormalbasis der Ebenee : x- 2y+ 3z= 0 an.
(4) Bestimmen Sie mithilfe des Verfahrens von Gram-Schmidteine Orthonormalbasis von

{(x1, x2, x3, x4) Î R
4 | x1 - x2 + x3 - x4 = 0}.

5. Orthogonalprojektionen

SATZ 7.16. Sei T ein Unterraum desRn, v Î Rn. Dann gibt es genau ein xÎ Rn mit
den Eigenschaften

(1) x Î T,
(2) v- x Î T^.

Für den Beweis benötigen wir folgendes Lemma.

LEMMA 7.17. Seien b1, . . . , bk Î R
n linear unabhängig. B sei definiert als die ńk-

Matrix mit den Spalten b1, . . . , bk. Dann ist B
T × B invertierbar.

Man kann zeigen, dass die Spaltenvektoren vonBT × B linear unabhängig sind. Später
werden wir sehen, dass jede quadratische Matrix mit linear unabhängigen Spaltenvek-
toren invertierbar ist.

Beweis von Satz 7.16.

ê Zunächst zeigen wir, dass so einx existiert. Sei(b1, . . . , bk) eine Basis vonT,
und seiB die n ´ k-Matrix, in deren Spalten die Vektorenb1,¼, bk stehen.
Wir versuchen(Α1,¼,Αk) zu finden, sodass

x :=
kâ
i=1

Αi × bi = B ×
æçççççç
è

Α1
¶

Αk

ö÷÷÷÷÷÷
ø

«¬¬¬¬­¬¬¬¬®
Α

die Eigenschaftv-B × Α Î T^ erfüllt. Dann muss gelten:Xb j , v- x\ = Xb j , v-
B × Α\ = 0 für alle j, oder, anders ausgedrückt,

æçççççççççç
è

Xb1, v- B × Α\Xb2, v- B × Α\
¶Xbk, v- B × Α\

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

= BT × (v- B × Α) =

æçççççççççç
è

0
0
¶

0

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

,

und somit
BT × v- BT × B × Α = 0,
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also

BT × v = (BT × B) × Α.

Da die Basisvektoren linear unabhängig sind, ist nach Lemma7.17 die Matrix
BT × B invertierbar. Somit mussΑ die Gleichung

(BT × B)-1 × BT × v = (BT × B)-1(BT × B) × Α = Α

erfüllen. Wir erhalten als Kandidaten fürx also

x = B × (BT × B)-1 × BT × v.

Wir überprüfen jetzt, obv- xwirklich in T^ liegt, und erhalten

BT(v- x) = BT(v- B × (BT × B)-1 × BT × v)

= BT × v- BT × B × (BT × B)-1 × BT × v)

= BTv- BTv = 0.

ê Eindeutigkeit: Seienx, yzwei Vektoren, die den Bedingungen des Satzes 7.16
genügen, d.h.
(1) x, yÎ T,
(2) v- x, v- y Î T^.
Wegen (1) giltx- y Î T. Aus (2) erhalten wir(v- x) - (v- y) = -x+ y Î T^.
Daher gilt auch-(-x+ y) = x- y Î T^. Dax- y Î T undx- y Î T^, giltXx- y, x- y\ = 0. Also gilt ü(x- y)ü2 = 0, und folglichx = y.

Somit existiert genau einx, das die obigen Eigenschaften erfüllt.à

DEFINITION 7.18. Sein Î N, seiT ein Unterraum desRn, und seiv Î Rn. Dasx Î T
mit v-x Î T^ nennen wirorthogonale ProjektionvonvaufT und schreibenx = PT(v).

WennT der Spaltenraum der MatrixBmit linear unabhängigen Spalten(b1,¼, bk) ist,
alsoT = S(B), dann ist(b1,¼, bk) eine Basis vonT. Wie im Beweis von Satz 7.16
ermittelt, gilt dann

PT(v) = B × (B
T × B)-1 × BTv.

AUFGABEN 7.19.

(1) Gesucht ist die orthogonale Projektion von(4,2) auf die GeradeG = {(x, y) | 3x-
4y = 0}.

Lösung: FürB = I 43 M gilt G = S(B). WegenBT × B = (42 + 32) = (25) und
BT × v = (16+ 6) = (22) ist

PG(v) = B × (B
T × B)-1 × BT × v =

22
25
J 43 N.
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(2) Wir berechnen die orthogonale Projektion des Vektorsv = (6,0,0) auf die
Ebenee = L((1,2,1), (-1,0,1)). Wir bilden eine MatrixB, in deren Spalten
wir die Basisvektoren voneschreiben. In diesem Fall gilt

BT × B = K 1 2 1
-1 0 1 O

æçççççç
è

1 -1
2 0
1 1

ö÷÷÷÷÷÷
ø

= K 6 0
0 2 O ,

BT × v = K 1 2 1
-1 0 1 O

æçççççç
è

6
0
0

ö÷÷÷÷÷÷
ø

= K 6
-6 O

Pe(v) = B × (B
T × B)-1 × BT × v =

æçççççç
è

1 -1
2 0
1 1

ö÷÷÷÷÷÷
ø

K 1
6 0
0 1

2
O K 6
-6 O

=
æçççççç
è

1 -1
2 0
1 1

ö÷÷÷÷÷÷
ø

K 1
-3 O =

æçççççç
è

4
2
-2

ö÷÷÷÷÷÷
ø

.

ÜBUNGSAUFGABEN7.20.
Wir wollen die Pyramide mit der quadratischen Grundfläche(A,B,C, D) und der SpitzeSals 2D-Graphik auf dem Bildschirm
darstellen. Lösen Sie dazu folgende Probleme:

(1) Sei die Ebenee= L(B) durch ihre Basis

B = (
10
10
J 30
-1
N, 10

19
J 1-3
3
N)

gegeben. Bestimmen Sie fürv = J 22
0
N die Projektion vonv aufL(B), alsoPL(B)(v).

(2) Bestimmen Sie die Koordinaten vonPL(B)(v) bezüglichB.
(3) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis der Ebenee, die durch

e : x- 2y+ 2z= 0

gegeben ist.

(4) Welcher Punkt aufehat vonJ -2-5
5
N den geringsten Abstand?

SATZ 7.21. Sei T ein Unterraum desRn, vÎ Rn. Dann gilt

PT^(v) = v- PT(v).

Beweisskizze.Wir definiereny := v-PT(v). Man kann zeigen, dassydie Eigenschaften
der Projektion vonv aufT^ erfüllt. à

Aus diesem Satz können wir sofort eine Formel für die Projektion aufT^ ableiten. Sei
B eine Matrix mit linear unabhängigen Spalten, sodassT = S(B). Dann gilt:

PT^(v) = (En - B × (B
T × B)-1 × BT) × v.

ÜBUNGSAUFGABEN7.22.

(1) (a) Bestimmen Sie für jeden Vektorv = (x, y, z) Î R3 die Projektion aufU := {(x, y, z) | - x+ 2y+ 2z= 0}.
(b) Bestimmen Sie eine MatrixPU , sodass die Projektion vonv aufU gleichPU × v ist.
(c) Bestimmen SiePU × PU !
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(2) SeiU := {(x, y, z) | - x+ 2y+ 2z= 0}.
(a) Bestimmen sie für jeden Vektorv = (x, y, z) Î R3 die Projektion vonv auf den Orthogonalraum vonU , also

aufU^.
(b) Bestimmen Sie eine MatrixPU^ , sodass die Projektion vonv aufU^ gleichPU^ × v ist.
(c) Bestimmen SiePU^ × PU^ .

6. Abstandsberechnungen mit Hilfe der Orthogonalprojektion

6.1. Abstand eines Punktes von einem Unterraum.Gegeben sei ein Unterraum
T desRn sowie ein Vektorv Î Rn. Gesucht ist jenesx Î T, das vonv den kleinsten
Abstand hat.

SATZ 7.23.Sei T ein Unterraum desRn, vÎ Rn, und sei xÎ T. Dann sind äquivalent:

(1) ||v- x|| = inf{||v- t || : t Î T}.
(2) Der Vektor x ist die Projektion von v auf T , also x= PT(v).

Beweis.(2)Þ(1): Wir nehmen an,x = PT(v). Seit Î T. Dann gilt

||v- t ||2 = ||(v- x) + (x- t)||2.

Dav- x Î T^ undx- t Î T, gilt

||(v- x) + (x- t)||2 = ||v- x||2 + ||x- t ||2.

Es gilt also

Für allet Î T: ||v- t || ³ ||v- x||.

Also gilt

||v- x|| = inf{||v- t || : t Î T}.

(1)Þ(2): Seix so, dass||v- x|| = inf{||v- t || : t Î T}, und seiy = PT(v). Es gilt dann
||v- x|| £ ||v- y|| und ||v- x||2 = ||(v- y) + (y- x)||2 = ||v- y||2 + ||y- x||2. Das ergibt
ingesamt||v- y||2 ³ ||v- y||2 + ||y- x||2, also||y- x||2 = 0. Somit giltx = y = PT(v). à

ÜBUNGSAUFGABEN7.24.

(1) Welcher Punkt auf der Geraden

g= L(J 12
-2
N)

hat vonJ 2-1
9
N den kleinsten Abstand?

(2) Wir betrachten den PunktpÎ R4 und den UnterraumU desR4.

p = (8,10,1,14) ,

U = L((-1,-2,0,3)).

Welcher Punktp0 ausU hat vonpden kleinsten Abstand?
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6.2. Abstand zwischen zwei linearen Mannigfaltigkeiten.WennAundBnicht-
leere Teilmengen desRn sind, dann kann man ihrenAbstanddurch

dist(A, B) = inf{||a- b|| | aÎ A, bÎ B}

definieren.

Gegeben sind zwei lineare MannigfaltigkeitenM1 = v1 + T1 undM2 = v2 + T2. Dabei
sindv1, v2 Î R

n, undT1, T2 sind Unterräume desRn. Wir suchenp1 Î M1 undp2 Î M2,
sodass

||p1 - p2|| = dist(M1, M2).

Dazu bestimmen wirt1 Î T1 undt2 Î T2, sodass

||(v1 + t1) - (v2 + t2)|| = dist(M1, M2).

Nun gilt

dist(M1, M2) = inf{||(v1 + t1) - (v2 + t2)|| | t1 Î T1, t2 Î T2}

= inf{||(v1 - v2) - (t2 - t1)|| | t1 Î T1, t2 Î T2}

= inf{||(v1 - v2) - s|| | sÎ T1 + T2}.

Wir wissen, dass(v1 - v2) - sgenau dann das Infimum von{(v1 - v2) - s | sÎ T1 + T2}
annimmt, wenns= PT1+T2(v1 - v2). Also berechnen wir

s := PT1+T2(v1 - v2).

Folglich gilt für t1 Î T1 undt2 Î T2 die Gleichung

(v1 + t1) - (v2 + t2) = inf{(v1 + t1) - (v2 + t2) | t1 Î T1, t2 Î T2}

genau dann, wennt2- t1 = s. Wir müssen also alle(t1, t2) Î T1´ T2 bestimmen, sodass
t2- t1 = s. Wir bestimmen uns also eint ¢1 Î T1 und eint

¢
2 Î T2, sodasst

¢
2- t

¢
1 = s. Dann

gilt
{(t1, t2) Î T1 ´ T2 | t1 - t2 = s} = {t

¢
1 + r, t

¢
2 + r) | r Î T1 È T2}.

Damit erhalten wir

{(p1, p2) Î M1´M2 | ||p1- p2|| = dist(M1, M2)} = {Iv1+ t ¢1+ r, v2+ t ¢2+ rM | r Î T1ÈT2}.
AUFGABE 7.25. Bestimmen Sie jene Punkte auf den Mannigfaltigkeiten

M1 := (5,0,0,0) + L((1,2,-1,0), (1,1,1,1))

und
M2 := (11,27,2,11) + L((1,-1,-1,1), (1,0,0,1)),

die voneinander geringsten Abstand haben.

SeiT1 = L((1,2,-1,0), (1,1,1,1)) undT2 = L((1,-1,-1,1), (1,0,0,1)). Wir berech-
nen eine Basis vonT1 + T2.

In[102]:= B1 = {{1,2,-1,0}, {1,1,1,1}};

B2 = {{1,-1,-1,1},{1,0,0,1}};
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Out[102]= {{1,-1,-1,1},{1,0,0,1}}

In[103]:= BasisVonT1PlusT2 = RowReduce [B1 ˜Join˜ B2]

Out[103]= 9{1,0,0,1},90,1,0,-1
3
=,90,0,1, 1

3
=,{0,0,0,0}=

Also erhalten wir

B = ((1,0,0,1), (0,1,0,-1/3), (0,0,1,1/3))

als Basis vonT1+T2. Jetzt können wir die Projektion vonv1-v2 aufT1+T2 ausrechnen.
SeiC die Matrix

æçççççççççç
è

1 0 0
0 1 0
0 0 1
1 -1

3
1
3

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

.

Dann gilt

PT1+T2(v1 - v2) = C × (C
T ×C)-1 ×CT × (v1 - v2) = J -12-25-4

-5
N.

Also gilt s= (-12,-25,-4,-5). Diesesswollen wir als-t ¢1+t
¢
2mit t ¢1 Î T1 undt

¢
2 Î T2

darstellen. Durch die folgenden Mathematica-Berechnungen erhalten wir

s= -7 × (1,2,-1,0) - 8 × (1,1,1,1) + 3 × (1,-1,-1,1) + 0 × (1,0,0,1).

In[104]:= s

Out[104]= {-12,-25,-4,-5}

In[105]:= B1B2 = B1 ˜Join˜ B2

Out[105]= {{1,2,-1,0},{1,1,1,1},{1,-1,-1,1},{1,0,0,1}}

In[106]:= M = Transpose [B1B2]

Out[106]= {{1,1,1,1},{2,1,-1,0},{-1,1,-1,0},{0,1,1,1}}

In[107]:= MatrixForm [M]

Out[107]= K
1 1 1 1
2 1 -1 0
-1 1 -1 0
0 1 1 1

O

In[108]:= LinearSolve [M, s]

Out[108]= {-7,-8,3,0}

Für t ¢1 = 7 × (1,2,-1,0) + 8 × (1,1,1,1) undt
¢
2 = 3 × (1,-1,-1,1) gilt also

s= -t ¢1 + t
¢
2.

Wir erhalten
t ¢1 = (15,22,1,8) , t

¢
2 = (3,-3,-3,3).

Also sind die Punkte

p1 = (5,0,0,0) + (15,22,1,8) = (20,22,1,8)
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und
p2 = (11,27,2,11) + (3,-3,-3,3) = (14,24,-1,14)

so, dassp1 Î M1, p2 Î M2, und||p1 - p2|| = dist(M1, M2).

Um alle Punkte zu erhalten, für die der Abstandminimal wird,müssen wir nochT1ÈT2
berechnen.

In[109]:= C1 = NullSpace [{{1,2,-1,0}, {1,1,1,1}}];

MatrixForm[C1]

Out[109]= J-2 1 0 1
-3 2 1 0

N
In[110]:= C2 = NullSpace [{{1,-1,-1,1},{1,0,0,1}}];

MatrixForm [ C2]

Out[110]= J-1 0 0 1
0 -1 1 0

N
In[111]:= NullSpace [Join[C1,C2]]

Out[111]= {{1,1,1,1}}

Wir erhaltenT1 È T2 = L((1,1,1,1)). Somit ist die Menge aller Paare inM1 ´M2, die
minimalen Abstand voneinander haben, gegeben als

{I(20,22,1,8) + t × (1,1,1,1) , (14,24,-1,14) + t × (1,1,1,1)M | t Î R}.
Folgendes Mathematica-Programm liefert zwei Punkte mit minimaler Distanz. Ach-
tung: die Basisvektoren vonT1 undT2 stehen hier in denZeilender ArgumenteB1 und
B2.

Proj [B_, v_] :=
Transpose [B] . Inverse [B . Transpose[B]]. B. v;

PointsWithMinimalDistance [v1_, B1_, v2_, B2_] :=
Module[{},

B12 = RowReduce [B1 ~Join~ B2];
If [MatrixRank[B12] == 0,

{v1, v2},
Basis12 = Take [B12, MatrixRank [B12]];
s = Proj [Basis12, v1 - v2];
t1 = - Transpose [B1].Take [LinearSolve

[Transpose [B1 ~Join~ B2], s], Length [B1]];
t2 = s + t1;
{v1 + t1, v2 + t2}

]
];
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Wir testen dieses Programm:

In[112]:= << abstand2.m

In[113]:= v1 = {5,0,0,0};

v2 = {11,27,2,11};

T1 = {{1,1,1,1},{1,2,-1,0}};

T2 = {{1,0,0,1},{1,-1,-1,1}};

In[114]:= PointsWithMinimalDistance[v1,T1, v2, T2]

Out[114]= {{23,25,4,11},{17,27,2,17}}

ÜBUNGSAUFGABEN7.26.

(1) Welcher Punkt auf der Geraden
g : X = I 00 M + Λ × I 1-4 M

hat vonI 6-7 M den geringsten Abstand?
(2) Bestimmen Sie den Punkt aufJ 10

0
N + L(J 12

-2
N), der am nächsten beim PunktJ 23

-1
N liegt.

(3) (a) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis des UnterraumsW vonR4, der durch

W = {Ix1, x2, x3, x4M | - x1 + x3 = 0 und - x2 + x4 = 0}.
gegeben ist.

(b) Welcher Punkt inW hat von(4,-1,6,-1) den geringsten Abstand?

(4) Bestimmen Sie den Abstand des PunktesJ -64
-2
N von der Geradeng, die durch den PunktJ 00

10
N geht, und deren Rich-

tungsvektor gleichJ 1-2
3
N ist.

(5) Bestimmen Sie den Abstand des Punktes(8,2,11,17) von der Geradeng, die durch

g : X = (1,2,-4,7) + t × (12,0,3,4)

gegeben ist. Welcher Geradenpunkt ist diesem Punkt am nächsten?
(6) (a) Welcher Punktpauf der Geraden

g : -2x+ z= 0 und 2x+ y = 0

hat vom Punktv = J -10-25
25
N den geringsten Abstand?

(b) Wie groß ist dieser Abstand?
(c) Berechnen Siev- p! Welchen Winkel schließenpundv- pmiteinander ein?

(7) Welcher Punkt der Ebene

e : X = J -24-53
13
N + Λ × J 12

3
N + Μ × J -17

2
N

kommt dem PunktJ 00
0
N am nächsten ?

(8) Welche Punkte der Geraden

g1 : X = J 012 N + Λ × J
1
2
3
N

und

g1 : X = J -24-5215 N + Μ × J
-1
7
2
N

kommen einander am nächsten?
(9) Welcher Punkt der Ebene

e : X = J -24-53
13
N + Λ × J 12

3
N + Μ × J -17

2
N

kommt dem PunktJ -47-95
34
N am nächsten?
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(10) Welcher Punkt der Ebene

e : X = (5,2,1,0) + Λ × (1,2,0,0) + Μ × (0,1,2,-1)

kommt der Geraden
g : X = (5,3,0,5) + Α × (1,0,2,0)

am nächsten?
(11) Berechnen Sie den InkreismittelpunktI = J i1i2 N des DreiecksABCmit A = I -3-2 M, B = I 40 M undC = I 24 M, indem

Sie die Bedingung, dassI gleich weit vonAB, BC undAC entfernt ist, in Gleichungen in den Variableni1 und i2
umwandeln. Verwenden Sie zur Lösung der auftretenden Gleichungen den Mathematica-BefehlSolve.

7. Die bestapproximierende Lösung eines linearen Gleichungssystems

Oft trifft man auf Gleichungssysteme, die keine Lösung besitzen, wie z.B.

æçççççç
è

1 0
2 1
-1 1

ö÷÷÷÷÷÷
ø

× x =
æçççççç
è

1
2
0

ö÷÷÷÷÷÷
ø

.

In solchen Fällen wird man einx suchen, das dem Gleichungssystem “möglichst gut”
genügt. Naheliegend ist es, jenesxals “Lösung” zu betrachten, das den kleinsten Fehler
liefert, d.h. für dasüA × x- büminimal ist.
DEFINITION 7.27. SeiA Î Rm´n, b Î Rm. Eine bestapproximierende Lösungdes
GleichungssystemsA × x = b ist einx* Î Rn, sodassüA × x* - büminimal ist.
Wir wissen, dass{A×x | x Î Rn} genau der Spaltenraum vonA ist. Wir suchen also jenes
Element des Spaltenraumes vonA, das vonbminimalen Abstand hat. Dazu sollteA × x
die Projektion vonb auf den Spaltenraum vonA sein. Dann stehtb - A × x auf den
Spaltenraum vonA normal. Es gilt also

AT × (b- A × x) = 0.

WennAT ×A invertierbar ist, dann können wirx durchx = (AT ×A)-1 ×AT ×bbestimmen.

SATZ 7.28. Sei A eine Matrix, deren Spaltenvektoren linear unabhängigsind, und sei
b ein Vektor. Dann ist die bestapproximierende Lösung x* von A× x = b gegeben durch

x* = (AT × A)-1 × AT × b.

AUFGABE 7.29. Wir bestimmen die bestapproximierende Lösung von

æçççççç
è

1 0
2 1
-1 1

ö÷÷÷÷÷÷
ø

× x =
æçççççç
è

1
2
0

ö÷÷÷÷÷÷
ø

.

Hier ist

AT × A = K 6 1
1 2 O und (AT × A)-1 =

1
11
K 2 -1
-1 6 O .

Also erhalten wir

x* =
1
11
K 87 O .
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ÜBUNGSAUFGABEN7.30.

(1) Das GleichungssystemA × x = b ist für folgendesA undbunlösbar:

A =
æççççççç
è

1 0
1 1
0 1

ö÷÷÷÷÷÷÷
ø

, b=
æççççççç
è

2
2
2

ö÷÷÷÷÷÷÷
ø

.

Bestimmen Sie die “beste Näherungslösung”. Warum (bzw. in welchem Sinn) ist diese Lösung “besser” als(1,1)?

Nun versuchen wir, die “beste Gerade durch eine Punktwolke”zu legen.

Gegeben seien die Punkte(x1, y1), . . . ,(xn, yn). Gesucht ist die bestapproximierende
Geradey = k x+ d durch diese Punktwolke.

Dafür berechnet man die bestapproximierende Lösung des Gleichungssystems

æçççççç
è

x1 1
¶ ¶

xn 1

ö÷÷÷÷÷÷
ø

K kd O =
æçççççç
è

y1
¶

yn

ö÷÷÷÷÷÷
ø

wie oben beschrieben. Wir überlegen uns noch, welcher “Abstand” zwischen Punkten
und Gerade hier wirklich minimiert wird. Die bestaproximierende Lösung minimiertÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

æçççççç
è

y1
¶

yn

ö÷÷÷÷÷÷
ø

-
æçççççç
è

x1 1
¶ ¶

xn 1

ö÷÷÷÷÷÷
ø

K kd O
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
=

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
æçççççç
è

y1 - (k x1 + d)
¶

yn - (k xn + d)

ö÷÷÷÷÷÷
ø

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
,

also die Vertikalabstände zwischen den Punkten und der Gerade.

ÜBUNGSAUFGABEN7.31.

(1) Bestimmen Sie jene Gerade der Formy = k x+ d, die die Punkte(0,3), (1,4) und (2,7) bestmöglich approximiert.
“Bestmöglich” heißt dabei, dassk undd so zu bestimmen sind, dass

(y1 - (k x1 + d))
2 + (y2 - (k x2 + d))

2 + (y3 - (k x3 + d))
2

minimal wird.
(2) Bestimmen Sie jene Gerade der Formy = k x+ d, die die Punkte(2,3), (3,0) und (6,5) bestmöglich approximiert.

“Bestmöglich” heißt dabei, dassk undd so zu bestimmen sind, dass

(y1 - (k x1 + d))
2 + (y2 - (k x2 + d))

2 + (y3 - (k x3 + d))
2

minimal wird.



KAPITEL 8

Ringe, Körper und Vektorräume

Nachrichten codiert man gerne als Listen von Bits. Deswegenwird es sich als günstig
herausstellen, dass man nicht nur mit Vektoren, deren Einträge reelle Zahlen sind,
rechnen kann, sondern auch mit Vektoren, deren Einträge nur0 oder 1 sein können.
Unser Wissen über das Lösen linearer Gleichungssysteme lässt sich auf solche 0/1-
Vektoren verallgemeinern; das ist in der Codierungstheorie hilfreich.

1. Kommutative Ringe mit Eins

Unser Ziel ist, anstelle der reellen Zahlen auch andere Objekte verwenden zu können,
solange man diese Objekte sinnvoll addieren und multiplizieren kann.

Sei n Î N. Einen-stellige Operationauf A ist eine Funktion vonAn nachA. Eine
Algebra ist ein Paar(A, F), wobeiA eine nichtleere Menge, undF eine Familie von
endlichstelligen Operationen aufA ist. WennF = ( f1,¼, fk), so bezeichnet man so-
wohl das Paar(A, F) als auch das Tupel(A, f1,¼, fk) als Algebra.

DEFINITION 8.1. Eine AlgebraXR,+,-, ×,0,1\ ist ein kommutativer Ring mit Eins,
wenn+, × binäre Operationen aufR sind,- eine unäre Operation aufR ist, und 0,1
Elemente ausR sind, sodass für allex, y, zÎ R die folgenden Eigenschaften erfüllt
sind:

(1) x+ 0 = x
(2) x+ (-x) = 0
(3) (x+ y) + z= x+ (y+ z)
(4) x+ y = y+ x
(5) (x × y) × z= x × (y × z)
(6) x × y = y × x
(7) x × 1 = x
(8) x × (y+ z) = x × y+ x × z.

SATZ 8.2. SeiXR,+,-, ×,0,1\ ein kommutativer Ring mit1, und seien x, yÎ R. Dann
gilt

(1) -(-(x)) = x
(2) x × 0 = 0.
(3) -(x × y) = (-x) × y = x × (-y).

123
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Beweis:(1): -(-x) = -(-x) + 0 = 0 + (-(-x)) = (x + (-x)) + (-(-x)) = x + ((-x) +
(-(-x)) = x+0 = x. (2):x×0 = x×0+0 = x×0+(x×0+(-x×0)) = (x×0+x×0)+(-x×0) =
x × (0+ 0) + (-x × 0) = x × 0+ (-x × 0) = 0. (3): Wir verwenden jetzt außer den bei der
Definition von kommutativenRingen verwendetenGleichungen auch die Folgerungen,
dass für allez Î R auch(-z) + z = 0 und 0+ z = z gilt. -(x × y) = -(x × y) + x × 0 =
-(x×y)+x×(y+(-y)) = -(x×y)+(x×y+x×(-y)) = (-(x×y)+x×y)+x×(-y) = 0+x×(-y) = x×(-y).
Mithilfe des Kommutativgesetzes folgt nun auch(-x) × y = -(x × y). à

DEFINITION 8.3. SeiR = XR,+,-,0, ×,1\ ein kommutativer Ring mit Eins.R ist ein
Körper, wenn folgendes gilt:

(1) |R| ³ 2,
(2) für allex Î Rmit x ¹ 0 gibt es einy Î R, sodassx × y = 1.

ÜBUNGSAUFGABEN8.4.

(1) Zeigen Sie, dass es in einem Körper für jedesx höchstens einymit x × y = 1 geben kann.
(2) Zeigen Sie, dass das Produkt zweier Elemente in einem Körper nur dann 0 ist, wenn einer der Faktoren gleich 0 ist.

In einem Körper hat jedes Elementa ¹ 0 genau ein multiplikativ inverses Element;
wir bezeichnen es mita-1.

Der zweielementige RingZ2 = {0,1}mit 0Å0 = 0, 0Å1 = 1, 1Å0 = 1, 1Å1 = 0,
0� 0 = 0, 0� 1 = 0, 1� 0 = 0, 1� 1 = 1 ist ein Körper.

2. Vektorräume

DEFINITION 8.5. SeiK ein Körper. Ein TupelXV,+++,---,0, *\ heißtVektorraumüberK,
wennV ¹ Æ, +++ : V ´ V ® V, --- : V ® V, 0 Î V und* : K ´ V ® V, und für alle
x, y, zÎ V undΑ,Β Î K gilt:

(1) (x+++ y) +++ z= x+++ (y+++ z),
(2) 0+++ x = x,
(3) (---x) +++ x = 0,
(4) x+++ y = y+++ x,
(5) Α * (Β * x) = (Α × Β) * x,
(6) (Α + Β) * x = Α * x+++ Β * x,
(7) Α * (x+++ y) = Α * x+++ Α * y,
(8) 1* x = x.

BEISPIELE8.6.

(1) Für jeden KörperK und jedesn Î N ist Kn (mit geeignet definierten Opera-
tionen) ein Vektorraum überK.

(2) Für jeden UnterraumU desRn istU (mit geeignet definierten Operationen)
ein Vektorraum überR.
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DEFINITION 8.7. SeiK ein Körper undV ein Vektorraum überK. SeiU eine Teilmen-
ge vonV.U ist einUnterraumvonV, wennU ¹ Æ, und für alleu, vÎ U undΑ Î K
gilt u+ v Î U undΑ * u Î U .

WennU ein Unterraum vonV = XV,+,-,0, *\ ist, dann istU = XU,+|U´U ,-|U ,0, *|K´U\
ebenfalls ein Vektorraum überK.





KAPITEL 9

Lineare Abbildungen

1. Beispiele

Wir betrachten einige Funktionen, die von einem Vektorraumin einen Vektorraum
gehen.

AUFGABE 9.1. Seis jene Funktion vonR2 nachR2, die jeden Punkt auf den Punkt
abbildet, auf dem er nach der Spiegelung an derx-Achse landet. Dann lässt sichs so
schreiben:

s : R2 � R
2

I xy M S� J 1 0
0 -1 N × I xy M .

AUFGABE 9.2. Wir überlegen uns, wo der PunktI xy M nach einer Drehung um den
Nullpunkt um 60ë gegen den Uhrzeigersinn landet. Seid diese Drehung. Dann lässt
sichd so schreiben:

d : R2 � R
2

I xy M S� J cos( Π3 ) - sin( Π3 )sin( Π3 ) cos( Π3 )
N × I xy M .

AUFGABE 9.3. Wir bestimmen die Projektion des Punktes(x, y, z) Î R3 auf U =
L((0,1,2), (3,0,4)). Sei pU diese Projektionsabbildung. Wir berechnen die Projekti-
onsmatrixPU in folgender Rechnung:

In[115]:= B = Transpose [{{0,1,2},{3,0,4}}]

Out[115]= {{0,3},{1,0},{2,4}}

In[116]:= PU = B . Inverse [Transpose [B].B] . Transpose [B];

MatrixForm [PU]

Out[116]= K
45

61
-
24

61

12

61

-
24

61

25

61

18

61
12

61

18

61

52

61

O

Somit haben wir eine MatrixPU gefunden, sodassPU × J xyz N die Projektion von(x, y, z)
aufU ist.
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Solche Abbildungen, die man durch Matrizen beschreiben kann, werden der Inhalt
dieses Kapitels sein.

2. Die Definition linearer Abbildungen

DEFINITION 9.4. SeienU undV Vektorräume über dem KörperK. Eine Abbildung
h : U ® V ist einelineare Abbildung, wenn:

(1) für alleu1, u2 Î U : h(u1 + u2) = h(u1) + h(u2)
(2) für alleu Î U und für alleΛ Î K : h(Λ u) = Λ h(u).

BEISPIEL 9.5. SeiK ein Körper, und seiA Î Kn´m. Dann ist die Abbildungh, die
durch

h : Km � Kn

x S� A × x

definiert ist, eine lineare Abbildung vomK-VektorraumKm in denK-VektorraumKn.

AUFGABE 9.6. Welche der folgenden Abbildungen vonR2 nachR sind linear?

(1) h1((x, y)) = 3x- 2y für x, yÎ R.
(2) h2((x, y)) = 3x+ 1 für x, yÎ R.
(3) h3((x, y)) = 0 für x, yÎ R.

Lösung.

(1) Wir zeigen, dass die Abbildungh1 linear ist. Seien dazuu, v Î R2. Es gibt
dannx1, y1, x2, y2 Î R, sodassu = (x1, y1) und v = (x2, y2). Es gilt dann
h1(u+v) = 3 (x1+x2) -2 (y1+y2) = (3x1-2y1) + (3x2-2y2) = h1(u) +h1(v)
undh1(Λ u) = 3 (Λ x1) - 2 (Λ y1) = Λ (3x1 - 2y1) = Λ h1(u) .

(2) h2 ist keine lineare Abbildung, dah2((1,1) + (1,1)) = h2((2,2)) = 7 und
h2((1,1)) + h2((1,1)) = 4+ 4 = 8.

(3) h3 ist linear.

SATZ 9.7. Sei K ein Körper, seien U,V,W Vektorräume über K, und seien f: U ® V
und g : V ® W lineare Abbildungen. Dann ist die Hintereinanderausführung gë f
ebenfalls linear.

SATZ 9.8. Sei K ein Körper, sei mÎ N, und sei V ein Vektorraum über K mit Basis
B = (b1,¼, bm). Dann ist die Abbildung c, die durch

c : V � Km

v S� (v)B

definiert ist, eine lineare Abbildung.
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Beweis.Wir geben hier nur den Beweis dafür, dassc(u+v) = c(u)+c(v) für alleu, vÎ V.
Seienu, v Î V. Zu zeigen ist, dass(u + v)B = (u)B + (v)B. SeienΛ1, . . . ,Λm Î K und
Μ1, . . . ,Μm Î K so, dass

mâ
i=1

Λi bi = u

und
m

â
i=1

Μi bi = v.

Dann gilt also(u)B = (Λ1, . . . ,Λm) und(v)B = (Μ1, . . . ,Μm). Wir berechnen nun
m

â
i=1

(Λi + Μi) bi.

Es giltÚm
i=1(Λi + Μi) bi = Úm

i=1 Λi bi +Úm
i=1 Μi bi = u+ v. Da alsoÚm

i=1(Λi + Μi) bi = u+ v,
gilt (u+ v)B = (Λ1 + Μ1, . . . ,Λm+ Μm) = (Λ1, . . . ,Λm) + (Μ1,¼,Μm) = (u)B + (v)B. à

Auch die inverse Abbildung dieser Abbildung ist linear:

SATZ 9.9. Sei K ein Körper, sei mÎ N, und sei V ein Vektorraum über K mit Basis
B = (b1,¼, bm). Dann ist die Abbildung d, die durch

d : Km � V
(Λ1,¼,Λm) S� Úm

i=1 Λi bi
definiert ist, eine lineare Abbildung.

SATZ 9.10. Seien U und V Vektorräume über K mit den Basen B= (b1,¼, bm) und
C = (c1,¼, cn). Sei A eine ḿ n-Matrix. Die Funktion f: U ® V bilde x auf jenes y,
das durch

(y)C = A × (x)B
gegeben ist, ab. Dann ist h eine lineare Abbildung.

Beweisskizze.Es gilt f = gë h ë i, wobeii : U ® Km, u# (u)B, h : K
m ® Kn, x# A × x,

g : Kn ® V,(Λ1, . . . ,Λm) # Úm
i=1 Λi ci. Alle drei Abbildungeng, h, i sind linear, also

auch ihre Hintereinanderausführung.à

AUFGABE 9.11. SeiU der Unterraum desR3 mit BasisB = ((1,1,1), (1,0,0)), und
seih : R3 ® R2, v# (v)B. Dann ist etwa

h((4,1,1)) = K 13 O ,
h((-1,-1,-1)) = K -10 O .

ÜBUNGSAUFGABEN9.12.



130 9. LINEARE ABBILDUNGEN

(1) Eine lineare Abblidung vonh vonR2 nachR2 bildet den PunktI 11 M auf I 20 M und den PunktI 1-1 M auf I 0-2 M ab. Auf
welchen Punkt wirdI 12 M abgebildet?

(2) Zeigen oder widerlegen Sie: Wennh eine lineare Abbildung vonR3 nachR2 ist undh ¹ 0, dann gilt für alle
v1, v2 Î R3:

(v1, v2) linear unabhängigÞ (h(v1), h(v2)) linear unabhängig.

3. Abbildungsmatrizen linearer Abbildungen

Seih : U ® V eine lineare Abbildung,B = (b1,¼, bm) eine Basis vonU . Seix Î U
mit x = Úm

i=1 Λi × bi. Dann gilt wegen der Linearität vonh:

h(x) = h(
mâ
i=1

Λi × bi) =
mâ
i=1

Λi × h(bi).

Eine lineare Abbildung ist also durch die Bilder der Basisvektoren bereits vollständig
bestimmt.

Wir werden jetzt sehen, dass sich jede lineare Abbildung, deren Definitions- und Bild-
bereich endlichdimensionale Vektorräume sind, durch eineMatrix darstellen lässt.

DEFINITION 9.13. SeienU,V Vektorräume überK, seienm, nÎ N, seiB = (b1,¼, bm)
eine Basis vonU undC = (c1,¼, cn) eine Basis vonV. Seih eine lineare Abbildung
vonU nachV. Wir definieren nun dien´m-Matrix Sh(B,C). Dazu legen wir fest, dass
für i Î {1, . . . , m} in der i-ten Spalte vonSh(B,C) der Vektor(h(bi))C steht. Es gilt also

Sh(B,C) =
æçççççç
è

| | |
(h(b1))C (h(b2))C µ (h(bm))C
| | |

ö÷÷÷÷÷÷
ø

.

Die Matrix Sh(B,C) Î Kn´m heißtAbbildungsmatrixoderDarstellungsmatrixvon h
bezüglich der BasenB undC.

SATZ 9.14. Seien U,V Vektorräume über K, seien m, nÎ N, sei B= (b1,¼, bm) eine
Basis von U undC= (c1,¼, cn) eine Basis von V. Sei h eine lineare Abbildung von U
nach V. Dann gilt

(9.1) (h(u))C = Sh(B,C) × (u)B für alle uÎ U.
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Beweis.Seiu Î U mit u = Úm
i=1 Λi bi. Dann gilt

(h(u))C = Ih(
mâ
i=1

Λi bi)MC
= I m

â
i=1

Λi h(bi)MC
=

m

â
i=1

Λi Ih(bi)MC
=
æçççççç
è

| | |
(h(b1))C (h(b2))C µ (h(bm))C
| | |

ö÷÷÷÷÷÷
ø

× J Λ1Λ2
¶
Λm

N
= Sh(B,C) × (u)B.

à

Wir zeigen nun, dass die Abbildungsmatrix durch die Gleichung (9.1) eindeutig be-
stimmt ist.

SATZ 9.15. Seien U,V Vektorräume über K, seien m, nÎ N, sei B= (b1,¼, bm) eine
Basis von U undC= (c1,¼, cn) eine Basis von V. Sei h eine lineare Abbildung von U
nach V, und sei A eine ńm-Matrix, sodass für alle uÎ U:

(9.2) (h(u))C = A × (u)B.

Dann gilt A= Sh(B,C).

Beweis.Sei i Î {1,¼, m}. Wegen (9.2) gilt(h(bi))C = A × (bi)B, also

(h(bi))C = A × J
0
¶
1
¶
0

N,
wobei der Einser an deri ten Stelle steht. Die rechte Seite dieser Gleichung ergibt die
i-te Spalte vonA. Also ist diei-te Spalte vonA gleich(h(bi))C. DaherA = Sh(B,C). à

AUFGABE 9.16. Seih : R2 ® R3 die folgende lineare Abbildung.

h : R2 � R
3

I xy M S� J 3x-2y2x+y
-x+4y
N.

SeiB die Basis(I -12 M, I 45 M) desR2, und seiC die Basis(J -9-13
-7
N, J 2039

30
N, J 01

0
N) desR3. Be-

stimmen SieSh(B,C).

Lösung: Es gilt

h(b1) = J -709 N, h(b2) = J 21316N.
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Aus dem Gleichungssystem

J -9 20 0
-13 39 1
-7 30 0

N × x = J -70
9
N

erhalten wir(h(b1))C = J 310 N und ebenso(h(b2))C = J 210 N. Insgesamt erhalten wir

Sh(B,C) = J
3 2
1 1
0 0

N.
In Mathematica kann man die notwendigen Rechnungen so durchführen:

In[117]:= h[x_,y_] = {{3,-2},{2,1},{-1,4}}. {x,y}

Out[117]= {3 x - 2 y,2 x + y,-x + 4 y}

In[118]:= hb1 = h[-1,2]

Out[118]= {-7,0,9}

In[119]:= hb2 = h[4,5]

Out[119]= {2,13,16}

In[120]:= CC = {{-9,20,0},{-13,39,1},{-7,30,0}}

Out[120]= {{-9,20,0},{-13,39,1},{-7,30,0}}

In[121]:= MatrixForm [CC]

Out[121]= K -9 20 0
-13 39 1
-7 30 0

O
In[122]:= LinearSolve [CC, hb1]

Out[122]= {3,1,0}

In[123]:= LinearSolve [CC, hb2]

Out[123]= {2,1,0}

AUFGABE 9.17. SeiU = R2,V = R1 mit den kanonischen BasenB = ((1,0), (0,1))
undC = ((1)). Die lineare Abbildungh : U ® V sei definiert durch

h((x, y)) = (3x- 2y)

für allex, yÎ R. In diesem Fall ist(h(b1))C = (3) und(h(b2))C = (-2). Somit gilt

Sh(B,C) = (3 - 2).

AUFGABE 9.18. SeiU = R2,V = R1 mit den BasenB = ((2,3), (3,-2)),C = ((2)).
Die lineare Abbildungh : U ® V sei definiert durch

h((x, y)) = (3x- 2y)

für alle x, y Î R. Dann isth(b1) = 0, also(h(b1))B = (0) und h(b2) = (13), also
(h(b2))B = 6.5, und folglichSh(B,C) = (0 6.5).
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ÜBUNGSAUFGABEN9.19.

(1) Eine lineare Abbildungh : R2 ® R2 sei gegeben durchh(I 1-1 M) = I 02 M und h(I -21 M) = I 17 M. Bestimmen Sie die
AbbildungsmatrixSh(E, E), wobeiE = (I 10 M, I 01 M).

(2) SeienE2, E3 die kanonischen Basen vonR2 undR3, und sei

Σ((x, y, z)) := (3x- 2y, 2z).

Geben Sie die AbbildungsmatrixSΣ(E3, E2) an.

4. Abbildungsmatrizen für Spiegelungen und Drehungen

Wir wollen nun die Abbildungsmatrizen für bestimmte Drehungen und Spiegelungen
bestimmen. Wir betrachten folgende Beispiele:

AUFGABE 9.20. Seie die EbeneL(J 12
-1
N, J 01
-1
N), und seiΣ jene Abbildung, die jeden

Punkt imR3 auf den Punkt abbildet, auf dem er nach der Spiegelung an der Ebenee
landet.

Gesucht ist die AbbildungsmatrixSΣ(E, E) dieser Spiegelung bezüglich der kanoni-
schen BasisE desR3.

AUFGABE 9.21. Seig die Gerade mit der Gleichung 5x - 2y = 0 im R2. Sei Σ
jene Abbildung, die jeden Punkt imR2 auf den Punkt abbildet, auf dem er nach der
Spiegelung ang landet.

Gesucht ist die AbbildungsmatrixSΣ(E, E) dieser Spiegelung bezüglich der kanoni-
schen BasisE desR2.

AUFGABE 9.22. Seig die GeradeL(J 1
2
-2
N), und sei∆ : R3 ® R3 jene Abbildung,

die jeden Punkt auf den Punkt abbildet, auf dem er nach der Drehung um 60ë um die
Geradeg landet. Wir müssen noch die Richtung der Drehung festlegen:Wenn wir vom
PunktJ 12

-2
N auf die Ebenex+2y-2z= 0 hinunterschauen, dann sollen sich die Punkte

dieser Ebene gegen den Uhrzeigersinn drehen.

Alle drei Beispiele kann man mit dem gleichen “Programm” lösen. Seih die angege-
bene lineare Abbildung. Dann gehen wir so vor:

(1) Bestimme eine BasisB, sodassSh(B, B) leicht zu bestimmen ist.
(2) BestimmeSh(B, B).
(3) BestimmeSh(E, E) ausSh(B, B).

Die Schritte (1) und (2) könnenwir bereits jetzt durchführen; für den Schritt (3) müssen
wir uns noch überlegen, wie man aus den Koordinaten eines Vektors bezüglich einer
Basis die Koordinaten bezüglich einer anderen Basis ausrechnet.

Wir starten mit Beispiel 9.20. Wir wählen eine Basis(b1, b2, b3) desR
3, sodassb1, b2

in der Ebenee liegen, undb3 auf b1 und b2 normal steht. Es gilt dannΣ(b1) = b1,
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Σ(b2) = b2 undΣ(b3) = -b3. Also gilt (Σ(b1))B = J 100 N, (Σ(b2))B = J 010 N und(Σ(b3))B =
(-b3)B = J 0

0
-1
N. Dann gilt

SΣ(B, B) = J
1 0 0
0 1 0
0 0 -1

N.
Wir bestimmen nun eine BasisB mit den gewünschten Eigenschaften. Dazu wählen

wir b1 = J 12-1 N und b2 = J 01-1 N. Wir bestimmen einen Vektor, der auf beiden normal
steht:

In[124]:= NullSpace [ {{1,2,-1}, {0,1,-1}}]

Out[124]= {{-1,1,1}}

Also wählen wirb3 = J -111 N, und somit

B = (J 12
-1
N, J 01
-1
N, J -11

1
N.

Wir bestimmen nunB undSΣ(B, B) für Beispiel 9.21. Wir wählen eine Basis(b1, b2)
desR2, sodassb1 auf der Geradeg liegt, undb2 auf b1 normal steht. Es gilt dann
Σ(b1) = b1 undΣ(b2) = -b2, und somit(Σ(b1))B = I 10 M und(Σ(b2))B = (-b2)B = I 0-1 M.
Dann gilt

SΣ(B, B) = J 1 0
0 -1

N.
Wir bestimmen nun eine BasisB mit den gewünschten Eigenschaften. Dazu wählen
wir b2 = I 5-2 M undb1 = I 25 M. Wir erhalten

B = (I 25 M, I 5-2 M).
Nun bestimmen wirB undS∆(B, B) für Beispiel 9.22. Dazu bestimmen wir eine Or-

thonormalbasisB von R3, sodassb3 =
1ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄJ 12-2N
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
J 12
-2
N. Außerdem soll(b1, b2, b3) po-

sitiv orientiert sein. Das heißt: “Wenn manb1 in b2 hineinschraubt, dann soll sich
eine Schraube mit Rechtsgewinde in Richtungb3 bewegen.” Eine ONB(b1, b2, b3)
ist dann positiv orientiert, wennb1 ´ b2 = b3. Zu dieser BasisB bestimmen wir
jetzt die MatrixS∆(B, B). Es gilt h(b3) = b3, h(b1) = cos(60ë) b1 + sin(60ë) b2, und
h(b2) = -sin(60

ë) b1 + cos(60ë) b2. Mit c := cos(60ë) und s := sin(60ë) lässt sich
S∆(B, B) also durch

S∆(B, B) = J
c -s 0
s c 0
0 0 1

N
angeben. Jetzt bestimmen eine BasisB desR3 mit den gewünschten Eigenschaften.

Dazu bestimmen wir zunächst eine ONB der Ebenee = (L(J 1
2
-2
N))^. Wir bestimmen

eine Basis für diese Ebene:



4. ABBILDUNGSMATRIZEN FÜR SPIEGELUNGEN UND DREHUNGEN 135

In[125]:= NullSpace[ {{1,2,-2}}]

Out[125]= {{2,0,1},{-2,1,0}}

Daher ist((2,0,1), (-2,1,0)) eine Basis vone. Wir bestimmen nun eine ONB vone.

In[126]:= e1 = {2,0,1};

e2 = {-2,1,0};

d1 = e1 / Sqrt[e1.e1]

Out[126]= 9 20
5
,0,

10
5
=

In[127]:= c2 = e2 - (e2.d1) * d1

Out[127]= 9 - 2
5
,1,

4

5
=

In[128]:= d2 = c2 / Sqrt[c2.c2]

Out[128]= 9 - 2

3
0
5
,

0
5

3
,

4

3
0
5
=

Daher ist die BasisF, die durch

F = (
10
5
J 20
1
N, 10

45
J -25
4
N, 1
3
J 12
-2
N)

gegeben ist, eine ONB desR3. Wir bestimmen, obF positive Orientierung hat:

In[129]:= Cross[d1,d2]

Out[129]= 9 - 1
3
,-

2

3
,
2

3
=

Die Orientierung ist also noch falsch. Wenn wir das Vorzeichen von f1 umdrehen,
erhalten wir eine Basis mit positiver Orientierung. (Man kann genausogut das Vor-
zeichen vonf2 umdrehen. Man darf aber nicht das Vorzeichen vonf3 umdrehen; die
Basis, die man durch Umdrehen des Vorzeichens vonf3 erhält, ist zwar positiv ori-
entiert, aber ihr dritter Basisvektor ist nicht mehr der gewünschte.) Wir schreiben die
Basisvektoren vonB in die Spalten der MatrixB.

In[130]:= d3 = Cross [-d1, d2]

Out[130]= 91
3
,
2

3
,-

2

3
=

In[131]:= B = Transpose [{-d1,d2,d3}]

Out[131]= 99 - 20
5
,-

2

3
0
5
,
1

3
=,90,

0
5

3
,
2

3
=,9 - 10

5
,

4

3
0
5
,-

2

3
==

In[132]:= MatrixForm [B]

Out[132]= K
-
20
5
-

2

3
0
5

1

3

0

0
5

3

2

3

-
10
5

4

3
0
5

-
2

3

O
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Somit haben wir auch für Beispiel 9.22 eine BasisB und die MatrixS∆(B, B) gefunden.

5. Basistransformationen

Wir lösen folgendes Problem: Gegeben sind zwei BasenB,Cdes gleichen Unterraums
U desRn, und die Koordinaten(v)B eines Vektorsv Î U . Gesucht sind die Koordinaten
vonv bezüglichC, also(v)C.

AUFGABE 9.23. SeiB = ((1,0,1), (1,-1,0)) undC = ((3,-2,1), (1,1,2)), und sei
(x)B = (1,-1). Gesucht ist(x)C.

Lösung:AusB und(x)B können wir

x = B × (x)B =
æçççççç
è

1 1
0 -1
1 0

ö÷÷÷÷÷÷
ø

K 1
-1 O =

æçççççç
è

0
1
1

ö÷÷÷÷÷÷
ø

berechnen. WegenC × (x)C = x gilt:

æçççççç
è

3 1
-2 1
1 2

ö÷÷÷÷÷÷
ø

× (x)C =
æçççççç
è

0
1
1

ö÷÷÷÷÷÷
ø

Als Lösung dieses Gleichungssystems erhalten wir(x)C = (-0.2,0.6).

Allgemein gehen wir also so vor: WennB undC die Matrizen sind, in deren Spalten
die Vektoren vonB beziehungsweiseC stehen. Dann lässt sich(x)C aus der Gleichung

C × (x)C = B × (x)B

berechnen. WennC gleich viele Spalten wie Zeilen hat, dann istC invertierbar, und
wir erhalten

(x)C = C
-1
× B × (x)B.

WennCweniger Spalten als Zeilen hat, dann wissen wir, dass die Spaltenvektoren von
C linear unabhängig sind. DaC eine Matrix über den reellen Zahlen ist, istC

T
× C

invertierbar. Dann gilt:C
T
×C × (x)C = C

T
× B × (x)B, und somit

(x)C = (C
T
×C)-1 ×C

T
× B × (x)B.

DEFINITION 9.24. SeiK ein Körper, seiU ein Unterraum vonKn, und seienB undC
Basen vonU . Eine MatrixT ist eineBasistransformationsmatrixvonB nachC, wenn
für alleu Î U gilt

(u)C = T × (u)B.

Es gibt genau eine solche Matrix. Wir kürzen sie mitCTB ab. Es gilt also

(u)C = CTB × (u)B für alleu Î U.
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Die Basistransformationsmatrix ist genau die Abbildungsmatrix Sid(B,C), wobei id :
U ® U , u# u die identische Abbildung ist.

SeienB undC die Matrizen, in deren Spalten die Vektoren der BasenB bzw.C stehen.
Dann kann die Basistransformationsmatrizen so berechnen:

(1) FallsB undC quadratische Matrizen sind, so giltCTB := C
-1
× B.

(2) FallsC
T
× C invertierbar ist (das ist immer der Fall, wennK der Körper der

reellen Zahlen ist), so giltCTB := (C
T
×C)-1 ×C

T
× B.

(3) In jedem Fall kann manCTB als AbbildungsmatrixSid(B,C) berechnen. In der
i-ten Spalte vonCTB steht also(bi)C, also die Lösung des Gleichungssystems
C × x = bi.

ÜBUNGSAUFGABEN9.25.

(1) (Koordinaten) Die Ebene¶ hat die Basen

A = (J 10
1
N, J 02

0
N)

und
B = (J 11

1
N, J 21

2
N).

(a) Der Vektorv hat bezüglichB die Koordinaten(v)B = I 7-3 M. Berechnen Sie seine Koordinaten bezüglichA!
(b) Bestimmen Sie eine MatrixT, sodass für allev Î ¶ gilt:

(v)A = T × (v)B.

(Diese Matrix heißtBasistransformationsmatrix).

6. Die Hintereinanderausführung und die Matrizenmultipli kation

SATZ 9.26.SeienU,V,W Vektorräume über dem Körper K mit den Basen A, B,C, und
seien f: U ® V und g: V ®W lineare Abbildungen. Dann gilt

(9.3) Sgë f (A,C) = Sg(B,C) × Sf (A, B).

Beweis.Wir zeigen, dass für alleu Î U gilt:

(Sg(B,C) × Sf (A, B)) × (u)A = ((g ë f ) (u))C.

Dann folgt aus Satz 9.15 die Gleichung 9.3. Seiu Î U . Dann gilt(Sg(B,C) × Sf (A, B)) ×
(u)A = Sg(B,C) × (Sf (A, B) × (u)A) = Sg(B,C) × ( f (u))B = Ig( f (u))MC = Ig ë f (u)MC. à
AUFGABE 9.27. Man spiegle den Punkt(2,3) an derx-Achse, und drehe anschließend
den gespiegelten Punkt um 90ë gegen den Uhrzeigersinn um den Nullpunkt:

Lösung:Die SpiegelungΣ an derx-Achse hat bzgl. der kanonischen BasisE desR2 die

DarstellungsmatrixSΣ(E, E) = J 1 0
0 -1

N. Die Drehung∆ um 90ë hat die Darstellungs-

matrixS∆(E, E) = J cos(90ë) - sin(90ë)sin(90ë) cos(90ë)
N. Die Darstellungsmatrix der Spiegelungmit



138 9. LINEARE ABBILDUNGEN

anschließender Drehung ist also

S∆ëΣ(E, E) = S∆(E, E) × SΣ(E, E) = J cos(90ë) sin(90ë)
sin(90ë) - cos(90ë)

N = J 0 1
1 0

N.
Wir erhalten∆(Σ((2,3))) = (3,2).

SATZ 9.28. Seien U,V Vektorräume über dem Körper K, und seien A, B Basen von U
undC,D Basen von V. Sei h eine lineare Abbildung von U nach V. Dann gilt

Sh(A,D) = DTC × Sh(B,C) × BTA.

Beweisskizze.Für alleu Î U gilt DTC × Sh(B,C) × BTA × (u)A = (h(u))D. Also gilt nach
Satz 9.15DTC × Sh(B,C) × BTA = Sh(A,D). à

Das folgende Korollar wird uns helfen, die Beispiele 9.20, 9.21 und 9.22 zu lösen.

KOROLLAR 9.29.Sei K ein Körper, sei B eine Basis des K-Vektorraums Kn, und sei E
die kanonische Basis von Kn. Sei h eine lineare Abbildung von Kn nach Kn. Dann gilt

Sh(E, E) = ETB × Sh(B, B) × BTE.

WennB die Matrix ist, in deren Spalten die Vektoren von B stehen, so gilt also

Sh(E, E) = B × Sh(B, B) × B
-1
.

7. Abbildungsmatrizen für Spiegelungen und Drehungen bezüglich der
kanonischen Basis

.

Wir lösen das Beispiel 9.20. Dazu müssen wir die AbbildungsmatrixSh(E, E) aus der
AbbildungsmatrixSh(B, B) ausrechnen.

In[133]:= B = Transpose [{{1,2,-1},{0,1,-1},{-1,1,1}}]

Out[133]= {{1,0,-1},{2,1,1},{-1,-1,1}}

In[134]:= ShBB = {{1,0,0},{0,1,0}, {0,0,-1}}

Out[134]= {{1,0,0},{0,1,0},{0,0,-1}}

In[135]:= ETB = B

Out[135]= {{1,0,-1},{2,1,1},{-1,-1,1}}

In[136]:= BTE = Inverse [B]

Out[136]= 992
3
,
1

3
,
1

3
=,{-1,0,-1},9 - 1

3
,
1

3
,
1

3
==

In[137]:= ShEE = ETB . ShBB . BTE

Out[137]= 991
3
,
2

3
,
2

3
=,92

3
,
1

3
,-

2

3
=,92

3
,-

2

3
,
1

3
==

In[138]:= MatrixForm [ShEE]
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Out[138]= K
1

3

2

3

2

3
2

3

1

3
-
2

3
2

3
-
2

3

1

3

O

Nun lösen wir das Beispiel 9.21.

In[139]:= B = Transpose [{{2,5}, {5,-2}}]

Out[139]= {{2,5},{5,-2}}

In[140]:= ShBB = {{1,0},{0,-1}}

Out[140]= {{1,0},{0,-1}}

In[141]:= ETB = B

Out[141]= {{2,5},{5,-2}}

In[142]:= BTE = Inverse [B]

Out[142]= 99 2

29
,
5

29
=,9 5

29
,-

2

29
==

In[143]:= ShEE = ETB . ShBB . BTE

Out[143]= 99 - 21
29

,
20

29
=,920

29
,
21

29
==

In[144]:= MatrixForm [ShEE]

Out[144]= K-
21

29

20

29
20

29

21

29

O

Schließlich lösen wir noch Beispiel 9.22

In[145]:= B = Transpose [{-1/Sqrt[5] * {2,0,1},

1/Sqrt[45] * {-2,5,4}, 1/3 * {1,2,-2}}]

Out[145]= 99 - 20
5
,-

2

3
0
5
,
1

3
=,90,

0
5

3
,
2

3
=,9 - 10

5
,

4

3
0
5
,-

2

3
==

In[146]:= c = Cos [Π/3];

s = Sin [Π/3];

ShBB = {{c,-s,0},{s,c,0},{0,0,1}}

Out[146]= 991
2
,-

0
3

2
,0=,9

0
3

2
,
1

2
,0=,{0,0,1}=

In[147]:= ETB = B

Out[147]= 99 - 20
5
,-

2

3
0
5
,
1

3
=,90,

0
5

3
,
2

3
=,9 - 10

5
,

4

3
0
5
,-

2

3
==

In[148]:= BTE = Inverse [B]

Out[148]= 99 - 20
5
,0,-

10
5
=,9 - 2

3
0
5
,

0
5

3
,

4

3
0
5
=,91

3
,
2

3
,-

2

3
==
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In[149]:= ShEE = Simplify [ETB.ShBB.BTE]

Out[149]= 995
9
,
1

9
+

10
3
,-

1

9
+

10
3
=,91

9
-

10
3
,
13

18
,
1

18
I - 4 - 303M=,

9 - 1
9
-

10
3
,
1

18
I - 4 + 303M, 13

18
==

In[150]:= MatrixForm [N[ShEE,6]]

Out[150]= K 0.555556 0.688461 0.466239
-0.466239 0.722222 -0.510897
-0.688461 0.0664529 0.722222

O
ÜBUNGSAUFGABEN9.30.

(1) Finden Sie eine BasisB, bezüglich der die Spiegelung∆ an der Ebenex+ y+ z= 0 die Abbildungsmatrix

S∆(B, B) =
æççççççç
è

1 0 0
0 1 0
0 0 -1

ö÷÷÷÷÷÷÷
ø

hat.
(2) Bestimmen Sie eine geeignete BasisB desR2, für die die Abbildungsmatrix der Spiegelungs an der Geraden

g : 7x- 4y folgende Form besitzt:

Ss(B, B) = J 1 0
0 -1 N.

(3) (Spiegelung an einer Geraden in der Ebene) Wir bezeichnen mit Σ jene Spiegelung, die jeden Punkt der EbeneR2

an der Geraden-3x+ 4y = 0 spiegelt.
(a) Bestimmen Sie eine BasisB desR2, sodass für die AbbildungsmatrixSΣ(B, B) der SpiegelungΣ bezüglich

der BasisB folgende Gleichung gilt.

SΣ(B, B) = J 1 0
0 -1 N.

(b) Berechnen Sie die AbbildungsmatrixSΣ(E,E) der SpiegelungΣ bezüglich der kanonischen BasisE.
(c) Wo landet der Punkt(a, b) nach dieser SpiegelungΣ?

(4) Seih die lineare Abbildung, die jeden Punkt an der Ebenee : x+ 2y+ 2z= 0 spiegelt.

(a) Berechnen Sieh(v) für v Î {J 12
2
N, J -20

1
N, J 2-5

4
N}.

(b) Bestimmen Sie die AbbildungsmatrixSh(B, B) für die Basis

B = (J 12
2
N, J -20

1
N, J 2-5

4
N).

(5) Wir betrachten die AbbildungΣ : R2 ® R2, die jeden Punkt an dery-Achse spiegelt. Bestimmen Sie die Ab-
bildungsmatrixSΣ(E,E) dieser Abbildung bezüglich der kanonischen BasisE. Testen Sie Ihre Abbildungsmatrix,
indem Sie damit das Spiegelbild vonI 4-3 M ausrechnen.

(6) Geben Sie die Darstellungsmatrix für die Spiegelung an der Ebene 2x- y+ z= 0 bezüglich der kanonischen Basis
E an. (Sie brauchen die auftretenden inversen Matrizen nichtzu berechnen.)

(7) (Spiegelung an einer Geraden in der Ebene)
(a) Wir bezeichnen mitΣ jene Spiegelung, die jeden Punkt an der Geraden

x+ y = 0

spiegelt. Wo landet der Punkt(a, b) nach dieser SpiegelungΣ? Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix dieser
Spiegelung bezüglich der kanonischen Basis.

(b) Finden Sie mithilfe einer Skizze, wo der PunktI 14 M landet, und überprüfen Sie das Ergebnis Ihrer Rechnung
anhand der Skizze.

(8) Seihdie lineare Abbildung, die jeden Punkt an der Ebenee : x+2y+2z= 0 spiegelt. Wir suchen in diesem Beispiel
Sh(E, E), wobeiE die kanonische Basis desR3 ist. Gehen Sie dazu so vor:
(a) Bestimmen SieSid(E,B). Dabei ist id die identische Abbildung.Sid(E, B) ist also eine Basistransformations-

matrix, und erfüllt die Eigenschaft(v)B = Sid(E, B) × (v)E für alle v Î R3.)
(b) Bestimmen SieSid(B, E).
(c) Bauen Sie aus diesen beiden Matrizen undSh(B, B) die MatrixSh(E, E) zusammen.
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(9) (Spiegelung an einer Ebene im Raum) Wo landet der PunktJ xy
z
N Î R3 nach der SpiegelungΣ an der Ebene

-2x- y+ z= 0 ?

Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix dieser Spiegelung!
(10) (Spiegelung an einer Geraden in der Ebene) Wir bezeichnen mitΣ jene Spiegelung, die jeden Punkt an der Geraden

12x+ 5y = 0 spiegelt. Wo landet der Punkt(a, b) nach dieser SpiegelungΣ? Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix
dieser Spiegelung bezüglich der kanonischen Basis.

(11) Wir bezeichnen mitΣ jene Spiegelung, die jeden Punkt an der Geraden 15x- 8y = 0 spiegelt. Wo landet der Punkt
(a, b) nach dieser SpiegelungΣ? Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix dieser Spiegelung bezüglich der kanonischen
Basis.

(12) Geben Sie die Darstellungsmatrix für die Spiegelung ander Geradenx- 2y = 0 bezüglich der kanonischen BasisE
an.

(13) Wo landet der PunktJ xy
z
N Î R3 nach der Drehung∆ um 90ë um die Gerade

X = J 00
0
N + Λ × J 40

-3
N.

Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix dieser Drehung bezüglich der kanonischen Basis! Wir drehen dabeigegen den

Uhrzeigersinn, wenn man vonJ 40
-3
N nachJ 00

0
N schaut.

(14) (Drehung um eine Gerade im Raum) Wo landet der PunktJ xy
z
N Î R3 nach der Drehung∆ um 90ë um die Geradeg,

die durch
g : X = J 00

0
N + Λ × J 120

5
N

gegeben ist? Dabei drehen wirgegen den Uhrzeigersinn, wenn man vonJ 120
5
N in RichtungJ 00

0
N schaut. Bestimmen

Sie die Abbildungsmatrix dieser Drehung bezüglich der kanonischen Basis!
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ANHANG A

Programme, die vorrechnen

Die Mathematica-FilesGaussDemo6.m undRowRed9.m enthalten Mathematica-
Funktionen, die folgende Probleme mit Zwischenschritten vorrechnen:

ê Lösen eines linearen Gleichungssystems (Gauss[A,b]).
ê Bestimmen einer Matrix in Zeilenstaffelform, die den gleichen Zeilenraum
wie die eingegebene Matrix hat (RowEchelonForm[A]).
ê Bestimmen einer Matrix in Zeilenstaffelnormalform, die den gleichen Zeilen-
raum wie die eingegebene Matrix hat (RowEchelonNormalForm[A]).
ê Bestimmen der Determinante einer Matrix (DeterminantenDemo[A]).

Die Programme können von Mathematica aus mit<< GaussDemo6.m und
<< RowRed9.m geladen werden.

Sie sind aufhttp://www.algebra.uni-linz.ac.at/Students/
MathInf/vlws05/MathematicaProgramme/ erhältlich und werden den Stu-
dierenden ausschließlich für die Nutzung im Rahmen des Kurses “Lineare Algebra”
zur Verfügung gestellt.
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