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KAPITEL 4

Mengen

1. Eigenschaften von Mengen

Unter einerMengestellen wir uns eine Zusammenfassung von Objekten zu einem
Ganzen vor. Wenn das Objekizur MengeM gehort, schreiben wir

ae M.

Zwei MengenA, B sehen wir als gleich an, wenn sie dieselben Elemente eathalt
Diese Eigenschaft nennt man dastensionalitatsaxioroder Axiom der Umfangsbe-
stimmtheit

Der Begriff Mengewird nicht prézise mathematisch definiert. Vielmehr gibnreani-
ge Eigenschaften an, die Mengen unserer Vorstellung néiglegrsollen. Als Grund-
lage fast aller Teilgebiete der Mathematik haben sich jagertschaften bewéhrt, die
Ernst Zermelo, Abraham Adolf Fraenkel und Thoralf Skolem @07 bis 1929 von
Mengen gefordert haben. Diese Eigenschaften sindxieme der Zermelo-Fraenkel-
MengenlehreDie Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre hat sich als ausgeaetgeeignet
herausgestellt, fast alle Resultate der Mathematik klezuddellen und zu vermitteln.
Zum anderen sind die Axiome auch theoretisch — in der Logikder Mengenlehre —
gut untersucht worden, und man hat bis heute keinen Widerkpn ihnen gefunden.
Wir werden nicht alle Axiome diskutieren, aber zumindest Hatensionalitatsaxiom
explizit angeben.

AXxiom 4.1 (Extensionalitatsaxiompeien A, B Mengen. Dann gilt-AB genau dann,
wenn fur alle xe A auch xe B gilt, und fuir alle xe B auch xe A gilt.
Insbesondere giltl, 2,3} = {3,1,2} = {3,3,1, 2, 2}.

DEFINITION 4.2 (Teilmenge). SeieA, BMengen. Dann gilA ¢ B genau dann, wenn
fur allea € A aucha € B gilt.

2. Operationen auf Mengen

DEFINITION 4.3. SeiemA, BMengen. Dann definieren wir:

ANB := {X|xe Aundx e B},
AUB := {x|xe Aoderx e B}.

AN Bist derDurchschnittvon A undB. A U B ist die Vereinigungvon A undB.
59



60 4. MENGEN

SATZ 4.4. Seien A, B,C Mengen. Dann gilt:

(1) ANB=BNA,

(2) AUB=BUA,

(3) AUBUC)=(AUB)UC,

(4) AN(BNC)=(ANB)NC,

(5) (ANB)UC = (AUC)N (BUC),
(6) AUB)NC =(ANC)U(BNC).

DEFINITION 4.5. SeiemA, BMengen. Dann isB \ A definiert durch
B\ A := {X|xe Bundx & A}.

Dabei stehk & A fur (nichtx € A).

Wenn man nur Mengen betrachtet, die Teilmengen einer MengiesUniversums
sind, so schreibt man au€yB fiir U \ B. Es gelten etwa folgende Zusammenhange:

SATZ 4.6. Seien A, B,C, U Mengen, sodass A, B, C Teilmengen von U simeh. @k

(1) B\A=BN {,A)

(2) C\(B\A)=(ANC)U(C\B),

(3) (De Morgansche RegelB),(ANB) = C,(A)UC,(B) undC,(AUB) = C,(AN
Cu(B).

Mit () bezeichnen wir die leere Menge, die kein Element enthaltjéde MengeA
gilt  c AundA\ A = Q.
DEFINITION 4.7. SeiemA, BMengen. MitAAB bezeichnen wir die Menge
AAB := (A\B)U (B\A).
AAB heil3t diesymmetrische Differenson A undB.
SATZz 4.8. Seien A, B,C Mengen. Es gilt:

(1) AAB = (AU B)\ (AN B).

(2) (AAB)AC = AA(BAC).

(3) AAB = BAA.

(4) AAD = A.

(5) AAA = .

(6) (AAB)NC = (ANC)ABN C).

DEFINITION 4.9. SeiA eine Menge. Dann ist die Meng&A), die Potenzmengeon
A, definiert durch
PA) :={B|Bc A}
Es gilt etwaP({1, 2}) = {D, {1}, {2}, {1, 2}}.
SATZ 4.10. Sei ne N, und sei A= {1, 2, ..., n}. Dann hat”(A) genau2" Elemente.



2. OPERATIONEN AUF MENGEN 61

Wenn eine Mengé\ genaun verschiedene Elemente hat (mite N;), so schreiben
wir |Al = n (oder #A = n). Eine solche Menge nennen wir aucfelementig, und wir
sagenn ist die Kardinalitat der Menge. Eine Menge, fur die es kein solches N,
gibt, bezeichnen wir alsnendlich Manchmal schreibt majl = co. Eine genaue-
re Unterscheidung zwischen “verschieden gro3en” unemefidiengen werden wir
spater vornehmen.

Es gibt also auch Mengen, deren Elemente alle Mengen singjéden jetzt der Verei-
nigung aller Elemente einer Menge und dem Durchschnitt Bllemente einer Menge
eine Abkirzung.

DEFINITION 4.11. SeiA eine Menge, deren Elemente alle Mengen sind. [M|iA

oderU A bezeichnen wir die Menge, die durch
AcA

Uﬂ: X|IA € A : x e Al
definiert ist.

Beispiel:|_J{(1,2},(2,5),{1,5,0}} = (®,1,2,5},|_Jan.n+[IneN} = | Jin,n+1[ =
neN

{xeR"|x = 1}\N. Weiters giItUQ) = Q.

DEFINITION 4.12. SeiA eine nichtleere Menge, deren Elemente alle Mengen sind.
Mit ﬂ&’l oderﬂ A bezeichnen wir die Menge, die durch

AcA
ﬂﬂ: IXIVAe A :xe Al
definiert ist.

Beispiel:ﬂ{{l, 2},12,5},{2,6}} = {2}, ﬂ{]n, n+1[IneN} = ﬂ]n, n+1[ = Q.

neN






KAPITEL 5

Relationen und Funktionen

1. Geordnete Paare

Als erstes definieren wgeordnete Paare

DEFINITION 5.1. Fir beliebiga, bdefinieren wir dageordnete Paata, b) durch
(@ b :={{a}, {a, b}

Satz 5.2. Fir alle a, b, ¢, d gilt(a, b) = (c, d) genau dann, wenn a ¢ und b= d.

DEFINITION 5.3. SeiemA, BMengen. Wir definierer\ x B, daskartesische Produkt
von A und Bdurch
AxB:={(a,blae Aundb e B}.

SATZ 5.4. Seien A, B, X,Y Mengen. Dann gilt
(1) (AUB)x X = (Ax X)U (Bx X),
(2) ANB)x(XNY)=AxX)NBxY),

(3) xB=0.
(4) Wenn Ax B = @, so gilt A= ¢ oder B= (.

2. Relationen

DEFINITION 5.5. SeierA, BMengen. Jede Teilmenge vénx B heildt auciRelation
von A nach B

Beispiele: SeA := {W,N,O,S,T,V,B,St,K die Menge der neun 6sterreichischen Bun-
deslander, und s& := {Donay Inn, Traun}. R := {(a, b) € AxB|abesitzt einen Teil des Ufers vdm).
Wir erhaltenrR = {(W, Donay, (N, Donay, (O, Donau), (T, Inn), (O, Inn), (St, Traun, (O, Traun)}.
Fir(a, b € Rschreiben wir aucaR b

SeiA := R undB := Z. Wir definieren eine Relation durch
apb:=ae[bb+1]

fira € A, b € B. Dann gilt zum Beispielr, 3) € p, (V2,1) € p. Es gilt alsop =
{rrnNeRXxN|n=sr<n+1}.

Sei nunA := N undB := N. Wir definieren eine Relatiod durch
@,beK:=3dceNy:a+c=b
63



64 5. RELATIONEN UND FUNKTIONEN

furae A b e B. Wir sehen, dask = {(x,y) € NxN|x < y}. K ist also die “kleiner-
gleich”-Relation.

Nun definieren wir eine Relatioa; von Z nachZ durch
asgb:e=3dcezZ:5-c=b-a.

Es gilt also
=, = {(a,b € ZxZ|b-aist Vielfaches von h

3. Funktionen

DEFINITION 5.6. SeierA, BMengen, und seR eine Relation voA nachB. Rist eine
funktionale Relation von A nach ®enn es fir all@ € A genau eirb € B gibt, sodass
@a,beR

Beispiele: Seiel\ := {1,2,3},B:={a,b,d,R:={(1,a),(2,0),(3,¢)}. Dann istR eine
funktionale Relation vor\ nachB.

SeiA:=R,B:=R, f :={(r, sin(r)) | r € R}. Dann istf eine funktionale Relation von
R nachR.

SeiA:=R,B:=R, g:={(sin(r),r)|r € R}. Dann istgkeine funktionale Relation von
R nachR, da es keiry € R gibt, sodas$-2,y) € R.

SeiA := [-1,1], B := R, h := {(sin(n),nN|r € R}. Dann isth keine funktionale
Relation vonA nachR, da(0,0) € hund(0, ) € h. Somit gibt es fua := 0 mehr als
einb e R, sodassa, b) € h.

DEFINITION 5.7. SeiemA, BMengen, und sef eine funktionale Relation voA nach
B. Fira € A bezeichnen wir miff (a) dann jene® € B, fir das(a, b € f.

Funktionale Relationen voA nachB bezeichnen wir auch einfach aunktionen
von A nach BFunktionen kann man auf verschiedene Arten angeben. Waidigen
einige gebréuchliche Varianten fur die Quadratfunkticauf den ganzen Zahlen.

(1) Direkt als Mengeq := {(x,¥)|x € Z}. Die Menge kann natrlich auch
anders angegeben werden, zum Beispiel dgreh{(x,y) € Z x Z |y = x?}.
(2) Durch eine Zuordnungsvorschrift:

q: 272 — Z
X +— X2

Man liest das als( ist eine Funktion vorZ nachz, die jedesxin Z auf x?
abbildet.

(3) Durch Angabe des Funktionswerts, also etwagsoZ — Z, (2) := 2 flr
ze Z. (Lies:“qist eine Funktion voiZ nachz, undq(z) ist gleichZ? fur alle
ze 7’
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Egal, welche der drei Varianten man waldtist dadurch jedesmal als die gleiche
Teilmenge vonZ x Z definiert. Die Schreibweisé : A — B bedeutetf ist eine
Funktion von A nach Balso einfachf ist eine funktionale Relation von A nach B.

DEFINITION 5.8 (Einschréankung). Seieh, B Mengen, seil eine Teilmenge Vo,
und seif eine Funktion vorA nachB. Mit f|; bezeichnen wir die Funktion, die durch

f: T — B
t — f()

gegeben ist. Sie heil@inschrankung von f auf.T

Es giltalsof|; = {(x,y) € fIxe T}.

DEFINITION 5.9. SeiemA, BMengen. MitB* bezeichnet man die Menge aller Funkti-
on vonA nachB. Genauer:

BA:={f e PAxB)|f:A—- B}

SATZ 5.10. Seien n,ne N, und sei A= {1, ...,m}, B:= {1, ..., n}. Dann hat B genau
n™ Elemente.

4. Definitions- und Wertebereich

DEFINITION 5.11. SeieA, BMengen, und sei eine Funktion vorA nachB. Dann ist
A auch deDefinitionsbereictvon f. DerWertebereiclvon f ist die Mengg f(a)|la e
Al

Der Wertebereich einer Funktion enthalt also jene Elemeni die tatsachlich als
Funktionswert auftreten.

DEFINITION 5.12. SeiemA, B Mengen, und sef eine Funktion vorA nachB. Sei

T ¢ A. Dann bezeichnen wir mit[T] dasBild von T unter f das wir mit
f[T]={f®IteT}

definieren.

Wenn keine Verwechslungen maoglich sind, so schreibt mah &(t) anstelle von
f[T]. Fir die Sinusfunktion sin voR nachR ist der Wertebereich also das Intervall

[-1,1]. AuBerdem gilt sif{in -  n e N} = {-1,-¥2,0, 2, 1.

2 1Y o
SaTz 5.13. Seien A, B Mengen, und sei f eine Funktion von A nach B. Sel2rc@.
Dann gilt
(1) f(CUD) = f(C)U f(D),
(2) f€ND)c f(C)N f(D).

DEFINITION 5.14. SeierA, BMengen, und sef eine Funktion vorA nachB.
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(1) Die Funktionf istinjektiv, wenn
VX, ye A: fx) =f(yy=>x=y

gilt.

(2) Die Funktionf ist surjektiv auf B wenn es fur alld € B eina € A gibt,
sodasd(a) = b.

(3) Die Funktionf ist bijektiv von A nach Bwenn sie injektiv und surjektiv ist.

Die Funktionf ist also injektiv, wenn es keir,y € Amit x # yund f(x) = f(y) gibt.

SAaTz 5.15. Seien A, B Mengen, und sei f eine Funktion von A nach B. Sei
g:={(b,aeBxA|@b e f}.

Dann sind aquivalent:

(1) gist eine Funktion von B nach A.
(2) f isteine bijektive Funktion von A nach B.

DEFINITION 5.16. SeierA, BMengen, und sef eine bijektive Funktion vo nach
B. Die Funktiong: B - Amitg = {(b,a € B x A| f(a) = b} hei3tdie zu f inverse
Funktion und wird mit f ! abgekuirzt.

Die gleiche Schreibweiséd,, verwendet man auch fir etwas anderes:

DEFINITION 5.17. SeierA, B Mengen, und sef eine Funktion vorA nachB. Sei
D ¢ B. Dann bezeichnet man mit*[D] (oder f-1(D)) die Menge, die durch

flD]:={ae A|f(a) € D}

gegeben ist.

5. Familien und Folgen

Wir kdnnen es bestimmt nicht besser formulieren als P. Halfhi@aimos, 1976 S.
48].

Gelegentlich wird der Wertebereich einer Funktion fur vigér ge-
halten als die Funktion selbst. In einem solchen Falle wef@emi-
nologie und Notation stark verandert. Sei zum Beispigihe Funk-
tion von einer Menge in eine MengeX. [... ] Wir wollen jetzt ein
Element des Definitionsbereicheginenindexund| selbst dieln-
dexmengaennen; der Wertebereich der Funktwsoll indizierte
Mengeund die Funktion selbgtamilie heil3en; der Wert der Funk-
tion an einer Stelle, Termder Familie genannt, wird (anstelle von
X(1)) nunx, geschrieben.
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DEFINITION 5.18. Seienl, X Mengen, und sex eine Funktion vorl nachX. Wir
schreiberx far x(i). Wir definieren nurix; |i € 1) durch

xliely:={ix)liell.
Es giltalsox = (x i € I).
Fir(x i e I) schreibt man auctx,),_,. Etwas allgemeiner schreibt man flr eine Funk-
tion f von A nachB und eine Teilmeng€ von A auch

(f(c)|c e C) oder(f(c))
fur die Menge((c, f(c))|c e CJ.

ceC

DEFINITION 5.19. SeiA eine Menge, sem € N, und seiera,, ..., a, € A. Mit dem
n-Tupeka,, ..., a,) meinen wir die Famili€a, |i € {1, ..., n}).

Einn-Tupeka,, ..., a,) sehen wir also als eine mit der Indexmenge.., n} indizierte
Familie an. Das-Tupel(a,, ..., a,) schreiben wir auch al&, ..., a,); dass jetzta, b)
zwei verschiedene (aber in der Praxis sehr &hnliche) Badgah haben kann, stort
meist nicht.

DEFINITION 5.20. SeiA eine Menge, und sai € N. Mit A" bezeichnen wir die Menge
aller n-Tupel ausA, also

A= (@@, ..., a)la, ..., a, e A = {fIf:{1,...,n > AL

DEFINITION 5.21. SeiX)),., eine mitl indizierte Familie von Mengen. Dann ist

l__[xi::{X:I_’U{xi”EH | Viel:xi)e X}

= {(X)ic) | %), ist eine Familie mit/i e | : x € X}.

Wenn alleX; die gleiche Meng& sind, erhalt many;_, X, = X'. Die Menge der reellen
Zahlenfolgen ist also zum Beispiel genau die MeRge

Jetzt kdnnen wir noch ein Axiom der Mengenlehre angebemidasaus den anderen
Axiomen der Mengenlehre folgt. Es hat so Uberraschende éprenzen, dass man
seine Verwendung, im Unterschied zur Verwendung der and&®me der Mengen-
lehre, manchmal explizit macht, und etwa schreibt: “unteméndung des Auswabhl-
axioms gilt”.

AXxiom 5.22 (Auswahlaxiom)Sei | eine Menge, und sgX;),_, eine Familie von Men-
gen. Wir nehmen an, dass fir alle il die Menge Xnicht leer ist. Dann ist auch;_, X;
nicht leer.

In einer anderen Formulierung:
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Sei (X)), eine Familie von nichtleeren Mengen. Dann gibt es eine
Funktion f mit Definitionsbereicl, sodass fur allec | : f(i) € X

gilt.
Ein solchesf heil3t auchAuswahlfunktiondaher der Naméuswahlaxiom

Im Jahr 1937 zeigte K. Godel: wenn die Ublichen Axiome der {ariehre wider-
spruchsfrei sind, so sind auch die Axiome zusammen mit deswaAblaxiom wider-
spruchsfrei. Das Auswahlaxiom bringt also keine “neuenti®spriche.

Im Jahr 1963 zeigte P. Cohen, dass man auch das Gegenteildesaxioms, also
die Existenz einer Familie nichtleerer Mengen, fur die ea&kéuswahlfunktion gibt,
annehmen kann, ohne dadurch neue Widerspriche zu erh&kan.also die tblichen
Axiome der Mengenlehre widerspruchsfrei sind, so sind alielAxiome zusammen
mit der Negation des Auswahlaxioms widerspruchsfrei.

Das Auswahlaxiom ist also unabhangig von den anderen Axiaihee Mengenlehre;
seine Wahrheit wird von den anderen Axiomen nicht bestirhegt man nur die tbli-
chen Axiome der Mengenlehre zu Grunde, liegt das Auswatiaxsilso im “gesetzlich
nicht geregelten Raum”.

Wir werden das Auswahlaxiom als gultig voraussetzen.
UBUNGSAUFGABEN5.23.

(1) (Funktionen) Fir eine Funktioh: X - Y undA c X schreiben wirf [A] fiir {f(a)|a € X}. Fur welche Funktionen
gilt, dass fur alle TeilmengeA, Bvon X die Mengef[A N B] gleich f[A] N f[B] ist?

6. Hintereinanderausfiihrung von Funktionen

DEFINITION 5.24. SeierA, B, CMengen, seif eine Funktion vorA nachB, und seig
eine Funktion vorB nachC. Wir definierenge f durch

gef : A — C
a +— g(f(a).
Die Funktiongo f heil3t dieHintereinanderausfiuhrungderfunktionale Komposition
von vonf undg. Man spricht ‘g nachf” fur go f.

SaTz 5.25 (Assoziativitat der Hintereinanderausfiuihrunggien A, B,C, D Mengen,
undsei f: A-» B,g:B—-C,h:C - D.Danngilt(heg)o f =ho(go f).

SaTz 5.26. Seien A, B,C Mengen, sei f eine Funktion von A nach B, und daeg e
Funktion von B nach C.

(1) Wenn ¢ f surjektiv auf C ist, so ist auch g surjektiv auf C.
(2) Wenn ¢ f injektiv ist, so ist auch f injektiv.

Mit id , bezeichnen wir die Funktion volhnachA mitid,(x) = x fir allex € A.
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SATZz 5.27. Seien A, B Mengen, sei f eine Funktion von A nach B, und sei€uihk-
tionen von B nach A. Wenrrlf = id, und for = idg, so ist f bijektiv, und es gilt
| =r=f"1

SaTz 5.28. Seien A, B, C Mengen, sei f eine bijektive Funktion von A nacim@&sei
g eine bijektive Funktion von B nach C. Dann ist § eine bijektive Funktion von A
nach C, und es giltgo f)™* = f-1o gl
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KAPITEL 6

Unterraume desR"

1. Die Definition eines Unterraums

Mengen, mit denen man so rechnen kann wie mit Vektoren, wendeals Vektor-
rAumebezeichnen. Wir behandeln zunéchst den fir die Geometeiatigsten Vektor-
raum, namlichR?, und, in Verallgemeinerung davon, fiir jedes N, den Vektorraum

X
R"={| 2 |14, %, ... % €R}.

X

Far einen Vektox € R" undi € {1,2,...,n} schreiben wix(i), x[i], undx; fir den
i-ten Eintrag vorx.

Manche Teilmengen deR" sind abgeschlossen bezuglich der Addition von Vekto-
ren und der Multiplikation mit reellen Zahlen. Solche Te#éingen bezeichnen wir als
UnterrdumedesR".

DEFINITION 6.1. T ¢ R"ist UnterraumdesR" : <

(1) Die MengeT enthélt zumindest ein Element.
(2) FuralleA e R undfurallet e TgiltA-teT.
(3) Furalles,te Tqilts+teT.

Wir geben einige Beispiele von Unterraumen Bés

BEISPIELE6.2.

(1) T, = {(x,y) € R?|2x — 3y = 0} ist Unterraum de®?. Begriindung: Wegen
(0,0) € T, ist die MengeT, nicht leer. Seiu,v) € T, undA € R. Dann
gilt 2u— 3v = 0 und damit 2Au) — 3(Av) = 0, also giltA - (u,v) € T,. Fiir
Uy, vy, Uy, V) € T, gilt 2- (U +U,) = 3- (v, +V,) = 2uU; =3V, +2U, -3V, = 0,
also ist(uy, v;) + (U,, \,) € T,.

Damit haben wir gezeigt, dads ein Unterraum deR? ist.

(2) T, = {(X,y) € R?|3x+ 2y = 1} ist kein Unterraum deR?, denn(1,-1) € T,,
aber 2 (1,-1) € T,.

(3) T, = {(X,y,2 € R¥| esgibts,t e R, sodassx,y,? = s(1,-2,4)+t-(0, 1, 8)}
ist ein Unterraum deR3.

73
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(4) T, = {(0,0)} ist Unterraum deR?.
(5) T; = {(0, 1)} ist kein Unterraum deR?, da 2- (0, 1) & T..

UBUNGSAUFGABEN 6.3.

(1) Vervollstandigen Sie die folgenden Begriindungen daléiss die Menge
T ={(})l es gibte € R, sodasgy) = a - ()}

die Unterraumeigenschaften (V1) und (V2) erfiillt.
(a) T istnicht die leere Menge, well
(b) Furallea €e Rundt e T liegtA-tin T: Wir fixierent ausT undA € R. Wir wollen zeigen, dass
in liegt. Dat in T liegt, gibt es einx € R, sodas$ = a - (). Um zu
zeigen, dasa -t in T liegt, mussen wir eir’ € R finden, sodass

At=a -
Nun wissen wir, dass = « - () ist. Daher giltd - t = Das heiRt, dass fir
o=_ gilt
Lt=ao ()
Daher liegt auch inT.

(2) Welche der folgenden Mengen sind Unterraume des VekioresR2? Geben Sie jeweils an, welche Unterraumei-
genschaften erfillt sind.
@ {(y) e R2I3x+2y=0}.
(b) {(y) e R2|3x+2y=1}.
(3) Welche der folgenden Mengen sind Unterrdume des VekioresR2? Geben Sie jeweils an, welche Unterraumei-
genschaften erfillt sind.
@ {(y) eRZIIeRr:(y)=1-(3)
®) () eR*AER: (3) = (H)+ - (3)
(4) Welche der folgenden Mengen sind Unterrdume des VekioresR2? Geben Sie jeweils an, welche Unterraumei-
genschaften erfillt sind.
(@) {(;) e R2|x+3y=<0).
(b) () eR2|x* +y2 =0}
(5) Zeigen Sie: Wenn ein Unterraum dR8 (R" als Vektorraum (ibeR) zwei Punkte enthalt, so enthalt er bereits die
gesamte Verbindungsgerade.

Die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems rhiiereSeite= 0 ist immer
ein Unterraum.

SATZ 6.4. Seien m, re N, und sei A eine nx n-Matrix. Dann ist die Losungsmenge
des Gleichungssystems A= 0 ein Unterraum deR".

BeweisSeiU = {xe R"|A-x = 0}.

(1) Wegen 0= U istU nicht die leere Menge.
(2) Seixe U,A € R. Dann giltA(A-x) = A-(AX) = 0, d.h.Ax e U.
(3) Seienu,ve U. Dann giltA-(u+v)=A-u+A-v=0,d.h.u+veU.

SomitistU ein Unterraum deR". m

AUFGABE 6.5. Wir bestimmen diesen Unterraum fir die Mathix ( é Cl) é ) Als

Losungsmenge voA - x = 0 erhalten wir
L ={(-2t,-3t,t)[t e R}.
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2. Die lineare Hille von Vektoren

DEFINITION 6.6. Seim € N, und seierv,, ..., V,, € R". Die Menge
m
L0V, oo Vi) = 4Vl Ay, s A € R
i=1

heil3t dielineare Hiilleder Vektorenv,, ..., v,..

L((3)) ist also die Gerade ifR?, die durch(§) und(§) geht.L() definiert man al$0y}.
Die lineare Hille vorv,, ..., v, ist der kleinste Unterraum, dey, ..., v,, enthalt:
SATZ 6.7. Sei me Ny, ne N, und seieny, ..., v, Vektoren inR". Dann gilt

(1) L(vy, ...,V ist ein Unterraum de®".

(2) Sei M ein Unterraum deryy..., v, enthalt. Dann gilt l¢v,, ..., v,) € M.

Wollen wir etwa tberprifen, ob z.B3,0,1) in der linearen Hiille vori2, 1, —3) und
(7,2,-5) liegt, mussen wir ein Gleichungssystem losen:

(38

2 7 A
das heil 1 2 (Al)
-3 -5 2

Losen wir dieses System, so erhalten wir= -2 undA, = 1. Also ist(3,0,1) eine
Linearkombination vori2, 1, —3) und (7, 2, -5), und liegt somit in der linearen Hulle
dieser beiden Vektoren.

SATZ 6.8. Seienm, re N, seienh, b,, ..., b, Vektoren inR", und seB = (b, b,, ..., h,)
die Matrix mit den Vektorenbb,, ..., b, als Spaltenvektoren. Dann liegt v genau dann
in L(by, ..., b,), wenn das Gleichungssyst@&nx = v eine Losung x R™ hat.

RPOW FPLPOW

UBUNGSAUFGABEN6.9.

(2) Liegt(Y)in der linearen Hiille vori}), (1), (}; ? ,

(3) Testen Sie, o():%) in der linearen Hillle vo|(1 7%2),(_2

), ( 21)) liegt.

Sei nunn € N eine natirliche Zahl, und séil eine (mdglicherweise unendliche)
Teilmenge vorR". Wir definieren die lineare Hlle voll als

k
LM) = {) A, -mIkeNy, Ay,... 4 €R, My, ...,m € M},

i=1
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Die lineare Hulle vorM ist also die Menge aller Linearkombinationen endlich viele
Vektoren audM.

DEFINITION 6.10. Fir einem x n-Matrix A mit Eintrdgen au®R definieren wir ih-
ren Zeilenraum ZA) als die lineare Hiille der Zeilen vo. Der Zeilenraum ist ein
Unterraum vorR".

Den Spaltenraum @) definieren wir als die lineare Hulle der Spalten vAnDer
Spaltenraum ist ein Unterraum v

DenNullraum N(A) definieren wir als die Losungsmenge des Gleichungssystems
A-x = 0. Erist ein Unterraum deR".

3. Die lineare Unabhangigkeit von Vektoren

DEFINITION 6.11. Seiermm, n € N, und seienv,, ..., V,, in R". Die Folge(v,, ..., Vv,)
heil3tlinear unabhangigwenn fiir alleA,, ..., A, € R mit

m
Zz\i Vi=A -V + .+ A,y =0
i=1

gilt, dass alle\, = 0 sind.

Man sagt dann oft auch einfach, dass die Vektorgn. ., v, linear unabhangig sind.
Als Spezialfall definiert man noch fim = 0, dass die Folgé aus 0 Vektoren immer
linear unabhéngig ist.

Vektorenv,, ..., v, die nicht linear unabhangig sind, nennt miaear abhangig Die
Folge(v,,...,\,) istalso genau dann linear abhangig, wenfmegs..., ) # (0,...,0)
gibt, sodasg ", A; - v, = 0.

AUFGABE 6.12. Sind3, 2) und(1, 3) linear unabhangig ?
Losung Wir betrachten

B3

Dieses System besitzt nur die Losu¢y0). Daher sind die beiden Vektoren linear
unabhéngig.

AUFGABE 6.13. Sind3, 2), (1,4) und(5, 3) linear unabhangig ?

Losung Hier erhalten wir

() (3 (3)-(353)]
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Eine Losung des Gleichungssystemsiist= -1.7, 1, = 0.1 undA; = 1. Die drei
Vektoren sind also linear abhangig.

SATZz 6.14.Seienm, re N, seien b, b,, ..., b VektoreninR", und seB = (b;,b,, ..., h)
die Matrix mit den Vektorenbb,, ..., b, als Spaltenvektoren. Dann sitia|, b,, ..., b,)
genau dann linear abhangig, wenn das SysBer® = 0 eine Losung ¥ 0 hat.

SATZ 6.15. Sei m= 1 und seien b ..., b, € R". Die folgenden zwei Aussagen sind
aquivalent:

(1) (b, ..., b,) ist linear abhangig.
(2) Esgibtein ke {1, ..., m}, sodass pin L(b,, ..., b,_,) liegt.

SATZ 6.16. Sei me N, sei ne N, und seien y ..., V,,, v € R". Wir nehmen an, dass
vy, ..., Vi, linear unabhangig sind. Dann sind aquivalent:

(1) ve L(vy, ..., V).
(2) (v, ...,V V) ist linear abhangig.

UBUNGSAUFGABENG6.17.

(1) Zeigen Sie, dass die Vektoré(nzltz), (Z)( 1?00)) linear abhangig sind, indem Sie eine Linearkombinationeimdei
der nicht jeder Vektor 0 mal genommen wird, und die trotzdem Mullvektor ergibt.

(2) Testen Sie jeweils, ob folgende Mengen von Vektorenalirabhangig sind. Finden Sie, falls die Vektoren linear
abhéngig sind, eine Linearkombination, die den Nullveleiwibt, und bei der nicht jeder Vektor 0 mal genommen
wird.

D)

(4) Sind die Vektorem( 4112), (2) ( 133)) linear abhéngig?
(5) Geben Sie einen Vektore R? an, sodas(sgl) undv linear abhéngig sind.
(6) Finden Sie drei Vektorea, b, ce R3, sodassb, ¢ linear unabhéangig un@, b, ¢ linear abhéngig sind.
(7) Vervollstandigen Sie die Begriindung fur folgende Agssa
Seienvy, v, w € R" so, dassv in der linearen Hille vorv; undv, liegt. Dann sindv,, v,, w) linear
abhangig.
BegriindungDaw in der linearen Hulle von, undv, liegt, gibt esd;, A, € R, sodass

(3

vv
7
>
o

=
|
ot
=
o
o
=
|
5=5
i
=
[0
QD
2
QD
o
=0
Q:
=]
Q
«Q
-~

W=

Dabher gilt
Ap-vi+d Vo+— =0

Das ist eine Linearkombination, die 0 ergibt, obwohl nigugr Vektor. mal genommen

wurde. Daher sindvy, v,, w)

4. Basen eines Vektorraums

4.1. Definition.

DEFINITION 6.18. SeiT Unterraum vorR". Die FolgeB = (b,, ..., b,) heilt Basis
vonT &
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(1) (b, ..., b,) ist linear unabhangig,
(2) Ly, ...,b) =T.
Wir geben einige Beispiele:

BEISPIEL 6.19.

(1) {(1,0), (0, 1)} ist Basis de®?: Jeder Vekto( § ) lasst sich als

x.(é)w.(g)

schreiben, und liegt somit in der linearen Hulle @n0) und(0, 1). Somit ist
die lineare Hulle der Vektorefil, 0), (0, 1)} der ganzéR?. Die beiden Vekto-
ren sind auf3erdem linear unabhangig.

(2) {(2,3)} ist keine Basis deR?, da es kein gibt, sodas{ é ) =A- ( g )
(3) {(2,3)} ist Basis vorL((2, 3)).

SeiU ein Unterraum deR". Dann ist eine Basis eine Moglichkeit, die Mengenzu-

geben. Mathematica nutzt das, um die Lésungen des Gleisbysigm#-x = 0 durch

die FunktionNullSpace auszugeben. Dabei wird die (moglicherweise unendliche)
MengeU = {x € R"| A- x = 0} durch eine Basis dieses Raums angegeben.

In[50]:= A = {{1,2,3}}
out [50]= {{1,2,3}}

In[51] := NullSpace [A]
out [51]= {{-3,0,1},{-2,1,0}}

UBUNGSAUFGABEN 6.20.
(1) Finden Sie eine BasBder Ebend_((g),(él)), die Weder(g) noch(él) enthalt.
4.2. Bestimmen der Basis eines UnterraumsWir konnen Unterraume deiR"
auf zwei Arten angeben.

« explizit, das heil3t, als lineare Hulle von Vektoren.
« implizit, das heil3t, durch ein Gleichungssystem, dessesuhgsmenge der
anzugebende Unterraum ist.

Wir Uberlegen uns als erstes, wie wir eine Basis eines akgkgebenen Unterraums
berechnen kdnnen. Dazu berechnen wir die Basis des Raums

v=u(DTUEND).

-1 2 0



4. BASEN EINES VEKTORRAUMS 79

Wir wollen also eine Basis des Zeilenraums der Matrix

-5 3 1 1
-33 17 1 -1
85 -44 -3 2
-19 10 1 O

bestimmen. Der Zeilenraum andert sich nicht, wenn wir eiegeZmit einer von 0
verschiedenen Zahl multiplizieren, oder wenn wir zu einelleZein Vielfaches einer
anderen Zeile addieren. Wir kbnnen uns also jetzt systeotalilatrizen erzeugen, die
alle den gleichen Zeilenraum haben wie die urspringlichgiMd@as machen wir mit
Mathematica.

In[52] := << RowRed9.m

In[53] := RowEchelonForm[{{-5, 3, 1,1}, {-33, 17,1, -1}, {85, -44, -3, 2}, {-19,10,1, 0}}]

-5 3 1 1
-33 17 1 -1
85 -44 -3 2
-19 10 1 0

-5 3 1 1
0 -14 -28 -38
0 7 14 19
0

-7 -14 -19

0 0 0
0 0 0

( 0 -14 -28 38)
0
0
Out [53]= {{{1,0,0,0}, {-33,5,0,0},{1,5,2,0}, {-5,-5,0,10}},
{{-5,3,1,1}, {0, -14, -28, -38},
{0,0,0,0},{0,0,0,0}}}

Wir haben also eine Matrix in Zeilenstaffelform erzeugteteZeilenraum der gleiche
wie der Zeilenraum der gegebenen Matrix ist.
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ALGORITHMUS 6.21 (Zeilenstaffelform).
Eingabe: Einen x n-Matrix A.
Ausgabe: Einen x n-Matrix B, sodas® in Zeilenstaffelform ist, un&(A) = Z(B).

1 B«<A
2 zeile«1
3 spalte«1
4  while zeile< m
5 do while spalte< nundB(i, spalte = O fur allei mit zeile<i <m
6 do spalte« spalte+ 1
7 if spalte< n
8 then gewaehlteZeile- eini, sodaszeile< i < mundB(i, spalte #
0
9 if gewaehlteZeile: zeile
10 then Vertausche diggewaehlteZeilde mit derzeileten
Zeile vonB
11 i « zeile+1
12 whilei <m
13 do Addiere passendes Vielfaches derleten Zeile zur
i-ten Zeile vonB, sodas$3(i, spalte = 0
14 i—i+1
15 zeile« zeile+ 1
16 spalte«< spalte+ 1
17 return B

Dieser Algorithmus liefert also folgenden Satz.

SATZ 6.22. Seien m, re N, und sei A eine nx n-Matrix. Dann gibt es eine Matrix B
in Zeilenstaffelform, sodasg&) = Z(B).

Die Zeilen einer Matrix in Zeilenstaffelform, die nicht hsl, sind linear unabhangig.
Daher haben wir auch eine Basis von

V =1(-5,311),(-3317,1,-1),(85-44,-3,2),(-19,10,1,0))
gefunden, namlich

Wir fassen zusammen:

ALGORITHMUS 6.23 (Basis eines explizit gegebenen Unterraums).

Eingabe: Vektoren,, ..., Vv, € R".

Ausgabe: Eine Basis,, ..., b, vonL(v,, ..., V).
1 Bilde diemx n-Matrix V, in deren Zeilen die Vektorew, ..., v, stehen
2 Berechne eine MatriB in Zeilenstaffelform, sodas&V) = Z(B)
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3 return (by, ..., b) als jene Zeilen vom, die nicht 0 sind

Was wir noch nicht begriindet haben ist, dass die Zeilen d&flarix in Zeilenstaffel-
form, die nicht O sind, linear unabh&ngig sind. Betrachteroazu die Matrix

12-306 70
00 -5014 17 0
00 0O O 67 76 Of
00 0 00O OO

Um zu zeigen, dass die von O verschiedenen Zeilen Avdinear unabhangig sind,
mussen wir zeigen, dass das Gleichungssystem

A=

1 0 0 0
2 0 0 0
3 -5 0| (A 0
0 0 0 -[Az]: 0
6 14 67| A, 0
7 17 76 0
0 0 0 0

nur die LosungO, 0, 0) hat. Wir sehen, dass uns die erste Gleichiipg 0, dann die
dritte Gleichung\, = 0, und dann die flinfte Gleichung = O liefert.

Das machen wir jetzt allgemein:

SATZ 6.24. Sei A eine nx n-Matrix in Zeilenstaffelform. Dann sind die Zeilen von A,
die nichtO sind, linear unabhangige Vektoren iR.

BeweisSeienr e Nundj, < j, < --- < j, wie in Definition 3.1. Wir betrachten eine
Linearkombination der erstanZeilen vonA, die 0 ist. Seien als@\,, ...,A,) € R" so,
dass fur allk € {1, ..., n} gilt:

(6.1) Za, -All,k] = 0.
=1

Wir zeigen jetzt, dass fur allee {1, ..., r} gilt: A; = 0. Wir zeigen das mit Induktion
nachi. Betrachten wir die Gleichung 6.1 flr:= j;. Dann gilt

DA AL 1 =0.
=1

Farl = 2 gilt A[l, j,] = 0, da Bedingung (3) von Definition 3.1 fiir= | undk := j,
ergibt, das#\(, j,) = 0. Also gilta, - A[1, j,] = 0. DaA[l, j,] # 0, giltA, = 0.

Seinuni € {1,...,r}. Wir nehmen an, dasg = A, = --- = A,_; = 0. Wir betrachten
die Gleichung 6.1 fiik := j;. Es gilt dann

DA -AlL =0,
|:1
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also

AL+ A AL T =0.

I=i+1

Furl > i ergibt Bedingung (3) von Definition 3.1 (mit := | undk’ := j;), dass
All, j;1 = 0 gilt. Also gilt A; - A[i, j;] = 0. DaA[i, j;] # 0, gilt auchA; = 0.

Esistalsa\, = A, =--- = A, = 0. Also sind die erstenZeilen vonA linear unabhan-
gig.m

UBUNGSAUFGABEN 6.25.

(1) Bestimmen Sie eine Basis le('( (1J ),(52),(51)).
-2 4 0
(2) Finden Sxie jeweils eine Basis folgender Unterrdume!
(a) {()é) eR3|x+3y+z=0).
() L( &)
© L(3)(2).(2)

5. Die Zeilenstaffelnormalform

Wir studieren folgendes Problem: Gegeben sind zwei Untergéd), vV vonR". Beide
Unterrdume sind explizit gegeben, das heif3t, durgh..,uy undv,, ...,Vv,, so, dass
U =L, ...,uyundV = L(v,, ..., V). Wir fragen uns nun, ob =V.

DEFINITION 6.26 (Zeilenstaffelnormalform). S@ieinemx n-Matrix. Aistin Zeilen-
staffelnormalformwenn es e Njund j,, j,, ..., j, € {1,...,n} gibt, sodass

() Jr>da>> g

(2) Furallei € {1,2,...,r}gilt: AG, j;) = 1.

(3) Furallei € {1,2,...,r}und fur allek € {1, 2, ..., r} gilt: Wennk # i, dann gilt
Ak, j) = 0.

(4) Furallei € {1,2,...,r}und fur allek € {1,2, ..., nfmitk < j; gilt: A(i,k) = 0.

(5) Furallei € {1,2,...,m}miti>r und fur allek € {1, 2, ..., n} gilt: A(i,k) = 0.
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ALGORITHMUS 6.27 (Zeilenstaffelnormalform).
Eingabe: Einen x n-Matrix A.
Ausgabe: Einan x n-Matrix B, sodas®8 in Zeilenstaffelnormalform ist, und(A) =

Z(B).

©CoO~NOOITAWNEPE

12
13
14
15
16

17
18
19
20

B« A
zeile< 1
spalte«< 1
while zeiles m
do (* Die erstenspalte— 1 Spalten sind in Zeilenstaffelnormalform *)
while spalte< nundB(i, spalte = O fur allei mit zeile<i < m
do spalte« spalte+ 1
if spalte<n
then gewaehlteZeile- eini, sodaszeile<i < mundB(i, spalte *

if gewaehlteZeile: zeile
then Vertausche digewaehlteZeilde mit derzeileten
Zeile vonB
Multipliziere diezeilete Zeile vonB mit
<1
whilei =m
doif i + zeile
then Addiere passendes Vielfaches dmileten
Zeile zuri-ten Zeile vonB, sodas$3(i, spalte = 0
i—i+1
zeile« zeile+ 1
spalte« spalte+ 1
return B

1
B(zeile,spaltg

Wir geben einige Beispiele fiir das Berechnen einer MatrZaitenstaffelnormalform,
die den gleichen Zeilenraum wie die Ausgangsmatrix besitzt

AUFGABE 6.28.

In[54] :

In[55] :

Out [55]

In[56] :

<< RowRed9.m

MatrixForm [Al]
1 -5 8 2 -2
1 -4 6 -2 0
-1 0 2 2 0
5 -8 6 0 -5

RowEchelonNormalForm [Al]



84 6. UNTERRAUME DESR"

1 -5 8 2 -2
1 -4 6 -2 0
1 0 2 2 0
5 -8 6 0 -5
1 -5 8 2 -2
0 1 -2 -4 2
0 -5 10 4 -2
0 17 -34 -10 5
1 0 -2 -18 8
01 -2 -4 2
00 0 -16 8
0 0 0 58 -29
1 0 -2 -18 8
01 -2 -4 2
1
( 00 o 1 -= )
2
0 0 0 58 -29
1 0 -2 0 -1
01 -2 0 0
1
( 00 0 1 -=- )
2

00 0 0 0

out [56]= {{{

9

1 5 9 1 1
El_gl_gl O}I{O/_ZI_Z/ 0}/
{ %/ l}}l{{llolizlolil}l

7 7

N | o
© | w0

{0,1,-2,0,0},{0,0,0,1, —%}, {0,0,0,0,0}}}

AUFGABE 6.29.

<< RowRed9.m

In[57]:

In[58] := MatrixForm [A2]
1 5 7 9

2 10 14 18 )

3 2 1 0

Out [58]

In[59] := RowEchelonNormalForm [A2]

2 10 14 18

( 1 5 7 9
3 2 1 0

o

1 5 7 9
( 0 0 0 )

0 -13 -20 -27
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5 7 9
-13 -20 -27 )
0 0 0
5 7 9
20 27
13 13
0 0
9 18
O - -
13 13 )
20 27
1 PR _
13 13
0 0 0

out [59] = {{{73, 0, i}, {i, 0, —i}, {-2,1,0}},

13 13 13 13
9 18 20 27
{ }. {o,

1/0/7_/7_ r T o
13 13 13 13

AUFGABE 6.30.

In[60] :

In[61]:

Out [61]=

—_— —_— —_—
O O O K O O O K o O o K

—_—
o O o K

O O Rr o O O Rr u R O o u

o O - o

= << RowRed9.m

MatrixForm [A3]

1 5 3
2 10 8
4 20 15
1 6 5

= RowEchelonNormalForm [A3]

3
8
15

5

NOW N N W N W N W N W
—_ —_
—_

N RPN
—_

},{0,0,0,0}}}
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1 0 O
0 1 O
0 0 1
0 0 O
out [62] = {{{-—%g, o,g, —5},{24 o,—gy 1},
4 1 2 2
{751 OI 5/ O}/ {5/ 1/ 75/ O}}/

{{1,0,0},{0,1,0},{0,0,1},{0,0,0}}}

AUFGABE 6.31.

In[63] := << RowRed9.m

In[64] : = MatrixForm [A5]

1 2 -3 06 7 0
2 -4 1 0 2 3 0
4] =
Out [64] (4 8 1 0 1 -1 0 )
3 6 -1 0 9 9 0

In[65] : = RowEchelonNormalForm [A5]

1 2 -3 06 7 0
2 -4 1 0 2 3 0
4 8 1 0 1 -1 0
3 6 -1.0 9 9 0
1 2 -3 0 &6 7 0
0 0 -5 0 14 17 O
0 0 13 0 -23 -29 0
00 8 0 -9 -12 0
1 2 -3 0 6 7 0

14 17

(o 0 1 0 -— -— )
0 0 13 0 -23 -29 0
00 8 0 -9 -12 0

12 16
1 2 00 -2 - 09
5 5
% 17
001 0 -— =L o0
5 5
| 5%
0000 — 2 o0
5 5
67 76
000 0 — — o0
5
12 16
1 2 0 0 -= = o
5 5
4 17
0010 -— -~ 09
5 5
000 0 1 22 0
67
67 76
0000 — 2 o0
5 5
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32

1 2 0 0 0 -— O
67
15

0 0 1 0 0 -—/— ©
677
76

0 0 0 0 1 —
67

0 0 0o 0o 0o o0 o0

1 9 12 10 23 14
Out [65] = {{{6_7/ 67 87’ 0}, {—EI 7 a7’ 0},

° — > O}I{_ll _l/ _l/ 1}}/

7

& & @
32 15
{{1/ 2/ O/ O/ 01_51 O}/{O/ O/ 1/ OI 01_677/ 0}/

{o,o,o,o,l,gg,o},{o,o,o,o,o,o,O}}}

Der Algorithmus liefert den folgenden Satz.

SATZ 6.32. Seien m, re N, und sei A eine nx n-Matrix. Dann gibt es eine Matrix B
in Zeilenstaffelnormalform, sodas$Aj = Z(B).

Mathematica hat einen eigenen Befehl zur Berechnung désrigeaffelnormalform,
namlichRowReduce.

In[66] : = MatrixForm [Al]

1 -5 8 2 -2

1 -4 6 -2 0
-1 0 2 2 0 )
5 -8 6 0 -5

Oout [66] = (

In[67] := MatrixForm [RowReduce [Al]]
1 0 -2 0 -1

01 -2 0 0

out [67] = 1
te7] (o 0o 0 1 - )

2

00 0 0 0

6. Der Nullraum einer Matrix

Wir Gberlegen uns jetzt, wie wir eine Basis eines impliziggeenen Unterraums des
R" berechnen.

DEFINITION 6.33 (Skalarprodukt). Seien= (v;,...,y)undw = (w,,...,w,) € R".
Wir definieren das Skalarprodut, wy durch

v,w = Zn: Vv, Wi.
i=1

DEFINITION 6.34. SeM eine Teilmenge deR". Dann definieren wir
M” :={ve R"|(m,V = 0firalleme M}.
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SATZ 6.35. Sei A eine nx n-Matrix. Dann gilt NA) = (Z(A)".

KOROLLAR 6.36. Sei A eine Ix n, und sei B eine mt n-Matrix. Wenn ZA) = Z(B),
dann gilt auch NA) = N(B).

Wenn eine MatrixB in Zeilenstaffelnormalform ist, dann kann man ihren Nulha
N(B) besonders schnell berechnen.

SATZ 6.37. Sei B eine nx n-Matrix in Zeilenstaffelnormalform, seiep § j, < --- <
I, €{1,2,...,n}wie in Definition 6.26. Seien ki, < ... <i _, €{1,2,...,n}so, dass
i oo dUtjy .0 = {1,2,...,n}. Sei C eingn - r) x n-Matrix, die so definiert
ist: Furalleke {1,2,...,n—r} qilt:

« C(k,ip) =1
- frallese {1, .. C, j9 = —B(s, i), und
-fUraIIeIe{il,lz,.. Vi Ck,I)=0

Dann steht in den Zeilen von C eine Basis des Nullraumes von B.

BeweisWir zeigen als erstes, dass jede Zeile @m Nullraum vonB liegt. Sei dazu
cdiek-te Zeile vonC. Wir berechnen jetaB-c (dazu stellen wir uns als Spaltenvektor
vor). Furt € {1, ..., r} berechnen wir detrten Eintrag vorB - c. Wir erhalten:

(B-0ltl = ) BIt,1]-cll]
=1

- ZB[t,I]-C[k, I

BIt, i,] - C[K, i,] +ZBtJ CIK, j] + Z B[t, 1] - C[K, ]

I€figsin, . in_ ik}
=B[t,iJ-1+1-C[k, j]+0

= B[t,i ] -BIt,i,] =0
Daher giltZ(C) c N(B).
Bevor wir die InklusionN(B) c Z(C) beweisen, zeigen wir als Vorbereitung folgende
Aussage:

Wenn

= X(D), X(2), ..., x(n))
und

= (Y1), ¥(2), ..., y(m)

Vektoren inR" sind, sodasB - x = 0, undB - y = 0 undx(i;) = y(i,)
furallel € {1,2,...,n—r} gilt, so giltx = y.
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Das begriinden wir so: wir zeigen, dassndy auch an den Stellep, ..., j, Uberein-
stimmen. Sei als& € {1, ..., r}. Dann gilt

DBk, -x(j)=0.
=1
Das bedeutet

Bk, jo- XG0+ D, Bk j9-x(i9=— > Blk,i)-xi),
=1

se{d,...,r\{k}
also
n-r
X(jj) = = ) Bk, i) - X(ip.
1=1
Ebenso errechnen wytj,) = — 3|1 B(k, i) - ¥(i)). Also giltx = y.

Nach dieser Vorbereitung zeigen W(B) c Z(C). Sei dazw € N(B). Wir setzen
@ = (a),...,a(n=r)) = (X({,), ..., X({,_)
und
y:=C'.q.
DaB-CT =0, gilt B-y = 0. Wir zeigen nun, dass fur alles {1,2, ..., n—r} gilt:
yap) = Xa).
Dazu berechnen wir
yip = CT - )li}]
= nZ‘:C(k, i) - a(k)
k=1

=C(l,i)) - a(l)
=1-x(@)).

Aus unserer vorbereitenden Bemerkung erhalten wir
X=Y.

Der Vektory liegt offensichtlich im Zeilenraum vo@, also giltx € Z(C).

Wir wissen also jetzt, dass die lineare Hille der Zeilenveki vonC genauN(B)
ist. Jetzt zeigen wir noch, dass die Zeilen vOrlinear unabhangig sind. Sei =
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(@), ...,a(n-r))so,das€™ - a = 0. Seil €{1,2,...,n—r}. Dann gilt
0=C" o]

= Y Ck, iy - a®
k=1

=C(,i) - a()
=1-a().

Daher gilta(l) =0.m
Wir haben also folgenden Satz gezeigt:

SATZ 6.38. Sei B eine nx n-Matrix in Zeilenstaffelnormalform, und sei r die Anzahl
der Zeilen von B, die nicl sind. Dann hat B) eine Basis, die genau-ar Vektoren
enthélt.

Wir fassen den konstruktiven Teil des Beweises des Sata3@sndcheinmal zusam-
men.

ALGORITHMUS 6.39 (Nullraum einer Matrix in Zeilenstaffelnormalform).
Eingabe: Einen x n-Matrix B in Zeilenstaffelnormalform.
Ausgabe: Eine MatriC, deren Zeilen eine Basis des Nullraumes fsind.

r « Anzahl der Zeilens 0 vonB
fors=1tor
do J[s] « min{k € N|B[s, K # 0}
C « die (n—r) x n-Matrix mit allen Eintragen 0
freieVariablen«— aufsteigend geordnete Liste der Elemente {in.., n}\
{Jisllse{1,...,r}}
fork=1ton-r
doi « freieVariablerk]
(* die i-te Variable wird frei gewahlt *)
Clk,i] <1
fors=1tor
do C[k, J[s]] <« —B][s, ]

ab~hwNPE

PO OWOoWNO®

1
1
Als Beispiel berechnen wir den Nullraum von zwei MatrizerZeilenstaffelnormal-
form.

AUFGABE 6.40. 1n[68] : = (* 1. Beispiel )

In[69] := << RowRed9.m

In[70] := B = RowReduce [A6];
Out [70] = MatrixForm [B]
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1 2 0 -17 0 -22
In[71] := 0 01 -5 0 -5
" \o o 0o 0 1 2
0 0 O 0 0 0
Out [71]= CC = NullSpaceViaREF2[B];

MatrixForm [CC]

-2 1 0 0 0 O
In[72]:= [17 0 5 1 0 O

22 0 5 0 -2 1
In[73] :=

(* 2. Beispiel *)
In[74] := B = RowReduce [A5];

Out [74] = MatrixForm [B]

32

12 0 0 0 -— O
7

0 01 0 O ——5 0
In[75] := 67
76
1 JE—
67

0 0 0

In[76] := CC = NullSpaceViaREF2 [B];

Out [76] = MatrixForm [CC]

-2 1 0 O 0 0 0

o 0 o0 1 0 0 0
In[77] := |32 15 76

-— 0 — 0 -—/— 1 0

67 67 67

o 0 o O 0 0 1

UBUNGSAUFGABEN 6.41.

(1) Bestimmen Sie eine Basis fiir den UnterraurdesR*, der durch

10 -2 3
U:{(Xl'xz’x3'X4)€R4'(2 1 0 4)’(X1'X2vX3'X4)=(8)}

gegeben ist.

Jede Matrix hat den gleichen Zeilenraum wie eine Matrix ifefestaffelnormalform.

SATZ 6.42. Sei me N, und sei A eine m (m+ 1)-Matrix. Dann enthéalt der Nullraum
von A einen voif verschiedenen Vektor.
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7. Die Dimension eines Unterraumes

LEMMA 6.43. Seien m, re N, sei V ein Unterraum voR", und seieny ..., Vv, € R"
so, dass v, ...,Vv,) = V. Seiem,...,A,, € R und sei w:= 3,7, ,,v.. Sei j so, dass
A; # 0. Dann gilt

L(v,, e Vitpy W Vg Vi) =V.

SATZ 6.44 (Austauschsatz von Steinitgeien m, re N, sei V ein Unterraum deR",
undseieny ..., x,so,dass [x;,...,x) = V. Seire N, und seiw,, ..., w,) eine linear
unabhangige Folge von Elementen aus V. Dann gibt es fur algi 1, ..., min(r, m)}
eine injektive Abbildung : {i + 1,...,m} - {1, ..., m}, sodass

Vo= LWy, o Wiy Xy -0 Xom)
ist.
Beweis:Induktion nach. Furi = 0 setzen wirr :=id;; -

Sei nuni = 1. Wir nehmen an, dass

(6.2) Vo= LWy, ey Wi, Xis o0 X))
ist. Wir wollen nun eines dec, ;) durchw; ersetzen. Da; € L(Wy, ..., W_3, X ), -y X)),
gibtesa,, ..., A, € R, sodass

1 m

AW+ Z A Xe(y-

j=1 j=i
Wenn nun fur allej € {i,i +1,...,m} auch)\j = 0 gilt, so sind(w,, ..., w) linear
abhangig. Daher gibt es ejne {i,i + 1,..., m}, sodass; + 0. Nach Lemma 6.43 gilt
also

V = L(w,, coes WE_g, Xy o Xagm1ys Wo X1y ey Xom)-
Wir definieren nun
o:{i,...m-{1,..,m
durcho () := n(i), o(i) := n(j), undo(r) = z(r) farr € {i, ..., m\ {i, j}. Nun gilt
LW, ey W Xty - o0 Xom)

= L(wy, ..., W, Xeiyr + 0 Ka(j=1)1 Ka(ja1yr -+ o er(m))
=V.

Somit leistetr|, m das Gewlnschta

i+1,...,
KOROLLAR 6.45. Seienm, re N und seiV ein Unterraum dd¥", und seienx ..., X,
so,dass x,, ..., x,) = V. Seire N, und seiw,, ..., w,) eine linear unabhéangige Folge
von Elementen aus V. Dann gilterm.

Beweis:Wir nehmen armr > m. Aus dem Austauschsatz (Satz 6.44) erhalten wir, dass
Lwy,...,w,) = V. Also gilt w,,., € L(w,,...,W,). Somitist(w,, ..., w,,,,) linear ab-
hangig, im Widerspruch zur Voraussetzumg.
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KOROLLAR 6.46. Sei ne N. Dann gilt: Jede Folge von mehr als n VektorenRhist
linear abhangig.

BeweisR" hat die sogenannteanonischddasis

1 0 0
0 1 0
=l &= &=
0 0 1
Aus Korollar 6.45 folgt, dass eine Folge aus mehrmalgektoren linear abhangig ist.

SATZ 6.47. Sei ne N, und sei T ein Unterraum vdR". Dann haben alle Basen von
T gleich viele Elemente.

SATZ 6.48. Seine N, und sei T ein Unterraum dé&". Dann hat T eine Basis.

BeweisSeiC := {(v;, ..., V) € U:_OTk [ (vy, ..., ) ist linear unabhangigWir wahlen
nun m maximal, sodas€ N T™ + Q. Sei(v,...,v,) € CNT™ Es gilt nun fir
allew € T, dass(v,, ..., V., W) linear abhangig ist: Fallmm = n, gilt das, dan + 1
Vektoren inR" stets linear abhangig sind, sonst wegen der MaximalitatmoAlso
gilt L(vy,...,v,)=T.m

Jeder Unterraum dé" ist also die lineare Hulle endlich vieler Vektoren. Der S&g/
ermoglicht folgende Definition:

DEFINITION 6.49 (Dimension). Sel ein Unterraum deR". Dann ist dieDimension
von T die Anzahl der Elemente einer Basis vbnWir kiirzen die Dimension voil
mit dim(T) ab.

SATZ 6.50. Sei ne N, sei ke N, sei T ein Unterraum deR" mit Dimension k, und
sei S ein Unterraum vaR" mit SC T unddim(S) = k. Dann gilt S=T.

Beweis.Sei(s,, ...,s) eine Basis vors. FallsL(s,,...,s5) = T, so giltS = T. Wenn

es eint € T \L(s,...,s) gibt, so ist nach Satz 6.16 die Folgsg, ..., S, t) linear
unabhangig. Dann haben vikr 1 linear unabhangige Vektoren in einem Vektorraum
mit einerk-elementigen Basis gefunden. Das widerspricht Koroll4s 6a

UBUNGSAUFGABEN6.51.

(1) Beweisen Sie:
Seienk € Ny, n € N, und seiM eine Teilmenge voR". Sei

B=(by,b,,.... 1)

eine linear unabhéngige Folge von Vektoren BudVir nehmen an, da€d so ist, dass es keime M
gibt, sodassgby, b,, ..., b, m) ebenfalls linear unabhéangig ist. (Wir fordern also, dasine maximale
linear unabhangige Folge alkist.) Dann istB eine Basis fut.(M).

(2) Zeigen Sie:



94 6. UNTERRAUME DESR"

Seierk,ne N, und seM = (m;, m,, ..., m,) eine Folge von Vektoren iR". Dann gibtes € {0, ..., k}
undiq, iy, ..., I, € {1,..., Kk}, sodass folgendes gil; < i, < --- <i,, und(mil,mz,...,mr) ist eine
Basis vonL(M).

(3) Zeigen Sie:
Seik € Ng, n € N, und seM = (my, m,, ..., m,) eine Folge von Vektoren iR". Dann gilt dimL(M)) <
k.

8. Der Rang einer Matrix

DEFINITION 6.52. SeiA einem x n-Matrix. Der Rangvon A ist die Dimension des
Zeilenraums vor.

Man berechnet den Rang, indem man aus der M&reine MatrixB in Zeilenstaf-
felform erzeugt, die den gleichen Zeilenraum Widat. Die Zeilen vorB, die nicht O
sind, sind stets linear unabhangig. Sie bilden also einssBasZ(B) = Z(A).

ALGORITHMUS 6.53 (Rang einer Matrix).
Eingabe: einen x n-Matrix A.
Ausgabe: der Rang voi

1 Berechne mit Algorithmus 6.21 eine Matiin Zeilenstaffelform, sodass
Z(B) = Z(A).
2 return Anzahl der Zeilen vom, die nicht O sind.

SATZ 6.54. Seien m, re N, sei A eine nx n-Matrix, und sei k der Rang von A. Dann
hat N(A) die Dimension - k.

Beweis.Sei B eine Matrix in Zeilenstaffelnormalform, sodageB) = Z(A). Wegen
Korollar 6.36 hatB - x = 0 die gleiche Lésungsmenge wie x = 0. Seir die Anzahl
der Zeilen vorB, die nicht O sind. Diese Zeilen sind nach Satz 6.24 lineabbaagig,
und bilden somit eine Basis vaf(B). Da alle Basen eines Unterraums gleich viele
Vektoren enthalten, gilt = k. Nach Satz 6.37 ha¥l(B) die Dimensionn — k. Da
N(B) = N(A), hat auchN(A) die Dimensiom — k. m

9. Die Eindeutigkeit der Zeilenstaffelnormalform

Die Zeilenstaffelnormalform hat folgende wichtige Eigemaft:

SATZ 6.55. Seien m, ne N, und seien B, C zwei  n-Matrizen in Zeilenstaffelnor-
malform. Wir nehmen an, dassBj = Z(C). Dann gilt B= C.

Beweis Wir fixierenm, ne N. Wir zeigen, dass fir alle € N, folgendes gilt:

Fur allea e N und fur allea x n-MatrizenB, C in Zeilenstaffelnor-
malform mit dimZ(B)) = r undZ(B) = Z(C) gilt B = C.
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Diese Aussage beweisen wir durch Induktion nadiirr = 0 gilt Z(B) = Z(C) = {0},
alsoB=C =0.

Seinurr = 1, seia € N, und seierB, Czweiaxn-Matrizen in Zeilenstaffelnormalform
mit Z(B) = Z(C) und dim(Z(B)) = r. Dann haben sowolfd also auclC genau Zeilen,
die nicht O sind.

Fur einen Unterraurd vonR" und fiirl € {1, ..., n— 1} definieren wir eine Teilmenge
desR' durch

uU®:={u,...,u) eR'|esgibty,,,...,u €R, sodassu,,...,u,) € U}.

U® definieren wir durclty™ := U. AuBerdem definieren wir fir jeda x n-Matrix A
und fir jeded € {1, ..., n}

A := diemx |-Matrix, die aus den erstdrSpalten vorA besteht.

Dann gilt:

Furallel € {1,...,n} : Z(B) = Z(B)".
Seienj,, ..., j, wie in der Definition der Zeilenstaffelnormalform. Danntgiim(Z(B)\")) =
r, da die erstenZeilen vonB; eine Basis voZ(B)U" sind. Ebenso gilt diz(B)rY) =
r — 1, da die ersten — 1 Zeilen vonB, _, eine Basis voiZ(B)Y sind. Daher gilt;j,
ist jened € {1,2, ..., n}, sodass dinZ(B)") = r und dimZ®B)" V) =r - 1.
Die Matrix C hat ebenfalls genauZeilen, die nicht O sind. Seieyi, ..., j; wie in der
Definition der Zeilenstaffelnormalform. Wie oben gilt, dg$ jenesl’ € {1,2,...,n}
ist , sodass diniz(C)!"”) = r und dimZ©)""-Y) = r — 1. DaZ(B) = Z(C), gilt also
=17
Die ersterr — 1 Zeilen der MatrixB sind in Zeilenstaffelnormalform. Sie bilden eine
Basis des Raums

U={(V,...,.V) € Z(B)Ivir = 0}

Ebenso sind die ersten- 1 Zeilen der MatrixC in Zeilenstaffelnormalform. Sie sind
eine Basis von

V={(vy,..,V) e Z(C)Ivir = 0}

SeiB’ die Matrix, die aus den ersten- 1 Zeilen vonB besteht, und s&’ die Matrix,
die aus den ersten— 1 Zeilen vonC besteht. Nach Voraussetzung dilB) = Z(C).
Daher gilt auclu = V. Das heil3t aber, dagsB’) = Z(C’). Nach Induktionsvorausset-
zung gilt alsoB’ = C'.

Es bleibt zu zeigen, dag&undC die gleicher-te Zeile haben. Sdi dier-te Zeile von

B undc dier-te Zeile vonC. Der Eintrag an dej, -ten Stelle vorb —cist 1 -1 =

0; auch alle Eintrage voh — c vor der j.-ten Stelle sind gleich 0. Db, c € Z(B),
gilt b— c € Z(B). Seienb,, ..., b, die ersterr Zeilen vonB. SeienA,, ..., A, so, dass
Yie1 - b = b—c. Wenn wir furi € {1, ..., r} denj;-ten Eintrag betrachten, erhalten
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wir
r
k=1

DaB in Zeilenstaffelnormalform ist, ist nur dette Summand dieser Summe ungleich
0. Wir erhalten als@,; = 0. Folglich sind alley, = 0, alsob—c = 0. Also sind auch die
r-te Zeile vonB undC gleich.m

Dieser Satz hat folgende Anwendung:

ALGORITHMUS 6.56 (Gleichheit von Unterrdumen).
Eingabev,,...,v, e R"undw,, ...,w, € R".
Ausgabetrue, falls L(v, ..., V) = L(w, ..., W), falsesonst.
1 m« maxk,|)
2V « diemxn-Matrix, deren ersté& Zeilen die Vektorew,, ..., v, sind, und
deren restliche Zeilen 0 sind
3 W « die mx n-Matrix, deren erst¢ Zeilen die Vektorerw,, ..., w, sind,
und deren restliche Zeilen 0 sind
4  Berechne eine Matri¥’ in Zeilenstaffelnormalform, sodagsV’) = Z(V)
5 Berechne eine MatrW’ in Zeilenstaffelnormalform, sodage\’) = Z(\W)
6 return true, falls\V’ = W’, undfalsesonst.

10. Die Losungsmenge inhomogener linearer Gleichungssgste

DEFINITION 6.57. SeiA € R™", und seib € R™. Das Gleichungssystes- x = b
heiRthomogenwennb = 0, undinhomogenwennb + 0.

DEFINITION 6.58. SeiT ein Unterraum deR", X, € R". Dann ist didineare Man-
nigfaltigkeit x + T definiert durch:

X+ T :={X+tlteT}.

Die lineare Mannigfaltigkeik, + T ist also der um den Vektor, verschobene Un-
terraumT. Losungsmengen linearer Gleichungssysteme sind stet®dee lineare
Mannigfaltigkeiten.

SATZ 6.59. Seien m, re N, sei A eine mn-Matrix, und sei xeine Lésung des Systems
A-x = b. Sei L die Losungsmenge vonA= b und N/A) der Nullraum von A. Dann
gilt: L = X, + N(A).

. 31 2 -5 4 o
AUFGABE 6.60. SeiA = ( 01 -3 8 ) undb = ( 1 ) Berechne die Losungs-

menge VorA - X = b.

Wir 16sen dieses Beispiel mit Mathematica. Mathematicaehbidazu die Funktionen
NullSpace undLinearSolve.
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In[78]:= A = {{3,1,2, -5}, {0,1,-3, 8}};

In[79] := b

{4,1};

In[80] := NullSpace [A]
out [80]= {{13,-24,0,3},{-5,9,3,0}}

In[81] := LinearSolve [A, b]
out[81]= {1,1,0,0}

Die Lésungsmenge ist damit gegeben durch
L={(1,1,0,00+s-(13-24,0,3) +t-(-5,9,3,0)|s,te R}.

Wir Uberlegen uns jetzt noch, wie wir algorithmisch bestiemkénnen, ob ein lineares
Gleichungssystem eine Losung hat. Sei dazy = b ein lineares Gleichungssystems.
Wir bilden die erweiterte KoeffizientenmatriA b), also jene Matrix, die wir erhalten,
wenn wirA um eine Spalte vergrof3ern und in diese Spakehreiben.

SATZ 6.61. Seien A x = b und C- x = d zwei lineare Gleichungssysteme, und sei
E = (A byund F= (C d). Wenn E und F den gleichen Zeilenraum haben, dann haben
die beiden Gleichungssysteme die gleiche Lésungsmenge.

SATZ 6.62. Sei A eine nx n-Matrix, sei be R™, sei E die Matrix(A b), und sei
L := {xe R"|A-x = b}. Dann gilt
X
L= (%) erni( ) e N
= e : e .
g )
SATZ 6.63. Seien m, re N, sei Ae R™", b R™, und sei E:= (A b). Sei F eine Ma-
trix in Zeilenstaffelform mit &) = Z(E), und seien j< ... < j, wie in Definition 3.1.
Wenn j = n+ 1, dann hat das System-AX = b keine L6sung.

BeweisWennj, = n+ 1, dann gilt fur alle Elementee N(F), dassx,,, = O ist. Nach
Satz 6.62 haf\ - x = b also keine Lésunga

Wir bestimmen jetzt alle Losungen vén x = b folgendermal3en:

ALGORITHMUS 6.64 (Lineare Gleichungssysteme).
Eingabe: Einen x n-Matrix A, undb € R™.
Ausgabe: “keine Lésung”, falls es kein=s R" mit A-x = b gibt. Sonst geben wir einen
Vektor x, € R" und einet x n-Matrix D aus, sodass die Losungsmenge ®orx = b
gleichx, + Z(D) ist.
1 B « die erweiterte MatrixA b)
2 C <« diemx (n+ 1)-Matrix in Zeilenstaffelnormalform mig(C) = Z(B)
3 r « Anzahl der Zeilent 0 vonB.
4 fors=1tor
5 do J[s] « minfk e N|CJ[s, K # 0}
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6 ifJrl=n+1
7 then resultat« “keine Losung”
8 else D « die(n-r) x n-Matrix mit allen Eintragen O
9 X, < der Nullvektor imR"
10 | « aufsteigend geordnete Liste der Elementefdon ., nj\{J[s]|s e
{1,...,r}}
11 fork=1ton-r
12 doi « I[K]
13 (* diei-te Variable wird frei gewahlt *)
14 D[k,i] « 1
15 fors=1tor
16 do D[k, J[s]] « —C[s, ||
17 fors=1tor
18 do x,[J[s]] « C[s, n+ 1]
19 resultat« (x,, C)

20 return resultat

Wir berechnen jetzt die LOsung von zwei linearen Gleichsggemen mit Mathema-
tica, indem wir die Zeilenstaffelnormalform v@A b) ausrechnen.

AUFGABE 6.65. 1n[82] : = << RowRed9.m

In[83] := MatrixForm [Al]
1 -5 8 2 -2

1 -4 6 -2 0
Out [83] = (l 0 2 2 0 )
5 -8 6 0 -5

In[84] : = MatrixForm[bl]
-9

Oout [84] = (04 )

-18
In[85] : =
LinSolveViaREF [Al, bl]
1 -5 8 2 -2 -9
1 -4 6 -2 0 -4
-1 0 2 2 0 0
5 -8 6 0 -5 -18

1 -5 8 2 -2 -9
0 1 -2 -4 2 5
( 0 -5 10 4 -2 -9 )
0

17 -34 -10 5 27
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10 -2 -18 8 16
01 -2 -4 2 5
00 0 -16 8 16
0 0 0 58 -29 -58
10 -2 -18 8 16
01 -2 -4 2 5

( o0 0 1 - -1 )

2

0 0 0 58 -29 -58
10 -2 0 -1 -2
01 -20 0 1

1

( 00 0 1 -= -1 )

2

00 0 0 0 O

out[85]= {{-2,1,0,-1,0}, {{2,2,1,0,0}, {1,0,0, % 1}}}

Jetzt noch ein System, das keine Losung hat.
AUFGABE 6.66. In[86] : = << RowRed9.m

In[87] := MatrixForm [A2]
1 5 7 9

Oout [87] = (2 10 14 18 )
3 2 1 0

In[88] := MatrixForm[b2]
0

Out [88]= |1 )
1

In[89] :=

LinSolveViaREF [A2, b2]

1 5 7 9 0
( 2 10 14 18 1 )

3 2 1 0 1

=

1 5 7 9 0
( 0 0 0 0 )

0 -13 -20 -27

Ju

0 -13 -20 -27 1

( 1 5 7 9 0 )
0 0 0 0

=

20 27 1
01 = = -
( 13 13 13 )
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9 18 5
10 -— -— —
13 13 13
20 27 1
o1 = = =
13 13 13
00 0 0 1
9 18
10 -— -— 0
13 13
20 27
01 = =
13 13
00 0 0o 1

Out [89] = NOSOLUTION

UBUNGSAUFGABEN 6.67.

(1) Widerlegen Sie durch Angabe eines Gegenbeispiels:
Wenn das Gleichungssystefn- x = 0 eine Lésung hat, so besitzt fur jede rechte Seitias Glei-
chungssystem - x = b zumindest eine Lésung.

11. Koordinaten

SATZ 6.68. Seien ne N, me N, sei B= (b;, ..., b,) eine Basis des Unterraums T
vonR", und seite T. Dann gibt es genau ein m-Tuggl, ..., A,) € R™ mit

m
t:ZAi-bi.

i=1

BeweisEin solchesn-Tupel existiert, da € L(b,, ..., b,). Sei nunB die nx m-Matrix,

in deren Spalten die Vektorgh,, ..., b,) stehen. Angenommen, = (1,,...,4,) und

B = (..., 4,) Seien zwei verschiedene Tupel niit « = BB = t. Dann gilt

B (@ - B) = 0unda - B # 0. Das ist ein Widerspruch zur linearen Unabhangigkeit
von der Spalten voB. m

Diesesm-Tupel gibt also an, wie wir den Vektoraus den Basisvektoren zusammen-
bauen kénnen. Wir nennen dieses Tupelierdinatendes Vektorg beziglich der
BasisB.

DEFINITION 6.69. SeiB = (b,,...,b,) Basis vonT ¢ R", seit € T, und seiB
die n x m-Matrix, in deren Spalten die Vektorgb,, ..., b ) stehen. Dann heil3t das
=y, ...,A,) e R"mit

B-a=t

dasKoordinatentupevont beztglich der BasiB. Wir schreiben auclt); = a.

Das Koordinatentupét), erfillt also die Gleichung

B-(t)g =t.
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AUFGABEN 6.70. (1) SeiB = ((1,0,3),(2,1,6)), T = L(B), undv = (3,1,9).
Offenbar gilt
3 1 2
1|1=1-1]01]+1-] 1|,
9 3 6

woraus(v)g = (1, 1) folgt.
(2) SeiT =L((3,2,1),(0,1,2). Fur das erste Basiselement gilt offensichtlich

3
1
( % )B:(O)’

weiters ist zum Beispiel
3 3 3
3 11]-2-]1 )B:(_z)-
2 2
UBUNGSAUFGABEN6.71.

(1) Der Vektorv hat bezuglich der Basik = (( tl) )(
2
0

3
Koordinaten bezuglich der Bass= (( 15161),(
(2) Die Ebene: hat die Basen

und

Der Vektorv hat beziiglichB die Koordinatenv)g = ( ). Berechnen Sie seine Koordinaten beziighth
(3) Die Ebeneeist durche = L((z),(le)) gegeben. Sie hat die Basen

- ({h(3)

o= (M)

Der Vektorv ist gegeben durctv)c = (73 ). Berechnen Siev)g.

3 _4
(4) Seia= ( 5 ) undb = ( 3 ) und seB = (a, b). Zeigen Sie, dass ein Vekt@) beziiglich der BasiB die Koordinaten
5 5

und

X
(((i)’w) hat; das heif3t, zeigen Sie

(M

Stimmt diese Formel fiir jede Bagia, by desR??
(5) SeiB= (( ?1),(§)), und seiE die lineare Hulle vorB. B ist dann eine Basis voB.
(@) Welcher Vektow hat beziiglictB die Koordinatenw)g = ( %,)?
(b) Wie lauten die Koordinaten vc(nfél) beziglichB ?

(c) Geben Sie eine BagvonE an, beziiglich der der Pun&ﬁl) die Koordinater(3) hat.
5
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12. Summen und Durchschnitte von Unterraumen

SATZ 6.72. Seien U,V Unterrdume dé&s". Dann ist UNV auch ein Unterraum des
R",

DEFINITION 6.73. Seiefd,V Unterraume deR". Wir definieren
U+V:={u+vjueU,veV}.

SATZ 6.74. Seien U,V Unterraume dé&s'. Dann ist U+ V auch ein Unterraum des
R",

Wir Uberlegen uns nun, wie wir Basen vanN'V undU + V berechnen kdnnen.

ALGORITHMUS 6.75 (Summe explizit gegebener Unterraume).
Eingabeu,, ...,y € R"undv,, ...,v,, € R"so,das&(u,, ...,u) =U undL(v,, ..., V) =
V.
Ausgabe: Eine Basis van + V.
1 Bilde eine(l + m) x n-Matrix W, deren ersté Zeilen die Vektoren,, ..., u,
sind, und dered + 1)-te bis(l + m)-te Zeile die Vektorew,, ...,V sind
2 Bestimme eine Matri¥V’ in Zeilenstaffelform, sodasgW’) = Z(W)
3 return die Zeilen vorWW’, die nicht O sind

ALGORITHMUS 6.76 (Durchschnitt implizit gegebener Unterraume).
Eingabe: Eine x n-Matrix A und einesx n-Matrix B, sodasN(A) = U undN(B) = V.
Ausgabe: Eine Basis vdn NV.
1 Bilde die(r + s) x n-Matrix C, deren erste Zeilen die MatrixA und deren
letztes Zeilen die MatrixB sind
2 Bestimme eine Basi% flr N(C)
3 return X

Um die Summe zweier implizit gegebener Unterrdume zu beethkénnen wir uns
zuerst von beiden Unterraumen mit den Algorithmen 6.27 uB8d éine Basis aus-
rechnen, und dann Algorithmus 6.75 verwenden.

AUFGABE 6.77. Bestimmen Sie eine Basis des RaumsV, wobei

4 301 0
U:{X€R4'(2 21 o)‘xz(o)}’

und

2 301 0
V:{XERA'(—:s 21 o)'xz(o)}'

Losung:Wir berechnen Matrize@, D, in deren Zeilen Basen vd bzw.V stehen.

In[90]:= A = {{4,-3,0,1},{2,-2,1,0}}
Out [90] = {{4/ -3, 0, 1}/ {2/ -2,1, 0}}
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In[91]:= B = {{2,-3,0,1},{-3,-2,1,0}}
Out [91]= {{2,-3,0,1},{-3,-2,1,0}}

In[92] := CC = NullSpace [A]
out [92]= {{-1,-1,0,1},{3,4,2,0}}

In[93] := DD = NullSpace [B]
out [93]= {{-2,3,0,13},{3,2,13,0}}

Jetzt bestimmen wir eine Matri, deren Zeilenraum der Rauth+ V ist.

In[94] := EE = Join [CC, DD];

In[95] := MatrixForm [EE]
-1 -1 0 1
3 4 2 0
-2 3 0 13
3 2 13 0

Out [95] =

In[96] := FF = RowReduce [EE];

In[97] : = MatrixForm [FF]
16
1 0 0 -—
5
0 11
out [97] = 5’
0 0 1 —
5
0 0 O 0
Also ist

((1,0,0,-16/5),(0,1,0,11/5),(0, 0, 1, 2/5))
eine Basis voitu + V.

Nun wollen wir den Durchschnitt zweier parametrisiert degyeer Unterraume berech-
nen.

SATZ 6.78. Sei U ein Unterraum deR". Dann giltdimU") = n — dim(U).

BeweisSei(u,, ..., 4) eine Basis volJ. U” ist die L6sungsmenge des Gleichungssy-
stemdJ -x = 0, wobeiU diel x n-Matrix ist, deren Zeilenvektorem,, ...,y sind. Der
Rang vorlJ istl, daher ist die Dimension vdd" nach Satz 6.54 gleich—|. m

SATZ 6.79. Sei U ein Unterraum deR". Dann gilt(U")" = U.

Beweis.Wir zeigen zunachsb. Seiu € U. Um zu zeigen, dass € (U")" liegt, ist
zu zeigen, dasév, Wy = O fur allev € U”. Seiv € U". Dav e U", gilt (u,v) = 0.
Also giltU ¢ (UM". Seil die Dimension votJ. Es gilt dim(U™M") = n— dimU") =
n—(-1)=1.Wegen Satz 6.50 gilt aldd = (UM". m
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SATZz 6.80. Sei A eine nx n-Matrix, und sei B eine r I-Matrix, in deren Spalten eine
Basis fuir den Nullraum von A steht. Dann gilt

N(B™) = Z(A).
Der Nullraum von B ist also der Zeilenraum von A.

Beweis.In den Spalten vorB steht eine Basis fur den NullrauM(A) von A. Der
NullraumN(A) ist gleichzeitig der RauniZ(A))". In den Spalten voB steht also eine
Basis fiir(Z(A))". Nach Satz 6.35 gilN(B") = (Z(B"))". Da in den Spalten voB
eine Basis voiZ(A)" steht, sind auch die Zeilen vddi eine Basis voriZ(A))". Es gilt
alsoZ(B™) = (Z(A))". Somit gilt insgesamN(B™) = (Z(B")" = (Z(A)")". Wegen
Satz 6.79 gilt alstéN(B™) = Z(A). m

Dieser Satz lasst sich noch umformulieren:

KOROLLAR 6.81. Sei A eine nx n-Matrix, und sei C einexX n-Matrix, in deren Zeilen
eine Basis fur den Nullraum von A steht. Dann gilt

N©C) = Z(A).
Der Nullraum von C ist also der Zeilenraum von A.

Das fuhrt zu folgendem Algorithmus:

ALGORITHMUS 6.82 (Implizitisieren eines Unterraums).

Eingabe: Einen x n-Matrix A.

Ausgabe: Einé x n-Matrix C, sodasN(C) = Z(A).
1 C « eine Matrix, in deren Zeilen eine Basis vbitA) steht
2 return C

ALGORITHMUS 6.83 (Durchschnitt von explizit gegebenen Unterrdumen).
Eingabeu,, ...,y € R"undv,, ...,v, € R"so,das&(u,, ..., 4) = U undL(v,, ..., V) =
V.
Ausgabe: Eine Basis van N V.

1 Bestimme mit Algorithmus 6.82 eine Mati@x, sodasN(C,) = U

2  Bestimme mit Algorithmus 6.82 eine Mati@, sodasN(C,) = U

3 Verwende Algorithmus 6.76, um eine Basis \WT,) N N(C,) auszurech-

nen

Wir verwenden diesen Algorithmus, um folgendes Beispidbzen.

AUFGABE 6.84. SelU = L((-1,-2,-2,-2),(1,4,6,8)),undV = L((1,0,3,-2),(-1,2,1, 8)).
Berechnen Sie eine Basis vonN V.

LOsung:

In[98] : = CfuerUl = NullSpace [{{-1, -2, -2, -2}, {1,4,6,8}}]
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out [98]= {{4,-3,0,1},{2,-2,1,0}}

In[99] := CfuerU2 = NullSpace [{{1,0,3, -2}, {-1,2,1,8}}]
out [99]= {{2,-3,0,1}, {-3,-2,1,0}}

In[100] := CfuerUlgeschnittenU2 = Join [CfuerUl, CfuerU2]
OUt[loo]z {{4/ _3/ O/ l}/ {2/ _2/ l/ O}I {2/ _3/ O/ l}l {_3/ _2/ l/ O}}

In[101] := BasisFuerUlgeschnittenU2 = NullSpace [CfuerUlgeschnittenU2]
out[101]= {{0,1,2,3}}

Somit ist((0, 1, 2, 3)) eine Basis votu NV.

Zum Schneiden parametrisiert gegebener linearer Martigkaiten hilft folgender
Algorithmus.

ALGORITHMUS 6.85 (Implizitisieren einer linearen Mannigfaltigkeit).
Eingabe: Einan x n-Matrix A, undb € R".
Ausgabe: Ein¢ x n-Matrix C undd € R!, sodas$® + Z(A) = {x e R"|C - x = d}.
1 C « eine Matrix, in deren Zeilen eine Basis vbitA) steht
2 d«<C-b
3 return (C,d)






KAPITEL 7

Orthogonalitat

1. Der Winkel zwischen zwei Vektoren

DEFINITION 7.1. FUrx = (X3, ..., %), Y= (Y1, ..., ¥) € R"ist dasSkalarprodukton
x undy definiert als

n
KW =X Y + XY+ XY, = inyi.
i=1

Es gilt
n
X, % = Zx? = lIXII2.
i=1
LEMMA 7.2. FUr x,y,ze R" undA € R gilt:
(1) (xX+Y,2 =(X2 +(y, 2,

(2) (AX, Y = A, ).
Satz 7.3. Der Winkely zwischen x und y ist gegeben durch

X, 9
COSp = ————.
¢ [IXI1 - Iyl
DEFINITION 7.4. Zwei Vektorerstehergenau dannormal aufeinandemwenn(x, y) =
0. Wir schreiben danr L y.

UBUNGSAUFGABEN7.5.

(1) Bestimmen Sie einen Vektor, der z@f) und(_él) normal steht.
(2) SeiB = (( 81), (i)), und seiE die lineare Hille vorB. B ist dann eine Basis vola. AuRerdem bezeichnen wir mit

B die Matrix
3 2
B:= 0 1.
-1 4

(@) Welches Gleichungssystem muss ein Ve(({zc)rerfullen, der auf alle Vektoren iE normal steht? Was hat

die Koeffizientenmatrix dieses Systems Bitu tun?
(b) Mit welchem Gleichungssystem konnen Sie feststelléneia Vektorv in E liegt? Was hat die Koeffizien-
tenmatrix dieses Systems ritzu tun?

. 6\ _. S R .
(c) Seiw = (zltg). Finden Sie einen Vekta, der inE liegt, sodassv — e normal auf alle Vektoren it steht.

107
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2. Der Normalraum auf eine Menge von Vektoren

WennU eine Teilmenge deR" ist, dann bezeichnen wir den Rawm auch als U
orthogonal” und verwenden anstelle Vdh die Bezeichnungy +. Fiir eine Teilmenge
AdesR" ist A+ also definiert durch

At = {xeR"|x L aflrallea e A}.
Fur jede Teilmengd vonR" gilt A* = L(A)* und(A*)* = L(A).
UBUNGSAUFGABEN 7.6.

(1) Gegeben seien die Vektoren

Berechnen Sie
(@) {xi+,
(b) X, %,
() x,y.2",
und jeweils die Dimension davon.
(2) Welche Vektoren deR* stehen auf alle drei Vektoren

(1,2,0,0),(0,1,2,-1),(1,0,2,0

normal? (Zwei Vektoren irfR* stehen aufeinander normal, wenn ihr Skalarprodukt gleiisth. 0

3. Orthonormalbasen

DEFINITION 7.7. SeiT ein Unterraum deR" undB = (b,, ..., ) eine Basis vorT .
B ist eineOrthonormalbasigONB), wenn

(1) <bi,bj) =0furallei,j e{1,2,....,kkmiti # |j.
(2) bl = y/{b,,b) = 1 fir allei € {1,2,...,k}.
BEISPIELE 7.8.

(1) Die kanonische Basi$1, 0,0), (0, 1,0), (0,0, 1)) ist ONB desR?3.
(2) B= (4, 25,0),(22,1,0),(0,0,1)) ist ONB desR®,
(3) B=(3(1,-1,1,-1),5(1,1,1,1)) ist ONB vonL((1,-1,1,-1),(1,1,1,1)).

(4) Seib, = (3,4),b, = (—4,3). Dann ist(%, %) ONB desR?>.

UBUNGSAUFGABEN 7.9.

(1) (Orthonormalbasen) Welche der folgenden Basen sind DNB
0 0

@ (8) alz) 7l 5):
® (1)
© (88).(08).
SaTz 7.10. Sei B= (b, ..., ) eine ONB und \& L(B) mit den Koordinateriv)y =
(A4, ...,A ). Dann gilt
IVIZ = 27 + -+ + AZ.
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BeweisDaB eine ONB ist, gilt

IViIZ = (vv)_(z/\l ,,ZA
i=1

k
= i=

ZZK:MJ (b, b)) = ZA A (b, b)

1 j=1

e
1

1

[ |

Wir wenden diesen Satz an:

Seib, = (0.6,0.8), b, = (-0.8,0.6). Berechnen Sie die Lange vor= 12-b, + 5-b,!
Losung: Daby, b,) eine ONB de®R? ist, gilt

Ivil = {122 + 5% = 13,

Wir kontrollieren das Ergebnis, indem witberechnen. Da
v=12.(0.6,0.8)+5-(-0.8,0.6) = (3.2,126),

Ivil = 4/ (.22 + (12.6)2 = 13.

SaTz 7.11. Sei T ein Unterraum deR" mit der ONB B= (b;, ..., ). Sei ve L(B)
mit den Koordinateriv); = (14, .. .,4,). Dann gilt

A =(v,h)faralleie{1,...,k}.

gilt

BeweisSeii € {1, ..., k}. Wir wissen, dass

i Ab=v,
j=1

und somit

<ZA bj, b = (v, by).
Daraus folgt, dass

ZA (b, b) = (v, )
oder

A (b, b)) = (v, b).
Somit gilt
A = (v, b).
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Bei Orthonormalbasen mussen wir also kein Gleichungssygisen, um die Koor-
dinaten eines Vektors zu bestimmen. Dazu folgendes Bé&ispégeben sei die ONB
B = ((0.6,0.8),(-0.8,0.6)). Gesucht sind die Koordinatén,, A,) vonv = (2, 1) bzgl.
B.

A, =v,b)=2 A, =(v,b)=-1

(1)

Eine Orthonormalbasis besitzt also zwei wesentliche Wlergegeniber normalen Ba-
sen:

Also gilt:

(1) Mit (v)g = (4, ...,A,) kann die Lange des Vektovsals

- /22 2
VIl = AJAT + -+ + A

berechnet werden.
(2) Die Koordinaten eines Vektoxserhalt man als

[ v, by) J
Vg = : .
(v, b

4. Das Gram-Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren

Gegeben ist ein Unterraui mit der BasisB = (b,,...,R,). Gesucht ist eine ONB
(d,...,dyvonT.

Wir konstruiererd,, . . ., d,, mit folgenden Eigenschaften:
(1) d L d;fari# |,

(2) lld 1l =1 far allei,
(3) fur allek < mgilt L(b,,...,Q) = L{d;,...,d).

(1) und (2) sollen garantieren, dass wir eine ONB erhalt@nfofdert, dass die ersten
k Vektoren der gesuchten ONB den gleichen Vektorraum aufsgawie die erstek
Vektoren der BasiB.

ALGORITHMUS 7.12.
(1) Konstruktion von ¢ Wir setzenc, = b, undd, = “(%
(2) Konstruktion von ¢ Um (3) erflllen zu kénnen, machen wir den Ansatz
c,=b,+a,-d;
mit (c,, d;) = 0. Aus
(b, + a;-d;,d)) =<(b,,d)) + o, (d}, dy) =(b,,d)) + @, =0
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folgt
a, = —(b,, d;).
Also erhalten wir mittels
Cy = by = (b,,dy) - d,

= &

lic, I

den gewtinschten Vektak,.

(3) Konstruktion von gt Fiirc; machen wir analog za, den Ansatz

2

C;=by+a,-d +a,-d,
Fordern wir dann Normalitat zu den ersten beiden Vektoreerkalten wir
(€5, dy) =(by,dp) + @, (d;,dy) +a,(d,,d;) =0,

=1 =0
also
a; = —(bg, dp),
und
(C3,d,) =(by,d,) + ; (d;,d,) +a,(d,,d,)=0,
=0 =1
also
a, = —(bg, d,).

Somit ergibt siclc, als
C3 = by = (bs, dy) - d; — by, dy) - 0,
und der gesuchte Vektol, der Lange 1 als

-G
%= lic,ll”
(4) Konstruktion von d Seiend,, ..., d_, bereits bekannt. Dann setzen wir
G =b-(b,d)-dy—---—(b,d_p-d_,
und erhalten mit
G
d=—
lic i
den gewunschten Vektor.
AUFGABEN 7.13. (1) Sei
1 -1 1
-1 1 0
B - ( 1 1 3 ’ 0 )'
-1 -3 0

Gesucht ist eine ONB voh(B).
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Offenbar istc, = (1, -1,1, —1) und somit

1
-G 11
L= =
el — 2 1
-1
Dann ist
-1 1 -2
1 1] -1 2
C2 = 3 - <(_1’ 11 3| _3)1 d1> é 1 = 2
-3 -1 -2
und
-1
oo 1|1
lic,l ~ 2| 1
-1
Schliellich ist
1 1
0 1(1
C3 = O - <(1l Ol 01 O)!d1> dl - <(11 01 01 O)! d2> d2 = é O
0 0
und
1
oG _1]1
Pligll 2] 0
0
(2) SeiB = ((3,4),(5,6)). Gesucht ist eine ONB voln(B).
Wir erhalten
q = 1(3)_(06
17 514) \108)
0.8
%-( 5¢)
Man prift leicht nach, dass die beiden Vektoren tatsécharimal aufeinan-
der stehen.

SATZ 7.14. Sei T ein Unterraum deR". Dann hat T eine ONB.

Beweis Aus einer beliebigen Basis voh kann mit dem Gram-Schmidtschen Ortho-
normalisierungsverfahren eine ONB berechnet wersien.

UBUNGSAUFGABEN7.15.
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(1) Orthonormalisieren Sie die folgende Familie von Ve&tomit dem Verfahren von Gram-Schmidt!

1\ (2)\ (0
A= (g) (3} (o)
(2) Bestimmen Sie jeweils eine Orthonormalbasis (ONB) flgénde Unterrdume dé&s3!
@ U =L(3)(3).
(b) V = {(X1, %, X5, Xg) € R4|%; + 2% + 2X, = 0 undx, — 25 + 2X, = O}. (Hinweis: Berechnen Sie zuerst eine
Basis vorv und orthonormalisieren Sie diese mit dem Verfahren von Gsatmidt).

(3) Geben Sie eine Orthonormalbasis der Ebene— 2y + 3z =0 an.
(4) Bestimmen Sie mithilfe des Verfahrens von Gram-Schmiidé Orthonormalbasis von

(X1, %, Xg, %g) € R4[X; = X5 + X = X, = O
5. Orthogonalprojektionen

SAaTz 7.16. Sei T ein Unterraum deR", v € R". Dann gibt es genau ein& R" mit
den Eigenschaften

Q) xeT,
2)v-xe T

Fur den Beweis bendtigen wir folgendes Lemma.
LEMMA 7.17. Seien b, ..., € R" linear unabhangig. B sei definiert als diexk-
Matrix mit den Spalten ..., h. Dannist B - B invertierbar.

Man kann zeigen, dass die SpaltenvektorenBbnB linear unabhéngig sind. Spater
werden wir sehen, dass jede quadratische Matrix mit lineabbangigen Spaltenvek-
toren invertierbar ist.

Beweis von Satz 7.16.

« Zunachst zeigen wir, dass so aiexistiert. Seib,, ..., ) eine Basis vorT,
und seiB die n x k-Matrix, in deren Spalten die Vektord, ..., b, stehen.
Wir versuchena,, ..., a,) zu finden, sodass

k
X::Zai-bi:B-
i=1 @,

@

die Eigenschaft— B-a € T+ erfillt. Dann muss geltembj,v—x> = (bj,v—
B - a) = 0 fur alle j, oder, anders ausgedruckt,

(b,,v-B-a) 0
<b2,V—:B~a'> :BT'(V—B'CK): O ,
(b,v-B-a) 0

und somit
B".v-B"-B-a =0,
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also
B"-v=(B"-B)-a.

Da die Basisvektoren linear unabhéngig sind, ist nach Lemhdiadie Matrix
BT - B invertierbar. Somit muss die Gleichung

(B"-B'-BT-v=B"-B'B"-B)-a=a
erfullen. Wir erhalten als Kandidaten fiialso
x=B-(B"-B)1.B"-v.
Wir Uberprufen jetzt, oly — x wirklich in T+ liegt, und erhalten

B'(v—=x)=B"(v—-B-(B"-B)*-B"-v)
=B".v-B"-B-(B"-B)1.B".v)

=B'v-B'v=0.
 Eindeutigkeit: Seier, yzwei Vektoren, die den Bedingungen des Satzes 7.16
genigen, d.h.
Q) x,yeT,

2)v-x,v—yeT*.

Wegen (1) gilx—y € T. Aus (2) erhalten witv—x) — (v—-Yy) = -X+y e T+.
Daher gilt auch-(—x+y) = x—-ye T+.Dax—-ye T undx-y e T+, gilt
(X—y,x—Yy) = 0. Also giltli(x — y)II> = 0, und folglichx = y.

Somit existiert genau eixy das die obigen Eigenschaften erfiit.

DEFINITION 7.18. Sein e N, seiT ein Unterraum deR", und seiv € R". Dasx e T
mitv—x € T+ nennen wiorthogonale Projektioronvauf T und schreibex = Py (v).

WennT der Spaltenraum der MatrB mit linear unabhangigen Spaltém, ..., b,) ist,
alsoT = §B), dann ist(b,, ..., b) eine Basis vorT. Wie im Beweis von Satz 7.16
ermittelt, gilt dann

P.(vy=B-(B"-B)*-Bv.
AUFGABEN 7.19.

(1) Gesuchtistdie orthogonale Projektion @) auf die Gerad& = {(X,y) | 3x—
4y = 0).
Losung: FurB = (%) gilt G = S(B). WegenB' - B = (42 + 3%) = (25) und
BT -v=(16+6) = (22) ist
22 4
= . T . _1 . T . e —
P,v)=B-(BT-B)1.BT-v= 25( 2 )
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(2) Wir berechnen die orthogonale Projektion des Vektoes (6,0, 0) auf die
Ebenee = L((1,2,1),(-1,0, 1)). Wir bilden eine MatrixB, in deren Spalten
wir die Basisvektoren voe schreiben. In diesem Fall gilt

1 -1
T (121 (60
BB_(—lOljz_(i_OZ'

(38 )(4)

1 -1
F’e(V)=B-(BT-B)‘1-BT-v:[ 2 OJ(

Qol-
NI O
~———
—

|

(o))
N———

UBUNGSAUFGABEN 7.20.
Wir wollen die Pyramide mit der quadratischen GrundflacheB, C, D und der SpitzeS als D-Graphik auf dem Bildschirm
darstellen. Lésen Sie dazu folgende Probleme:

(1) Seidie Ebene = L(B) durch ihre Basis
1 /3 1 /1
B=(5(08) 7m(3)

gegeben. Bestimmen Sie fiie= (5) die Projektion vorv aufL(B), alsoP, (V).

(2) Bestimmen Sie die Koordinaten vépg,(v) beztiglichB.
(3) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis der Elie durch

e:X—-2y+2z=0

gegeben ist.
(4) Welcher Punkt aué hat von( :5%) den geringsten Abstand?

SaTz 7.21. Sei T ein Unterraum deR", v € R". Dann gilt

Pro(v) = v—-P(Vv).
Beweisskizz&Vir definiereny := v—P;(v). Man kann zeigen, dagslie Eigenschaften
der Projektion vorv auf T+ erftllt. m

Aus diesem Satz konnen wir sofort eine Formel fur die Prapelkauf T+ ableiten. Sei
B eine Matrix mit linear unabhangigen Spalten, sodassSB). Dann gilt:

Pr.(v)=(E,-B-(B"-B)™*-B")-v.
UBUNGSAUFGABEN 7.22.
(1) (a) Bestimmen Sie fiir jeden Vektor= (x,y, 2 € R3 die Projektion aut) := {(x,y,2| — x+ 2y +2z=0}.

(b) Bestimmen Sie eine Matrii,, sodass die Projektion vonaufU gleichR - vist.
(c) Bestimmen Si&; - B!
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(2) SeiU :={(x,y,2| —x+2y+2z=0}.
(a) Bestimmen sie fiir jeden Vektor= (x,y, 2 e R® die Projektion vorv auf den Orthogonalraum vdi, also
aufu+.
(b) Bestimmen Sie eine Matri, ., sodass die Projektion vanaufU+ gleich P, - vist.
(c) Bestimmen Si®;. - Ry

6. Abstandsberechnungen mit Hilfe der Orthogonalprojektion

6.1. Abstand eines Punktes von einem UnterraumGegeben sei ein Unterraum
T desR" sowie ein Vektoiv € R". Gesucht ist jenes € T, das vonv den kleinsten
Abstand hat.

SATZ 7.23.Sei T ein Unterraum deR", v e R", und sei xe T. Dann sind aquivalent:
Q) Iv=Xl=inf{llv-tll : t € T}.
(2) Der Vektor x ist die Projektion von v auf T, alse=xP; (V).
Beweis(2)=(1): Wir nehmen anx = P;(v). Seit € T. Dann gilt
IV = tII* = lI(v = X) + (x = DI
Dav—-xe Ttundx-te T, gilt
(v =) + (x=DIP = IIv = XII* + lIx - tII*.
Es gilt also
Far allet € T: [lv—t]l = [lv - X
Also gilt
Iv—=xI=inf{liv-t]l : te T}

(1)=(2): Seix so, dasdlv — x| = inf{llv—t]| : t € T}, und sely = P;(v). Es gilt dann
v =Xl < [Iv—yll undllv = XII> = [I(v = y) + (y = X)II> = lIv - yII> + ly — XI[>. Das ergibt
ingesamtlv — yiI2 = |Iv - yII? + lly — XII?, alsolly — X||?> = 0. Somit giltx =y = P;(v). ®

UBUNGSAUFGABEN 7.24.

(1) Welcher Punkt auf der Geraden
1
g= L(( 32))
hat von( —zl) den kleinsten Abstand?
(2) Wir betrachten den Punkte R* und den Unterraurty desR*.
p=(8101,14)),
U=L(-1-2073).

Welcher Punkip, ausU hat vonp den kleinsten Abstand?
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6.2. Abstand zwischen zwei linearen Mannigfaltigkeiten.WennA undB nicht-
leere Teilmengen deR" sind, dann kann man ihrekbstanddurch

dist/A,B) = inf{lla—bll|lac A,be B}
definieren.

Gegeben sind zwei lineare Mannigfaltigkeitéiy = v, + T, undM, = v, + T,. Dabei
sindv,, v, € R", undT,, T, sind Unterrdume deR". Wir suchenp, € M, undp, € M,,
sodass
lip, — p,ll = distM,, M,).
Dazu bestimmen wit; € T, undt, € T,, sodass
I(vy +t) — (v, + 1)l = disttM,, M,).
Nun gilt
distM,, M,) = inf{li(v, +t) — (v, + Il It € T, t, € T,)
= inf{ll(v, — v,) — (&, = It € Ty, t, € T,
=inf{li(v, —v,) —slIse T, + T,}.
Wir wissen, dasgv, — Vv,) —Sgenau dann das Infimum vé(v, —v,) —s|se T, + T,}
annimmt, wenrs = Py, (v, — V,). Also berechnen wir

S:=Pr 1, (Vi = V).
Folglich gilt furt, € T, undt, € T, die Gleichung
(v +1) - (v, +) =inf{(v, +t) - (v, +t) It e T, t, € T}

genau dann, weny — t, = s. Wir missen also alld,,t,) € T, x T, bestimmen, sodass
t,—t, =S Wir bestimmen uns also ethe T, und eint; € T,, sodas$; —t; = S. Dann

o () e, XTIt -t =s={t; +r,t,+1)|re T,NT,.
Damit erhalten wir
{(Py, Po) € My XM, [ lIpy = pll = distMy, M)} = {(vy +t +1, v, +t5+1)[r € TN T,).
AUFGABE 7.25. Bestimmen Sie jene Punkte auf den Mannigfaltigkeiten
M, :=(50,0,0+L((1,2,-1,0),(1,1,1,1))

und
M, :=(11,27,2,11) + L((1,-1,-1,1),(1,0,0,1)),
die voneinander geringsten Abstand haben.

SeiT, = L((1,2,-1,0),(1,1,1,1)) undT, = L((1,-1,-1,1),(1,0,0, 1)). Wir berech-
nen eine Basis vom, + T,.

In[102]:= Bl = {{1,2,-1,0}, {1,1,1,1}};

B2

{{1,-1,-1,1},{1,0,0,1}};



118 7. ORTHOGONALITAT

Out [102]= {{1,-1,-1,1},{1,0,0,1}}
In[103] := BasisVonT1PlusT2 = RowReduce [Bl “Join~ B2]
out[103]= {{1,0,0,1}, {0, 1,0, —%} {o,0,1, %} {0,0,0,0}}
Also erhalten wir

B=1(1,0,0,1),(0,1,0,-13),(0,0,1,1/3))

als Basis vorT, + T,. Jetzt kdnnen wir die Projektion van—v, auf T, + T, ausrechnen.
SeiC die Matrix

1 0 0
010
0 0 1
1}
Dann gilt
-12
PT1+T2(vl—v2):C-(CT-C)‘1~CT-(vl—v2):(:%5).

Also gilts = (=12, -25, -4, -5). Diesesswollen wir als—t; +t, mitt; € T, undt}, € T,
darstellen. Durch die folgenden Mathematica-Berechnumglealten wir

5=-7-(1,2,-1,00-8-(14,1,1,1)+3-(1,-1,-1,1)+0-(1,0,0,1).

In[104]:= s
Oout [104]= {-12, -25, -4, -5}

B1B2 = Bl "Join™ B2
{{11 2/ _1/ O}, {l/ 1/ l/ l}l {1/ _1/ _1/ 1}/ {1/ 0/ O/ 1}}

In[105] :
Out [105]

In[106] := M = Transpose [B1B2]
out [106]= {{1,1,1,1},{2,1,-1,0},{-1,1,-1,0},{0,1,1,1}}

In[107] := MatrixForm [M]

11 1 1

2 1 -1 0
Out [107] = (l 1 -1 o0 )

o 1 1 1

In[108] := LinearSolve [M, s]
out [108]= {-7,-8,3,0}

Furt; =7-(1,2,-1,0+8-(1,1,1, ) undt;, = 3-(1,-1,-1,1) gilt also
S= -1 +1).
Wir erhalten
t; =(152218), t; =(3,-3,-3,3).
Also sind die Punkte

p, =(5,0,0,0)+(15221,8) = (20,221, 8)



6. ABSTANDSBERECHNUNGEN MIT HILFE DER ORTHOGONALPROJEK®DN 119

und
P, =(11,27,2,11) + (3,-3,-3,3) = (14,24,-1, 14
so, das, € My, p, € M,, und|lp, — p,ll = distM,, M,)).

Um alle Punkte zu erhalten, furr die der Abstand minimal windssen wir nocfi, NT,
berechnen.

In[109]:= Cl = NullSpace [{{1,2,-1,0}, {1,1,1,1}}];
MatrixForm[C1l]

—2101)

out [109] = (_3 2 1 0

In[110]:= C2 = NullSpace [{{1,-1,-1,1},{1,0,0,1}}];
MatrixForm [ C2]

-1 0 Ol)

out(1101= (5 | 4

In[111] := NullSpace [Join[Cl, C2]]
Out[111]= {{1,1,1,1}}

Wir erhaltenT, N T, = L((1, 1,1, 1)). Somit ist die Menge aller Paare My, x M,, die
minimalen Abstand voneinander haben, gegeben als

{((20,22,1,8) +t-(1,1,1,1),(14 24 -1,19 +t- (1,1,1, 1)) [t € R},

Folgendes Mathematica-Programm liefert zwei Punkte mitimmaler Distanz. Ach-
tung: die Basisvektoren vof) undT, stehen hier in dedeilender Argumentd3, und
B,.

Proj [B , v.] :=
Transpose [B] . Inverse [B . Transpose[B]]l. B. v;

PointsWithMinimalDistance [vl , Bl , v2 , B2 ] :=

Module [{},
B12 = RowReduce [Bl ~Join~ B2];
If [MatrixRank[B12] == 0,
{v1, v2},
Basisl2 = Take [B1l2, MatrixRank [B12]];
s = Proj [Basisl2, vl - v2];
tl = - Transpose [Bl].Take [LinearSolve

[Transpose [B1l ~Join~ B2], s], Length [B1]];
t2 = s + tl;
{vi + t1, v2 + t2}
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Wir testen dieses Programm:

In[112]:= << abstand2.m
In[113]:= vl = {5,0,0,0};
v2 = {11, 27,2, 11};
TL = {{1,1,1,1},{1,2,-1,0}};

T2 = {{11 Ol 01 l}l {ll _ll _11 1}};

In[114] := PointsWithMinimalDistance [vl, T1l, v2, T2]
out [114]= {{23,25,4,11}, {17,27,2,17}}

UBUNGSAUFGABEN 7.26.

(1) Welcher Punkt auf der Geraden
9% =(8)+1-(%)
hat von( &) den geringsten Abstand?
(2) Bestimmen Sie den Punkt a(L{l)f) + L(( éz)), der am néchsten beim Pur(k_%l) liegt.
(3) (a) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis des UnterraMmsnR?, der durch
W = {(Xy, X, Xg, Xg) | =Xg +Xg = 0 UNd = X, + X, = 0}.

gegeben ist.
(b) Welcher Punkt itW hat von(4, -1, 6, —1) den geringsten Abstand?

(4) Bestimmen Sie den Abstand des Punl{t_eis) von der Geradeg, die durch den Punl(tlgo) geht, und deren Rich-
tungsvektor gleiclﬁ 712) ist.
(5) Bestimmen Sie den Abstand des Punk&¢, 11, 17) von der Geradeg, die durch
0:X=(1,2,-47+t-(120,3,9

gegeben ist. Welcher Geradenpunkt ist diesem Punkt amte#i¢hs
(6) (a) Welcher Punkp auf der Geraden

g:-2Xx+z=0und X+y=0

hat vom Punkv = (:%g) den geringsten Abstand?

(b) Wie groR ist dieser Abstand?
(c) Berechnen Sie — p! Welchen Winkel schlieBep undv — p miteinander ein?
(7) Welcher Punkt der Ebene

ex=(H)ea-(3)eu(F)

kommt dem Punkég) am nachsten ?
(8) Welche Punkte der Geraden

und

kommen einander am néachsten?

(9) Welcher Punkt der Ebene
e:X= (:§§)+/\-(é)+,u-(zl)

-47
kommt dem Punk€ -3%5) am nachsten?
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(10) Welcher Punkt der Ebene
e:X=(5210+21:(1,200+px-(0,1,2,-1)

kommt der Geraden
g:X=(5,30,5+e-(1,0,2,0)
am néchsten? )
(11) Berechnen Sie den Inkreismittelpuriki= (:;) des DreiecksABCmit A = (=3), B = (§) undC = (3), indem
Sie die Bedingung, dadsgleich weit vonAB, BC und AC entfernt ist, in Gleichungen in den Variablenundi,
umwandeln. Verwenden Sie zur Losung der auftretenden i@le@en den Mathematica-Befetblve.

7. Die bestapproximierende Lésung eines linearen Gleichgssystems

Oft trifft man auf Gleichungssysteme, die keine Losungtzesi, wie z.B.

B

In solchen Fallen wird man exsuchen, das dem Gleichungssystem “maoglichst gut”
genuigt. Naheliegend ist es, jenads “Losung” zu betrachten, das den kleinsten Fehler
liefert, d.h. fur daslA - x — bll minimal ist.

DEFINITION 7.27. SeiA € R™", b € R™. Eine bestapproximierende LOsurdgs
Gleichungssystem& - x = bist einx* € R", sodas#lA - x* — bll minimal ist.

Wir wissen, dasgA-x|x € R"} genau der Spaltenraum vérst. Wir suchen also jenes
Element des Spaltenraumes vydas vorb minimalen Abstand hat. Dazu sollée x
die Projektion vorb auf den Spaltenraum voh sein. Dann stehb — A - x auf den
Spaltenraum voA normal. Es gilt also

AT . (b—A-x) =0.
WennAT - Ainvertierbar ist, dann kénnen wirdurchx = (AT - A)~1. AT . b bestimmen.

SATZ 7.28. Sei A eine Matrix, deren Spaltenvektoren linear unabhasgid, und sei
b ein Vektor. Dann ist die bestapproximierende Losungox A- x = b gegeben durch

x = (AT-A)1.AT.b.

AUFGABE 7.29. Wir bestimmen die bestapproximierende Lésung von

HikH

A-A_(1 2) und (A'-A =11l -1 6/

Hier ist

Also erhalten wir
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UBUNGSAUFGABEN 7.30.

(1) Das Gleichungssystef- x = bist fur folgendesA undb unlésbar:

(1) [1)

Bestimmen Sie die “beste Naherungslosung”. Warum (bzw.ilchem Sinn) ist diese Losung “besser” @sl)?

Nun versuchen wir, die “beste Gerade durch eine Punktwaidégen.

Gegeben seien die Punkte,y,),...,(X, Y,). Gesucht ist die bestapproximierende
Geradey = kx+ d durch diese Punktwolke.

Dafiir berechnet man die bestapproximierende Losung desh@legssystems

X;l;l(k)_ye
FlR)<]
X 1 Yn

wie oben beschrieben. Wir Giberlegen uns noch, welcher &ilastzwischen Punkten
und Gerade hier wirklich minimiert wird. Die bestaproximgade Losung minimiert
Vi) (%1 ( k ) Yo - (kX +d)

Yn X 1 d yn_(k)%-i_d)

also die Vertikalabstdnde zwischen den Punkten und ded@era
UBUNGSAUFGABEN 7.31.

(1) Bestimmen Sie jene Gerade der Form kx+ d, die die Punkt€0, 3), (1,4) und(2, 7) bestmdglich approximiert.
“Bestmdglich” heif3t dabei, dagsundd so zu bestimmen sind, dass

1 = (kX + d)? + (Y, = (K% + d)? + (y5 — (kX + d))?

minimal wird.
(2) Bestimmen Sie jene Gerade der Form k x + d, die die Punktg2, 3), (3,0) und(6, 5) bestmdglich approximiert.
“Bestmdglich” heil3t dabei, dassundd so zu bestimmen sind, dass

(1 — (kX + d)? + (Y, — (K + d)? + (y5 — (kX + d))?

minimal wird.



KAPITEL 8

Ringe, Korper und Vektorraume

Nachrichten codiert man gerne als Listen von Bits. Desweggshes sich als guinstig
herausstellen, dass man nicht nur mit Vektoren, deren dgjatreelle Zahlen sind,
rechnen kann, sondern auch mit Vektoren, deren Eintrag® wdgier 1 sein konnen.
Unser Wissen Uber das Ldsen linearer Gleichungssystersiesiégd auf solche /Q.-
Vektoren verallgemeinern; das ist in der Codierungstledaitfreich.

1. Kommutative Ringe mit Eins

Unser Ziel ist, anstelle der reellen Zahlen auch anderekidbjerwenden zu kénnen,
solange man diese Objekte sinnvoll addieren und multgrezi kann.

Sein € N. Einen-stellige Operatiorauf A ist eine Funktion vorA" nachA. Eine
Algebraist ein PaarA, F), wobeiA eine nichtleere Menge, urfd eine Familie von
endlichstelligen Operationen adfist. WennF = (f,, ..., f,), so bezeichnet man so-
wohl das PaafA, F) als auch das Tupéh, f,, ..., f,) als Algebra.

DEFINITION 8.1. Eine Algebr&R,+,—,-,0, 1) ist ein kommutativer Ring mit Eins
wenn +, - bindre Operationen awR sind, — eine unare Operation al ist, und Q1
Elemente auf sind, sodass fur allg,y, z € R die folgenden Eigenschaften erfullt
sind:

(1) x+0=x

2) x+(=x) =0

B) X+y)+z=x+(y+2
4) x+y=y+X

(B) X-y)-z=x-(y-2
(6) Xx-y=y-x

(7) x-1=x
B)x-(y+2=X-y+Xx-z

Satz 8.2. Sei(R,+, —, -, 0, 1) ein kommutativer Ring mit, und seien x, ¥ R. Dann
gilt
(1) —(=(¥) = x
(2) x-0=0.
() —(X-y) = (=X -y =X (=Y).
123
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Beweis:(1): —=(=X) = =(-X) + 0 = 0+ (=(=X)) = X+ (=X)) + (=(=X)) = X+ ((-X) +
(=(=X) =Xx+0=x(2):x-:0=%x-0+0=Xx-0+(X-0+(—=x-0)) = X-0+Xx-0)+ (—x-0) =
X-(04+0)+(—x-0) =x-0+ (=x-0) = 0. (3): Wir verwenden jetzt aulRer den bei der
Definition von kommutativen Ringen verwendeten Gleichumaéch die Folgerungen,
dass fur allz € Rauch(-20 +z=0und 0+ z = zgilt. -(X-y) = -(X-y)+x-0 =
—(XYHX(YH(Y)) = —XYFXYFX(=Y)) = (XY FXY)HX(=Y) = 0+X(=Y) = X(=Y).
Mithilfe des Kommutativgesetzes folgt nun auefx) -y = —(x-y). m

DEFINITION 8.3. SeiR = (R,+, -, 0, -, 1) ein kommutativer Ring mit EinsR ist ein
Korper, wenn folgendes gilt:

1) IR = 2,
(2) fur allex e Rmitx + 0 gibt es eiry € R, sodasx-y = 1.

UBUNGSAUFGABEN 8.4.

(1) Zeigen Sie, dass es in einem Korper fiir jedéschstens eig mit x-y = 1 geben kann.
(2) Zeigen Sie, dass das Produkt zweier Elemente in einempdf@ur dann 0 ist, wenn einer der Faktoren gleich O ist.

In einem Korper hat jedes Elemeat+ 0 genau ein multiplikativ inverses Element;
wir bezeichnen es mi.

Der zweielementige Ring, = {0,1} mit0®0=0,061=1,190=1,141=0,
000=0,001=0,100=0,1061 =1 Iistein Korper.

2. Vektorrdume

DEFINITION 8.5. SeK ein Korper. Ein Tupe{V ,+,—, 0, ) hei3tVektorraumiiberK,
wennV = @, + :VxV -V,-:V 5V, 0eVunds: KxV -V, und fur alle
X,¥,ze V unde,B € K gilt:

(1) X+ Yy +z=x+(y+2,
(2) 0+ x =X,

(3) (¥ +x=0,

(4) X+y=y+X,

(5) ax(BxX) =(@-p)*X
(6) (@+pB)*X=ax*X+LBxX,
(7) ax(X+y)=a=X+axy,
(8) 1+x=x

BEISPIELE 8.6.

(1) Fur jeden KorpeK und jedes € N ist K" (mit geeignet definierten Opera-
tionen) ein Vektorraum tbe<.

(2) Fur jeden Unterraurd desR" istU (mit geeignet definierten Operationen)
ein Vektorraum tbeR.
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DEFINITION 8.7. SelK ein Kérper und/ ein Vektorraum tbekK. SeiU eine Teilmen-
ge vonV. U ist einUnterraumvonV, wennU % @, und fir alleu,ve U unda € K
giltu+veUunda xueU.

WennU ein Unterraum vorV = (V,+,—,0, x)ist,dannistU = (U, +l,,, =y, 0, *lx.)
ebenfalls ein Vektorraum Ubé&.






KAPITEL 9

Lineare Abbildungen

1. Beispiele

Wir betrachten einige Funktionen, die von einem Vektorraoneinen Vektorraum
gehen.

AUFGABE 9.1. Seis jene Funktion vorR? nachR?, die jeden Punkt auf den Punkt
abbildet, auf dem er nach der Spiegelung amdéchse landet. Dann lasst sistso
schreiben:

s : R? — R?

() — (3%)-6)
AUFGABE 9.2. Wir Uberlegen uns, wo der Pur(l{i) nach einer Drehung um den
Nullpunkt um 60 gegen den Uhrzeigersinn landet. Seiliese Drehung. Dann lasst
sichd so schreiben:
d : R? — R?
cog(3) —sin(3) :
(§) = (sin(’—g) czls(’é's) )(?)
AUFGABE 9.3. Wir bestimmen die Projektion des Punktgsy,? € R® aufU =

L((0,1,2),(3,0,4)). Seip, diese Projektionsabbildung. Wir berechnen die Projekti-
onsmatrixR, in folgender Rechnung:

In[115]:= B= Transpose [{{0,1,2}, {3,0,4}}]

Out [115]= {{0,3}, {1,0}, {2,4}}

In[116]:= PU = B. Inverse [Transpose [B].B] . Transpose [B];

MatrixForm [PU]

45 24 12

61 61 61

24 25 18

Out[116]= |-— .- -

6l 61 6l

12 18 52

1 61 61

Somit haben wir eine Matri®, gefunden, sodadg, - (g) die Projektion vonx,y, 2
aufU ist.
127
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Solche Abbildungen, die man durch Matrizen beschreibem kewerden der Inhalt
dieses Kapitels sein.

2. Die Definition linearer Abbildungen

DEFINITION 9.4. SeierlJ undV Vektorraume tber dem Korpét. Eine Abbildung
h:U - V ist einelineare Abbildungwenn:

(1) far alleuy, u, € U : h(u, + u,) = h(u,) + h(u,)
(2) fur alleu € U und fur alleA € K : h(Au) = A h(u).

BEISPIEL 9.5. SeiK ein Korper, und seA € K™™. Dann ist die Abbildundh, die
durch
h : K" — K"
X — A-X

definiert ist, eine lineare Abbildung voKrVektorraumK™ in denK-VektorraumK™.
AUFGABE 9.6. Welche der folgenden Abbildungen vRA nachR sind linear?

(1) hy((x,y) =3x-2yfurx,yeR.
(2) hy((x,y) =3x+1furx,yeR.
(3) hy((x,y) =0firx,yeR.

LAsung.

(1) Wir zeigen, dass die Abbilduny linear ist. Seien dazu,v € R?. Es gibt
dannx;,y;, %, Y, € R, sodasu = (X;,y;) undv = (X,,Y,). Es gilt dann
hy(U+Vv) =3(X +X,)—2(y; +Y,) = (3%, —2Y,) + (3%, — 2Y,) = hy(u) + h (V)
undh (Au) =3(Ax) —2(Ay,) =A@Bx%, - 2y,) = Ah,(u).

(2) h, ist keine lineare Abbildung, dh,((1,1) + (1,1)) = h,((2,2)) = 7 und
h,((1,1)) + h,((1,1)) =4+ 4=8.

(3) hyistlinear.

SaTz 9.7. Sei K ein Korper, seien U,V ,W Vektorrdume tber K, und seied  V
und g: V —» W lineare Abbildungen. Dann ist die Hintereinanderaustiitg go f
ebenfalls linear.

SATZ 9.8. Sei K ein Kdrper, sei ne N, und sei V ein Vektorraum tber K mit Basis
B = (b;,...,b,). Dann ist die Abbildung c, die durch

c :V — KM
V — (V)

definiert ist, eine lineare Abbildung.
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BeweisWir geben hier nur den Beweis dafir, dags+v) = c(u)+c(v) fur alleu,ve V.
Seienu,v e V. Zu zeigen ist, dasgl + v); = (U + (V)g. Seien,,...,A,, € K und

My, - - My € K SO, dass
m
i=1

m
Z,ui b =v.
i1

Dann gilt alsou)g = (A, ...,A,) und_(v)B = (Uy, - - - M) Wir berechnen nun

Zm:(/\i + ;) b,
i=1

Esqilt X" (A +u)b =X A b+ X0, b =u+v. Daalsoy ™, (A + ) b, = u+v,
gilt U+ V)g = QA + g, A+ 1) = Ag, oA ) + (g, o i) = (U)g + (V). B
Auch die inverse Abbildung dieser Abbildung ist linear:

und

SATZ 9.9. Sei K ein Kdrper, sei ne N, und sei V ein Vektorraum tber K mit Basis
B = (b,,...,b,). Dann st die Abbildung d, die durch
d : K" — V
Ay .ndy) — YN ADb
definiert ist, eine lineare Abbildung.

SaTz 9.10. Seien U und V Vektorrdume tber K mit den Basea B,, ..., b,) und
C =(c,,...,C,). Sei A eine nx n-Matrix. Die Funktion f: U — V bilde x auf jenesy,
das durch

W =A-Xg
gegeben ist, ab. Dann ist h eine lineare Abbildung.

Beweisskizzé&s gilt f = goheoi, wobeii : U - K™ u (u)g, h: K™ - K", x— A-X,
g: K"->V,@Q,...,A,) » X A . Alle drei Abbildungeng, h,isind linear, also
auch ihre Hintereinanderausfuhrumg.

AUFGABE 9.11. SeiU der Unterraum de®® mit BasisB = ((1, 1, 1), (1, 0, 0)), und
seih: R3® - R2, v (V). Dann ist etwa

1

3 )

()

h((4,1,1))

h((-1,-1,-1))

UBUNGSAUFGABEN9.12.
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(1) Eine lineare Abblidung voh vonR? nachR? bildet den Punkf?) auf () und den Punkf % ) auf( %) ab. Auf
welchen Punkt wird } ) abgebildet?

(2) Zeigen oder widerlegen Sie: Wetneine lineare Abbildung voR3 nachRR? ist undh # 0, dann gilt firr alle
Vi,V € Ry

(vq, V) linear unabhéangig= (h(vy), h(v,)) linear unabhangig

3. Abbildungsmatrizen linearer Abbildungen

Seih: U - V eine lineare AbbildungB = (b,, ..., b,) eine Basis votJ. Seix € U
mitx = >, A, - b.. Dann gilt wegen der Linearitat vdn

h(x) = h(zm] A -b)= Zm: A, - h(b).

i=1 i=1

Eine lineare Abbildung ist also durch die Bilder der Basktuesn bereits vollstandig
bestimmt.

Wir werden jetzt sehen, dass sich jede lineare AbbildunggrdBefinitions- und Bild-
bereich endlichdimensionale Vektorraume sind, durch klatix darstellen lasst.

DEFINITION 9.13. SeieftJ,V Vektorraume tbelK, seierm, ne N, seiB = (b, ..., b,)
eine Basis votJ undC = (c,, ..., ¢, eine Basis voiV. Seih eine lineare Abbildung
vonU nachV. Wir definieren nun di@ x m-Matrix §,(B, C). Dazu legen wir fest, dass
fari e {1,...,m in deri-ten Spalte vorg (B, C) der Vektor(h(b,)). steht. Es gilt also

I I I
S(B,C =] (hb))e (hb)e -+ (hby) |-
I I I

Die Matrix §,(B,C) € K™™ heil3t Abbildungsmatri>oder Darstellungsmatrixvon h
bezuglich der BaseB undC.

SATZ 9.14. Seien U,V Vektorraume Uber K, seien ng ¥, sei B= (b, ..., b.) eine
Basis vonU und G (c,, ..., C,) eine Basis von V. Sei h eine lineare Abbildung von U
nach V. Dann gilt

(9.1) (h(w)e = §,B,0) - (u)g furalleue U.
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BeweisSeiu e U mitu =}, A, b.. Dann gilt

h(Z/\
Zm:A h(by).

ia, h(b)),

(h(w)e

| | | .
(hbye (b - (b |- ()

| | | Am

S(B, O - (Ug.

Wir zeigen nun, dass die Abbildungsmatrix durch die Glemth(©.1) eindeutig be-
stimmt ist.

SATZz 9.15. Seien U,V Vektorraume uber K, seien ng i, sei B= (b, ..., b,) eine
Basis vonU und G (c,, ..., c,) eine Basis von V. Sei h eine lineare Abbildung von U
nach V, und sei A einexam-Matrix, sodass fiir alle & U:

(9.2) (hW)e = A+ (W
Dann gilt A= §,(B, C).

BeweisSeii € {1, ..., m}. Wegen (9.2) gilth(b,)). = A- (b,)g, also

(mmk=A(3
0

wobei der Einser an deten Stelle steht. Die rechte Seite dieser Gleichung erggbt d
i-te Spalte vorA. Also ist diei-te Spalte vorA gleich (h(b,)).. DaherA = §,(B,C). m

AUFGABE 9.16. Seh : R? — R3 die folgende lineare Abbildung.
h : R — R3
N 3x-2y
() — ()
Sei B die Basis((7),(2)) desR?, und seiC die Basis( 13),(33), (
stimmen Sie§ (B, O).

or o

)) desR2. Be-

Ldsung: Es gilt
hioy) = (7). hiby) = ().

0
9
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Aus dem Gleichungssystem

~9 20 0 .
~13 39 1}.x=
-7 30 o)X £

erhalten wir(h(b,)). = (z) und ebensoh(b,)). = (2) Insgesamt erhalten wir

3 2

sh(B,C)z((l) (1))

In Mathematica kann man die notwendigen Rechnungen so fiinrem:
In[117]:= h[x ,y 1 = {{3, -2}, {2, 1}, {-1,4}} . {x, v}
Out[117]= {3x-2Vy,2x+Yy, -X+4V}
In[118]:= hbl = h[-1, 2]
Out[118]= {-7,0,9}
In[119] := hb2 = h[4, 5]
Out[119]= {2,13,16}
In[120]:= cC = {{-9,20,0}, {-13,39,1}, {-7,30,0}}
out [120]= {{-9,20,0}, {-13,39,1}, {-7,30,0}}
In[121] := MatrixForm [CC]
-9 20 0
out [121] = (13 39 1 )
-7 30 0
In[122] := LinearSolve [CC, hbl]
out [122]= {3, 1,0}
In[123] := LinearSolve [CC, hb2]

out [123]= {2,1,0}

AUFGABE 9.17. SelU = R?,V = R! mit den kanonischen Bas@&h= ((1,0), (0, 1))
undC = ((1)). Die lineare Abbildundh : U — V sei definiert durch

h((x,y) = 3x-2y)
fur allex,y e R. In diesem Fall isth(b,)) = (3) und(h(b,)); = (=2). Somit gilt
S(B,0=3 -2.
AUFGABE 9.18. SelU = R?,V = R! mit den BaserB = ((2,3),(3,-2)),C = ((2)).
Die lineare Abbildundh: U — V sei definiert durch

h((x,y) = 3x-2y)

far alle X,y € R. Dann isth(b,) = 0, also(h(b,)); = (0) und h(b,) = (13), also
(h(b,))5 = 6.5, und folglichS,(B, C) = (0 6.5).
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UBUNGSAUFGABEN9.19.

(1) Eine lineare Abbildundh : R? - R? sei gegeben durch( %)) = (9) undh( 7)) = (). Bestimmen Sie die
Abbildungsmatrix,(E, E), wobeiE = ((§).(9)).
(2) SeienE,, E, die kanonischen Basen v&? undR?, und sei

o((%,Y,2) = (3x -2y, 22).
Geben Sie die Abbildungsmatr (Eg, E,) an.

4. Abbildungsmatrizen fur Spiegelungen und Drehungen

Wir wollen nun die Abbildungsmatrizen flr bestimmte Drefgan und Spiegelungen
bestimmen. Wir betrachten folgende Beispiele:

AUFGABE 9.20. Seie die Ebenel_((_%l),(ffl)), und seio jene Abbildung, die jeden
Punkt imR3 auf den Punkt abbildet, auf dem er nach der Spiegelung anlu=Tee
landet.

Gesucht ist die Abbildungsmatr® (E, E) dieser Spiegelung bezuglich der kanoni-
schen Basi& desR?®.

AUFGABE 9.21. Seig die Gerade mit der Gleichungxs- 2y = 0 im R?. Seico
jene Abbildung, die jeden Punkt ilR? auf den Punkt abbildet, auf dem er nach der
Spiegelung ag landet.

Gesucht ist die Abbildungsmatri® (E, E) dieser Spiegelung bezlglich der kanoni-
schen Basi& desR?.

AUFGABE 9.22. Seig die Geradel_(( 2 )) und seié : R® - R32 jene Abbildung,

die jeden Punkt auf den Punkt abblldet auf dem er nach ddrubgeum 60 um die
Geradgglandet. Wir missen noch die Richtung der Drehung festlégemn wir vom

Punkt( _%2) auf die Ebene+2y—-2z = 0 hinunterschauen, dann sollen sich die Punkte
dieser Ebene gegen den Uhrzeigersinn drehen.

Alle drei Beispiele kann man mit dem gleichen “Programm’elésSeih die angege-
bene lineare Abbildung. Dann gehen wir so vor:

(1) Bestimme eine BasB, sodass5 (B, B) leicht zu bestimmen ist.
(2) BestimmeS, (B, B).
(3) Bestimme§, (E, E) ausS(B, B).

Die Schritte (1) und (2) kdnnen wir bereits jetzt durchfithféir den Schritt (3) miissen

wir uns noch tberlegen, wie man aus den Koordinaten einetokekeziglich einer
Basis die Koordinaten beziglich einer anderen Basis ausetc

Wir starten mit Beispiel 9.20. Wir wahlen eine Bals, b,, b;) desR3, sodas$,, b,
in der Ebenee liegen, undb, auf b; und b, normal steht. Es gilt danar(b;) = b,,
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o(b;) = b, undor(by) = —by. Also gilt ((by)g = (8), ((b,)g = (1) und((by))g =
(—by)g = (781). Dann gilt

100
SU(B,B):(gé 01)

Wir bestimmen nun eine BasB mit den gewilnschten Eigenschaften. Dazu wéhlen
wir b, = (_%1) undb, = (_91). Wir bestimmen einen Vektor, der auf beiden normal
steht:

In[124] := NullSpace [ {{1,2, -1}, {0,1, -1}}]
Oout [124]= {{-1,1,1}}

Also wahlen wirb, = (}1), und somit

1 0 -1

5=(3)03)M3)
Wir bestimmen nurB und S (B, B) fur Beispiel 9.21. Wir wahlen eine Basib,, b,)
desR?, sodas®, auf der Gerade liegt, undb, auf b, normal steht. Es gilt dann
o(by) = b, undo(b,) = —b,, und somit(c(b))g = (§) und(o(by)g = (-b,)g = ( %)
Dann gilt

1 0

S®8=(g ;)
Wir bestimmen nun eine Basi mit den gewlinschten Eigenschaften. Dazu wahlen
wir b, = (%) undb, = (2). Wir erhalten

B=(8).(%).

Nun bestimmen wiB und S;(B, B) fiir Beispiel 9.22. Dazu bestimmen wir eine Or-

thonormalbasiB von R3, sodassh, = m( %2). AuRerdem solkb;, b,, b,) po-
2

sitiv orientiert sein. Das heif3t: “Wenn mazb1 in b, hineinschraubt, dann soll sich
eine Schraube mit Rechtsgewinde in Richtungbewegen.” Eine ONBD;,, b,, b,)
ist dann positiv orientiert, wenb, x b, = b;. Zu dieser Basi$8 bestimmen wir
jetzt die MatrixS;(B, B). Es gilt h(b;) = b,, h(b,) = cog60’) b, + sin(60°) b,, und
h(b,) = —sin(60°) b, + cog60’) b,. Mit ¢ := cog60’) unds := sin(60’) lasst sich
S,(B, B) also durch

c -s 0
3e9=(5 5 9

angeben. Jetzt bestimmen eine BaaidesR?3 mit den gewiinschten Eigenschaften.
Dazu bestimmen wir zunachst eine ONB der Ebene (L(( _%2)))l. Wir bestimmen
eine Basis fir diese Ebene:
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In[125] := NullSpace[ {{1, 2, -2}}]
Out [125]= {{2,0,1}, {-2,1,0}}

Daher ist((2,0, 1), (-2, 1,0)) eine Basis vore. Wir bestimmen nun eine ONB vam

In[126]:= el = {2,0,1};
e2 = {-2,1,0};
dl = el /Sqgrt[el.el]

2 1
{yglo,jyg}

In[127] := c2 e2 - (e2.dl) % dl

Out [126] =

out [127] = {—é 1 i}
N 575
In[128]:= d2 = c2 /8Sqrt[c2.c2]
2 5 4
out[128]= { -+, =, —
ut (1281 = { 3+/57 3 3ﬁ}

Daher ist die Basi&, die durch
F

1,2y 1 (2y1/1
- (%(9)’\/7_5( :)3(3)
gegeben ist, eine ONB d&. Wir bestimmen, olf- positive Orientierung hat:

In[129] := Cross[dl, d2]
1 2 2

Out [129] = { “ 3737 5}

Die Orientierung ist also noch falsch. Wenn wir das Vorzeitivon f, umdrehen,
erhalten wir eine Basis mit positiver Orientierung. (Mamkaenausogut das Vor-
zeichen vonf, umdrehen. Man darf aber nicht das Vorzeichen ¥pomdrehen; die
Basis, die man durch Umdrehen des Vorzeichens fyogrhalt, ist zwar positiv ori-
entiert, aber ihr dritter Basisvektor ist nicht mehr der geschte.) Wir schreiben die
Basisvektoren voB in die Spalten der MatriB.

In[130] := d3 = Cross [-d1l, d2]
out(1307= {=,2,-2}
S 3737 3
In[131] := B = Transpose [{-d1l, d2, d3}]
2 2 1 N 1 4 2
o} t[13l]= - T =7 T =7 Z [ O/_/_ ’ - T = _ =7 =

In[132] := MatrixForm [B]

2 2z 1

V5 345 3

out [132]= | o Vs o2
3
i
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Somit haben wir auch flr Beispiel 9.22 eine BaBisnd die MatrixS;(B, B) gefunden.

5. Basistransformationen

Wir I6sen folgendes Problem: Gegeben sind zwei B&d&hdes gleichen Unterraums
U desR", und die Koordinatetv)g eines Vektors € U. Gesucht sind die Koordinaten
vonv bezuglichC, also(v)..

AUFGABE 9.23. SeiB = ((1,0,1),(1,-1,0) undC = ((3,-2,1),(1,1, 2)), und sei
(X)g = (1, -1). Gesucht istx)..

Losung:Aus B und(x)g kdnnen wir

i

berechnen. Weged - (x). = X gilt:

31 0
-2 1| Xc=|1
1 2 1

Als Losung dieses Gleichungssystems erhalter(xyir= (-0.2, 0.6).

Allgemein gehen wir also so vor: WerhundC die Matrizen sind, in deren Spalten
die Vektoren vorB beziehungsweisg stehen. Dann lasst si¢k). aus der Gleichung
C- (X)c =B- (X)B

berechnen. Wen@ gleich viele Spalten wie Zeilen hat, dann @tnvertierbar, und
wir erhalten

¥e=C "B (Vg
WennC weniger Spalten als Zeilen hat, dann wissen wir, dass dikkedpaktoren von
C linear unabhangig sind. D@ eine Matrix tiber den reellen Zahlen ist, Bt - C
invertierbar. Dann giltéT C- (X = C'-B- (X)g, und somit

®e=C C)*-C B X

DEFINITION 9.24. SekK ein Korper, seU ein Unterraum vork", und seierB undC
Basen vorJ. Eine MatrixT ist eineBasistransformationsmatrivon B nachC, wenn
fur alleu e U gilt

(u)c =T. (U)B-

Es gibt genau eine solche Matrix. Wir klrzen sie gTit ab. Es gilt also

(U = Tz (wg furalleueU.
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Die Basistransformationsmatrix ist genau die Abbildungsir S,(B, C), wobei id :
U - U, u udie identische Abbildung ist.

SeienB undC die Matrizen, in deren Spalten die Vektoren der BaBduzw.C stehen.
Dann kann die Basistransformationsmatrizen so berechnen:

(1) FallsB undC quadratische Matrizen sind, so giff; := c'.B.

(2) FallsC' - C invertierbar ist (das ist immer der Fall, weknder Korper der
reellen Zahlen ist), so gitT; := (CT .C)t. c'.B.

(3) In jedem Fall kann magT; als Abbildungsmatrix§,(B, C) berechnen. In der
i-ten Spalte voR T steht alsaby)., also die Lésung des Gleichungssystems
C.-x=b,.

UBUNGSAUFGABEN 9.25.

(1) (Koordinaten) Die Ebene hat die Basen

A= (9

= (3)(3)

(a) Der Vektorv hat bezliglictB die Koordinaten(v)g = (]3). Berechnen Sie seine Koordinaten bezughth
(b) Bestimmen Sie eine MatriX, sodass fur alle € ¢ gilt:

Ma=T-Wg.

(Diese Matrix heif3Basistransformationsmatnix

und

6. Die Hintereinanderausfuhrung und die Matrizenmultipli kation

SATZ 9.26. Seien U, V,W Vektorrdume Uber dem Kdrper K mit den Basen A, ByC
seien f:U -V und g: V - W lineare Abbildungen. Dann gilt

(9.3) 1A 0 =§(B,0-5(A,B).

Beweis Wir zeigen, dass fur alla € U gilt:

(§(B,0) - Si(A,B) - (W), = ((g° ) (W)
Dann folgt aus Satz 9.15 die Gleichung 9.3. ®ei U. Dann gilt(Sg(B, O-S(A,B)-
W =SB0 (S(A, B - (W) = §B,C) - (F(W)g = (a(fW)), = (g° f (W), m

AUFGABE 9.27. Man spiegle den Punig, 3) an derx-Achse, und drehe anschlie3end
den gespiegelten Punkt um°afegen den Uhrzeigersinn um den Nullpunkt:

Losung:Die Spiegelungr an dex-Achse hat bzgl. der kanonischen BaSidesR? die

é _2 ) Die Drehungy um 90 hat die Darstellungs-

cog90) -sin(90)
sin(90)  cog90)

Darstellungsmatri§ (E, E) = (

matrixS;(E, E) = ( ) Die Darstellungsmatrix der Spiegelung mit
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anschlie3ender Drehung ist also

B _( cog90) sin90)y (0 1
$.,E B =SE B SEBD=( G0 _cogo0))=(1 0)
Wir erhaltend(o((2, 3))) = (3, 2).

SATZz 9.28. Seien U,V Vektorraume Uber dem Kérper K, und seien A, B Baseb v
und C, D Basen von V. Sei h eine lineare Abbildung von U nachannyilt

S(A, D)= ;T S(B, O - gT,.
Beweisskizzd=lr alleu € U gilt ;T. - §(B,C) - gT, - (W), = (h(u)),. Also gilt nach
Satz 9.15T.-§,(B,0) - ;T,=S,(A,D).m
Das folgende Korollar wird uns helfen, die Beispiele 9.2@1%und 9.22 zu l6sen.

KOROLLAR 9.29. Sei K ein Korper, sei B eine Basis des K-Vektorraurhislld sei E
die kanonische Basis vor'KSei h eine lineare Abbildung vor'ach K. Dann gilt

S(E,E)= Tg-S(B,B)- gTe.
WennB die Matrix ist, in deren Spalten die Vektoren von B stehemils also
S(E,E)=B-S(B,B-B .

7. Abbildungsmatrizen fir Spiegelungen und Drehungen bezjiich der
kanonischen Basis

Wir [6sen das Beispiel 9.20. Dazu mussen wir die AbbildurafsixS,(E, E) aus der
Abbildungsmatrix§,(B, B) ausrechnen.

In[133]:= B = Transpose [{{1,2,-1},{0,1,-1},{-1,1,1}}]
Out [133]= {{1,0,-1},{2,1,1},{-1,-1,1}}

In[134]:= SshBB = {{1,0,0},{0,1,0}, {0,0,-1}}
Out [134]= {{1,0,0},{0,1,0},{0,0,-1}}

In[135] := ETB = B
out [135]= {{1,0,-1},{2,1,1}, {-1,-1,1}}

In[136] := BTE = Inverse [B]
1

7 [ _l/ O/ -1 7 -
S b

w| R

w| kR
-
N

[FSH

out [136] = {{2 =
In[137] := ShEE

1
out [137] = {{5

ETB . ShBB . BTE
2 2 1 2 2 2 1
ATV VR Coa T

In[138] := MatrixForm [ShEE]

wlinn
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1 2 2
3 3 3
2 1 2
Out[138]= |— — -—
3 3 3
2 2 1
3 3 3

Nun I6sen wir das Beispiel 9.21.

In[139] := B = Transpose [{{2,5}, {5, -2}}]
Out [139]= {{2,5}, {5, -2}}

In([140]:= ShBB = {{1, 0}, {0, -1}}
Out[140]= {{1,0}, {0, -1}}

In[141] := ETB = B
Out[141]= {{2,5}, {5, -2}}

In[142] := BTE = Inverse [B]

2 5 5 2

In[143] := ShEE = ETB . ShBB . BTE
out [143] = {{ 21 20},{20 21}}

" 2972977 29" 29
In[144] := MatrixForm [ShEE]

21 20
out [144] = _2209 23

29 29

Schliellich I6sen wir noch Beispiel 9.22

In[145]:= B = Transpose [{-1/Sqrt[5] = {2,0,1},
1/Sqrt[45] * {-2,5,4}, 1/3 % {1,2, -2}}]
2 2 1 N 1 4 2
Out [145] = -—, ———=, =10, —., =, e e
In[146]:= ¢ = Cos [n/3];
s = Sin [n/3];

ShBB = {{c,-s,0},{s,c,0},{0,0,1}}

out [146] = {{% -?, o}, {\/75 % 0}

In[147]:= ETB = B

,{0,0,1}}

2 2 1 N 1 4 2
Out [147] = {{*Efﬁfg}/ {OIng}/ {’E'ﬁ/’g}}
In[148] := BTE = Inverse [B]

2 1 2 /5 4 1 2 2
Out [148] = {{—EIO,—%}, {—ﬁ,Tlﬁ}, {5151—5}}
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In[149]:= sh
out [149]= {]

9. LINEARE ABBILDUNGEN

=
]

Simplify [ETB.ShBB.BTE]

1 1 1 1 1 13 1
+ﬁ/7§+ﬁ}l{§7$,515(7473\/5)},

1 13
Q§II§<*4+3V§%5§}}

7

ol u

=

——
|

OIF ©O|rn

In[150] : = MatrixForm [N[ShEE, 6]]

Out [150]= [-0.466239 0.722222 -0.510897

0.555556 0.688461 0.466239 )

-0.688461 0.0664529 0.722222

UBUNGSAUFGABEN 9.30.

(1) Finden Sie eine BasB, beziiglich der die Spiegelurdgan der Eben& + y + z = 0 die Abbildungsmatrix

10 0
sBB=[0 1 0
0 0 -1

hat.
(2) Bestimmen Sie eine geeignete BaBislesR?, fiir die die Abbildungsmatrix der Spiegelursgan der Geraden
g: 7x - 4y folgende Form besitzt:

&(B.B = (5701)-

(3) (Spiegelung an einer Geraden in der Ebene) Wir bezeichties jene Spiegelung, die jeden Punkt der EbBrie
an der Gerader3x + 4y = 0 spiegelt.
(a) Bestimmen Sie eine BadisdesR?, sodass fiir die Abbildungsmatr (B, B) der Spiegelungr beziiglich
der BasisB folgende Gleichung gilt.

S®B=(§9)

(b) Berechnen Sie die Abbildungsmatfx (E, E) der Spiegelungr bezuglich der kanonischen Bagis
(c) Wo landet der Punkg, b nach dieser Spiegelung?
(4) Seihdie lineare Abbildung, die jeden Punkt an der Ebene + 2y + 2z = 0 spiegelt.
(a) Berechnen Sik(v) fiirve {(é),(_(l)z),(fis)}.
(b) Bestimmen Sie die Abbildungsmati$ (B, B) fiir die Basis

1\ (=2\ [ 2
B=(3)(0)}(3)

(5) Wir betrachten die Abbildung : R? —» R2, die jeden Punkt an derAchse spiegelt. Bestimmen Sie die Ab-
bildungsmatrixS, (E, E) dieser Abbildung beziiglich der kanonischen BdsiFesten Sie Ihre Abbildungsmatrix,
indem Sie damit das Spiegelbild vfr; ) ausrechnen.

(6) Geben Sie die Darstellungsmatrix fur die Spiegelungeritene X — y + z = 0 beziglich der kanonischen Basis
E an. (Sie brauchen die auftretenden inversen Matrizen micherechnen.)

(7) (Spiegelung an einer Geraden in der Ebene)

(a) Wir bezeichnen mit- jene Spiegelung, die jeden Punkt an der Geraden

X+y=0

spiegelt. Wo landet der Punid, b) nach dieser Spiegelung? Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix dieser
Spiegelung beziglich der kanonischen Basis.

(b) Finden Sie mithilfe einer Skizze, wo der Pu(ﬂ}g) landet, und tberprifen Sie das Ergebnis Ihrer Rechnung
anhand der Skizze.

(8) Seihdie lineare Abbildung, die jeden Punkt an der Ebene&+2y+2z = 0 spiegelt. Wir suchen in diesem Beispiel
S,(E, E), wobeiE die kanonische Basis d&s ist. Gehen Sie dazu so vor:

(a) Bestimmen Si§y(E, B). Dabei ist id die identische Abbilduny(E, B) ist also eine Basistransformations-
matrix, und erflillt die Eigenschaft)g = S4(E, B) - (V)¢ fir allev e R3.)

(b) Bestimmen Si&§y(B, E).

(c) Bauen Sie aus diesen beiden Matrizen 8@, B) die Matrix §,(E, E) zusammen.
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(9) (Spiegelung an einer Ebene im Raum) Wo landet der P(Lir)l@ R® nach der Spiegelung an der Ebene
—-2X-y+z=07

Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix dieser Spiegelung!

(10) (Spiegelung an einer Geraden in der Ebene) Wir bezeichmito- jene Spiegelung, die jeden Punkt an der Geraden
12x + 5y = 0 spiegelt. Wo landet der Punig, b) nach dieser Spiegelung? Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix
dieser Spiegelung beziiglich der kanonischen Basis.

(11) Wir bezeichnen mitr jene Spiegelung, die jeden Punkt an der Geraden-18y = 0 spiegelt. Wo landet der Punkt
(a, b nach dieser Spiegelurg? Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix dieser Spiegelundidjezh der kanonischen
Basis.

(12) Geben Sie die Darstellungsmatrix fiir die SpiegelundarGeradex — 2y = 0 beztglich der kanonischen Bagis

an.
(13) Wo landet der Punl{ﬁ(zf) € R3 nach der Drehung um 90 um die Gerade

K= (B (8)

Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix dieser Drehung beztigler kanonischen Basis! Wir drehen dajpegen den
Uhrzeigersinpnwenn man vorﬁ 33) nach(§) schaut.

(14) (Drehung um eine Gerade im Raum) Wo landet der P@n)(é R2 nach der Drehung um 90 um die Gerade,
die durch o i
o:x=(F)+2-(¥)

gegeben ist? Dabei drehen vgegen den Uhrzeigersinmenn man vcn( lgz) in Richtung(g) schaut. Bestimmen
Sie die Abbildungsmatrix dieser Drehung beziiglich der késahen Basis!
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ANHANG A

Programme, die vorrechnen

Die Mathematica-File&aussDemo6 .m und RowRed9 .m enthalten Mathematica-
Funktionen, die folgende Probleme mit Zwischenschrit@mechnen:

« LOsen eines linearen Gleichungssystegsss [A, b]).

« Bestimmen einer Matrix in Zeilenstaffelform, die den ghea Zeilenraum
wie die eingegebene Matrix hat¢wEchelonForm [A]).

« Bestimmen einer Matrix in Zeilenstaffelnormalform, diendgeichen Zeilen-
raum wie die eingegebene Matrix h&iwEchelonNormalForm [A]).

« Bestimmen der Determinante einer MatmefterminantenDemo [A]).

Die Programme kénnen von Mathematica aus4rit GaussDemoé6 . m und

<< RowRed9.m geladen werden.
Sie sind auhttp://www.algebra.uni-linz.ac.at/Students/
MathInf/vlws05/MathematicaProgramme/ erhaltlich und werden den Stu-
dierenden ausschlief3lich fir die Nutzung im Rahmen desdsuiisineare Algebra”
zur Verfugung gestellt.
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