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Teil 1

Vektoren und Matrizen





KAPITEL 1

Geometrie in der Ebene und im Raum

1. Koordinaten

Wir beschreiben – nach einer Idee von René Descartes (1596 – 1650) – jeden Punkt in
der Ebene durch ein Paar reeller Zahlen. Die Menge der Paare reeller Zahlen kürzen
wir mit R ´ R oderR2 ab.

R ´ R := {I xy M | x Î R undy Î R}.

Für das PaarI x
y M schreiben wir auch(x, y). Aus der folgenden Skizze ist ersichtlich, wie

wir jeden Punkt durch ein Zahlenpaar (seinekartesischen Koordinaten) beschreiben.
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2. Vektoren

Wo liegt der PunktC im Parallelogramm ABCD, dessen PunkteA, B undD durch

A = I 1
1 M, B= I 7

2 M, D = I 34 M
gegeben sind?
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Um vonA nachB zu kommen, müssen wir 6 nach rechts und 1 nach oben gehen.Ó
AB= I 7

2 M - I 1
1 M = I 61 M.

Wenn wir vonD starten und um 6 nach rechts und 1 nach oben gehen, landen wir bei
C.

C = D +
Ó

AB= I 3
4 M + I 6

1 M = I 9
5 M.

Wir bemerken, dass wir ein Paar reeller Zahlen, wie etwaI 6
1 M, verwenden, um zwei

verschiedene Dinge zu beschreiben:

ê Den Punkt, der um 6 Längeneinheiten rechts und um 1 Längeneinheit über
dem PunktI 0

0 M liegt.
ê Den Weg (Vektor) von I 11 M nachI 7

2 M.
In Mathematica werden Vektoren als Listen dargestellt.

In[1]:= a = {1, 1};

In[2]:= b = {7, 2};

In[3]:= d = {3, 4};

In[4]:= ab = b - a

Out[4]= {6,1}

In[5]:= c = d + ab

Out[5]= {9,5}
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3. Die Länge eines Vektors

Wir lösen folgendes Beispiel:

Herr A geht vonI 3
2 M aus 1 Einheit in Richtung Südosten. Wo landet

er?

“Richtung Südosten” heißt “in RichtungI 1
-1 M”. Allerdings hatI 1

-1 M die Länge
0

2 »
1.41421. Daher hatv = 10

2
× I 1
-1 M die Länge 1 und zeigt auch in Richtung Südosten.

HerrA landet also im PunktZ, den wir uns mit

Z = I 3
2 M + 10

2
× I 1
-1 M » I 3.7

1.3 M

ausrechnen.

Wir überlegen uns jetzt, wie lange der Vektor( a
b ) ist. Das heißt, wir wollen wissen,

wie lange in einem Dreieck, in dem die Seiten mit den Längena undb einen rechten
Winkel einschließen, die dem rechten Winkel gegenüberliegende Seite ist. Vergessen
wir kurz unsere klassische Bildung, und zeichnen wir ein Quadrat mit Seitenlänge
a+ b.

a+ b

a+ b

Jetzt unterteilen wir jede der vier Quadratseiten in ein Stück der Längea und ein Stück
der Längeb.
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Das innere jetzt eingezeichnete Viereck ist ein Quadrat. Das kann man so begründen:
wenn man die ganze Zeichnung um 90ë gegen den Uhrzeigersinn dreht, kommt das
innere Viereck auf sich selbst zu liegen: daher sind alle vier Winkel des inneren Vier-
ecks gleich groß. In jedem Dreieck ist die Winkelsumme 180ë, und daher ist in jedem
Viereck die Winkelsumme 360ë. Also ist jeder Winkel des inneren Vierecks gleich
360ë

4 = 90ë. Seix die Länge des Vektors( a
b ). Dann hat das innere Viereck die Flächex2.

Jedes der vier rechtwinkeligen Dreiecke hat die Flächea b
2 .
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Fläche= x2

Fläche= ab
2

Das innere Viereck und die vier rechtwinkeligen Dreiecke ergeben zusammen die Flä-
che des großen Quadrats mit der Seitenlängea+ b, also gilt

x2 + 4
a b
2
= (a+ b)2.

Das heißt
x2 + 2a b= a2 + 2a b+ b2,

also
x2 = a2 + b2.

Mit diesem Zusammenhang, dem Satz des Pythagoras (Pythagoras von Samos, 6. Jh.
v. Chr), können wir die Längex des Vektors( a

b ) ausrechnen.

Wir kürzen die Länge des Vektors( a
b )mit ü ( a

b ) ü ab. Es gilt dann

ü ( a
b ) ü =

1
a2 + b2.

4. Trigonometrie

In derTrigonometriegeht es darum, wie man – rechnerisch – aus den gegebenen Sei-
tenlängen und Winkeln eines Dreiecks die restlichen Seitenlängen und Winkel bestim-
men kann. Wenn man etwa von einem Dreieck die Längen der drei Seiten kennt, dann
ist das Dreieck dadurch eindeutig bestimmt: die Winkel des Dreiecks sind also durch
die Längen der drei Seiten festgelegt. (Wie konstruiert manein Dreieck, das durch die
drei Seitenlängen gegeben ist?) Ebenso ist ein Dreick dadurch bestimmt, dass man ei-
ne Seite und die beiden daran anliegenden Winkel kennt. (Wiekonstruiert man dieses
Dreieck?) Uns geht es jetzt darum, die fehlenden Seitenlängen und Winkel auszurech-
nen. Dabei geht man so vor:
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(1) Man tabelliert den Zusammenhang zwischen den Seitenlängen und den Win-
keln für rechtwinkelige Dreiecke. Dazu braucht man dieWinkelfunktionensin
(Sinus) und cos (Cosinus).

(2) Man baut sich alle anderen Dreiecke aus rechtwinkeligenDreiecken zusam-
men. Da dieses Zusammenbauen aber immer gleich funktioniert, macht man
es einmal für alle Dreiecke. Man gewinnt so zwei Zusammenhänge zwischen
Seitenlängen und Winkeln eines Dreiecks: denCosinussatzund denSinus-
satz. Diese beiden Sätze reichen aus, um alle trigonometrischenProbleme zu
lösen.

4.1. Winkel. Winkel misst man nicht nur in Grad (ë), sondern auch inRadiant
(rad). Dabei wird der Winkel durch die Länge des zugehörigenBogens am Einheits-
kreis, dem Kreis mit Radius 1, angegeben.

-

6

p
p
p
p
p
p
p
p
p
p
p
p
p
p
p
p
p
p
pp

pp
ppppppppppp

p
p
p
p
p
p
p
p
p
p
p
p
p
p
p
p
p
p
p
p
p
p
p
p
p
p
p
p
p
p
p
p
p
p
p
p
p p p p p p p p p p p

p p
p p
p
p
p
p
p
p
p
p
p
p
p
p
p
p
p
p
p
prr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rrr
rrr
rrr
rrr
rrrr

rrrrr
rrrrrrr

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

pp
pp
pp
pp
pp
pp
pp
pp
pp
pp
pp
pp
pp
pp
pp
pp
pp
pp
pp
pp
pp
pp
pp
pp
pp
p

pppp
pppp
pppp
pppp
pppp
ppppp
ppppp
ppppp
pppppp
pppppp
pppppppp
pppppppppppp

ppppppppppppppppppppppppppppppppppp

� �1

ΑΑΑ = Länge des Bogens

Dabei entsprechen 180ë dem WinkelΠ rad. Demzufolge ist 1ë = Π
180 rad , und 1 rad»

57.2958ë.
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4.2. Winkelfunktionen.
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sin(120ë)

cos(120ë)

120ë

P2Π
3
= I cos(120ë)

sin(120ë) M

Gegeben ist ein Winkelx. Der auf dem Kreis mit MittelpunktI 0
0 M und Radius 1 liegende

PunktPx hat dann die KoordinatenI cos(x)
sin(x) M. Nach dem Satz des Pythagoras gilt für jeden

Winkel x:
(sin(x))2 + (cos(x))2 = 1.

In einem rechtwinkeligen Dreieck heißt die dem rechten Winkel gegenüberliegende
Seite auchHypotenuse, die beiden dem rechten Winkel anliegenden Seiten heißenKa-
theten.
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c

c × cos(Α) c × sin(Α)

A B

C

Α

×

ÜBUNGSAUFGABEN 1.1.

(1) Ein Kletterer kann Wände mit einer Neigung von maximal 65ë besteigen. Schafft er eine Pyramide mit einer qua-
dratischen Grundfläche von 784 m2 und einer Höhe von 40 m?

4.3. Zusammenhang zwischen Seitenlängen und Winkeln einesDreiecks. Wir
sagen, dass drei Punkte einDreieckbilden, wenn sie nicht alle drei auf einer Geraden
liegen. In einem Dreieck bezeichnet man oft die Längen der Seiten mita, b, c, und den
der Seite mit Längea gegenüber liegenden Winkel mitΑ, den der Seite mit Längeb
gegenüber liegenden Winkel mitΒ, und den der Seite mit Längec gegenüber liegen-
den Winkel mitΓ. Die Seiten sind üblicherweisegegen den Uhrzeigersinnmit a, b, c
beschriftet.
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Der Cosinussatz löst folgendes Problem:

ê Gegeben: Seitenlängena, b eines Dreiecks und der eingeschlossene Winkel
Γ.
ê Gesucht: Die fehlende Seitenlängec.

A B
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Α Β
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Wir betrachten zunächst den FallΓ £ 90ë,Α £ 90ë. Wir zeichnen in ein solches Dreieck
die Höhe aufb und erhalten aus dem Satz des Pythagoras:

c2 = (b- acos(Γ))2 + (asin(Γ))2,

also

c2 = b2 - 2a bcos(Γ) + a2(cos(Γ))2 + a2(sin(Γ))2

c2 = b2 - 2a bcos(Γ) + a2 ((cos(Γ))2 + (sin(Γ))2)

c2 = b2 - 2a bcos(Γ) + 1a2

c2 = a2 + b2 - 2a b cos(Γ).

Für den FallΓ £ 90ë undΑ > 90ë zeichnen wir die Höhe aufa und erhalten:

c2 = (a- bcos(Γ))2 + (bsin(Γ))2

c2 = a2 - 2b acos(Γ) + b2(cos(Γ))2 + b2(sin(Γ))2

c2 = a2 - 2b acos(Γ) + b2 ((cos(Γ))2 + (sin(Γ))2)

c2 = a2 - 2b a cos(Γ) + 1b2

c2 = a2 + b2 - 2a b cos(Γ).
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Zuletzt betrachten wir den FallΓ > 90ë. Wir zeichnen in ein solches Dreieck die Höhe
aufb und erhalten:

c2 = (b+ acos(180ë - Γ))2 + (asin(180ë - Γ))2

c2 = (b- acos(Γ))2 + (asin(Γ))2

c2 = b2 - 2a bcos(Γ) + a2(cos(Γ))2 + a2(sin(Γ))2

c2 = b2 - 2a bcos(Γ) + a2 ((cos(Γ))2 + (sin(Γ))2)

c2 = b2 - 2a bcos(Γ) + 1a2

c2 = a2 + b2 - 2a b cos(Γ).

Insgesamt haben wir folgenden Satz bewiesen:

SATZ 1.2 (Cosinussatz).Wir bezeichnen die Längen der Seiten eines Dreiecks mit a,
b, c, und wir bezeichnen den der Seite mit Länge c gegenüber liegenden Winkel mitΓ.
Dann gilt

c2 = a2 + b2 - 2a bcos(Γ).

Man findet mit dem CosinussatzΓ, wenna, bundc gegeben sind. Zu jedemy Î [-1, 1]
gibt es genau einx Î [0,Π], sodass cos(x) = y.

4.4. Der Sinussatz.Der Sinussatz löst folgendes Problem:

ê Gegeben:Α,Β, a.
ê Gesucht:b.
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b ah

Α Β

Γ

F

Wir betrachten das rechtwinklige DreieckAFC und erhalten

h = bsin(Α).

Mit dem DreieckFBC finden wir

h = asin(Β).

Es gilt alsobsin(Α) = asin(Β). Sowohl sin(Α) also auch sin(Β) sind ungleich 0, da in
einem Dreieck kein Winkel 0ë oder 180ë sein kann. (Wir haben Dreiecke so definiert,
dass die drei Punkte nicht auf einer Geraden liegen.) Es giltalso

a
sin(Α)

=
b

sin(Β)
.



12 1. GEOMETRIE IN DER EBENE UND IM RAUM

Wenn man die gleiche Überlegung mit der Höhe aufa macht, erhält man b
sin(Β) =

c
sin(Γ) .

SATZ 1.3 (Sinussatz).Wir bezeichnen die Längen der Seiten eines Dreiecks mit a, b,c,
den der Seite mit Länge a gegenüber liegenden Winkel mitΑ, den der Seite mit Länge b
gegenüber liegenden Winkel mitΒ, und den der Seite mit Länge c gegenüber liegenden
Winkel mitΓ. Sei d der Durchmesser des Umkreises des Dreiecks. Dann gilt:

a
sinΑ

=
b

sinΒ
=

c
sinΓ

= d.

Wir überlegen uns jetzt, wie man Sinus- und Cosinussatz benutzen kann, um die feh-
lenden Winkel und Seitenlängen eines Dreiecks zu berechnen. In den Dreiecken der
folgenden Beispiele bezeichnen wir die Längen der Seiten mit a, b, c, und wir bezeich-
nen den der Seite mit Längea gegenüber liegenden Winkel mitΑ, den der Seite mit
Längeb gegenüber liegenden Winkel mitΒ, und den der Seite mit Längec gegenüber
liegenden Winkel mitΓ. Die Seiten seien dabeigegen den Uhrzeigersinnmit a, b, c
beschriftet.

(1) Es sind die Seitenlängen a, b, c gegeben:Es gibt so ein Dreieck, wenna <
b+ c, b < a + c, undc < a + b. Der WinkelΑ ist dann durch

a2 = b2 + c2 - 2b ccos(Α)

eindeutig bestimmt.
(2) Es sind eine Seitenlänge und zwei Winkel gegeben:Da die Winkelsumme 180ë

ist, kennt man tatsächlich alle drei Winkel. Sind alsoc, Α, undΒ gegeben, so
gibt es so ein Dreieck, wennΑ + Β < Π. Man berechnetΓ = Π - Α - Β, und
danna undb mithilfe des Sinussatzes.

(3) Es sind zwei Seitenlängen und der eingeschlossene Winkel gegeben:Es sind
also zum Beispielb, c, undΑ gegeben. Wennb undc positive reelle Zahlen
sind, und 0< Α < Π gilt, so gibt es sicher ein solches Dreieck. Man berechnet
danna mithilfe des Cosinussatzes; dann kennt man alle drei Seitenlängen und
kann mit dem Cosinussatz die verbleibenden Winkel ausrechnen.

(4) Es sind zwei Seitenlängen gegeben, und ein Winkel, der nichtder von diesen
Seiten eingeschlossene Winkel ist:Es sind also zum Beispielc, Α unda gege-
ben. In diesem Fall kann es sein, dass es gar kein, genau ein oder genau zwei
Dreiecke mit dem vorgegebenenc, Α unda gibt. Es gibt mehrere Fälle:
(a) Es giltΑ < 90ë:

(i) Es gilt a ³ c: Es gibt genau ein Dreieck. Wir erhaltenb als die
einzige positive Lösung von

c2 + x2 - 2c xcos(Α) = a2.

Es gilt also

b = ccos(Α) +
1
(ccos(Α))2 + a2 - c2.
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(ii) Es gilt csin(Α) < a < c: Es gibt genau zwei Dreiecke. Wir erhalten
die beiden Möglichkeiten fürb als die Lösungen der Gleichung

c2 + x2 - 2c xcos(Α) = a2,

also

b1,2 = ccos(Α) ±
1

a2 - (csin(Α))2.

(iii) Es gilt a= csin(Α): Es gibt genau ein Dreieck. Wir erhaltenΓ = Π2
undb = ccos(Α).

(iv) Es gilt a < csin(Α): Es gibt kein Dreieck.
(b) Es giltΑ = 90ë:

(i) Es gilt a > c: Es gibt genau ein Dreieck, und

b2 = a2 - c2

nach dem Satz des Pythagoras.
(ii) Es gilt a£ c: Es gibt kein Dreieck.

(c) Es giltΑ > 90ë:
(i) Es gilt a > c: Es gibt ein Dreieck. Die Längeb ist die einzige

positive Lösung von

c2 + x2 - 2c xcos(Α) = a2,

also

b = ccos(Α) +
1
(ccos(Α))2 + a2 - c2.

(ii) Es gilt a £ c: Es gibt kein Dreieck. Tückischerweise kann die
Gleichung

c2 + x2 - 2c xcos(Α) = a2

trotzdem positive Lösungen haben.

ÜBUNGSAUFGABEN 1.4.
Wir bezeichnen die Längen der Seiten eines Dreiecks mita, b, c, und wir bezeichnen den der Seite mit Längea gegenüber
liegenden Winkel mitΑ, den der Seite mit Längeb gegenüber liegenden Winkel mitΒ, und den der Seite mit Längec gegenüber
liegenden Winkel mitΓ. (Die Seiten seien dabeigegen den Uhrzeigersinnmit a, b, c beschriftet.)

(1) Berechnen Sie sin(Γ) für ein Dreieck mitc = 10, b = 100
3
, Β = 30ë. Das Dreieck ist mit diesen drei Bestimmungs-

stückenc, b,Β noch nicht eindeutig festgelegt. Warum nicht?
(2) Wie groß kannb in einem Dreieck mitΑ = 45ë, c = 1, a = 20

6
sein? (Gibt es mehr als eine Lösung?)

(3) Geben Sie eine Wahl vona an, sodass es genau ein Dreieck mit den BestimmungsstückenΑ = 45ë, c = 1, und Ihrem
gewähltena gibt!

(4) Von einem DreieckABChaben Sie folgende Information:AB = 10 cm, der WinkelΑ zwischenAB undAC ist 30ë,
BC= 100

2
cm.

(a) Stellen Sie diese Daten in einer Skizze dar.
(b) Welchen Winkel schließenCB undCAein? Gibt es mehr als eine Lösung?

Berechnen Sie in den folgenden Beispielen jeweils die nichtangegebenen Seitenlängen und Winkel.
(5) (a) c = 4, b = 5, a = 3.

(b) c = 4, b = 5, a = 10.
(6) (a) c = 5, b = 3, Α = Π4 .

(b) Gibt es für jede Wahl vonc > 0, b > 0 , Α mit 0 < Α < Π ein Dreieck mit den gewählten Bestimmungs-
stücken?
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(7) (a) c = 5, b = 10,Β = Π6 .
(b) c = 5, b = 3, Β = Π6 .

(8) (a) c = 5, b = 5
2 , Β = Π6 .

(b) c = 5, b = 2, Β = Π6 .
(9) (a) c = 5, b = 3, Β = 5Π

6 .
(b) c = 5, b = 10,Β = 5Π

6 .
(c) c = 4, b = 5, Β = Π2 .

(10) Fassen Sie Ihre Beobachtungen aus den letzten Beispielen zusammen: Unter welchen Voraussetzungen anc, b, Β
gibt es

(a) gar kein Dreieck
(b) genau ein Dreieck
(c) genau zwei Dreiecke
(d) mehr als zwei Dreiecke

mit den Bestimmungsstückenc > 0, b > 0, Β Î]0,Π[?
(11) (a) c = 5,Α = 3Π

4 , Β = Π8 .
(b) c = 5,Α = 3Π

4 , Β = Π4 .
(c) c = 5,Α = 3Π

4 , Β = Π2 .
(12) Fassen Sie Ihre Beobachtung aus dem letzten Beispiel zusammen: Unter welchen Voraussetzungen anc, Α, Β gibt es

(a) gar kein Dreieck
(b) genau ein Dreieck
(c) genau zwei Dreiecke
(d) mehr als zwei Dreiecke

mit den Bestimmungsstückenc, Α, Β?
(13) Bestimmen Sieb für alle Dreiecke mitc = 4, Α = 60ë, a =

0
13.

(14) Bestimmen Sie eina, sodass es kein Dreieck mitc = 4, Α = 60ë und Ihrem gewähltena gibt.
(15) Bestimmen Sie eina, sodass esgenau einDreieck mitc = 4,Α = 60ë und Ihrem gewähltena gibt.
(16) Bestimmen Siec für alle Dreiecke mita = 2, Β = 45ë, b = 40

6
.

(17) Bestimmen Sie einb, sodass es kein Dreieck mita = 2, Β = 45ë und Ihrem gewähltenb gibt.
(18) Bestimmen Sie einb, sodass esgenau einDreieck mita = 2, Β = 45ë und Ihrem gewähltenb gibt.
(19) Sie möchten die Entfernung eines PunktesB an einem Ufer eines Flusses zu einem PunktC auf der anderen Seite

des Flusses bestimmen. Dazu gehen Sie folgendermaßen vor: Sie messen an Ihrem Flussufer die Strecke vonB zu
einem weiteren PunktA ab. Diese Strecke ist 500 m lang. Der Winkel zwischenBC und BA ist 60ë, der Winkel
zwischenABundAC ist 30ë.

(a) Stellen Sie diese Daten in einer Skizze dar.
(b) Wie lang ist die StreckeBC?
(c) Um die Breite des Flusses zu bestimmen, wollen Sie wissen, wie weitC von der StreckeAB entfernt liegt.

Bestimmen Sie dazu den Normalabstand vonC auf die Gerade durchA undB.
(20) Sie glauben dem italienischen Tourismusverband nichtund wollen selbst herausfinden, wie schief der Turm von

Pisa ist. Dazu entfernen Sie sich in Neigerichtung des Turms50 Meter vom Fußpunkt des Turms und blicken (vom
Boden aus, damit Sie es später beim Rechnen einfacher haben)zur Turmspitze, wleche nun unter einem WinkelΑ
erscheint. Sie stellen fest, dassΑ genau 47ë12

¢
53
¢¢

beträgt, und dass der Turm 45 m lang ist. Um wieviel Grad ist
der Turm gegen die Vertikale geneigt?

(21) Sie möchten die Entfernung eines PunktesA an einem Ufer eines Flusses zu einem PunktB auf der anderen Seite
bestimmen. Dazu können Sie folgendermaßen vorgehen: Messen Sie an Ihrem Flussufer die StreckeA zu einem
PunktC ab, und bestimmen Sie dann mit Hilfe eines Kompasses den Winkel Α zwischen der StreckeAB undAC,
sowie den WinkelΓ zwischenAC undCB. Was ergibt sich für die EntfernungAB bei AC = 27.5 m undΑ = 73ë,
Γ = 65ë?

(22) Sie verlassen eine gerade Straße, die die beiden Orte A und B verbindet, 20 km bevor Sie B erreichen und gehen
geradeaus, bis es Ihnen nach 10 km keinen Spaß mehr macht. Dann drehen Sie sich um 30o nach rechts und erblicken
nun den Ort B gerade vor sich. Wie weit müssen Sie jetzt noch wandern, um nach B zu gelangen, wenn Sie jetzt den
geraden Weg nach B einschagen?

5. Der Winkel zwischen zwei Vektoren

Wir berechnen den Winkel, den die VektorenÓa = I a1
a2
M und

Ó
b = J b1

b2
N miteinander

einschließen. Dazu nehmen wir an, dass keiner der beiden Vektoren der Nullvektor ist.
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Óa- Ób

j

Für den eingeschlossenen Winkelj gilt nach dem Cosinussatz:

üb- aü2 = üÓaü2 + üÓbü2 - 2üaü übü cos(j).

Diese Formel können wir vereinfachen:

2 × üÓaü × üÓbü × cos(j) = -(üÓb- Óaü2) + üÓaü2 + üÓbü2
2 × üÓaü × üÓbü × cos(j) = -((b1 - a1)

2 + (b2 - a2)
2) + (a2

1 + a2
2) + (b

2
1 + b2

2)

2 × üÓaü × üÓbü × cos(j) = -(b2
1 - 2a1 b1 + a2

1) - (b
2
2 - 2a2 b2 + a2

2) + a2
1 + a2

2 + b2
1 + b2

2

2 × üÓaü × üÓbü × cos(j) = 2a1 b1 + 2a2 b2

üÓaü × üÓbü × cos(j) = a1 b1 + a2 b2.

Wir erhalten

cos(j) =
a1 b1 + a2 b2üÓaü × üÓbü .

Die Zahl a1 b1 + a2 b2 bezeichnet man als dasSkalarproduktvon Óa und
Ó
b, und man

kürzt es mitXÓa,
Ó
b\ ab.

XÓa,
Ó
b\ = XI a1

a2
M, J b1

b2
N\ = a1 × b1 + a2 × b2.

Die Winkelformel heißt jetzt:

cos(j) =
XÓa,
Ó
b\

üÓaü × üÓbü .
Außerdem gilt für jeden VektorÓa

XÓa, Óa\ = (üaü)2.
In[6]:= {3, 4} .{-5, 2}

Out[6]= -7

In[7]:= Laenge [v_] := Sqrt [v.v]

In[8]:= Laenge [{2, 3}]

Out[8]=
0
13
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Unter Verwendung der Mathematica-FunctionNorm kann man diese Länge auch mit
Norm[{2,3}] ausrechnen.

DEFINITION 1.5. SeienÓa,
Ó
b Î R2. Die VektorenÓa und

Ó
b sind aufeinander normal,

wennXÓa,
Ó
b\ = 0.

Zwei Vektoren sind also aufeinander normal, wenn einer von ihnen der Nullvektor ist,
oder wenn sie einen rechten Winkel einschließen. Damit erhält man, dass (wenn( a

b ) ¹I 0
0 M) der Vektor( a

b )mit den VektorenI b
-a M undI -b

a M einen rechten Winkel einschließt.

ÜBUNGSAUFGABEN 1.6.

(1) Von einem gleichschenkeligen Dreieck sind zwei BasiseckpunkteI -2
3 M undI 4

11M bekannt. Ergänzen Sie diese Punkte
mit einer Spitze, sodaß das entstehende Dreieck die Höhe 5 besitzt. Wie viele verschiedene Lösungen gibt es? (Sie
brauchen nur eine wirklich auszurechnen.)

(2) Berechnen Sie den Cosinus des Winkels zwischenx undy für x = I 32 M, y = I -6
-4 M.

(3) Berechnen Sie jeweils den Winkel zwischen folgenden beiden Vektoren. Geben Sie die Ergebnisse in Grad und in
Radiant an!

(a) a = I 32 M, b = I -3
2 M.

(b) a = I 34 M, b = I 4
-3 M.

(c) a = I 34 M, b = I 68 M.
(d) a = I 34 M, b = I -9

-12M.
(4) Zeigen Sie, dass das Skalarprodukt imR2 folgende Eigenschaften erfüllt:

(a) Xa+ b, a+ b\ = Xa, a\ + 2Xa, b\ + Xb, b\.
(b) Xa+ b, a- b\ = Xa, a\ - Xb, b\.

(5) Verwenden Sie das Skalarprodukt, um folgenden geometrischen Satz zu beweisen.
In einem Parallelogramm mit Seitenlängena, b, und Diagonalenlängene, f gilt:

2 (a2 + b2) = e2 + f 2.

6. Geraden in der Ebene

Wir überlegen uns, wie man Geraden in der Ebene beschreiben kann.

6.1. Geraden, die durch einen Punkt und eine Richtung gegeben sind.

-
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P = I 2
3 M, Ór = I -3

1 M.
Die Geradeg ist die Menge aller Punkte, die man erreicht, indem man vonP ein Stück
in RichtungÓr geht.

g= {P+ Λ × Ór | Λ Î R}.
Lies: “g ist gleich der Menge aller PunkteP+ Λ mal Ór, wobeiΛ eine reelle Zahl ist.”
Mit den Zahlen fürP undÓr:

g= {I 23 M + Λ × I -3
1 M | Λ Î R},

oder, anders geschrieben,
g= {I 2-3Λ

3+Λ M | Λ Î R}.
Man kanng auch so schreiben:

g= {I x
y M Î R2 | es gibtΛ Î R, sodassI x

y M = I 2
3 M + Λ × I -3

1 M}.
Lies: “g ist gleich der Menge aller PunkteI x

y M in R hoch 2, für die es einΛ in den
reellen Zahlen gibt, sodassI x

y M gleich I 2
3 M + Λ mal I -3

1 M ist.” Diese Darstellung von
g durchPunktund RichtungsvektorheißtParameterdarstellung der Geraden g. Man
schreibt oft kurz:

g : I xy M = I 2
3 M + Λ × I -3

1 M
oder

g : X = I 23 M + Λ × I -3
1 M.

Wir überprüfen, ob der PunktI -4
5 M auf der Geradeng liegt. Er liegt aufg, falls es eine

reelle ZahlΛ gibt, sodassI -4
5 M gleichI 2

3 M + Λ × I -3
1 M ist. Wir suchen also einΛ Î R, das

die Gleichungen

-4 = 2- 3Λ I

5 = 3+ 1Λ II

erfüllt. Aus der Gleichung I erhalten wirΛ = 2; da auch 5= 3+1 ×2 gilt, istΛ = 2 eine
Lösung des Gleichungssystems. Daher liegt der PunktI -4

5 M aufg; wir schreiben dafür

I -4
5 M Î g.

6.2. Geraden, die durch eine Gleichung gegeben sind.Wir haben im letzten
Beispiel überprüft, ob ein Punkt auf einer Geraden liegt. Dabei war die Gerade in
Parameterform gegeben. Zur Überprüfung war es notwendig, festzustellen, ob es einen
Wert für den ParameterΛ gibt, der uns genau den getesteten Punkt liefert. Wir mussten
also für jeden Punkt ein Gleichungssystem (mit zwei Gleichungen und einer Variable)
lösen.

Wir testen nun wieder, obI x
y M auf der Geradeng liegt, die durch

g : X = I 2
3 M + Λ × I -3

1 M
gegeben ist.
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Anstatt zu fragen, obI x
y M auf g liegt, fragen wir, obI xy M - I 2

3 M normal aufÓn ist. Das ist
nämlich genau für die PunkteI x

y M aufgder Fall. Zunächst finden wir den VektorÓn. Auf
den Vektor( a

b ) steht immer der VektorI -b
a M normal, denn das SkalarproduktX( a

b ), I -b
a M\

ergibt-a b+ a b= 0. Also finden wirÓn durchÓn = I -1
-3 M.

Nun überprüfen wir, obI xy M - I 2
3 M normal aufI -1

-3 M steht. Das gilt genau dann, wenn

XI x-2
y-3 M, I -1

-3 M\ = 0.

Wir rechnen das Skalarprodukt aus und erhalten

-x- 3y+ 11= 0.

Ein PunktI x
y M liegt also genau dann auf der Geraden, wenn-x- 3y+ 11= 0 ist. Wir

können also jetzt viel einfacher überprüfen, ob ein Punkt auf der Geradeng liegt. Wir
berechnen-x- 3y+ 11. Ist das 0, so liegt der Punkt auf der Geraden, und sonst nicht.
Außerdem können wir die Gerade jetzt kürzer angeben durch

g= {I x
y M Î R2 | - x- 3y = -11}

(lies: “g ist gleich der Menge allerI x
y M in R hoch 2, für die-x - 3y gleich-11 ist.”)

Das kürzt man auch zu
g : -x- 3y = -11

ab.-x- 3y = -11 heißtGleichungder Geraden, diese Darstellung der GeradenGlei-
chungsformoderimplizite Darstellungder Geraden.

6.3. Verwandlung zwischen Gleichungs- und Parameterform.

6.3.1. Verwandlung von parametrisierter in implizite Darstellung. Wir verwan-
delng : X = I 23 M + Λ × I -3

1 M in g : -x- 3y = -11 so, wie das in obigem Beispiel erklärt
worden ist.
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6.3.2. Verwandlung von impliziter in parametrisierte Form.Wir verwandelng :
5x - 2y = 1 in parametrisierte Form. Dazu setzen wiry := t und rechnen uns aus
diesemy dasx aus. Wir erhaltenx = 1

5 +
2
5 t. Somit ist für jedest Î R der PunktI 1

5+
2
5 t

t
M

ein Geradenpunkt. Die Gerade hat also die parametrisierte Darstellung

g : X = J 1
5
0
N + t × J 2

5
1
N.

Eine andere Darstellung derselben Geraden ist

g : X = J 1
5
0
N + t × I 2

5 M,
oder

g : X = I 12 M + t × I -22
-55M.

Spezialfall: Wir verwandelng : y = -1 in Parameterform. Dazu setzen wirx := t, und
rechnen uns dann dasy aus. Das ist aber immer-1. Für jedest Î R ist alsoI t

-1 M ein
Geradenpunkt. Die Gerade hat die parametrisierte Darstellung

g : X = I 0
-1 M + t × I 1

0 M.
ÜBUNGSAUFGABEN 1.7.

(1) Geben Sie die Gerade durch die PunkteI 32 M und I 3
-3 M in Parameterform und in impliziter Form an!

(2) Bestimmen Sie jeweils eine Parameterform (= Punkt-Richtungs-Form) folgender Geraden.
(a) 3x+ 4y = 17.
(b) x = 1.
(c) y = -4.

(3) Bestimmen Sie eine Gleichung, deren Lösungsmenge die Gerade

X = I -3
6 M + Λ × I -1

2 M
ist.

(4) Bestimmen Sie die implizite Darstellung jener Geraden,die parallel zur Geradengmit

g : X = I 2
-1 M + t × I 3

-4 M
sind und von dieser Abstand 10 haben.

(5) Ein Radfahrer startet im PunktI 23 M und fährt auf den PunktI 80 M zu. Ein Fußgänger startet im PunktI 4
-3 M und geht

auf den PunktI 4
10M zu. In welchem Punkt schneiden sich die Wege der beiden?

(6) Ein Radfahrer im PunktI 33 M und ein Fußgänger im PunktI 9
-5 M bewegen sich aufeinander zu, der Radfahrer mit 20

km/h, der Fußgänger mit 5 km/h. Wann und wo treffen die beideneinander?
(7) Vom QuadratABCDhaben wir folgende Angaben:

ê A = I -1
2 M.

ê B liegt auf der Geraden
gB : X = I -1

2 M + Λ × I 43 M.
ê Die Seitenlänge des Quadrats ist 10.
ê Die Eckpunkte sind gegen den Uhrzeigersinn mitA, B, C, D beschriftet.

Berechnen Sie die Koordinaten des EckpunktesC!
(8) Vom QuadratABCDhaben wir folgende Angaben:

ê A = I 12 M.
ê B liegt auf der Geraden

gB : X = I 12 M + Λ × I 3
-4 M.

ê Die Seitenlänge des Quadrats ist 15.
ê Die Eckpunkte sind gegen den Uhrzeigersinn mitA, B, C, D beschriftet.

Berechnen Sie die Koordinaten des EckpunktesC!
(9) Zeigen Sie, dass sich die Schwerlinien des DreiecksABC mit A = I -2

-1 M, B = I 51 M und C = I 35 M in einem Punkt
schneiden, und berechnen Sie diesen Schnittpunkt.
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(10) Berechnen Sie den UmkreismittelpunktU = I u1
u2
M des DreiecksABC mit A = I -2

-1 M, B = I 51 M undC = I 35 M, indem
Sie die Bedingung, dassU gleich weit vonA, B und C entfernt ist, in Gleichungen in den Variablenu1 und u2
umwandeln. Verwenden Sie zur Lösung der auftretenden Gleichungen den Mathematica-BefehlSolve.

(11) Bestimmen Sie die implizite Darstellung jener Geraden, die parallel zur Geradengmit

g : X = I 20 M + t × I 3
-4 M

sind, und von dieser Abstand 10 haben.
(12) Berechnen Sie den Durchschnitt der Geradenh und j, wobei

h : X = I 12 M + t × I 25 M
und

j : 10x- 4y = 0.

(13) Bestimmen Sie die Schnittmenge der Geraden

g1 : X = I 34 M + t × I -2
1 M

und
g2 : 2x+ 4y = 22.

(14) Bestimmen Sie den Cosinus des Schnittwinkels der Geraden

g1 : X = I 04 M + t × I 34 M
und

g2 : 12x- 5y = 22.

7. Vektoren im Rn

Bisher haben wir uns auf die Geometrie in der Ebene beschränkt. Man kann nun auch
den Raum mit Tripeln reeller Zahlen, also mit Elementen ausR

3, koordinatisieren. Die
Konvention ist es, die Richtungen der Koordinatenachsen wie in folgenden Skizzen zu
wählen:
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Hält man Daumen, Zeigefinger und Mittelfinger der rechten Hand so, dass sie paar-
weise im rechten Winkel aufeinander stehen, dann zeigen siejeweils in die Richtung
der positivenx-Achse,y-Achse undz-Achse.

Wir definieren die Operationen, die imR2 hilfreich waren, allgemein für

R
n := {J x1

¶
xn
N | x1,¼, xn Î R},

wobein eine beliebige natürliche Zahl ist.

DEFINITION 1.8. SeienÓa = J a1
¶

an
N, Ób= J b1

¶
bn

N in Rn. Wir definieren:

(1) Óa+ Ób := J a1+b1
¶

an+bn

N.
(2) ΛÓa := J Λa1

¶
Λan

N für Λ Î R.

(3) XÓa,
Ó
b\ := a1 × b1 +µ + an × bn = Ún

i=1 aibi (Skalarprodukt).
(4) DieLängevon Óa ist üÓaü := 0XÓa, Óa\.

SATZ 1.9. Sei nÎ N, seienÓa,
Ó
b,Óc Î Rn, und seiΛ Î R. Dann gilt:

(1) XÓa,
Ó
b\ = XÓb, Óa\,

(2) XÓa+ Ób,Óc\ = XÓa,Óc\ + XÓb,Óc\,
(3) XΛÓa,

Ó
b\ = ΛXÓa,

Ó
b\.

(4) XÓa, Óa\ ³ 0.
(5) WennXÓa, Óa\ = 0, so gilt Óa = 0.

.

SATZ 1.10 (Projektionseigenschaft des Skalarprodukts).SeienÓa,
Ó
b Î Rn mit

Ó
b ¹ 0 ,

und seiÓc := XÓa,
Ó
b\

XÓb,
Ó
b\
Ó
b. Dann istÓa- Óc normal auf

Ó
b.

Beweis:XÓa- XÓa,
Ó
b\

XÓb,
Ó
b\ ×
Ó
b,
Ó
b\ = XÓa,

Ó
b\ - XÓa,

Ó
b\

XÓb,
Ó
b\ XÓb,
Ó
b\ = 0.à

Der folgende Satz ist alsCauchy-Schwarz-Ungleichungbekannt. FürÓa,
Ó
b Î Rn sagen

wir, dassÓa ein Vielfaches von
Ó
b ist, wenn es einΛ Î R gibt, sodassÓa = Λ Ób.

SATZ 1.11 (Augustin Cauchy, 1821).Sei nÎ N, und seienÓa,
Ó
bÎ Rn. Dann gilt:

(1) |XÓa,
Ó
b\| £ üÓaü × üÓbü.

(2) |XÓa,
Ó
b\| = üÓaü × üÓbü gilt genau dann, wenn

Ó
b = 0 oderÓa ein Vielfaches von

Ó
b ist.

Beweis:Wenn
Ó
b = 0, so sind beide Seiten der Ungleichung= 0. Wir nehmen nun an,

dass
Ó
b ¹ 0. Wir wissen, dass

XÓa- XÓa,
Ó
b\

XÓb,
Ó
b\ ×
Ó
b, Óa- XÓa,

Ó
b\

XÓb,
Ó
b\ ×
Ó
b\ ³ 0.
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Nun gilt XÓa - XÓa,
Ó
b\XÓb,
Ó
b\ ×
Ó
b, Óa - XÓa,

Ó
b\XÓb,
Ó
b\ ×
Ó
b\ = XÓa, Óa\ - 2XÓa,

Ó
b\2XÓb,
Ó
b\ + X

Óa,
Ó
b\2XÓb,
Ó
b\ = XÓa, Óa\ - XÓa,

Ó
b\2XÓb,
Ó
b\ . Da dieser

Ausdruck³ 0 ist, gilt

XÓa, Óa\ × XÓb,
Ó
b\ ³ XÓa,

Ó
b\2.

Folglich gilt auch

üÓaü × üÓbü ³ |XÓa,
Ó
b\|.

Somit gilt (1).

Um (2) zu zeigen, nehmen wir an, dass|XÓa,
Ó
b\| = üÓaü × üÓbü gilt. Wir zeigen, dass dannÓ

b = 0 gilt, oder dassÓa ein Vielfaches von
Ó
b ist. Es gilt XÓa,

Ó
b\2 = XÓa, Óa\ × XÓb,

Ó
b\. Wenn

also
Ó
b ¹ 0, so gilt

XÓa- XÓa,
Ó
b\

XÓb,
Ó
b\ ×
Ó
b, Óa- XÓa,

Ó
b\

XÓb,
Ó
b\ ×
Ó
b\ = 0.

Also gilt Óa- XÓa,
Ó
b\

XÓb,
Ó
b\ ×
Ó
b = 0, uns somit istÓa ein Vielfaches von

Ó
b.

Nun zeigen wir folgendes: wenn
Ó
b = 0 oder

Ó
b ein Vielfaches vonÓa ist, so giltXÓa,

Ó
b\2 =

||Óa|| × ||Ób||. Wenn
Ó
b = 0, so sind beide Seiten der Gleichung= 0. Wenn

Ó
b ¹ 0 undÓa = ΛÓb,

so gilt XÓa,
Ó
b\2 = XΛÓb,

Ó
b\2 = Λ2XÓb,

Ó
b\2 = Λ2XÓb,

Ó
b\XÓb,

Ó
b\ = XΛÓb,Λ

Ó
b\ × XÓb,

Ó
b\ = üÓaü2üÓbü2. à

ÜBUNGSAUFGABEN 1.12.

(1) SeiÓa Î Rn, Λ Î R. Zeigen Sie:
(a) üΛÓaü = |Λ| × üÓaü.
(b) ü 1üÓaü Óaü = 1.

(2) SeienÓa,
Ó
bÎ Rn. Zeigen Sie:

üÓa+ Óbü2 - üÓa- Óbü2 = 4XÓa,
Ó
b\.

Nun können wir wie imR2 zeigen:

SATZ 1.13. SeienÓa,
Ó
b imRn, und seij der Winkel, denÓa und

Ó
b einschließen. Dann gilt

cos(j) =
XÓa,
Ó
b\

üÓaü × üÓbü .
Beweisskizze:XÓa, Óa\ + XÓb,

Ó
b\ - 2üÓaüüÓbü cos(j) = XÓa- Ób, Óa- Ób\. à

Im R3 gibt es eine Rechenoperation, die einen Vektor liefert, derauf zwei gegebene
VektorenÓa und

Ó
b normal steht: das Kreuzprodukt.

DEFINITION 1.14. Der Vektor

J a1
a2
a3
N ´ J b1

b2
b3

N := J a2b3-a3b2
-(a1b3-a3b1)

a1b2-a2b1

N
ist dasKreuzproduktvon J a1

a2
a3
N undJ b1

b2
b3

N in R3.
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SATZ 1.15. SeienÓa = J a1
a2
a3
N und

Ó
b = J b1

b2
b3

N in R3. Dann gilt:

(1) Óa´ Ób ist normal aufÓa und auf
Ó
b.

(2) üÓa´ Óbü2 = üÓaü2 × üÓbü2 - XÓa,
Ó
b\ 2.

(3) üÓa ´ Óbü ist die Fläche des Parallelogramms, das von den VektorenÓa und
Ó
b

aufgespannt wird.

Beweis: (1): Es gilt

XÓa´ Ób, Óa\ = (a2b3 - a3b2)a1 - (a1b3 - a3b1)a2 + (a1b2 - a2b1)a3 = 0.

XÓa ´ Ób,
Ó
b\ = 0 wird in der Vorlesung nachgerechnet. (2): Vorlesung. (3):Wir nehmen

an, dassÓa ¹ 0 und
Ó
b ¹ 0.

�
�

�
�

�
�

�
�7

-�
�

�
�

�
�

�
�

Óa

Ó
b h

j

Wir erhalten für die Höheh auf Óa
h = üÓbü × sin(j)

und für den Flächeninhalt

F = üÓaü × h = üÓaü × üÓbü × sin(j).

Somit gilt

F2 = üÓaü2 × üÓbü2 × (sin(j))2,

= üÓaü2 × üÓbü2 × (1- (cos(j))2)

= üÓaü2 × üÓbü2 - XÓa,
Ó
b\2.

Aus (2) ergibt sich jetzt
F2 = üÓa´ Óbü2.

à

Durch die Bedingungen an Richtung und Länge ist der VektorÓa´ Ób fast schon eindeu-
tig bestimmt. Zusätzlich gilt: Zeigt der Daumen der rechtenHand in RichtungÓa, der
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Zeigefinger in Richtung
Ó
b, und ist der Mittelfinger normal aufÓa und

Ó
b, dann zeigt er in

die Richtung vonÓa´ Ób.

In[9]:= Kreuzprodukt [{a1_, a2_, a3_},{b1_, b2_, b3_}] :=

{a2 * b3 - a3 * b2,-(a1 * b3 - a3 * b1), a1 * b2 - a2 * b1}

In[10]:= Kreuzprodukt [{1,-2, 3},{0, 2,-1}]

Out[10]= {-4,1,2}

Die Mathematica-FunktionCross liefert ebenfalls das Kreuzprodukt.

ÜBUNGSAUFGABEN 1.16.

(1) Zeigen Sie, dass für alleÓa,
Ó
bÎ R3 gilt: Óa´ Ób = -Ób´ Óa.

(2) SeienÓa,
Ó
b Î R3. Zeigen Sie unter Verwendung der Gleichheitsaussage in derCauchy-Ungleichung (Satz 1.11) und

Satz 1.15 (2), dassÓa´ Ób genau dann 0 ist, wennÓa = 0 oder
Ó
b ein Vielfaches vonÓa ist.

(3) Zeigen Sie, dass folgende Gleichheit für alleÓa,
Ó
b,Óc,
Ó
d Î R3 gilt (Lagrange-Identität).

XÓa´ Ób,Óc´ Ód\ = XÓa,Óc\ × XÓb,
Ó
d\ - XÓb,Óc\ × XÓa,

Ó
d\.

(4) Zeigen Sie, dass folgende Gleichheit für alleÓa,
Ó
b,Óc,
Ó
d Î R3 gilt:

XÓa´ Ób,Óc\ = XÓb´ Óc, Óa\.

(5) Zeigen Sie, dass für alleÓa,
Ó
b,Óc Î R3 gilt:

Óa´ (Ób´ Óc) = XÓc, Óa\ × Ób- XÓb, Óa\ × Óc.

(6) Zeigen Sie, dass folgende Gleichheit für alleÓa,
Ó
b,Óc Î R3 gilt (Jacobi-Identität):

Óa´ (Ób´ Óc) + Ób´ (Óc´ Óa) + Óc´ (Óa´ Ób) = 0.

8. Geraden und Ebenen im Raum

8.1. Parameterdarstellung einer Geraden.Genau wie imR2 lässt sich eine Ge-
rade imR3 durch eine Parameterdarstellung mit einem Punkt und einem Richtungs-
vektor angeben. Zum Beispiel,

g : J x
y
z
N = J 2

3
-1
N + Λ × J 1

-1
3
N.
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8.2. Parameterdarstellung einer Ebene.Wie kann man die Ebenee beschrei-
ben, die die drei PunkteP = J 2

3
-1
N, Q = J 3

2
2
N, undR= J 4

2
-4
N enthält?
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Die Ebenee ist die Menge aller Punkte, die man erreicht, indem man vonP aus ein
Stück in RichtungQ, und dann ein Stück in die Richtung vonP nachR geht.

e= {P+ Λ ×
Ó

PQ+ Μ ×
Ó

PR| Λ,Μ Î R},
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das heißt, die Punkte der Ebene sind von der Form

e : J x
y
z
N = J 2

3
-1
N + Λ × J 1

-1
3
N + Μ × J 2

-1
-3
N.

Eine Ebene lässt sich also durch einen Punkt und 2 Richtungsvektoren beschreiben.

8.3. Implizite Darstellung einer Ebene. Es seie die Ebene durch den Punkt

J 2
-1
4
N, die normal auf den VektorÓn = J 1

3
-2
N ist. Wir nennenÓn den Normalvektor von

e.

Die Ebenee ist die Menge aller PunkteJ x
y
z
N, sodass der VektorJ x

y
z
N- J 2

-1
4
N normal aufÓn

ist, also

XJ x
y
z
N - J 2

-1
4
N, Ón\ = 0.

Einsetzen der Werte ergibt dieimplizite Darstellung der Ebene,

e= {J x
y
z
N Î R3 | x+ 3y- 2z= -9}.

Ein Normalvektor vone lässt sich direkt aus den Koeffizienten der Ebenengleichung
ablesen.

8.3.1. Verwandlung von Parameterdarstellung in implizite Darstellung. Wir ver-
wandeln

e : J x
y
z
N = J 2

3
-1
N + Λ × J 1

-1
3
N + Μ × J 2

-1
-3
N

in implizite Form Dazu suchen wir zuerst einen VektorÓn, der auf beide Richtungsvek-
toren der Ebene normal ist. Dann istÓn auf die ganze Ebene normal. Wir beschreiben 2
Möglichkeiten einen solchen Normalvektor zu finden:

(1) Wir suchenÓn = J n1
n2
n3
N so, dass

XJ 1
-1
3
N, Ón\ = 0 und

XJ 2
-1
-3
N, Ón\ = 0.

Das heißt, wir müssen das lineare Gleichungssystem

n1 - n2 + 3n3 = 0

2n1 - n2 - 3n3 = 0

lösen. Klarerweise istn1 = n2 = n3 = 0 eine Lösung, aber wir wollen einen
Vektor Ón, der nicht der Nullvektor ist. Wie man alle Lösungen eines linearen
Gleichungssystems findet, werden wir im Kapitel 3 sehen.

(2) Alternativ finden wirÓn auch als Kreuzprodukt der beiden Richtungsvektoren.

Ón = J 1
-1
3
N ´ J 2

-1
-3
N = J 6

9
1
N
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Der VektorÓn ist normal auf die Ebene. Ein PunktJ x
y
z
N liegt also genau dann ine, wenn

der VektorJ x
y
z
N - J 2

3
-1
N normal aufÓn ist. Wir berechnen

XJ x
y
z
N - J 2

3
-1
N, Ón\ = 0

und erhalten
6x+ 9y+ z= 38.

Somit hat die Ebeneedie implizite Darstellung

e= {J x
y
z
N Î R3 | 6x+ 9y+ z= 38}.

8.3.2. Verwandlung von impliziter Darstellung in Parameterdarstellung. Wir ver-
wandelne : x+ 3y- 2z = -9 in parametrisierte Form. Wir beschreiben die Lösungs-
menge der Gleichung, indem wirz = Μ undy = Λ setzen und dannx durchΛ undΜ
ausdrücken. Wir erhaltenx = -9 - 3Λ + 2Μ. Somit liegt für alle WerteΛ,Μ Î R der

PunktJ -9-3Λ+2Μ
Λ
Μ
N in der Ebene. Die Ebene hat also die parametrisierte Darstellung

e : J x
y
z
N = J -9

0
0
N + Λ × J -3

1
0
N + Μ × J 2

0
1
N.

8.4. Implizite Darstellung einer Geraden. Offenbar kann man eine Gerade im
Raum nicht durch eine einzige lineare Gleichung inx, y, zbeschreiben. Solche Glei-
chungen beschreiben nämlich Ebenen im Raum. Jede Gerade kann man aber implizit
als Schnitt zweier Ebenen, das heißt als Lösungsmenge von 2 linearen Gleichungen
beschreiben. Beispielsweise ist

g= {J x
y
z
N Î R3 | 2x- y+ 3z= 1, x+ 4y- 2z= 3}

die Gerade, die sowohl in der Ebene mit der Gleichung 2x- y+ 3z= 1 als auch in der
Ebene mit der Gleichungx+ 4y- 2z= 3 liegt.

Zwei Ebenen im Raum, die nicht parallel sind, schneiden sichimmer in einer Geraden.
Parallele Ebenen erkennt man daran, dass ihre Normalvektoren in dieselbe Richtung
zeigen. Also sind etwa 2x- y+ 3z= 1 und-4x+ 2y- 6z= 3 parallel.

8.4.1. Verwandlung von Parameterdarstellung in implizite Darstellung. Wir ver-
wandeln

g : J x
y
z
N = J 2

3
-1
N + Λ × J 1

-1
3
N

in implizite Form. Dazu suchen wir 2 Ebenen, die die Gerade enthalten. Liegtg in

einer Ebene mit NormalvektorÓn, dann istÓn normal auf den RichtungsvektorJ 1
-1
3
N der

Geraden. Zusätzlich liegt der PunktJ 2
3
-1
N in der Ebene.

Auf einen VektorJ a
b
c
N sind beispielsweiseJ b

-a
0
N, J c

0
-a
N und J 0

c
-b
N normal. Wir wählen

n1 = J 1
1
0
N und n2 = J 3

0
-1
N als Vektoren, die im rechten Winkel aufJ 1

-1
3
N stehen. Damit



28 1. GEOMETRIE IN DER EBENE UND IM RAUM

liegt g in den Ebenen durch den PunktJ 2
3
-1
N, die normal aufn1 bzw.n2 sind. Die Gerade

ist also der Durchschnitt der beiden Ebenen

e1 : x+ y = 5, und

e2 : 3x- z= 7.

Wir haben
g= {J x

y
z
N Î R3 | x+ y = 5, 3x- z= 7}.

8.4.2. Verwandlung von impliziter Darstellung in Parameterdarstellung. Um eine
Parameterdarstellung von

g= {J x
y
z
N Î R3 | 2x- y+ 3z= 1, x+ 4y- 2z= 3}

zu erhalten, lösen wir das lineare Gleichungssystem

2x- y+ 3z = 1,

x+ 4y- 2z = 3.

Eine Methode dafür werden wir im Kapitel 3 vorstellen.



KAPITEL 2

Matrizen

1. Die Definition von Matrizen

Wir haben bereitsVektorenkennen gelernt; solche Paare reeller Zahlen haben wir be-
nutzt, um Punkte in der Ebene zu beschreiben. In der Geometrie brauchen wir auch
Matrizen. Matrizen eignen sich besonders gut, um etwa Drehungen oderSpiegelungen
zu beschreiben.

EineMatrix ist ein rechteckiges Zahlenschema. Zunächst einige Beispiele:

BEISPIELE 2.1.

ê K 1 3 5
7 2 1 O ist eine 2́ 3-Matrix.

ê K 1 2
3 5 O ist eine 2́ 2-Matrix.

ê K 3
1 O ist eine 2́ 1-Matrix.

ê I 1 2 7 M ist eine 1́ 3-Matrix.

Eine Matrix mitmZeilen undn Spalten bezeichnen wir als einem´n-Matrix. WennA
einem´ n-Matrix ist, undi Î {1, 2,¼, m} und j Î {1, 2,¼, n}, so bezeichnen wir mit
A(i, j ), A[i, j ] oderAi, j den Eintrag, der beiA in der i-ten Zeile undj-ten Spalte steht.
Für

A = I 1 3 5
7 2 1M

gilt zum BeispielA2,1 = 7. Die Menge allerm´ n-Matrizen kürzen wir mitRm´n ab.

Wir müssen noch den Begriff “rechteckiges Zahlenschema” klären. Man kann eine
m´ n-Matrix A mit Einträgen ausR als Funktion von{1, 2,¼, m} ´ {1, 2,¼, n} nach
R definieren. Der Eintrag, der in der 2. Zeile und 4. Spalte steht, ist dann der Funkti-
onswertA(2, 4). Diese Sichtweise gibt auch recht gut wieder, was eine Implementation
des abstrakten Datentyps “Matrix” können muss. Es muss möglich sein, eine Funkti-
onLiefereEintrag zu schreiben, sodassLiefereEintrag (A, i, j) den
Eintrag vonA an deri-ten Zeile undj-ten Spalte, also den FunktionswertA(i, j ), zu-
rückgibt.

29
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In Mathematica geben wir die Matrix

A = K1 2 3
4 5 6O

wie folgt ein.

In[11]:= A = {{1, 2, 3}, {4, 5, 6}}

Out[11]= {{1,2,3},{4,5,6}}

In[12]:= MatrixForm [A]

Out[12]= J1 2 3
4 5 6

N
In[13]:= A = {{5, 7, 8},{-2, 3, 5}}

Out[13]= {{5,7,8},{-2,3,5}}

In[14]:= MatrixForm [A]

Out[14]= J 5 7 8
-2 3 5

N
In[15]:= A[[2]] [[1]]

Out[15]= -2

2. Die Addition von Matrizen

Zwei Matrizen kann man addieren, wenn sie gleich viele Zeilen und gleich viele Spal-
ten haben. Wie man zwei Matrizen von gleichem Format addiert, erklären wir mit
folgenden Beispielen.

AUFGABEN 2.2.

ê K 1 3 5
7 2 1 O + K -1 -2 3

6 5 -3 O = K 0 1 8
13 7 -2 O

ê K 1 -3
2 0 O + K 0 3

7 1 O = K 1 0
9 1 O

ê K 1 5
3 7 O + K 2 -3

-4 0 O = K 3 2
-1 7 O

ê K 1 3
1 0 O - K 2 1

3 5 O = K -1 2
-2 -5 O.

Wir fassen zusammen, wie diese Addition funktioniert: ZweiMatrizenA Î Rm´k, B Î
R

n´l lassen sich genau dann addieren, wennm = n und k = l gilt, d.h. wenn die
Matrizen von gleichem Format sind. WennC die Matrix A + B ist, dann hat auchC
das Formatm´ k, und für allei Î {1, 2,¼, m} und j Î {1, 2,¼k} berechnet man den
EintragCi, j durch

Ci, j = Ai, j + Bi, j .
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In[16]:= A = {{1, 4, 3},{0, 1, 0}};

In[17]:= B = {{-7, 5, 0},{23,-7, 16}};

In[18]:= A + B

Out[18]= {{-6,9,3},{23,-6,16}}

In[19]:= MatrixForm [%]

Out[19]= J-6 9 3
23 -6 16

N

3. Die Multiplikation einer Matrix mit einer reellen Zahl

Eine Matrix A wird mit einer reellen Zahl multipliziert, indem jeder Eintrag mit der
Zahl multipliziert wird. Wir geben dazu wieder ein Beispiel:

AUFGABE 2.3.

2 × K 3 5
7 8 O = K 6 10

14 16 O .
Wir formulieren wieder allgemein, wie man eine reelle Zahl mit einer MatrixA multi-
pliziert. Wennt eine reelle Zahl, undA einem´n-Matrix ist, so ist die MatrixC := t ×A
ebenfalls einem´ n-Matrix. Die Einträge vonC sind dadaurch gegeben, dass für alle
i Î {1, 2,¼, m}, j Î {1, 2,¼, n} gilt:

Ci, j = t Ai, j .

In[20]:= A = {{2, 5},{3, 4},{10, 2}}

Out[20]= {{2,5},{3,4},{10,2}}

In[21]:= MatrixForm [(-10) * A]

Out[21]= K -20 -50
-30 -40
-100 -20

O

4. Die Multiplikation von Matrizen

Zwei MatrizenA, B können genau dann miteinander multipliziert werden, wennA
genausoviele Spalten wieB Zeilen hat. Einek´ l -Matrix ist also mit einerm´n-Matrix
multiplizierbar, wennl = m. Das Ergebnis dieser Multiplikation ist einek´ n-Matrix.
Wir erklären die Matrixmultiplikation zunächst anhand eines Beispiels.

AUFGABE 2.4.

J 3 1 2
2 5 4

N × J 3 9 3
1 8 5
7 1 -4

N =

J 3 × 3+ 1 × 1+ 2 × 7 3 × 9+ 1 × 8+ 2 × 1 3 × 3+ 1 × 5+ 2 × (-4)
2 × 3+ 5 × 1+ 4 × 7 2 × 9+ 5 × 8+ 4 × 1 2 × 3+ 5 × 5+ 4 × (-4) N.
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Daher gilt

J 3 1 2
2 5 4 N × J

3 9 3
1 8 5
7 1 -4

N = J 24 37 6
39 62 15N.

Wenn man einek´m-Matrix A mit einerm´n-Matrix B multipliziert, so ist das Produkt
C einek ´ n-Matrix. Für i Î {1, 2,¼, k} und j Î {1, 2,¼, n} ist der EintragCi, j das
Skalarprodukt aus deri-ten Zeile vonA und derj-ten Spalte vonB. Wir rechnen noch
einige Beispiele:

AUFGABEN 2.5.

ê J 1 3 2
0 -1 3

N × J 5 2
1 7
8 -2

N = J 24 19
23 -13

N.
ê J 1 2 3 N × J 2 5

3 7 N ist nicht definiert, da die erste Matrix 3 Spalten und die

zweite Matrix 2 Zeilen hat, und 2 nicht gleich 3 ist.

WennA eine 2´ 3 undB eine 3´ 1-Matrix ist, dann ist das ProduktA × B eine 2´ 1-
Matrix. Das ProduktB × A ist nicht definiert. Selbst dann, wenn beide ProdukteA × B
und B × A definiert sind, müssen die Ergebnisse nicht gleich sein. Dazu rechnen wir
folgende Beispiele:

AUFGABEN 2.6.

J 1 0
-1 1 N × J 2 3

0 1 N = J 2 3
-2 -2 N

J 2 3
0 1 N × J 1 0

-1 1 N = J -1 3
-1 1 N.

( 1 2 5 ) ×
æçççççç
è

5
1
2

ö÷÷÷÷÷÷
ø

= (17)

æçççççç
è

5
1
2

ö÷÷÷÷÷÷
ø

× ( 1 2 5 ) =
æçççççç
è

5 10 25
1 2 5
2 4 10

ö÷÷÷÷÷÷
ø

Das erste Beispiel noch einmal in Mathematica.

In[22]:= A = {{3, 1, 2}, {2, 5, 4}};

B = {{3, 9, 3},{1, 8, 5},{7, 1,-4}};

In[23]:= MatrixForm [A.B]

Out[23]= J24 37 6
39 62 15

N



5. RECHENREGELN FÜR DIE ADDITION UND MULTIPLIKATION VON MATRIZEN 33

5. Rechenregeln für die Addition und Multiplikation von Mat rizen

Wir haben bereits gesehen, dass nicht für alle MatrizenA × B = B × A gelten muss.
Einige Rechenregeln, die wir vom Rechnen mit Zahlen kennen,gelten aber auch für
Matrizen.

SATZ 2.7 (Assoziativität der Matrizenmultiplikation).Seien k, l, m, nÎ N, und seien
A Î Rk´l , B Î Rl´m, C Î Rm´n. Dann gilt

(A × B) ×C = A × (B ×C).

SATZ 2.8 (Rechtsdistributivität der Matrizenmultiplikation). Seien k, l, mÎ N, und
seien A, BÎ Rk´l , C Î Rl´m. Dann gilt

(A+ B) ×C = (A ×C) + (B ×C).

SATZ 2.9 (Linksdistributivität der Matrizenmultiplikation).Seien k, l, mÎ N, und sei-
en AÎ Rk´l , B,CÎ Rl´m. Dann gilt

A × (B+C) = (A × B) + (A ×C).

Es ist nicht schwierig, die Assoziativität der Matrizenmultiplikation zu beweisen, wenn
A, B, C alle 2´ 2-Matrizen sind. Man berechnet

IJ a b
c d

N × J e f
g h

NM × J i j
k l

N
und

J a b
c d

N × IJ e f
g h

N × J i j
k l

NM,
und stellt fest, dass beide Ergebnisse gleich sind. Für Matrizen von beliebigem Format
braucht man folgende Definition der Matrixmultiplikation:WennA einek´m-Matrix,
B eine m ´ n-Matrix, und C = A × B ist, so gilt für alle i Î {1, 2,¼, k} und alle
j Î {1, 2,¼, n}

C[i, j ] :=
m

â
r=1

A[i, r ] × B[r, j ].

Der Beweis der Assoziativität der Matrizenmultiplikationwird in der Vorlesung be-
sprochen.

SATZ 2.10 (Zusammenhang zwischen zwei Multiplikationen).Seien m, nÎ N, sei
A Î Rm´n, und sei tÎ R. Dann gilt (tA) × B = t(A × B).
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6. Die Multiplikation von Vektoren und Matrizen

Seiv = I -2
4 M undA = J -3 4

1 0
-1 1

N. Dann ist der VektorA × v gegeben durch

A × v = J -3 4
1 0
-1 1

N × K -2
4 O =

æçççççç
è

6+ 16
-2+ 0

2+ 4

ö÷÷÷÷÷÷
ø

.

Das Ergebnis ist ein Vektor imR3.

Die Multiplikation sieht also genauso aus wie die Multiplikation der 3´ 2-Matrix

J -3 4
1 0
-1 1

N mit der 2´ 1-Matrix I -2
4 M. Bei der Matrizenmultiplikation ist das Ergebnis

aber eine 3́ 1-Matrix.

Mit Mathematica wird der Unterschied deutlich:

In[24]:= A = {{-3, 4},{1, 0},{-1, 1}};

v = {-2, 4};

x = A.v
Out[24]= {22,-2,6}

In[25]:= A = {{-3, 4},{1, 0},{-1, 1}};

v = {{-2},{4}};

x = A.v
Out[25]= {{22},{-2},{6}}

In[26]:= A = {{-3, 4},{1, 0},{-1, 1}};

v = {{-2, 4}};

x = A.v

Hier liefert Mathematica eine Fehlermeldung.
Out[26]= {{-3,4},{1,0},{-1,1}}.{{-2,4}}

Seiv = (-4, 3, 2) undA = J -3 5
1 0
-1 1

N. Dann ist der Vektorv × A gegeben durch

(-4, 3, 2) × J -3 5
1 0
-1 1

N = (12+ 3- 2, -20+ 2) = (13,-18).
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Das Ergebnis ist ein Vektor imR2.

Die Multiplikation sieht also genauso aus wie die Multiplikation der 1´ 3-Matrix

(-4 3 2) mit der 3´ 2-Matrix J -3 5
1 0
-1 1

N. Bei der Matrizenmultiplikation ist das Er-

gebnis aber eine 1́ 2-Matrix.

Wenn man diese Multiplikation “Matrix mal Vektor” verwendet, lassen sich lineare
Gleichungssysteme kürzer anschreiben.

3x+ 4y- 2z = 1

2x+ 5y- 8z = 2

läßt sich dann als

K 3 4 -2
2 5 -8 O ×

æçççççç
è

x
y
z

ö÷÷÷÷÷÷
ø

= K 1
2 O

schreiben. Im allgemeinen erhält man beimGleichungen undn Unbekannten die Form

A × x = b,

wobeiA einem´ n-Matrix ist, x ein Vektor imRn undb ein Vektor imRm.

Die FunktionLinearSolve[A,b] liefert eine Lösung des linearen Gleichungssy-
stemsA × x = b.

Wir lösen zum Beispiel 2x- 3y = 5.

In[27]:= LinearSolve [{{2, -3}}, {5}]

Out[27]= 95
2
,0=

Später werden wir sehen, wie man alle Lösungen erhält.

7. Das Transponieren von Matrizen

Beim Transponiereneiner Matrix wird die Matrix an der Hauptdiagonale gespiegelt.

K 1 4 -3
2 -5 3 O

T

=
æçççççç
è

1 2
4 -5
-3 3

ö÷÷÷÷÷÷
ø

WennA einem´ n-Matrix ist, so istAT einen´m-Matrix, und für allei Î {1, 2,¼, n}
und j Î {1, 2,¼, m} gilt

AT(i, j ) = A( j, i).

In[28]:= A = {{1, 4,-3},{2,-5, 3}};

In[29]:= MatrixForm [A]
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Out[29]= J1 4 -3
2 -5 3

N
In[30]:= B = Transpose [A]

Out[30]= {{1,2},{4,-5},{-3,3}}

In[31]:= MatrixForm [B]

Out[31]= K 1 2
4 -5
-3 3

O
SATZ 2.11. Seien l, m, nÎ N, sei AÎ Rl´m, und seien B,CÎ Rm´n. Dann gilt:

(1) (A × B)T = BT × AT

(2) (B+C)T = BT +CT

ÜBUNGSAUFGABEN 2.12.

(1) Berechnen Sie für die Matrix

A := K 0 -2 3
8 7 6 O

die Matrix B := AT × A.
(2) Berechnen Sie(A- B) ×CT für die Matrizen

A = K 1 3
4 -2

O , B= K -2 -3
2 2

O ,C = æççççççç
è

0 1
1 -1
2 0

ö÷÷÷÷÷÷÷
ø

.

(3) Finden Sie eine MatrixX, sodaßA × X = B, wobeiA = J -4 0
1 2N, B = J -4 -8

7 10 N. (Hinweis: Bestimmen Sie jede Spalte

von X durch Lösen eines linearen Gleichungssystems.)

8. Die Einheitsmatrizen

K 1 0
0 1 O K 2 -1

3 2 O = K 2 -1
3 2 O

æçççççç
è

3 5
4 2
8 1

ö÷÷÷÷÷÷
ø

K 1 0
0 1 O =

æçççççç
è

3 5
4 2
8 1

ö÷÷÷÷÷÷
ø

Die Matrix

En =

æçççççççççç
è

1 0 ¼ 0
0 1 ¼ 0
¶ ¶ ¸ ¶

0 0 ¼ 1

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

heißt Einheitsmatrix vom Formatn´ n. Man sieht leicht, daß für jedem´ n-Matrix A
und jeden´ k-Matrix B gilt:

A × En = A,

En × B = B.
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Besonders einfach zu lösen sind Gleichungssysteme mit der Einheitsmatrix: Das Glei-
chungssystem

K 1 0
0 1 O K x

y O = K 4
2 O

hat die Lösungx = 4, y = 2, und daher die LösungsmengeL = {(4, 2)}.

In[32]:= A = -24 * IdentityMatrix [5];

MatrixForm [A]

Out[32]= K
-24 0 0 0 0
0 -24 0 0 0
0 0 -24 0 0
0 0 0 -24 0
0 0 0 0 -24

O

9. Das Invertieren von Matrizen

Betrachtet man die Gleichung 5x = 7, so erhält man die Lösungx = 7
5 durch Multipli-

kation beider Seiten mit15 (des Inversen von 5). Wir betrachten das Gleichungssystem

K 2 3
5 -5 O K x

y O = K 12
-20 O

Seien wir nun optimistisch, und stellen wir uns vor, wir haben eine MatrixA = K a b
c d O,

sodass

K a b
c d O K 2 3

5 -5 O = K 1 0
0 1 O .

Für die Lösungen des Gleichungssystems muss dann auch gelten:

A × K 2 3
5 -5 O K x

y O = A × K 12
-20 O

K x
y O = A × K 12

-20 O
Wie bestimmen wir so eine MatrixA? Wir suchen eine MatrixA = K a b

c d O die

folgende Eigenschaft besitzt:

K a b
c d O K 2 3

5 -5 O = K 1 0
0 1 O
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Durch Ausmultiplizieren erhalten wir folgendes Gleichungssystem:

2a+ 5b = 1

3a- 5b = 0

2c+ 5d = 0

3c- 5d = 1

Lösen wir dieses, so erhalten wir

K a b
c d O = K 0, 2 0, 12

0, 2 -0, 08 O = 1
25
K 5 3

5 -2 O .
Nun können wir auch die Lösung des ursprünglichen Systems berechnen:

K x
y O = 1

25
K 5 3

5 -2 O K 12
-20 O = K 0

4 O
Somit ist(0, 4) der einzige Kandidat für eine Lösung des Systems. Da(0, 4) auch wirk-
lich Lösung ist, ergibt sich als LösungsmengeL = {(0, 4)}.

DEFINITION 2.13. SeiA einen ´ n-Matrix überR. A heißtinvertierbar, falls es eine
n´ n-Matrix B mit A × B = B × A = En gibt.

SATZ 2.14. Seien A1, A2 invertierbare Matrizen inRn´n. Dann ist auch A1 × A2 inver-
tierbar.

Beweis.SeienA1, A2 Î R
n´n invertierbar. Es gibt daher MatrizenB1, B2, sodassA1×B1 =

B1 ×A1 = En undA2 ×B2 = B2 ×A2 = En. Dann gilt(A1 ×A2) × (B2 ×B1) = A1 × (A2 ×B2) ×B1 =
A1 × En × B1 = A1 × B1 = En. Somit istA1 × A2 invertierbar.à

SATZ 2.15. Sei A eine invertierbare Matrix inRn´n, und sei B so, dass A×B = B×A = En.
Sei C eine Matrix mit A×C = En. Dann gilt B= C.

Beweis.Es giltC = En ×C = (B × A) ×C = B × (A ×C) = B × En = B.à

Zu jeder invertierbaren MatrixA gibt es also genau eine MatrixB mit A ×B = En. Diese
Matrix B kürzen wir mitA-1 ab.

DEFINITION 2.16. SeiA einen ´ n-Matrix. A ist regulär genau dann, wennA inver-
tierbar ist.A ist singulärgenau dann, wennA nicht invertierbar ist.

ÜBUNGSAUFGABEN 2.17.

(1) Zeigen Sie, dass füra, b, c, dÎ Rmit ad ¹ bc die Matrix J a b
c d N invertierbar ist, und dass

J a b
c d N-1

=
1

ad- bc
J d -b
-c a N

gilt.
(2) SeiA einem´m- Matrix, für die es einn Î Nmit An = 0 gibt, und seiE diem´m-Einheitsmatrix. Zeigen Sie, dass

E - A invertierbar ist.Hinweis:Denken Sie beim Auffinden der inversen Matrix an11-x = Ú¥i=0 xi .
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SATZ 2.18. Seien A, BÎ Rn´n invertierbare Matrizen.

(1) A-1 ist invertierbar, und es gilt(A-1)-1 = A.
(2) AT ist invertierbar, und es gilt(AT)-1 = (A-1)T .
(3) A × B ist invertierbar, und es gilt(A × B)-1 = B-1 × A-1.

Beweis.

(1) Es giltA-1 ×A = A×A-1 = En. Also istA-1 invertierbar, undB := A ihre inverse
Matrix.

(2) Es giltA × A-1 = A-1 × A = En. Durch Transponieren erhält man(A-1)T × AT =
AT × (A-1)T = En. Folglich istAT invertierbar, und die inverse Matrix zuAT ist
(A-1)T .

(3) Es gilt(A × B) × (B-1 × A-1) = En und(B-1 ×A-1) × (A ×B) = En. Folglich istA ×B
invertierbar, und die inverse Matrix vonA × B ist B-1 × A-1.

à

Den folgenden Satz werden wir erst später beweisen:

SATZ 2.19. Sei AÎ Rn´n, und sei BÎ Rn´n so, dass A×B = En. Dann ist A invertierbar.
Außerdem ist dann B die zu A inverse Matrix.

Wir berechnen jetzt die inverse Matrix vonJ 1 3
2 -4 N durch den Ansatz

J 1 3
2 -4

N × J a b
c d

N = J 1 0
0 1

N.
In[33]:= A = {{1, 3},{2,-4}};

LinearSolve [A, {1, 0}]

Out[33]= 92
5
,
1

5
=

Also a = 0.4, c= 0.2.

In[34]:= A = {{1, 3},{2,-4}};

LinearSolve [A, {0, 1}]

Out[34]= 9 3

10
,-

1

10
=

Also b = 0.3, d = -0.1.

Die FunktionInverse berechnet die inverse Matrix; die Funktion̂(-1) macht
leider etwas ganz anderes.
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In[35]:= A = {{1, 3},{2,-4}};

B = Inverse [A];

MatrixForm [B]

Out[35]= K
2

5

3

10
1

5
-
1

10

O
In[36]:= A.B

Out[36]= {{1,0},{0,1}}

In[37]:= B.A

Out[37]= {{1,0},{0,1}}

In[38]:= Aˆ (-1)

Out[38]= 991, 1
3
=,91

2
,-

1

4
==

In[39]:= A.Aˆ (-1)

Out[39]= 995
2
,-

5

12
=,90, 5

3
==



KAPITEL 3

Lineare Gleichungssysteme

1. Beispiele

Wir betrachten zunächst vier Gleichungssysteme und bestimmen ihre Lösungsmenge.
Dabei geht es uns noch nicht darum, ein Lösungsverfahren fürlineare Gleichungssy-
steme zu entwickeln (das kommt später), sondern nur darum, ein paar typische Phäno-
mene zu beobachten.

(1) Man bestimme alle Paare(x, y) in R2, die sowohl die Gleichungx + y = -1
als auch die Gleichung 3x+2y = -5 erfüllen. Wir suchen also alle Lösungen
des Gleichungssystems

(3.1)
x+ y = -1 (1)

3x+ 2y = -5 (2).

Lösung:WennI x
y M eine Lösung des Gleichungssystems ist, dann giltx+ y =

-1. Daher gilt auch-3x- 3y = 3. Somit ist jede Lösung des Systems (3.1)
auch eine Lösung von

(3.2)
-3x- 3y = 3 (1’)

3x+ 2y = -5 (2).

Wenn-3x-3y = 3 und 3x+2y = -5, dann gilt auch(-3x-3y)+(3x+2y) =
3+ (-5), also-y = -2. Daher mussy = 2 sein. Da aberx+ y = -1 ist, muss
x = -1 - y sein, und daher istx = -3. Daher ist nurI -3

2 M als Lösung des
Gleichungssystems möglich.

Wir probieren nun aus, obI -3
2 M auch wirklich eine Lösung ist. Tatsächlich

gilt -3+ 2 = -1 und 3× (-3) + 2 × 2 = -5. Daher ist die Menge

L = {I -3
2 M}

die Lösungsmenge des Gleichungssystems.
Wir interpretieren dieses Beispiel jetzt geometrisch. Jene PunkteI xy M im

R
2, die die Gleichungx+ y = -1 erfüllen, liegen auf einer Geraden (eben auf

der Geraden mit Gleichungx+ y = -1). Jene PunkteI x
y M, die die Gleichung

3x + 2y = -5 erfüllen, liegen auf der Geraden mit Gleichung 3x + 2y =
-5. Die Lösungsmenge des Gleichungssystems enthält alle Punkte, die auf
beiden Geraden liegen. Wenn die beiden Geraden nicht parallel sind, so gibt
es genau einen Punkt, der auf beiden Geraden liegt, nämlich den Schnittpunkt

41
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der beiden Geraden. Dieser Schnittpunkt ist in diesem Beispiel der PunktI -3
2 M.

(2) Wir suchen alle Lösungen des Gleichungssystems

(3.3)
x+ 3y = -1 (1)

-3x- 9y = 2 (2).

Lösung:WennI x
y M eine Lösung des Gleichungssystems ist, dann giltx+3y =

-1. Daher gilt auch 3x+ 9y = -3. Somit ist jede Lösung des Systems (3.3)
auch eine Lösung von

(3.4)
3x+ 9y = -3 (1’)

-3x- 9y = 2 (2).

Wenn 3x+ 9y = -3 und-3x- 9y = 2, dann gilt auch

(3.5) (3x+ 9y) + (-3x- 9y) = -3+ 2.

Die linke Seite von (3.5) ist aber immer 0. Jede LösungI x
y M des Gleichungs-

systems (3.3) muss also 0= -3 + 2, also 0= -1 erfüllen. Egal welchex, y
man in die Gleichung (3.5) einsetzt: die Gleichung (3.5) kann nie erfüllt sein.

Somit hat das Gleichungssystem (3.3) keine Lösung. Die Lösungsmenge
ist also die leere Menge, also

L = {} = Æ.

Wir interpretieren dieses Beispiel jetzt geometrisch. DieGeradex+ 3y =
-1 hat den NormalvektorI 13 M. Die Gerade-3x-9y = 2 hat den Normalvektor
I -3
-9 M. Der VektorI -3

-9 M ist ein Vielfaches des VektorsI 13 M. Die beiden Geraden
sind also parallel. Zwei parallele Geraden sind entweder identisch, oder sie
haben keinen gemeinsamen Punkt. Da das Gleichungssystem (3.3) unlösbar
ist, haben die beiden Geraden keinen gemeinsamen Punkt; siesind also zwei
verschiedene parallele Geraden.

(3) Wir suchen alle Lösungen des Gleichungssystems

(3.6)
x+ 5y = -4 (1)

-2x- 10y = 8 (2).

Lösung:WennI x
y M eine Lösung des Gleichungssystems ist, dann giltx+5y =

-4. Daher gilt auch 2x+ 10y = -8. Somit ist jede Lösung des Systems (3.6)
auch eine Lösung von

(3.7)
2x+ 10y = -8 (1’)

-2x- 10y = 8 (2).

Wenn 2x+ 10y = -8 und-2x- 10y = 8, dann gilt auch

(3.8) (2x+ 10y) + (-2x- 10y) = -8+ 8.
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Sowohl die linke als auch die rechte Seite der Gleichung (3.8) ist also 0.
Somit ist die Gleichung (3.8) für alleI xy M in R2 erfüllt. Sie liefert also keine
Einschränkung für die Lösungen.

Nicht jeder PunktI x
y M in R2 ist eine Lösung des Systems (3.6). (Der Punkt

I 0
0 M erfüllt nicht einmal die erste Gleichung.) Wir sehen aber, dass jede Lö-

sung der ersten Gleichung von (3.6) auch eine Lösung der zweiten Gleichung
von (3.6) ist: das liegt daran, dass die zweite Gleichung entsteht, wenn man
beide Seiten der ersten Gleichung mit-2 multipliziert. Man kann also die
zweite Gleichung einfach weglassen (sie liefert keine weitere Einschränkung
für x undy), und nur mehr die Lösungen von

x+ 5y = -4

bestimmen. Wir sehen, dass wir für jeden Wert, den wir füry vorgeben, einen
Wert für x erhalten. Wenn wir füry := t setzen, erhalten wir fürx den Wert
x = -4- 5 t. Somit können wir die LösungsmengeL so angeben:

L = {I -4-5t
t M | t Î R}.

Die LösungsmengeL ist also eine Gerade durchI -4
0 M mit Richtungsvektor

I -5
1 M.

Wir interpretieren dieses Beispiel jetzt geometrisch. DieGleichungenx+
5y = -4 und-2x- 10y = 8 werden von denselbenI x

y M erfüllt. Sie beschrei-
ben also die gleiche Gerade. Der Schnitt dieser beiden Geraden miteinander
ist also genau diese eine Gerade. Und wirklich:X = I -4

0 M + t × I -5
1 M ist genau

die Parameterdarstellung der Geradenx+ 5y = -4.
(4) Wir suchen alle Lösungen des Gleichungssystems

(3.9)

3x+ 4y = -1 (1)

5x+ 10y = -5 (2)

2x+ 8y = -6 (3).

Lösung:Wir multiplizieren die Gleichung(1) mit 5, und die Gleichung(2)
mit -3 und erhalten

(3.10)

15x+ 20y = -5 (1’)

-15x- 30y = 15 (2’)

2x+ 8y = -6 (3).

Jede Lösung von(1¢) und(2¢) erfüllt auch

(15x+ 20y) + (-15x- 30y) = -5+ 15,

also-10y = 10, und somity = -1. Wenny = -1, dann muss wegen der
Gleichung(1) gelten:

3x = -1- 4y,

also 3x = -1+ 4, und somitx = 1.
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Die Frage ist, obI 1
-1 M auch wirklich eine Lösung des Gleichungssystems

ist. Wir haben bis jetzt ja nur so begründet, dass für jede Lösung I x
y M des

Gleichungssystemsx = 1 undy = -1 gelten muss. Wir wissen aber noch
nicht, obI 1

-1 M die Gleichungen(1), (2) und(3) erfüllt. So haben wir etwa die
Gleichung(3) beim Ausrechnen vonx undy noch gar nicht verwendet! Wir
müssen also ausprobieren, obI 1

-1 M wirklich alle drei Gleichungen erfüllt. Es
gilt 3 × 1+ 4 × (-1) = -1, 5 × 1+ 10 × (-1) = -5 und 2× 1+ 8 × (-1) = -6. Das
PaarI 1

-1 M erfüllt also wirklich alle drei Gleichungen, und es gilt somit

L = {I 1
-1 M}.

Wir interpretieren dieses Beispiel jetzt geometrisch. Vonden drei Gera-
den, die durch die Gleichungen(1), (2) und(3) beschrieben werden, sind kei-
ne zwei parallel, da kein Normalvektor ein Vielfaches einesanderen Normal-
vektors ist. Alle drei Geraden gehen durch den PunktI 1

-1 M. Die drei Geraden
gehen also “sternförmig” durch den PunktI 1

-1 M.
Das Gleichungssystem (3.6) zeigt, dass die LösungsmengeL eines linearen Gleichungs-
systems nicht leer oder einelementig sein muss, sondern auch eine unendliche Menge
sein kann. Für die Darstellung der LösungsmengeL des Systems (3.6) gibt es zwei
Möglichkeiten:

(1) Implizite Darstellungder Lösung: Jedes Paar(x, y), dasx+5y = -4 erfüllt, ist
auch eine Lösung für das gesamte Gleichungssystem. Die Lösung kann also
in der Form

L = {(x, y) Î R2 | x+ 5y = -4}

geschrieben werden.
(2) Parametrisierte Darstellungder Lösung: Wir können die Lösungsmenge als

L = {(-4, 0) + t × (-5, 1) | t Î R}

schreiben.

Wollen wir nun überprüfen, ob das Paar(3, 4) in der Lösungsmenge liegt, so müssen
wir bei impliziter Darstellung nurx = 3 undy = 4 in x+ 5y einsetzen. Da wir dabei
23 und nicht-4 erhalten, folgt(3, 4) /Î L. Bei parametrisierter Darstellung müssen wir
dazu das Gleichungssystem

-4- 5 t = 3

t = 4

lösen. Aus der Tatsache, dass dieses System keine Lösung besitzt, können wir(3, 4) /Î
L schließen.

Die implizite Darstellung lässt jedoch keine direkte geometrische Interpretation zu,
während man aus der parametrisierten Darstellung sofort erkennt, dass es sich bei der
Lösungsmenge um eine Gerade imR2 mit der Steigung-1

5 handelt.
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Auch andere Kurven imR2 lassen sich sowohl implizit als auch parametrisiert darstel-
len. So ist zum Beispiel der Kreis mit Radius 1 um den Ursprunggegeben durch

K = {(x, y) Î R2 | x2 + y2 = 1}

= {(cost, sint) | t Î R, 0 £ t < 2Π}.

Wir werden uns überlegen, wie wir die Lösungsmenge von einerDarstellungsform in
die andere umrechnen können. Die jeweiligen Übergänge nennt manParametrisieren
(Lösen) bzw. Implizitisieren.

2. Die Lösung von Gleichungssystemen in Staffelform

Wir betrachten das Gleichungssystem

(3.11)

æçççççççççç
è

1 -5 8 2 -2
0 1 -2 -4 2
0 0 0 -16 8
0 0 0 0 0

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

× x =

æçççççççççç
è

-9
5
16
0

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

.

Dieses Gleichungssystem können wir so lösen:x5 können wir beliebig festlegen. Wir
setzen also

x5 = t.

Wir erhalten
-16x4 + 8 t = 16,

also

x4 = -1+
1
2

t.

Dax3 frei wählbar ist, setzen wirx3 aufs.

Dann erhalten wir
x2 = 5+ 2x3 + 4x4 - 2x5,

also

x2 = 5+ 2s- 4+ 2 t - 2 t

x2 = 1+ 2s.

Schließlich
x1 = -2+ 2s+ t.

Also ergibt sich als Lösungsmenge

L = {J -2
1
0
-1
0

N + s × J 2
2
1
0
0

N + t × J
1
0
0
1
2
1

N | s, tÎ R}.
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Die Matrix

æçççççççççç
è

1 -5 8 2 -2
0 1 -2 -4 2
0 0 0 -16 8
0 0 0 0 0

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

ist eine besonders angenehme Koeffizientenmatrix. Sie ist nämlich in Zeilenstaffel-
form. Wir definieren:

DEFINITION 3.1. SeiA einem´ n-Matrix. A ist in Zeilenstaffelform, wenn esr Î N0
und j1, j2,¼, jr Î {1,¼, n} gibt, sodass

(1) jr > j r-1 > × × × > j 1.
(2) Für allei Î {1, 2,¼, r} gilt: A(i, j i) ¹ 0.
(3) Für allei Î {1, 2,¼, r} und für allek Î {1, 2,¼, n}mit k < j i gilt: A(i, k) = 0.
(4) Für allei Î {1, 2,¼, m}mit i > r und für allek Î {1, 2,¼, n} gilt: A(i, k) = 0.

WennA einem´n-Matrix in Zeilenstaffelform ist, undr wie in obiger Definition, dann
treten in der Lösung vonA × x = 0 genaun- r frei wählbare Parameter auf.

ÜBUNGSAUFGABEN 3.2.

(1) Bestimmen Sie die Lösungsmenge des linearen Gleichungssystems

K 2 0 1 -1
0 1 0 2 O × J

x1
x2
x3
x4

N = J 1
0
N.

Geben Sie die Lösungsmenge in parametrisierter Form an.
(2) Bestimmen Sie die Lösungsmenge des linearen Gleichungssystems

K 1 1 1 -1
0 1 0 2 O × J

x1
x2
x3
x4

N = J 1
0
N.

Geben Sie die Lösungsmenge in parametrisierter Form an.
(3) Bestimmen Sie alle Lösungen des folgenden Gleichungssystems:

2x1 - 1x2 + 1x3 - 1x4 + 1x5 = 12

1x2 + 1x3 - 1x4 + 1x5 = 4

1x3 + 0x4 - 1x5 = 14.

(4) Lösen Sie das Gleichungssystem

æççççççç
è

2 5 7 3 2
0 1 0 -1 0
0 0 -1 0 2

ö÷÷÷÷÷÷÷
ø

×

æççççççççççççççç
è

x1
x2
x3
x4
x5

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

=
æççççççç
è

1
-2
0

ö÷÷÷÷÷÷÷
ø

,

und geben Sie die Lösungsmenge parametrisiert an.
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3. Das Gaußsche Eliminationsverfahren

Wenn die Koeffizientenmatrix eines Gleichungssystems Zeilenstaffelform hat, dann
wissen wir bereits, wie wir alle Lösungen des Gleichungssystems bestimmen. Wir
erklären mit einem Beispiel, wie wir sonst vorgehen. Wir betrachten das Gleichungs-
system

(3.12)

æçççççççççç
è

1 -5 8 2 -2
1 -4 6 -2 0
-1 0 2 2 0
5 -8 6 0 -5

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

× x =

æçççççççççç
è

-9
-4
0
-18

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

Wir schreiben uns zunächst das System anders auf.

I 1 -5 8 2 -2 -9
II 1 -4 6 -2 0 -4

III -1 0 2 2 0 0
IV 5 -8 6 0 -5 -18

Wir addieren nun passende Vielfache der Gleichung I zu jederder anderen Gleichun-
gen, sodass in den neuen Gleichungen die Variablex1 nicht mehr vorkommt. Das führt
auf

(3.13)
II ¢ 0 1 -2 -4 2 5 -I + II

III ¢ 0 -5 10 4 -2 -9 I + III
IV ¢ 0 17 -34 -10 5 27 (-5) × I + IV

Nun hat das Gleichungssystem, das aus den Gleichungen I,II,III,IV besteht, die glei-
che Lösungsmenge wie das Gleichungssystem, das aus den Gleichungen I,II’,III’,IV’
besteht.

Das kann man so begründen: wenn ein Tupel(x1, x2, x3, x4, x5) die Gleichungen I und
IV erfüllt, dann erfüllt es auch die Gleichung IV’, die ja eine Linearkombination (=
Summer von Vielfachen) der Gleichungen I und IV ist. Sei nun(x1, x2, x3, x4, x5) ein
Tupel, das die Gleichungen I und IV’ erfüllt. Da IV’ =-5× I + IV, gilt IV = IV’ + 5 × I.
Daher ist die Gleichung IV eine Linearkombination der Gleichungen IV’ und I. Also
muss das Tupel(x1, x2, x3, x4, x5) auch die Gleichung IV erfüllen.

Wir können also anstelle des Gleichungssystems I,II,III,IV das Gleichungssystem
I,II’,III’,IV’ lösen. In den Gleichungen II’, III’, IV’ kom mt die Variablex1 nicht vor.
Also können wir so vorgehen: wir bestimmen die Lösungen(x2, x3, x4, x5) der Glei-
chungen II’, III’, IV’. Für jede dieser Lösungen rechnen wiruns dann aus der Glei-
chung I den Wert vonx1 aus.

Um die Lösungen von II’, III’, IV’ zu bestimmen, addieren wirwieder passende Viel-
fache der Gleichung II’ zu III’ und IV’. Wir erhalten

(3.14)
III ¢¢ 0 0 0 -16 8 16 5× II ¢ + III ¢

IV ¢¢ 0 0 0 58 -29 -58 (-17) × II ¢ + IV ¢
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Nun können wir alle Lösungen(x3, x4, x5) der Gleichungen III” und IV” bestimmen.
Dann können wir für jede Lösung aus II’ den Wert vonx2 bestimmen (und dann aus I
den Wert vonx1).

In den Gleichungen III” und IV” kommtx3 nicht vor. Wenn wir also eine Lösung
(x4, x5) für die Gleichungen III” und IV” finden, dann können wir fürx3 jede beliebige
Zahl einsetzen. Für jede solche Setzung erhalten wir eine Lösung(x3, x4, x5) von III”
und IV”. Wir merken uns:

x3 ist frei wählbar,

sofern es Lösungen(x4, x5) für III” und IV” gibt. Jetzt versuchen wir, alle Lösungen
(x4, x5) von III” und IV” zu finden. Dazu addieren wir ein passendes Vielfaches der
Gleichung III” zur Gleichung IV”. Wir erhalten

(3.15) IV ¢¢¢ 0 0 0 0 0 0 58× III ¢¢ + 16 × IV ¢¢

Alle Lösungen(x5) dieser letzten Gleichung zu finden, ist einfach: wir können jeden
Wert fürx5 einsetzen. Also:

x5 ist frei wählbar.

Setzen wir alsox5 auf t, und schauen wir, welche Werte sich für die anderen Variablen
ergeben.

Aus der Gleichung III” erhalten wir

-16x4 + 8 t = 16,

also

x4 = -1+
1
2

t.

Dax3 frei wählbar ist, setzen wirx3 aufs.

Aus der Gleichung II’ erhalten wir

x2 = 5+ 2x3 + 4x4 - 2x5,

also

x2 = 5+ 2s- 4+ 2 t - 2 t

x2 = 1+ 2s.

Aus der Gleichung I erhalten wir schließlich

x1 = -2+ 2s+ t.

Also ergibt sich als Lösungsmenge

L = {J -2
1
0
-1
0

N + s × J 2
2
1
0
0

N + t × J
1
0
0
1
2
1

N | s, tÎ R}.
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ÜBUNGSAUFGABEN 3.3.

(1) Bestimmen Sie alle Lösungen des Gleichungssystems

x+ 2y+ 3z = -10

-x+ 7y+ 2z = -10

5x- 8y+ 5z = -10.

(2) Bestimmen Sie alle Lösungen des Gleichungssystems

-4x+ 2y+ 3z = 12

-6x+ 3y+ 0z = -18

6x- 3y+ 2z = 34

(3) Bestimmen Sie alle Lösungen des Gleichungssystems

1x+ 0y+ 2z = 16

2x+ 3y- z = -8

0x+ 2y- 3z = -36

(4) Geben Sie die Lösungsmenge des folgenden linearen Gleichungssystems in parametrisierter Form an!

æççççççç
è

-2 -1 0 8
2 -3 8 0
10 -7 24 -16

ö÷÷÷÷÷÷÷
ø

× J x1
x2
x3
x4

N = æççççççç
è

-32
16
112

ö÷÷÷÷÷÷÷
ø

.

(5) Geben Sie die Lösungsmenge des folgenden linearen Gleichungssystems in parametrisierter Form an!

æççççççç
è

-2 -1 8 0
2 -3 0 8
10 -7 -16 -24

ö÷÷÷÷÷÷÷
ø

× J x1
x2
x3
x4

N = æççççççç
è

-16
8
56

ö÷÷÷÷÷÷÷
ø

(6) Ergänzen Sie die Gleichung

3x- 2y+ 5z = 0

so zu einem Gleichungssystem mit drei Gleichungen, dass dasSystem
(a) keine Lösung
(b) genau eine Lösung
(c) genau zwei Lösungen
(d) eine Gerade als Lösungsmenge
(e) eine Ebene als Lösungsmenge

hat.
(7) Für zwei Goldbarren und acht Silbertaler erhalten Sie 69.000.– Schilling, für 7 Barren und 3 Taler 84.000.– Schilling.

Wieviel ist ein Goldbarren wert? Wieviel ist ein Silbertaler wert?
(8) Bestimmen Sie alle Lösungen des Gleichungssystems

æççççççççççç
è

1 5 3
2 10 8
4 20 15
1 6 5

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

× x =

æççççççççççç
è

16
34
67
21

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

.

(9) Bestimmen Sie alle Lösungen des Gleichungssystems

æççççççç
è

1 3 5 2
2 8 14 4
-1 -2 -3 -2

ö÷÷÷÷÷÷÷
ø

× x =
æççççççç
è

3
6
-2

ö÷÷÷÷÷÷÷
ø

.

(10) Lösen Sie folgendes Gleichungssystem, und geben Sie die Lösungsmenge paramtrisiert an!

æççççççç
è

-2 1 0 1
-3 2 2 0
-6 5 8 -3

ö÷÷÷÷÷÷÷
ø

× x =
æççççççç
è

-8
-13
-28

ö÷÷÷÷÷÷÷
ø

.
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4. Einige durchgerechnete Beispiele zum Gauß-Algorithmus

AUFGABE 3.4.
æçççççççççç
è

1 -5 8 2 -2
1 -4 6 -2 0
-1 0 2 2 0
5 -8 6 0 -5

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

× x =

æçççççççççç
è

-9
-4
0
-18

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

In[40]:= << GaussDemo6.m

In[41]:= Gauss [A1, b1]

K
x1 x2 x3 x4 x5 |

1 -5 8 2 -2 | -9
1 -4 6 -2 0 | -4
-1 0 2 2 0 | 0
5 -8 6 0 -5 | -18

O

We use equation (1) of the last system to eliminate x1

K
x2 x3 x4 x5 |

1 -2 -4 2 | 5
-5 10 4 -2 | -9
17 -34 -10 5 | 27

O

We use equation (1) of the last system to eliminate x2

K x3 x4 x5 |

0 -16 8 | 16
0 58 -29 | -58

O
x3 does not appear in any equation.

K x4 x5 |

-16 8 | 16
58 -29 | -58

O
We use equation (1) of the last system to eliminate x4

J x5 |

0 | 0
N

x5 does not appear in any equation.

x5 := t1

We use

J x4 x5 |

-16 8 | 16
N

to compute x4

x4 = -1 + t1

2

x3 := t2
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We use

J x2 x3 x4 x5 |

1 -2 -4 2 | 5
N

to compute x2

x2 = 1 + 2 t2

We use

J x1 x2 x3 x4 x5 |

1 -5 8 2 -2 | -9
N

to compute x1

x1 = -2 + t1 + 2 t2

Out[41]= 9{-2,1,0,-1,0},991,0,0, 1
2
,1=,{2,2,1,0,0}==

AUFGABE 3.5.
æçççççç
è

1 5 7 9
2 10 14 18
3 2 1 0

ö÷÷÷÷÷÷
ø

× x =
æçççççç
è

0
1
1

ö÷÷÷÷÷÷
ø

In[42]:= << GaussDemo6.m

In[43]:= Gauss [A2, b2]

K
x1 x2 x3 x4 |

1 5 7 9 | 0
2 10 14 18 | 1
3 2 1 0 | 1

O

We use equation (1) of the last system to eliminate x1

K x2 x3 x4 |

0 0 0 | 1
-13 -20 -27 | 1

O
We use equation (2) of the last system to eliminate x2

J x3 x4 |

0 0 | 1
N

x3 does not appear in any equation.

J x4 |

0 | 1
N

x4 does not appear in any equation.

The system has no solution

Out[43]= NOSOLUTION
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AUFGABE 3.6.
æçççççççççç
è

1 5 3
2 10 8
4 20 15
1 6 5

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

× x =

æçççççççççç
è

16
34
67
21

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

In[44]:= << GaussDemo6.m

In[45]:= Gauss [A3, b3]

K
x1 x2 x3 |

1 5 3 | 16
2 10 8 | 34
4 20 15 | 67
1 6 5 | 21

O

We use equation (1) of the last system to eliminate x1

K
x2 x3 |

0 2 | 2
0 3 | 3
1 2 | 5

O

We use equation (3) of the last system to eliminate x2

K x3 |

2 | 2
3 | 3

O
We use equation (1) of the last system to eliminate x3

We use

J x3 |

2 | 2
N

to compute x3

x3 = 1

We use

J x2 x3 |

1 2 | 5
N

to compute x2

x2 = 3

We use

J x1 x2 x3 |

1 5 3 | 16
N

to compute x1

x1 = -2

Out[45]= {{-2,3,1},{}}
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AUFGABE 3.7.
æçççççççççç
è

1 5 3
2 10 8
4 20 15
1 6 5

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

× x =

æçççççççççç
è

16
34
68
22

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

In[46]:= << GaussDemo6.m

In[47]:= Gauss [A4, b4]

K
x1 x2 x3 |

1 5 3 | 16
2 10 8 | 34
4 20 15 | 68
1 6 5 | 22

O

We use equation (1) of the last system to eliminate x1

K
x2 x3 |

0 2 | 2
0 3 | 4
1 2 | 6

O

We use equation (3) of the last system to eliminate x2

K x3 |

2 | 2
3 | 4

O
We use equation (1) of the last system to eliminate x3

The system has no solution

Out[47]= NOSOLUTION

AUFGABE 3.8.
æçççççççççç
è

1 2 -3 0 6 7 0
-2 -4 1 0 2 3 0
4 8 1 0 1 -1 0
3 6 -1 0 9 9 0

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

× x =

æçççççççççç
è

5
7
3
15

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

In[48]:= << GaussDemo6.m

In[49]:= Gauss[A5, b5]

K
x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 |

1 2 -3 0 6 7 0 | 5
-2 -4 1 0 2 3 0 | 7
4 8 1 0 1 -1 0 | 3
3 6 -1 0 9 9 0 | 15

O
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We use equation (1) of the last system to eliminate x1

K
x2 x3 x4 x5 x6 x7 |

0 -5 0 14 17 0 | 17
0 13 0 -23 -29 0 | -17
0 8 0 -9 -12 0 | 0

O

x2 does not appear in any equation.

K
x3 x4 x5 x6 x7 |

-5 0 14 17 0 | 17
13 0 -23 -29 0 | -17
8 0 -9 -12 0 | 0

O

We use equation (1) of the last system to eliminate x3

K x4 x5 x6 x7 |

0 67 76 0 | 136
0 67 76 0 | 136

O
x4 does not appear in any equation.

K x5 x6 x7 |

67 76 0 | 136
67 76 0 | 136

O
We use equation (1) of the last system to eliminate x5

J x6 x7 |

0 0 | 0
N

x6 does not appear in any equation.

J x7 |

0 | 0
N

x7 does not appear in any equation.

x7 := t1

x6 := t2

We use

J x5 x6 x7 |

67 76 0 | 136
N

to compute x5

x5 = 136
67 + -

76 t2

67

x4 := t3

We use

J x3 x4 x5 x6 x7 |

-5 0 14 17 0 | 17
N

to compute x3

x3 = 153
67 +

15 t2

67
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x2 := t4

We use

J x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 |

1 2 -3 0 6 7 0 | 5
N

to compute x1

x1 = -2267 +
32 t2

67 - 2 t4

Out[49]= 99 - 22
67

,0,
153

67
,0,

136

67
,0,0=,

9{0,0,0,0,0,0,1},932
67

,0,
15

67
,0,-

76

67
,1,0=,

{0,0,0,1,0,0,0},{-2,1,0,0,0,0,0}==





ANHANG A

Programme, die vorrechnen

Die Mathematica-FilesGaussDemo6.m undRowRed9.m enthalten Mathematica-
Funktionen, die folgende Probleme mit Zwischenschritten vorrechnen:

ê Lösen eines linearen Gleichungssystems (Gauss[A,b]).
ê Bestimmen einer Matrix in Zeilenstaffelform, die den gleichen Zeilenraum

wie die eingegebene Matrix hat (RowEchelonForm[A]).
ê Bestimmen einer Matrix in Zeilenstaffelnormalform, die den gleichen Zeilen-

raum wie die eingegebene Matrix hat (RowEchelonNormalForm[A]).
ê Bestimmen der Determinante einer Matrix (DeterminantenDemo[A]).

Die Programme können von Mathematica aus mit<< GaussDemo6.m und
<< RowRed9.m geladen werden.

Sie sind aufhttp://www.algebra.uni-linz.ac.at/Students/
MathInf/vlws05/MathematicaProgramme/ erhältlich und werden den Stu-
dierenden ausschließlich für die Nutzung im Rahmen des Kurses “Lineare Algebra”
zur Verfügung gestellt.
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