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Teil 1

Vektoren und Matrizen






KAPITEL 1

Geometrie in der Ebene und im Raum

1. Koordinaten
Wir beschreiben — nach einer Idee von René Descartes (15860} 4 jeden Punkt in

der Ebene durch ein Paar reeller Zahlen. Die Menge der PaellerrZahlen kirzen
wir mit R x R oderR? ab.

R xR :={(})Ix € R undy € R}.

Fur das Paa(r§) schreiben wir auclx, y). Aus der folgenden Skizze ist ersichtlich, wie
wir jeden Punkt durch ein Zahlenpaar (sekagtesischen Koordinat@meschreiben.

A

Y

2. Vektoren
Wo liegt der PunkC im Parallelogramm ABCD, dessen Puni&eB undD durch

A=(1)B=(2).D=(3)

gegeben sind?
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Y

Um vonA nachB zu kommen, missen wir 6 nach rechts und 1 nach oben gehen.

AB=(3)-(1)=(3)
Wenn wir vonD starten und um 6 nach rechts und 1 nach oben gehen, landeeiwir b
C.
C=D+AB=(3)+(%)=(2)
Wir bemerken, dass wir ein Paar reeller Zahlen, wie e(t@)averwenden, um zwei
verschiedene Dinge zu beschreiben:

« Den Punkt, der um 6 Langeneinheiten rechts und um 1 Landasieiiber
dem Punk(}) liegt.
- Den Weg Yekto) von (1) nach( ).

In Mathematica werden Vektoren als Listen dargestellt.

In[1]:= a = {1, 1};
In[2]:= Db = {7, 2};
In[3]:=d = {3, 4};
Inf4]:=ab =b - a
Qut[4]= {6, 1}

In[B]:=¢c =d + ab
Qut[5]= {9, 5}
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3. Die Lange eines Vektors

Wir |6sen folgendes Beispiel:

Herr A geht von( $) aus 1 Einheit in Richtung Stidosten. Wo landet
er?

“Richtung Suidosten” heiRt “in Richtun@?, ). Allerdings hat( %) die Langev2 ~
1.41421. Daher hat = \/% +(4) die Lange 1 und zeigt auch in Richtung Stidosten.
Herr Alandet also im PunkZ, den wir uns mit

ausrechnen.

Wir Uberlegen uns jetzt, wie lange der Veki{g) ist. Das heif3t, wir wollen wissen,
wie lange in einem Dreieck, in dem die Seiten mit den Larngendb einen rechten
Winkel einschlie3en, die dem rechten Winkel gegeniibexheg Seite ist. Vergessen
wir kurz unsere klassische Bildung, und zeichnen wir ein @aiamit Seitenlange
a+b.

a+b

a+b

Jetzt unterteilen wir jede der vier Quadratseiten in eirciStler Lange und ein Stiick
der Langeb.
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b a
b
a
' a
b
a © b
Wir verbinden die vier Teilungspunkte.
b a
b
a
a
b
a b

Das innere jetzt eingezeichnete Viereck ist ein Quadras.Kdan man so begrinden:
wenn man die ganze Zeichnung unt @@gen den Uhrzeigersinn dreht, kommt das
innere Viereck auf sich selbst zu liegen: daher sind alleWmkel des inneren Vier-
ecks gleich grof3. In jedem Dreieck ist die Winkelsumme’180d daher ist in jedem
Viereck die Winkelsumme 360Also ist jeder Winkel des inneren Vierecks gleich
% = 90. Seix die Lange des Vektor$). Dann hat das innere Viereck die Flaoie

Jedes der vier rechtwinkeligen Dreiecke hat die FI@Qe
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b a

Flache= 2

Das innere Viereck und die vier rechtwinkeligen Dreieclgeben zusammen die Fla-
che des grofRen Quadrats mit der Seitenléangd, also gilt

X2 + 4%b = (a+b)2.

Das heif3t
X2 +2ab=a?+2ab+b?
also
X = a + 1.
Mit diesem Zusammenhang, dem Satz des Pythagoras (Py#sagom Samos, 6. Jh.
v. Chr), kénnen wir die Lange des Vektorg §) ausrechnen.

Wir kiirzen die Lange des Vekto¢§) mit Il () Il ab. Es gilt dann
(&)l =+ a®+ b2

4. Trigonometrie

In der Trigonometriegeht es darum, wie man — rechnerisch — aus den gegebenen Sei-
tenlangen und Winkeln eines Dreiecks die restlichen Séibgren und Winkel bestim-

men kann. Wenn man etwa von einem Dreieck die Langen der diteirSkennt, dann

ist das Dreieck dadurch eindeutig bestimmt: die Winkel desidgks sind also durch

die Langen der drei Seiten festgelegt. (Wie konstruiert iarmreieck, das durch die

drei Seitenlangen gegeben ist?) Ebenso ist ein Dreick dadngstimmt, dass man ei-

ne Seite und die beiden daran anliegenden Winkel kennt. Kénhstruiert man dieses
Dreieck?) Uns geht es jetzt darum, die fehlenden Seiteel&ngd Winkel auszurech-
nen. Dabei geht man so vor:
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(1) Man tabelliert den Zusammenhang zwischen den Seitgatinnd den Win-
keln flr rechtwinkelige Dreiecke. Dazu braucht man\dliekelfunktionersin
(Sinus) und cos (Cosinus).

(2) Man baut sich alle anderen Dreiecke aus rechtwinkelidyeiecken zusam-
men. Da dieses Zusammenbauen aber immer gleich funktipmacht man
es einmal fur alle Dreiecke. Man gewinnt so zwei Zusammegéawischen
Seitenlangen und Winkeln eines Dreiecks: darsinussatzind denSinus-
satz Diese beiden Satze reichen aus, um alle trigonometriser@rieme zu

[6sen.

4.1. Winkel. Winkel misst man nicht nur in Grad)( sondern auch ifRadiant
(rad). Dabei wird der Winkel durch die Lange des zugehdrigegens am Einheits-
kreis, dem Kreis mit Radius 1, angegeben.

— a = Lange des Bogens

Dabei entsprechen 186em Winkelr rad. Demzufolge ist"1= 55 rad , und 1 rad~
57.2958.
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4.2. Winkelfunktionen.

Py = (Shi20))
sind20 \\(

20\

cog12¢) 1

Gegebenist ein Winked Der auf dem Kreis mit Mittelpunl(tg) und Radius 1 liegende
PunktP, hat dann die Koordinate{y ). Nach dem Satz des Pythagoras gilt fiir jeden
Winkel x:

(sin(X))? + (cogx))? = 1.
In einem rechtwinkeligen Dreieck heil3t die dem rechten \Wirdegentberliegende

Seite auclHypotenusedie beiden dem rechten Winkel anliegenden Seiten hé{@en
theten

UBUNGSAUFGABEN1.1.

(1) Ein Kletterer kann Wande mit einer Neigung von maximdl B&steigen. Schafft er eine Pyramide mit einer qua-
dratischen Grundflache von 784 mnd einer Hohe von 40 m?

4.3. Zusammenhang zwischen Seitenlangen und Winkeln einBseiecks. Wir
sagen, dass drei Punkte éwneieckbilden, wenn sie nicht alle drei auf einer Geraden
liegen. In einem Dreieck bezeichnet man oft die LAngen diéeiSenita, b, ¢, und den
der Seite mit LAng@ gegentber liegenden Winkel mit den der Seite mit Lange
gegeniber liegenden Winkel nfit und den der Seite mit Langegegenuber liegen-
den Winkel mity. Die Seiten sind Ublicherweisggegen den Uhrzeigersimit a, b, ¢
beschriftet.



10 1. GEOMETRIE IN DER EBENE UND IM RAUM

C

Der Cosinussatz l6st folgendes Problem:

« Gegeben: Seitenlangen b eines Dreiecks und der eingeschlossene Winkel

V-
« Gesucht: Die fehlende Seitenlange

C

Wir betrachten zunéchst den Falk 90°, o < 90°. Wir zeichnen in ein solches Dreieck
die Hohe aub und erhalten aus dem Satz des Pythagoras:

¢® = (b-acogy))’ + (asin(y)y,
also
= b? - 2abcogy) + a(cogy))? + a%(sin(y))?

= b? - 2abcogy) + & ((cogy))* + (sin(y))?)
b? — 2abcogy) + 1a°
= a’+b’-2abcogy).

AEIAT CERTAIRT ¥
I

FurdenFally <9

Q

unda > 90 zeichnen wir die Hohe awf und erhalten:

= (a-bcogy))® + (bsiny))?

= a’-2bacogy) + b?(cogy))? + bA(sin(y))?
a® — 2bacogy) + b* ((cogy))* + (sin(y))?)
= a’-2bacogy)+ 1b?

= a’+b?>-2abcogy).

Q. Q. Q. O O
(OIS CRERE CRIRS N
Il

N
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Zuletzt betrachten wir den Fafl> 90°. Wir zeichnen in ein solches Dreieck die Hohe
aufbund erhalten:

= (b+acog180 - y))? + (asin(180 — y))?
= (b-acogy))® + (asiny))’

= b? - 2abcogy) + a?(cogy))? + a’(sin(y))?
b® — 2abcogy) + & ((cogy))* + (sin(y))?)
= b?-2abcogy) + 1a°

= a’+b?>-2abcogy).

Insgesamt haben wir folgenden Satz bewiesen:

SATz 1.2 (Cosinussatz)Wir bezeichnen die Ladngen der Seiten eines Dreiecks mit a,
b, ¢, und wir bezeichnen den der Seite mit Ldnge ¢ gegenidyamiden Winkel mijt.
Dann gilt

PBXYRXYRXYDYR
I

¢? = a® + b?> — 2abcogy).

Man findet mit dem Cosinussagzwenna, bundc gegeben sind. Zu jedeye [-1, 1]
gibt es genau eir € [0, 7], sodass cdg) = .

4.4. Der Sinussatz.Der Sinussatz I6st folgendes Problem:

« Gegebena, 3, a
« Gesuchtb.

A

Wir betrachten das rechtwinklige DreiedlieC und erhalten
h = bsin(a).
Mit dem DreieckFBC finden wir
h = asin(g).
Es gilt alsobsin(@) = asin(B). Sowohl sirie) also auch sig8) sind ungleich 0, da in

einem Dreieck kein WinkelOoder 180 sein kann. (Wir haben Dreiecke so definiert,
dass die drei Punkte nicht auf einer Geraden liegen.) Ealgit

a b
sin@)  sin@B)’
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Wenn man die gleiche Uberlegung mit der Hohe aufacht, erhalt ma@ibm = Sir;y).

SATz 1.3 (Sinussatz)Wir bezeichnen die Langen der Seiten eines Dreiecks mita, b,
den der Seite mit Lange a gegenuber liegenden Winket,rdien der Seite mit Lange b
gegenuber liegenden Winkel rijtund den der Seite mit Lange ¢ gegenuber liegenden
Winkel mity. Sei d der Durchmesser des Umkreises des Dreiecks. Dann gilt

a b ¢
sine sing siny

Wir Uberlegen uns jetzt, wie man Sinus- und Cosinussatzthenkann, um die feh-
lenden Winkel und Seitenlangen eines Dreiecks zu berechneten Dreiecken der
folgenden Beispiele bezeichnen wir die LaAngen der Seitéa,mj ¢, und wir bezeich-
nen den der Seite mit LAngegegeniber liegenden Winkel mit den der Seite mit
Langeb gegentber liegenden Winkel nfif und den der Seite mit Langsgegenuber
liegenden Winkel mity. Die Seiten seien dabgiegen den Uhrzeigersimmit a, b, ¢
beschriftet.

(1) Es sind die Seitenlangen a, b, ¢ gegebEs:gibt so ein Dreieck, wena <
b+c,b<a+c undc <a+ b. Der Winkela ist dann durch

a’=b?+c?-2bccoga)

eindeutig bestimmt.

(2) Essind eine Seitenlange und zwei Winkel gegebartie Winkelsumme 180
ist, kennt man tatséchlich alle drei Winkel. Sind atsa,, undg gegeben, so
gibt es so ein Dreieck, wenn+ 8 < 7. Man berechney = 7 — « — 8, und
danna undb mithilfe des Sinussatzes.

(3) Es sind zwei Seitenlangen und der eingeschlossene Wirgebg®Es sind
also zum Beispieb, ¢, unda gegeben. Wenb und ¢ positive reelle Zahlen
sind, und O< a < 7 gilt, so gibt es sicher ein solches Dreieck. Man berechnet
danna mithilfe des Cosinussatzes; dann kennt man alle drei Séitgan und
kann mit dem Cosinussatz die verbleibenden Winkel ausethn

(4) Es sind zwei Seitenlangen gegeben, und ein Winkel, deragchion diesen
Seiten eingeschlossene Winkel it:sind also zum Beispie] @ unda gege-
ben. In diesem Fall kann es sein, dass es gar kein, genauerigeadau zwei
Dreiecke mit dem vorgegebenenr unda gibt. Es gibt mehrere Falle:

(a) Es gilta < 90
() Es gilt a = c: Es gibt genau ein Dreieck. Wir erhalténals die
einzige positive Losung von

c® + x> = 2cxcoga) = a.

Es gilt also

b= ccoga) + \/(c coga))® + a® - 2.
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(i) Esgiltcsin(a) < a < c: Es gibt genau zwei Dreiecke. Wir erhalten
die beiden Méglichkeiten fiip als die Lésungen der Gleichung

c® + x> - 2cxcoqa) = @,
also

b, , = ccoga) + \/ aZ — (csin(a))>.
(i) Esgilta= csin(a): Es gibt genau ein Dreieck. Wir erhaltgn= 7
undb = ccogqa).
(iv) Esgilta < csin(a): Es gibt kein Dreieck.
(b) Es gilta = 90:
() Es gilta > c: Es gibt genau ein Dreieck, und
b? = a? - ¢
nach dem Satz des Pythagoras.
(i) Esgilta< c: Es gibt kein Dreieck.
(c) Esqgilta > 90':
() Es gilt a > c: Es gibt ein Dreieck. Die Langb ist die einzige
positive Losung von
c® + x° — 2cxcoqa) = 82,
also

b= ccoga) + \/(c coga))? + a® - 2.

(i) Es gilt a = c: Es gibt kein Dreieck. Tuckischerweise kann die
Gleichung

c® + x> —2cxcoqa) = &
trotzdem positive Losungen haben.

UBUNGSAUFGABEN1.4.

Wir bezeichnen die Léangen der Seiten eines Dreiecksanti c, und wir bezeichnen den der Seite mit Larygegenuber
liegenden Winkel mit, den der Seite mit Langegegeniiber liegenden Winkel nfit und den der Seite mit Langegegeniiber
liegenden Winkel mity. (Die Seiten seien dabgegen den Uhrzeigersimmit a, b, ¢ beschriftet.)

(1) Berechnen Sie sip) fur ein Dreieck mitc = 10,b = 1—g,ﬁ = 30°. Das Dreieck ist mit diesen drei Bestimmungs-
stiickenc, b,8 noch nicht eindeutig festgelegt. Warum nicht?
(2) Wie groR3 kantb in einem Dreieck mitr =45’,c=1,a= %3 sein? (Gibt es mehr als eine Losung?)
(3) Geben Sie eine Wahl vanan, sodass es genau ein Dreieck mit den Bestimmungsstickett’, ¢ = 1, und Ihrem
gewahltera gibt!
(4) Von einem DreiecABC haben Sie folgende InformatioAB = 10 cm, der Winkekr zwischenAB und AC ist 30,
BC= 1—2 cm.
(a) Stellen Sie diese Daten in einer Skizze dar.
(b) Welchen Winkel schlie3e@B undCA ein? Gibt es mehr als eine Ldsung?
Berechnen Sie in den folgenden Beispielen jeweils die rogegebenen Seitenlangen und Winkel.
B5) (@ c=4b=57a=3.
(b) c=4,b=5,a=10.
6) (@ c=5b=3,a=7.
(b) Gibt es fiir jede Wahl vor > 0,b > 0,a mit 0 < a < & ein Dreieck mit den gewahlten Bestimmungs-
stiicken?
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(7) (@ c=5b=10,3=%.

(b) c=5,b=3,8=3%.
® @c=5b=3p=%¢
(b) c=5,b=2,=3%.
9 (ac=5b=38= %’;
(b) c=5,b=10,8= @”
(c) c=4,b=54=
(10) Fassen Sie lhre Beobachtungen aus den letzten Beisgigsammen: Unter welchen Voraussetzungen, &ng
gibt es

(a) gar kein Dreieck
(b) genau ein Dreieck
(c) genau zwei Dreiecke
(d) mehr als zwei Dreiecke
mit den Bestimmungsstucken> 0,b > 0,8 €]0, n[?
(11) (@c=5a=%,p5=
(b) c=5a=% 8=
) c=5a=%p=
(12) Fassen Sie lhre Beobachtung aus dem letzten Beispi@hmaen: Unter welchen Voraussetzungew,an 8 gibt es
(a) gar kein Dreieck
(b) genau ein Dreieck
(c) genau zwei Dreiecke
(d) mehr als zwei Dreiecke
mit den Bestimmungsstuckenea, 8?

(13) Bestimmen Sié fir alle Dreiecke mit = 4,a = 60°, a= V13.

(14) Bestimmen Sie eia, sodass es kein Dreieck nuit= 4, @ = 60° und lhrem gewahltea gibt.

(15) Bestimmen Sie eia, sodass egenau eirDreieck mitc = 4, @ = 60° und Ihrem gewéahlten gibt.

(16) Bestimmen Sie fir alle Dreiecke mia=2,8=45,b= %.

(17) Bestimmen Sie eib, sodass es kein Dreieck nait= 2, 8 = 45’ und Ihrem gewahlteb gibt.

(18) Bestimmen Sie eib, sodass egenau eirDreieck mita = 2,8 = 45’ und Ihrem gewa&hlteb gibt.

(19) Sie mochten die Entfernung eines PuniBean einem Ufer eines Flusses zu einem Pihkuf der anderen Seite
des Flusses bestimmen. Dazu gehen Sie folgendermaflenievaneSsen an Ihrem Flussufer die Strecke Baru
einem weiteren Puni& ab. Diese Strecke ist 500 m lang. Der Winkel zwisciB&und BA ist 60°, der Winkel
zwischenABundACist 30.

(a) Stellen Sie diese Daten in einer Skizze dar.

(b) Wie lang ist die StreckBC?

(c) Um die Breite des Flusses zu bestimmen, wollen Sie wjssenweitC von der Strecké\B entfernt liegt.
Bestimmen Sie dazu den Normalabstand @aauf die Gerade durcA undB.

(20) Sie glauben dem italienischen Tourismusverband niodtwollen selbst herausfinden, wie schief der Turm von
Pisa ist. Dazu entfernen Sie sich in Neigerichtung des T@@ngeter vom FuRBpunkt des Turms und blicken (vom
Boden aus, damit Sie es spéater beim Rechnen einfacher halref)rmspitze, wleche nun unter einem Winkel
erscheint. Sie stellen fest, dasgienau 4712 53" betrégt, und dass der Turm 45 m lang ist. Um wieviel Grad ist
der Turm gegen die Vertikale geneigt?

(21) Sie mochten die Entfernung eines Puni&en einem Ufer eines Flusses zu einem P@kuf der anderen Seite
bestimmen. Dazu kénnen Sie folgendermaRen vorgehen: M&sean lhrem Flussufer die Streckezu einem
PunktC ab, und bestimmen Sie dann mit Hilfe eines Kompasses denalinkwischen der Streck&B und AC,
sowie den Winkely zwischenAC undCB. Was ergibt sich fiir die EntfernungB bei AC = 27.5 m unda = 73,
vy=657

(22) Sie verlassen eine gerade Stral3e, die die beiden Ortel B werbindet, 20 km bevor Sie B erreichen und gehen
geradeaus, bis es Ihnen nach 10 km keinen Spa3 mehr machtdidren Sie sich um 8®ach rechts und erblicken
nun den Ort B gerade vor sich. Wie weit miissen Sie jetzt noctder, um nach B zu gelangen, wenn Sie jetzt den
geraden Weg nach B einschagen?

M\N BlN o™

5. Der Winkel zwischen zwei Vektoren

Wir berechnen den Winkel, den die Vektoran= (%) undb = (E;) miteinander
einschlieRen. Dazu nehmen wir an, dass keiner der beidaniéekder Nullvektor ist.
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Fur den eingeschlossenen Winkegilt nach dem Cosinussatz:
lIb— all? = lal? + 11bl% — 21iall libll cogy).

Diese Formel kbnnen wir vereinfachen:
2114l - 11l - cogp) —(llb— &%) + l1ANI2 + lIbI2

2.1l - 1Bl - codp) = —((by—ay)?+ (b, —ay)?) + (@ + ad) + (P + b?)
2-1&ll- bl -codg) = —(B2—2a,b, +a&)—(2-2a,b,+ad)+a2+a2+ b2+ 12
2. 1@l - libll - cogp) = 2a,b, +2a,h,

lall - ibll - cogp) = a, b, +a,h,.
Wir erhalten

liall - 1l

Die Zahla, b, + a,b, bezeichnet man als d&kalarprodukivon & und b, und man
kiirzt es mit(a, by ab.

@by =((&),(%)=a,b+ab,
Die Winkelformel heif3t jetzt:

@b
09¢) = lall - il

AulRerdem gilt flr jeden Vektai

(3,3) = (llalh)?.
In[6]:= {3, 4}. {-5, 2}
Qut[6]= -7

In[7]:= Laenge [v_1 := Sqrt [V.V]

In[8]:
Qut [ 8]

Laenge [{2, 3}]
V13
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Unter Verwendung der Mathematica-Functidor mkann man diese L&nge auch mit
Nor nf {2, 3}] ausrechnen.

DEFINITION 1.5. Seierd,b e R2. Die Vektorena und b sind aufeinander normal
wenn{a,by =0

Zwei Vektoren sind also aufeinander normal, wenn einer tioemn der Nullvektor ist,
oder wenn sie einen rechten Winkel einschlieRen. Damittarrdn, dass (wen(g) +
(3)) der Vektor(§) mit den Vektorer{ % ) und(-?) einen rechten Winkel einschlief3t.

UBUNGSAUFGABEN 1.6.

@

@)
©)

)

®)

Von einem gleichschenkeligen Dreieck sind zwei Bagisaokte( ) und( ;) bekannt. Ergédnzen Sie diese Punkte

mit einer Spitze, sodal’ das entstehende Dreieck die Hohstﬁthle viele verschiedene Lésungen gibt es? (Sie
brauchen nur eine wirklich auszurechnen.)

Berechnen Sie den Cosinus des Winkels zwisohandy fur x = (3), y = (2§).

Berechnen Sie jeweils den Winkel zwischen folgendeddreiektoren. Geben Sie die Ergebnisse in Grad und in
Radiant an!

(@ a=(3).b=(7).
(b) a=(3).b=(%).
(© a=(3).b=(3)
(d) a= (431) b=( %)

Zeigen Sie, dass das SkalarprodukiRifolgende Eigenschaften erfillt:
(@) (a+b,a+b)y=(a,a+2a,b +(b,b.
(b) (a+b,a-by=<(a,a —(b,b.
Verwenden Sie das Skalarprodukt, um folgenden geossbtn Satz zu beweisen.
In einem Parallelogramm mit Seitenl&ngerb, und Diagonalenlangeg f gilt:

2(@% + ) = € + f2.

6. Geraden in der Ebene

Wir Gberlegen uns, wie man Geraden in der Ebene beschredren k

6.1.

Geraden, die durch einen Punkt und eine Richtung gegehesind.

A

\

2
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P=(3)7= (%)
Die Geradeyist die Menge aller Punkte, die man erreicht, indem manRein Stiick
in Richtungr geht.

g={P+A-FlX R}
Lies: “g ist gleich der Menge aller Punkte + A malt, wobeiA eine reelle Zahl ist.”
Mit den Zahlen farP undr:

g=1{(3)+ - (P)1rery,

oder, anders geschrieben,

g=1{(%3)11 eR}.
Man kanng auch so schreiben:

g={(y) e R?| es gibtx € R, sodasgy) = (3)+1- ()

Lies: “g ist gleich der Menge aller Punk(é) in R hoch 2, fir die es eii in den

reellen Zahlen gibt, sodags) gleich (%) + A mal () ist.” Diese Darstellung von
g durchPunktund Richtungsvektoheil3tParameterdarstellung der Geradengan
schreibt oft kurz:

oder
g: X =(3)+1-(P)
Wir Gberprifen, ob der Punl€t54) auf der Geradenq liegt. Er liegt aufg, falls es eine

reelle Zahl gibt, sodas$+#) gleich(3) + A - (%) ist. Wir suchen also eih € R, das
die Gleichungen

-4=2-3) I
5=3+11 I

erfullt. Aus der Gleichung | erhalten wir= 2; da auch 5= 3+ 1- 2 gilt, istA = 2 eine
Ldsung des Gleichungssystems. Daher liegt der P(ugﬂﬁtaufg; wir schreiben dafur

(¥ eo

6.2. Geraden, die durch eine Gleichung gegeben sindVir haben im letzten
Beispiel Uberprift, ob ein Punkt auf einer Geraden liegtbéavar die Gerade in
Parameterform gegeben. Zur Uberpriifung war es notwergtitgdstellen, ob es einen
Wert flr den Paramete@rgibt, der uns genau den getesteten Punkt liefert. Wir masste
also fur jeden Punkt ein Gleichungssystem (mit zwei Glengfan und einer Variable)
l6sen.

Wir testen nun wieder, o@) auf der Geradeqliegt, die durch
9:% = (3)+1:(7)
gegeben ist.
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\

Anstatt zu fragen, obj) auf g liegt, fragen wir, ol{}) — (3) normal auffi ist. Das ist
namlich genau fir die Punk(é) aufgder Fall. Zunachst finden wir den VektorAuf

den Vektor(§) stehtimmer der Vektdr?) normal, denn das Skalarprodyk), (2))
ergibt—ab+ ab= 0. Also finden wirn durch

A= (:%)
Nun Uberprifen wir, o} ) — () normal auf( -3 ) steht. Das gilt genau dann, wenn

() () =0
Wir rechnen das Skalarprodukt aus und erhalten
-X—-3y+11=0.

Ein Punkt(ﬁ) liegt also genau dann auf der Geraden, werr 3y + 11 = 0 ist. Wir
konnen also jetzt viel einfacher Gberpriifen, ob ein Punktlau Geradery liegt. Wir
berechnen-x—3y+ 11. Ist das 0, so liegt der Punkt auf der Geraden, und sorfst nic
AuRRerdem kdénnen wir die Gerade jetzt kiirzer angeben durch

g={(}) e R?*| -x-3y=-11

(lies: “g ist gleich der Menge aIIe{r§) in R hoch 2, fur die-x — 3y gleich—-11 ist.”)
Das kiirzt man auch zu

g: x-3y=-11
ab.—x - 3y = -11 hei3tGleichungder Geraden, diese Darstellung der Gerade-
chungsfornoderimplizite Darstellungder Geraden.

6.3. Verwandlung zwischen Gleichungs- und Parameterform.

6.3.1. Verwandlung von parametrisierter in implizite Darstelturiwir verwan-
delng: X =(3)+1-(5)ing: -x- 3y = —11 so, wie das in obigem Beispiel erklart
worden ist.
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6.3.2. Verwandlung von impliziter in parametrisierte Forrvir verwandelng :
5x - 2y = 1 in parametrisierte Form. Dazu setzen wir= t und rechnen uns aus
diesemy dasx aus. Wir erhalten = £ + 2t. Somit st fiir jede$ € R der Punk{ 5*5)
ein Geradenpunkt. Die Gerade hat also die parametrisientst&lung

0:x = (3)+t-(3)
Eine andere Darstellung derselben Geraden ist

g:X::(é)+t-(§)
oder
g: X =(3)+t-(2)
Spezialfall: Wir verwandelig : y = —1 in Parameterform. Dazu setzen wir=t, und

rechnen uns dann dgsaus. Das ist aber immerl. Fir jeded € R ist also( _‘1) ein
Geradenpunkt. Die Gerade hat die parametrisierte Daratgll

g: X =(9)+t-(3)

UBUNGSAUFGABEN1.7.

(1) Geben Sie die Gerade durch die Pur{und( 3,) in Parameterform und in impliziter Form an!
(2) Bestimmen Sie jeweils eine Parameterform (= Punkt-Rinjs-Form) folgender Geraden.

(a) 3x+4y=17.

(b) x=1.

() y=-4
(3) Bestimmen Sie eine Gleichung, deren Lésungsmenge dadée

— (-3 -
X=(g)+1(3)
ist.
(4) Bestimmen Sie die implizite Darstellung jener Geradta parallel zur Geradegmit

g:X=(3)+t-(3)
sind und von dieser Abstand 10 haben.
(5) Ein Radfahrer startet im Punf§) und fahrt auf den PunK) zu. Ein FuBganger startet im Purfkt,) und geht
auf den Punk( 140) zu. In welchem Punkt schneiden sich die Wege der beiden?
(6) Ein Radfahrer im Punkt}) und ein FuBganger im Punkt ) bewegen sich aufeinander zu, der Radfahrer mit 20
km/h, der FuRganger mit 5 km/h. Wann und wo treffen die be@erander?
(7) Vom QuadralABCD haben wir folgende Angaben:
< A=(3).
« Bliegt auf der Geraden
g X =(3)+A-(3)
« Die Seitenlange des Quadrats ist 10.
« Die Eckpunkte sind gegen den Uhrzeigersinn AiB, C, D beschriftet.
Berechnen Sie die Koordinaten des Eckpunkies
(8) Vom QuadralABCD haben wir folgende Angaben:
* A=(3):
« Bliegt auf der Geraden
g i X = (3)+1-(3,)
« Die Seitenlange des Quadrats ist 15.
« Die Eckpunkte sind gegen den Uhrzeigersinn AiB, C, D beschriftet.
Berechnen Sie die Koordinaten des Eckpunkies
(9) Zeigen Sie, dass sich die Schwerlinien des DreiddBE mit A = (72), B = (3) undC = () in einem Punkt
schneiden, und berechnen Sie diesen Schnittpunkt.
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(10) Berechnen Sie den Umkreismittelputtkt= (i} ) des DreiecksABCmit A = (=2), B = ($) undC = (), indem
Sie die Bedingung, dads gleich weit vonA, B und C entfernt ist, in Gleichungen in den Variablen und u,
umwandeln. Verwenden Sie zur Lésung der auftretenden @legen den Mathematica-Befetblve.

(11) Bestimmen Sie die implizite Darstellung jener Geradta parallel zur Geradegmit

9:X=(§)+t-(%)

sind, und von dieser Abstand 10 haben.
(12) Berechnen Sie den Durchschnitt der Gerddand j, wobei

hiX=(3)+t-(2)
und
j:10x—4y=0.
(13) Bestimmen Sie die Schnittmenge der Geraden
g X=(§)+t-(F)

und
O : 2X+4y =22

(14) Bestimmen Sie den Cosinus des Schnittwinkels der @arad
g X=(g)+t-(3)

und
g,:12x-5y=22

7. Vektoren imR"

Bisher haben wir uns auf die Geometrie in der Ebene beschrélialk kann nun auch
den Raum mit Tripeln reeller Zahlen, also mit ElementenRaij&oordinatisieren. Die
Konvention ist es, die Richtungen der Koordinatenachsernmfolgenden Skizzen zu
wahlen:

y

oder
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Halt man Daumen, Zeigefinger und Mittelfinger der rechtendHsm, dass sie paar-
weise im rechten Winkel aufeinander stehen, dann zeigejewsls in die Richtung
der positiverx-Achse,y-Achse undz-Achse.

Wir definieren die Operationen, die iR¥ hilfreich waren, allgemein fur
R" := {(Xsl)lxl, <X, €RY,

wobein eine beliebige nattrliche Zahl ist.

N

a by . . ..
DEFINITION 1.8. Seiera = (an),b: ( s )ln R". Wir definieren:

(1)a+6::(anibn.
(2) 1a: _( )fur)ue[R

(3)@by:=a, b, + - +a,-b, =", ab (Skalarprodukt).
(4) Die Langevonéistlléll = /(a,a).

SATZ 1.9. Sei ne N, seierd,b,¢ € R", und seil € R. Dann gilt:

(1) (a,by = (b,a), i

(2) @+b,0) = @, + (b0,

(3) (Aa,b) = A, b).

(4) (a,a) = 0.

(5) Wenn(a,a) = 0, so gilta = 0.

SaTz 1.10 (Projektionseigenschaft des Skalarprodul@sﬁi.ené,f) e R"mitb 0,
und sei¢ := 238 b. Dann ista — ¢ normal aufb.

N

2(b,b) =

Der folgende Satz ist a@auchy-Schwarz-Ungleichurhxykannt. Fug,b € R" sagen
wir, dassa ein Vielfaches vohist, wenn es eiil € R gibt, sodasé = A b.

mL
o
QJL
o

Beweis:(é— B b) = (3,b) -

O‘L
kil
o—»
ke

SaTz 1.11 (Augustin Cauchy, 18215ei ne N, und seierd,b € R". Dann gilt:

(1) Ka, b>| < 1Al - libll.
(2) Ka, by = l1all - 1ibll gilt genau dann, wenh = 0 odera ein Vielfaches voh ist.

Beweis:Wennb = 0, so sind beide Seiten der Ungleichuad. Wir nehmen nun an,
dassb # 0. Wir wissen, dass

N
[
L
L

~N~—
N

[
~N~—

o
‘Q
|
!
o
N
\%
o

a-

A~
o
(@)1

~

A~
ol

~
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Nun gilt (3 — @2 .pa— @R . by = (3,8) — 2@D2 | @D _ 3 3 % Da dieser
Ausdruck= 0 |st gllt ’ ’ '

Folglich gilt auch
Al - bl = (&, b.
Somit gilt (1).
Um (2) zu zeigen, nehmen wir an, daSas byl = Nal - libll gllt Wir zelgen dass dann

b=0 gilt, oder das& ein Vielfaches vorb ist. Es gilt(a, D)2 = (3,3) - (b, by. Wenn
alsob # 0, so gilt

@a- @D g @b g
(b,b) (b,b)
Also gilta - <‘;‘E .b = 0, uns somit is& ein Vielfaches vorb.

Nun zeigen wir folgendes: werin= 0 oderb ein Vielfaches vorist, so gilt(a, b)2 =
llall - |[bll. Wennb = 0, so sind beide Seiten der Gleichua@. Wennb + 0 unda = Ab,
so gilt(a,b)? = (Ab,b)? = 1%(b,b)? = A%(b, b){b,b) = (Ab,Ab) - (b,b) = llallIbII?. m
UBUNGSAUFGABEN 1.12.
(1) SeiaeR", A € R. Zeigen Sie:
(@) NA&ll = o] - Al
(b) IZ;a=1.

(2) Seiema,b e R". Zeigen Sie:
A+ b2 — 14— b2 = 43, b).

Nun kénnen wir wie inRR? zeigen:
SATZ 1.13. Seierd, bimR", und seip der Winkel, dera undb einschlieRen. Dann gilt
(3,b)

co = .
w l1atr - il

Beweisskizze3, ) + (b, by — 2llalllibll co¢) = (A—b,a - b). m

Im R3 gibt es eine Rechenoperation, die einen Vektor liefert,adérzwei gegebene
Vektorena undb normal steht: das Kreuzprodukt.

DEFINITION 1.14. Der Vektor
a b, ayhg—agh,
(3)(8) = (E538)
a3 b, a;b,—a,b;

a b
ist dasKreuzprodukt/on(gi) und(bi) inR3,
3

by
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. b
SATZ 1.15. Seiend = (Z;) undb = (bi) in R3. Dann gilt:
a3 b,
(1) ax b ist normal auf und aufb.
(2) llax bli2 = l1a12 - bl — (&, by 2.

(3) lla x bil ist die Flache des Parallelogramms, das von den Vektéremdb
aufgespannt wird.

Beweis: (1): Es gilt
(@axb,a) = (a,b, - ab,)a, - (a,b, — a;b)a, + (a,b, — a,b,)a, = 0.

(@axbby=0 wird in der Vorlesung nachgerechnet. (2): Vorlesung. (8): nehmen
an, dassi + O undb # 0.

L

Wir erhalten fir die Hohé aufa
h = llbll - sin(y)
und fur den Flacheninhalt
F = llall- h = [l - bl - siny).

Somit gilt
F2 = la’-1bi?- (sing))?,
= 1@ 1bli2 - (1 - (cog¢))?)
= a2 - 1IbI2 = (&, b)2.

Aus (2) ergibt sich jetzt
F2 = l1ax bll2.
[

Durch die Bedingungen an Richtung und Lange ist der Vektob fast schon eindeu-
tig bestimmt. Zusatzlich gilt: Zeigt der Daumen der rechttand in Richtungg, der



24 1. GEOMETRIE IN DER EBENE UND IM RAUM

Zeigefinger in Richtun@, und ist der Mittelfinger normal a@fundb, dann zeigterin
die Richtung vora x b.

In[9]:= Kreuzprodukt [{al , a2_, a3_}, {bl_, b2 _, b3 }] :=
{a2 *» b3 -a3 » b2, -(al *xb3 -a3 xbl), al xb2 -a2 xbl}

I n[ 10] : = Kreuzprodukt [{1, -2, 3}, {0, 2, -1}]

Qut [ 10]

(-4, 1, 2)
Die Mathematica-Funktio@r oss liefert ebenfalls das Kreuzprodukt.

UBUNGSAUFGABEN 1.16.

(1) Zeigen Sie, dass fiir allsb € R3 gilt: ax b= -bx a.

(2) Seiend,b e R3. Zeigen Sie unter Verwendung der Gleichheitsaussage iSaechy-Ungleichung (Satz 1.11) und
Satz 1.15 (2), dassx b genau dann 0 ist, werd= 0 oderb ein Vielfaches vora ist.

(3) Zeigen Sie, dass folgende Gleichheit fiir alp,¢,d e R3 gilt (Lagrange-ldentit&t

(4) Zeigen Sie, dass folgende Gleichheit fiir alb,e,d e R3 gilt:

(5) Zeigen Sie, dass fiir alke b, ¢ e R3 gilt:
ax(bxd) = (3 -b-(ba-c
(6) Zeigen Sie, dass folgende Gleichheit fiir alb,c e R3 gilt (Jacobi-ldentita):

ax(Bxé)+Bx(éxa)+éx(axB):0.

8. Geraden und Ebenen im Raum

8.1. Parameterdarstellung einer Geraden.Genau wie inR? lasst sich eine Ge-
rade imR?3 durch eine Parameterdarstellung mit einem Punkt und einiehtuRgs-
vektor angeben. Zum Beispiel,
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/
P

8.2. Parameterdarstellung einer Ebene Wie kann man die Ebene beschrei-
ben, die die drei Punkte = (%l) Q= (g) undR = (‘2‘4) enthalt?

Die Ebenee ist die Menge aller Punkte, die man erreicht, indem manRa@us ein
Stuck in RichtundgQ, und dann ein Stiick in die Richtung v®machR geht.

e:{p+A.P_\Q+/1-|5\R|7(,ﬂ€R},
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das heilt, die Punkte der Ebene sind von der Form

s (1= ()2 (2)n ()

Eine Ebene lasst sich also durch einen Punkt und 2 Richtekgsen beschreiben.

8.3. Implizite Darstellung einer Ebene. Es seie die Ebene durch den Punkt
(—jl), die normal auf den Vekton = ( 3 ) ist. Wir nennemih den Normalvektor von

Die Ebenesist die Menge aller Punkt(e)zf), sodass der Vektc(r)yz() - (—il) normal aufi

ist, also
X 2 N
(0)-(3)m -0
Einsetzen der Werte ergibt dimplizite Darstellung der Ebene
e= {(g) e R3|x+3y—2z=-9}.

Ein Normalvektor vore lasst sich direkt aus den Koeffizienten der Ebenengleichung
ablesen.

8.3.1. Verwandlung von Parameterdarstellung in implizite Dalisteg. Wir ver-

wandeln
X 2 1 2
e (f)=(5) 4 (3) e (3)
in implizite Form Dazu suchen wir zuerst einen Vekiipder auf beide Richtungsvek-

toren der Ebene normal ist. Dannisauf die ganze Ebene normal. Wir beschreiben 2
Maglichkeiten einen solchen Normalvektor zu finden:

(1) Wir suchem = (Ei) so, dass
3

1

(3}
(o

Das heil3t, wir missen das lineare Gleichungssystem

O und

0.

n-n,+3n; = 0
2n,-n,-3n; = 0
l6sen. Klarerweise ist, = n, = n; = 0 eine Losung, aber wir wollen einen
Vektor n, der nicht der Nullvektor ist. Wie man alle Losungen einagdiren

Gleichungssystems findet, werden wir im Kapitel 3 sehen.
(2) Alternativ finden wim auch als Kreuzprodukt der beiden Richtungsvektoren.

o= (3)x(3)- (2
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Der Vektorn ist normal auf die Ebene. Ein Pur(l«zt) liegt also genau dann i wenn

der Vektor(g) - (_% ) normal aufn ist. Wir berechnen
()-(3hm=o0

6X+ 9y +z = 38.
Somit hat die Ebene die implizite Darstellung

e= {(g) e R3|6x+ 9y +z=38).

und erhalten

8.3.2. Verwandlung von impliziter Darstellung in Parameterdatking. Wir ver-
wandelne : x + 3y — 2z = -9 in parametrisierte Form. Wir beschreiben die L6sungs-
menge der Gleichung, indem war= u undy = A setzen und dankx durchA und u

ausdriucken. Wir erhalten = -9 — 31 + 2u. Somit liegt fur alle Werte\,u € R der
-9-31
Punkt( A +2ﬂ) in der Ebene. Die Ebene hat also die parametrisierte Dans¢el

e ()l

8.4. Implizite Darstellung einer Geraden. Offenbar kann man eine Gerade im
Raum nicht durch eine einzige lineare Gleichung,y, zbeschreiben. Solche Glei-
chungen beschreiben ndmlich Ebenen im Raum. Jede Geraderkamaber implizit
als Schnitt zweier Ebenen, das heil3t als Losungsmenge vioe&¢n Gleichungen
beschreiben. Beispielsweise ist

g:{(g)e[R3|2x—y+3z:1,x+4y—22:3}

die Gerade, die sowohl in der Ebene mit der Gleichuxng £ + 3z = 1 als auch in der
Ebene mit der Gleichung+ 4y — 2z = 3 liegt.

Zwei Ebenen im Raum, die nicht parallel sind, schneidenisicher in einer Geraden.
Parallele Ebenen erkennt man daran, dass ihre Normalegkiordieselbe Richtung
zeigen. Also sind etwax?- y + 3z = 1 und-4x + 2y — 6z = 3 parallel.

8.4.1. Verwandlung von Parameterdarstellung in implizite Dalisteg. Wir ver-

wandeln § , .

9:(3)=(5)+1(3)
in implizite Form. Dazu suchen wir 2 Ebenen, die die Geradéaten. Liegtg in
einer Ebene mit Normalvektdr, dann isth normal auf den Richtungsvektéél) der

Geraden. Zusatzlich liegt der Pur(k_%l) in der Ebene.
Auf einen Vektor(g) sind beispielsweis(a—ba), ( 0 ) und( 2 ) normal. Wir wéahlen
C 0 —a —-b

n, = (%) undn, = (_31) als Vektoren, die im rechten Winkel a(:él) stehen. Damit
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liegtgin den Ebenen durch den Purék?t ) die normal auf, bzw.n, sind. Die Gerade
ist also der Durchschnitt der beiden Ebenen

e: X+y=5, und
e: 3X-z=T7.
Wir haben
o 3
0=1(}) eR3Ix+y=53-2=7.

8.4.2. Verwandlung von impliziter Darstellung in Parameterdatking. Um eine
Parameterdarstellung von

g= {(g) eR3|2x-y+3z=1,x+4y-2z= 3}
zu erhalten, I16sen wir das lineare Gleichungssystem
2X-y+3z = 1,
X+ 4y -2z 3.
Eine Methode dafur werden wir im Kapitel 3 vorstellen.



KAPITEL 2

Matrizen

1. Die Definition von Matrizen

Wir haben bereit¥ektorenkennen gelernt; solche Paare reeller Zahlen haben wir be-
nutzt, um Punkte in der Ebene zu beschreiben. In der Gearwtiichen wir auch
Matrizen Matrizen eignen sich besonders gut, um etwa DrehungerSpilegelungen

zu beschreiben.

Eine Matrix ist ein rechteckiges Zahlenschema. Zunachst einige Exéspi

BEISPIELE2.1.

3 5). . .
> 1)lstelne2><3-Matr|x.

1
7
1 2). . )

3 5)lstelne2><2-Matr|x.

. ‘z’ ) ist eine 2x 1-Matrix.
(1 2 7)isteine 1x 3-Matrix.

Eine Matrix mitm Zeilen undn Spalten bezeichnen wir als eimex n-Matrix. WennA
einem x n-Matrix ist, undi € {1,2,...,mfundj € {1, 2, ..., n}, so bezeichnen wir mit
A, ), All, J] oderA, ; den Eintrag, der beA in deri-ten Zeile undj-ten Spalte steht.
Far

A=(733)
gilt zum BeispielA, , = 7. Die Menge allem x n-Matrizen kirzen wir miR™" ab.

Wir missen noch den Begriff “rechteckiges Zahlenschemarekd. Man kann eine
m x n-Matrix A mit Eintrdgen auf als Funktion von(1,2,...,m} x {1,2,...,n} nach
R definieren. Der Eintrag, der in der 2. Zeile und 4. Spaltetstehdann der Funkti-
onswertA(2, 4). Diese Sichtweise gibt auch recht gut wieder, was eine Imeigation
des abstrakten Datentyps “Matrix” kbnnen muss. Es mussiotogein, eine Funkti-
onlLi ef er eEi nt r ag zu schreiben, sodakts ef ereEintrag (A, i, j) den
Eintrag vonA an deri-ten Zeile undj-ten Spalte, also den Funktionswéxd, j), zu-
rackgibt.

29
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In Mathematica geben wir die Matrix

wie folgt ein.
In[11]:= A = {{1, 2, 3}, {4, 5, 6}}
Qut[11]= {{1, 2, 3}, {4, 5, 6}}
I n[ 12] : = MatrixForm  [A]
_ (1 2 3
ut[12]= (4 5 ¢ |
In[13]:= A = {{5, 7, 8}, {-2, 3, 5}}
Qut[13]= {{5, 7, 8}, {-2, 3, 5}}
I n[ 14] : = MatrixForm [A]
_ (5 7 8
Qut[14] = 5 3 5
In[15]:= A[[21][[1]1]
Qut[15]= -2

2. Die Addition von Matrizen

Zwei Matrizen kann man addieren, wenn sie gleich viele Zailed gleich viele Spal-
ten haben. Wie man zwei Matrizen von gleichem Format addeekidren wir mit
folgenden Beispielen.

AUFGABEN 2.2.

(135),(-1-2 3)_(01 8
721 6 5-3)7|137 -2
(L -3),(03)_(10
2 0)"71) (91
(15, ( 2-3\_( 32
37)" (-4 o)7\ 17
(13) (21} (-1 2
10)\35)7(-2 -5

Wir fassen zusammen, wie diese Addition funktioniert: ZWeitrizenA € R™ B e
R™! lassen sich genau dann addieren, wemr= n undk = | gilt, d.h. wenn die
Matrizen von gleichem Format sind. Wefindie Matrix A + B ist, dann hat auc
das Formam x k, und fir allei € {1,2,...,mfund j € {1, 2, ...k} berechnet man den
EintragC, ; durch

Ci=A+B
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In[16]:= A = {{1, 4, 3}, {0, 1, 0}};

In[17]:= B = {{-7, 5, 0}, {23, -7, 16}};

In[18]:= A+ B
Qut[18]= {{-6, 9, 3}, {23, -6, 16}}
I n[ 19] : = MatrixForm [%
-6 9 3
QE[191= {53 6 16
3. Die Multiplikation einer Matrix mit einer reellen Zahl

Eine Matrix A wird mit einer reellen Zahl multipliziert, indem jeder Eiag mit der
Zahl multipliziert wird. Wir geben dazu wieder ein Beispiel

5. 35} ( 6 10
7 8) |\ 14 16 )
Wir formulieren wieder allgemein, wie man eine reelle Za @ner Matrix A multi-
pliziert. Wennt eine reelle Zahl, uné einemx n-Matrix ist, so ist die MatrixC :=t-A

ebenfalls einen x n-Matrix. Die Eintrage vorC sind dadaurch gegeben, dass fur alle
ief{l,2,....m,jel{l,2,..,nqgilt:

In[20]:= A = {{2, 5}, {3, 4}, {10, 2}}
Qut[20]= {{2, 5}, {3, 4}, {10, 2}}

AUFGABE 2.3.

I n[ 21] : = MatrixForm [ (-10) =% Al

20 50
out[21] = (_30 40 )
~100 -20

4. Die Multiplikation von Matrizen

Zwei MatrizenA, B kdnnen genau dann miteinander multipliziert werden, wAnn
genausoviele Spalten wigeZeilen hat. Eindx|-Matrix ist also mit einemx n-Matrix
multiplizierbar, wenl = m. Das Ergebnis dieser Multiplikation ist eikkex n-Matrix.
Wir erklaren die Matrixmultiplikation zunéchst anhandesrBeispiels.

AUFGABE 2.4.

3.3+1:1+2-7 3-9+1-8+2-1 3:3+1-5+2-(-4)
2.3+5.1+4-7 2-9+5-8+4-1 2.3+5-5+4-(-4) )



32 2. MATRIZEN

Daher gilt
39 3
(2 é 421)(% f _54):(33 g; 165)'

Wenn man ein&xm-Matrix A mit einermxn-Matrix B multipliziert, so ist das Produkt
C einek x n-Matrix. Furi € {1,2,...,klundj € {1,2,...,n} ist der Eintrag:,’j das
Skalarprodukt aus deften Zeile vonA und derj-ten Spalte voB. Wir rechnen noch
einige Beispiele:

AUFGABEN 2.5.
(o 3 3)

. ( 1 2 3 ) ( :2)’ ? ) ist nicht definiert, da die erste Matrix 3 Spalten und die

zweite Matrix 2 Zeilen hat, und 2 nicht gleich 3 ist.

o = 01

2
7)-(% 1)

WennA eine 2x 3 undB eine 3x 1-Matrix ist, dann ist das Produkt- B eine 2x 1-

Matrix. Das ProdukB - A ist nicht definiert. Selbst dann, wenn beide Produktdd

und B - A definiert sind, mussen die Ergebnisse nicht gleich seinuDazhnen wir
folgende Beispiele:

AUFGABEN 2.6.

5
(1 2 5)-[1} = (17

2

5 5 10 25
1|1 2 5) 1 2 5
2 2 4 10

Das erste Beispiel noch einmal in Mathematica.

In[22]:= A= {{3,1, 2}, {2,5, 4}};

B = {{3,9, 3}, {1, 8,5}, {7, 1, -4}};
I n[ 23] : = MatrixForm [A. B]
out [ 23] = 24 37 6

39 62 15
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5. Rechenregeln fur die Addition und Multiplikation von Mat rizen

Wir haben bereits gesehen, dass nicht fur alle MatrizerB = B - A gelten muss.
Einige Rechenregeln, die wir vom Rechnen mit Zahlen kengelten aber auch fur
Matrizen.

SATz 2.7 (Assoziativitat der MatrizenmultiplikationBeien k, I, m, re N, und seien
A e R BeR™M CeR™" Dann gilt

(A-B)-C=A-(B-0O).

Satz 2.8 (Rechtsdistributivitat der Matrizenmultiplikationpeien k, I, me N, und
seien A, Be R, C € R™*™. Dann gilt

(A+B)-C=(A-C)+(B-C).

SaTz 2.9 (Linksdistributivitat der Matrizenmultiplikation)Seien k, |, me N, und sei-
en Ae R B,Ce R™™ Dann gilt

A-(B+C)=(A-B)+(A-C).

Es ist nicht schwierig, die Assoziativitat der Matrizentiplikation zu beweisen, wenn
A, B, C alle 2x 2-Matrizen sind. Man berechnet

a b e f I
(callgn(it)
und
a b e f I
(c d)'((g h)'(k I ))
und stellt fest, dass beide Ergebnisse gleich sind. Flurixégtvon beliebigem Format
braucht man folgende Definition der MatrixmultiplikatioennA einek x m-Matrix,

B einem x n-Matrix, undC = A - B ist, so gilt fur allei € {1,2,...,k} und alle
je{l2,...,n

Cli, j1:= ) Ali,r1-BIr, 1.
r=1

Der Beweis der Assoziativitat der Matrizenmultiplikatiaird in der Vorlesung be-
sprochen.

SaTz 2.10 (Zusammenhang zwischen zwei Multiplikatione8gien m,ne N, sei
A € R™" und seite R. Dann gilt(tA) - B = t(A- B).
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6. Die Multiplikation von Vektoren und Matrizen

-3 4
Seiv = () undA = ( 1 0 ) Dann ist der VektoA - v gegeben durch
-1 1
34 ., 6+ 16
Av=( 1 o)-( 4): —2+0 |.
-1 1 2+4

Das Ergebnis ist ein Vektor ifR3.

Die Multiplikation sieht also genauso aus wie die Multiglilon der 3x 2-Matrix
-3 4

( 10 ) mit der 2x 1-Matrix (-2 ). Bei der Matrizenmultiplikation ist das Ergebnis
-1 1

aber eine X 1-Matrix.

Mit Mathematica wird der Unterschied deutlich:

In[24]:= A = {{-3, 4}, {1, 0}, {-1, 1}};
v = {-2, 4};
X = AV

Qut[24] = {22, -2, 6}

In[25]:= A = {{-3, 4}, {1, 0}, {-1, 1}};
v = {{-2}, {4}};
X = AV

Qut[25] = ({22}, {-2}, {6}}

In[26]:= A = {{-3, 4}, {1, 0}, {-1, 1}};
vV = {{-2, 4}};
X = AV

Hier liefert Mathematica eine Fehlermeldung.

Qut[26]= {{-3, 4}, {1, 0}, {-1, 1}}. {{-2, 4}}
-3 5

Seiv = (-4,3, 2)undA:( 1 O). Dann ist der Vektow - A gegeben durch
-1 1

-3 5
(—4,3,2)-( 1 o)=(12+3—2, ~20+2) = (13,-18).
11
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Das Ergebnis ist ein Vektor ifR2.

Die Multiplikation sieht also genauso aus wie die Multiglilon der 1x 3-Matrix
-3 5

(=4 3 2 mit der 3x 2-Matrix( 1 0 ) Bei der Matrizenmultiplikation ist das Er-
-11

gebnis aber eine % 2-Matrix.

Wenn man diese Multiplikation “Matrix mal Vektor” verweniléassen sich lineare
Gleichungssysteme kurzer anschreiben.

I
=

3Xx+4y-2z
2X+5y-8z

34 -2\ (X) (1
25 -8) Y72
z
schreiben. Im allgemeinen erhélt man beGleichungen und Unbekannten die Form

A-xX=Db,
wobeiA einem x n-Matrix ist, x ein Vektor imR" undb ein Vektor imR™.

Il
\V]

laikt sich dann als

Die FunktionLi near Sol ve[ A, b] liefert eine Lésung des linearen Gleichungssy-
stemsA-x=h.

Wir |6sen zum Beispiel  — 3y = 5.

I n[27]: = LinearSolve  [{{2, -3}}, {5}]
_ (5
Qut[27] = {5, 0}

Spater werden wir sehen, wie man alle Lésungen erhalt.

7. Das Transponieren von Matrizen

Beim Transponierereiner Matrix wird die Matrix an der Hauptdiagonale gesplege

1 4 -3 T 1 2
> 5 3| =4 7
-3 3
WennA einemx n-Matrix ist, so istA™ einen x m-Matrix, und fur allei € {1, 2, ..., n}

undj € {1,2,...,m}gilt
AT, §) = A, D).

In[28]:= A = {{1, 4, -3}, {2, -5, 3}};

I n[29]:

MatrixForm  [A]
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_ /1 4 -3

Qut[29] = > 5 3
In[30]:= B = Transpose [A]
OJt[SO]: {{1! 2}! {4! _5}! {_3! 3}}
I n[ 31] : = MatrixForm [B]

1 2
Qut[31] = (4 -5 )

-3 3

SATZ 2.11. Seien |, m, re N, sei Ae R™™, und seien B, G R™". Dann gilt:

(1) (A-B)T =BT - AT
(2) B+CO)T" =BT +CT

UBUNGSAUFGABEN2.12.

(1) Berechnen Sie fiir die Matrix

die MatrixB := AT - A.
(2) Berechnen SigA —B) - CT fiir die Matrizen

0 1
1 3 -2 -3
A:( ),B:( ),C: 1 -1].
4 -2 2 2 > 0
(3) Finden Sie eine Matrix, sodaRA - X = B, wobeiA = (‘14 (2’) B= (‘74 _18)- (Hinweis: Bestimmen Sie jede Spalte
von X durch Lésen eines linearen Gleichungssystems.)

8. Die Einheitsmatrizen

10 2 -1\ (2 -1
0 1 3 2)J°\3 2
35 35
4 2 (ég): 4 2
8 1 8 1
Die Matrix

10..0
En: 01 O

00 ... 1

heil3t Einheitsmatrix vom Formatx n. Man sieht leicht, dal3 fir jeda x n-Matrix A
und jeden x k-Matrix B gilt:

A-E, = A,
E-B = B.
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Besonders einfach zu l6sen sind Gleichungssysteme mitidkeiEsmatrix: Das Glei-

chungssystem
1 0)\(x)\ (4
0O 1)Jly]) {2

hat die Losung = 4,y = 2, und daher die Losungsmenge- {(4, 2)}.

In[32]:= A = -24 « IdentityMatrix [51;
MatrixForm  [A]
-24 0 0 0 0
0 -24 O 0 0
Qut[32] = 0 0O -24 0 0
0 0 0 -24 0
0 0 0 0 -24

9. Das Invertieren von Matrizen

Betrachtet man die Gleichungs5= 7, so erhalt man die Lésung= % durch Multipli-
kation beider Seiten m@ (des Inversen von 5). Wir betrachten das Gleichungssystem

2 3\[x) _ 12
5 5)ly]) | -20
Seien wir nun optimistisch, und stellen wir uns vor, wir halbée MatrixA = ( i 3 )

(2a)(5-2)-(52)

Fur die Losungen des Gleichungssystems muss dann auch:gelte
2 3)\(x 12
(53)5) -~ 56)
X 12
()= ~()

Wie bestimmen wir so eine MatriA? Wir suchen eine MatriA = ( i 3) die

sodass

folgende Eigenschaft besitzt:

(2a)(5-25)-(5 1)
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Durch Ausmultiplizieren erhalten wir folgendes Gleichasgstem:

2a+5b = 1
3a-5b = 0
2c+5d = 0
3c-5d =1

Losen wir dieses, so erhalten wir
a b)_(02 012)_1(5 3
c dJ {02 -008) 25\5 -2 )
Nun kénnen wir auch die Losung des urspringlichen Systemesheen:

()=2(s ) 2)=(34)

Somitist(0, 4) der einzige Kandidat fir eine Losung des Systems@4) auch wirk-
lich Losung ist, ergibt sich als Lésungsmernge {(0, 4)}.

DEFINITION 2.13. SeiA einen x n-Matrix UberR. A heifdtinvertierbar, falls es eine
nxn-Matrix BmitA-B=B-A=E, gibt.

SATz 2.14. Seien A, A, invertierbare Matrizen irR™". Dann ist auch A- A, inver-
tierbar.

BeweisSeienA,, A, e R™"invertierbar. Es gibt daher Matrizé}), B,, sodas#\;-B, =
B,-A, = E,undA,-B, = B,-A, = E,. Dann gilt(A; - Ay) - (B,-B,) = A;- (A, B,)-B, =
A -E,-B, =A -B, = E, SomitistA, - A, invertierbarm

SATZz 2.15. Sei A eine invertierbare Matrix iR™", und sei B so, dassB = B-A=E,.
Sei C eine Matrix mit AC = E,. Dann gilt B=C.
BeweisEsgitC=E,-C=(B-A)-C=B-(A-C)=B-E,=Bnm

Zu jeder invertierbaren Matri& gibt es also genau eine Matfmit A-B = E,.. Diese
Matrix B kiirzen wir mitA-* ab.

DEFINITION 2.16. SeiA einen x n-Matrix. A ist regul&r genau dann, wenA inver-
tierbar ist.A ist singulargenau dann, wenA nicht invertierbar ist.

UBUNGSAUFGABEN2.17.

(1) Zeigen Sie, dass fiar, b, ¢, de R mit ad + bcdie Matrix(ec‘ g) invertierbar ist, und dass
-1 1
(% 3) T ad- bc(*d" ?)
gilt.

(2) SeiA einemx m- Matrix, fur die es eim € N mit A" = 0 gibt, und seE die mx m-Einheitsmatrix. Zeigen Sie, dass
E — Ainvertierbar istHinweis: Denken Sie beim Auffinden der inversen Matrixég\( = YiZoX.
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SATz 2.18. Seien A, B= R™" invertierbare Matrizen.

(1) Atistinvertierbar, und es giltA-1)1 = A.
(2) AT ist invertierbar, und es giltAT) ! = (AT,
(3) A-Bistinvertierbar, und es giltA- B)"* = B1. AL,

Beweis.

(1) EsgiltA™t-A = A-A™ = E,. Also istA ! invertierbar, und := Aihre inverse
Matrix.

(2) EsgiltA- A"t = A1. A = E_. Durch Transponieren erhalt ma )™ - AT =
AT-(A™HT = E,. Folglich istAT invertierbar, und die inverse Matrix ZAf ist
(AHT.

(3) Esgilt(A-B)- (B*-A) =E,und(B*-A™)-(A-B) = E,. Folglich istA-B
invertierbar, und die inverse Matrix vok- Bist B! - A1,

Den folgenden Satz werden wir erst spater beweisen:

SATZ 2.19. Sei Ae R™", und sei Be R™" so, dass AB = E,. Dannist A invertierbar.
AulRerdem ist dann B die zu A inverse Matrix.

Wir berechnen jetzt die inverse Matrix w()n:ZL _34 ) durch den Ansatz

(2 2)(% d)=(o 1)
In[33]:= A = {{1, 3}, {2, -4}};

LinearSolve [A, {1, 0}]
2 1
Qut[33] = {g- g}
Alsoa=04,c=0.2.
In[34]:= A = {{1, 3}, {2, -4}};

LinearSolve [A, {0, 1}]

3 1
Qut[34] = {E’ ’E}
Alsob=0.3,d = -0.1.

Die Funktionl nver se berechnet die inverse Matrix; die Funktiér - 1) macht
leider etwas ganz anderes.
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In[35]:= A = {{1, 3}, {2, -4}};:
B = Inverse [A]l;
MatrixForm [B]

2 3

Qut [ 35] = (i 19 )

5 10

In[36]:= A B

Qut[36]= {{1, 0}, {0, 1}}

In[37]:= B. A

Qut[37]= ({1, 0}, {0, 1}}

In[38]:= A" (-1)

1 1 1

ait[38] = {{1, 3}, {5, -7}

In[39]:= A A" (-1)

Qut[39] = {{g, —15—2}, {o, 2}}



KAPITEL 3

Lineare Gleichungssysteme

1. Beispiele

Wir betrachten zunachst vier Gleichungssysteme und bestmihre Losungsmenge.
Dabei geht es uns noch nicht darum, ein Losungsverfahreiméare Gleichungssy-
steme zu entwickeln (das kommt spater), sondern nur datiarpaar typische Phéano-
mene zu beobachten.

(1) Man bestimme alle Paarg, y) in R?, die sowohl die Gleichung+y = -1
als auch die Gleichung3+ 2y = -5 erflllen. Wir suchen also alle Losungen
des Gleichungssystems

X+y=-1 (2)

(3.1) 3x+2y=-5 (2).
L('jsung:Wenn(§) eine Losung des Gleichungssystems ist, danmxgillyy =
—1. Daher gilt auch-3x — 3y = 3. Somit ist jede Losung des Systems (3.1)
auch eine L6sung von
-3x-3y=3 1
(3.2) y (1)

3X+2y=-5 (2).

Wenn-3x-3y = 3und 3x+2y = -5, dann gilt aucki—-3x-3y)+(3x+2y) =
3+ (-5H), also-y = —2. Daher musy = 2 sein. Da abex + y = —1 ist, muss
x = —1 -y sein, und daher ist = —3. Daher ist nuf 3}) als Lésung des
Gleichungssystems mdaglich.

Wir probieren nun aus, o(tr23) auch wirklich eine Losung ist. Tatsachlich
gilt -3+ 2=-1und 3-(-3) + 2- 2= -5. Daher ist die Menge

L=1{(3)
die Losungsmenge des Gleichungssystems.

Wir interpretieren dieses Beispiel jetzt geometrischeJléunkte(§) im
R?, die die Gleichung +y = -1 erflillen, liegen auf einer Geraden (eben auf
der Geraden mit Gleichung+y = —1). Jene Punkt@), die die Gleichung
3x+ 2y = =5 erfillen, liegen auf der Geraden mit Gleichung 82y =
-5. Die Lésungsmenge des Gleichungssystems enthalt alletd}uhe auf

beiden Geraden liegen. Wenn die beiden Geraden nicht @lesadd, so gibt
es genau einen Punkt, der auf beiden Geraden liegt, nandicBchnittpunkt

41
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der beiden Geraden. Dieser Schnittpunkt ist in diesem Btisier Punkt
-3

2
(2) Wir suchen alle Lésungen des Gleichungssystems
X+3y=-1 (2)

(33) -3x-9y=2 (2).
Lbsung:Wenn(ﬁ) eine Losung des Gleichungssystems ist, danxgilBy =
—1. Daher gilt auch 8 + 9y = —3. Somit ist jede Lésung des Systems (3.3)
auch eine L6sung von
3X+9y=-3 1
(3.4) Y (1)

-3x-9y=2 (2).
Wenn 3x+ 9y = -3 und-3x -9y = 2, dann gilt auch
(3.5) Bx+9y) +(-3x-9y) = -3+ 2

Die linke Seite von (3.5) ist aber immer 0. Jede Los(figdes Gleichungs-
systems (3.3) muss also -3 + 2, also 0= -1 erfullen. Egal welche,y
man in die Gleichung (3.5) einsetzt: die Gleichung (3.5)kaie erflllt sein.

Somit hat das Gleichungssystem (3.3) keine Losung. Die hgsmenge
ist also die leere Menge, also

L=1)=0.

Wir interpretieren dieses Beispiel jetzt geometrisch. Gezadex + 3y =
—1 hat den Normalvektds ). Die Gerade-3x—9y = 2 hat den Normalvektor
(23). Der Vektor(-3) ist ein Vielfaches des Vekto(g ). Die beiden Geraden
sind also parallel. Zwei parallele Geraden sind entwedentidch, oder sie
haben keinen gemeinsamen Punkt. Da das Gleichungssyst@nuBsbar
ist, haben die beiden Geraden keinen gemeinsamen Pungkindialso zwei
verschiedene parallele Geraden.
(3) Wir suchen alle Lésungen des Gleichungssystems

X+5y=-4 (1)

(3.6) -2x-10y=18 (2).
Lbsung:Wenn(§) eine Losung des Gleichungssystems ist, danxgiby =
—4. Daher gilt auch  + 10y = —8. Somit ist jede Lésung des Systems (3.6)
auch eine L6sung von
2x+ 10y = -8 1
3.7) y 1)

-2Xx—-10y =38 (2).
Wenn 2x + 10y = -8 und-2x — 10y = 8, dann gilt auch
(3.8) (2x+ 10y) + (-2x-10y) = -8 + 8.
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Sowohl die linke als auch die rechte Seite der Gleichung) (8t8also O.
Somit ist die Gleichung (3.8) fiir allg}) in R? erfullt. Sie liefert also keine
Einschrankung fur die Losungen.

Nicht jeder Punk(§) inR? ist eine Losung des Systems (3.6). (Der Punkt
(8) erflllt nicht einmal die erste Gleichung.) Wir sehen abasdjede L6-
sung der ersten Gleichung von (3.6) auch eine Lésung detem&ieichung
von (3.6) ist: das liegt daran, dass die zweite Gleichungtent, wenn man
beide Seiten der ersten Gleichung mi2 multipliziert. Man kann also die
zweite Gleichung einfach weglassen (sie liefert keineeveiEinschréankung
far x undy), und nur mehr die Lésungen von

X+5y=-4

bestimmen. Wir sehen, dass wir flr jeden Wert, den wiyfilmrgeben, einen
Wert fur x erhalten. Wenn wir fly := t setzen, erhalten wir fix den Wert
X = —4 - 5t. Somit kdnnen wir die Losungsmengeso angeben:

L={("%%)IteR}.

Die L6ésungsmenge ist also eine Gerade durc(r[)“) mit Richtungsvektor
-5
o)
( )\Nir interpretieren dieses Beispiel jetzt geometrisch. Gieichungerx +
5y = —4 und-2x — 10y = 8 werden von denselbg) erfiillt. Sie beschrei-
ben also die gleiche Gerade. Der Schnitt dieser beiden &enaiteinander
ist also genau diese eine Gerade. Und wirklxhs (') +t - (°) ist genau
die Parameterdarstellung der Geradensy = —4.

(4) Wir suchen alle Lésungen des Gleichungssystems

(3.9)

(3.10)

3x+4y=-1 (1)
5x+10y=-5 (2)
2X+8y=-6 (3).

L6sung:Wir multiplizieren die Gleichungl) mit 5, und die Gleichung?2)
mit —3 und erhalten

15x+ 20y = -5 )
-15x-30y =15 (2)
2x+8y=-6 3)
Jede Losung vofll’) und(2') erfullt auch
(15x+ 20y) + (-15x - 30y) = -5+ 15,

also-10y = 10, und somity = —1. Wenny = —1, dann muss wegen der
Gleichung(1) gelten:

3x=-1-4y,
also 3x = -1 + 4, und somiix = 1.
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Die Frage ist, otﬁ _11) auch wirklich eine Lésung des Gleichungssystems
ist. Wir haben bis jetzt ja nur so begriindet, dass fiir jedeuhg$y) des
Gleichungssystems = 1 undy = -1 gelten muss. Wir wissen aber noch
nicht, ob( % ) die Gleichungentl), (2) und(3) erfiillt. So haben wir etwa die
Gleichung(3) beim Ausrechnen vor undy noch gar nicht verwendet! Wir
mussen also ausprobieren, (o_l‘g) wirklich alle drei Gleichungen erfiillt. Es
gilt3-1+4-(-1)=-1,5-1+10-(-1) = -5und 2- 1+ 8- (-1) = —6. Das
Paar( %) erfillt also wirklich alle drei Gleichungen, und es gilt sibm

L={(4).

Wir interpretieren dieses Beispiel jetzt geometrisch. den drei Gera-
den, die durch die Gleichungéh), (2) und(3) beschrieben werden, sind kei-
ne zwei parallel, da kein Normalvektor ein Vielfaches eiaederen Normal-
vektors ist. Alle drei Geraden gehen durch den Pl(ll’_ﬂ() Die drei Geraden

gehen also “sternférmig” durch den Purfikt ).

Das Gleichungssystem (3.6) zeigt, dass die Losungsnieaiges linearen Gleichungs-
systems nicht leer oder einelementig sein muss, sondemeane unendliche Menge

sein kann. Fur die Darstellung der Lésungsmehgtes Systems (3.6) gibt es zwei
Maglichkeiten:

(1) Implizite Darstellungler Losung: Jedes Paat y), dasx+5y = —4 erfullt, ist
auch eine Losung fur das gesamte Gleichungssystem. Dienfdsann also
in der Form

L ={(X,y) € R?|x+ 5y = -4}
geschrieben werden.
(2) Parametrisierte Darstellunder Losung: Wir kbnnen die Lésungsmenge als

L={(-4,0+t-(-51]|teR}
schreiben.
Wollen wir nun Uberprifen, ob das Pa&r4) in der Lésungsmenge liegt, so missen
wir bei impliziter Darstellung nuk = 3 undy = 4 in X + 5y einsetzen. Da wir dabei

23 und nicht-4 erhalten, folgt3, 4) £ L. Bei parametrisierter Darstellung missen wir
dazu das Gleichungssystem

~4-5t = 3
t = 4

I6sen. Aus der Tatsache, dass dieses System keine Losutrt, b&gsmnen win(3,4) &
L schliel3en.

Die implizite Darstellung lasst jedoch keine direkte getnsehe Interpretation zu,
wahrend man aus der parametrisierten Darstellung sokehat, dass es sich bei der
Losungsmenge um eine GeradeRfhmit der Steigungué handelt.
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Auch andere Kurven irR? lassen sich sowohl implizit als auch parametrisiert darste
len. So ist zum Beispiel der Kreis mit Radius 1 um den Ursprgegeben durch

K (X, y) € R?|x* +y? = 1}
{(cost,sint)|[te R, 0 <t < 27}

Wir werden uns Uberlegen, wie wir die Losungsmenge von ddagestellungsform in
die andere umrechnen kénnen. Die jeweiligen Ubergdnget meanParametrisieren
(Losen bzw. Implizitisieren

2. Die Lésung von Gleichungssystemen in Staffelform

Wir betrachten das Gleichungssystem

158 2 -2 9
0 1 -2 -4 2 5
(3.11) 0o 0 o0 -16 8 |'*=| 16
00 0 0 O 0

Dieses Gleichungssystem kdnnen wir so l6sgrkdnnen wir beliebig festlegen. Wir
setzen also

X5 =t.
Wir erhalten
-16x, + 8t = 16,
also
1
X, =-1+2t.

2
Dax;, frei wahlbar ist, setzen wi, aufs.

Dann erhalten wir

Xo = O+ 2Xg + 4X, — 2Xs,
also
5+2s-4+2t-2t
1+2s.

o

SchlieRlich
X, =—-2+2s+t.

Also ergibt sich als Losungsmenge

()

Jor

)Is,te[R}.

COoRNN
RPNROOR
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Die Matrix
1 -5 8 2 -2
0O 1 -2 -4 2
O 0 O -16 8

0O 0o 0 0 O

ist eine besonders angenehme Koeffizientenmatrix. Siedistioh in Zeilenstaffel-
form. Wir definieren:

DEFINITION 3.1. SeiA einemx n-Matrix. A ist in Zeilenstaffelformwenn es e N,
undjy, j, ..., J, € {1,...,n} gibt, sodass

(1) jr > jr—1> cee > jl'

(2) Farallei € {1,2,...,r}gilt: AG, j,) # 0.

(3) Furallei € {1,2,...,rjund furallek € {1,2, ..., ny mitk < j, gilt: Adi, k) = 0.
(4) Furallei € {1,2,...,mmiti>r und furallek € {1, 2, ..., n} gilt: A(i, k) = 0.

WennA einemx n-Matrix in Zeilenstaffelform ist, und wie in obiger Definition, dann
treten in der L6sung voA - x = 0 genawn — r frei wahlbare Parameter auf.

UBUNGSAUFGABEN 3.2.

(1) Bestimmen Sie die Lésungsmenge des linearen Gleicbysgsns

Geben Sie die Lésungsmenge in parametrisierter Form an.
(2) Bestimmen Sie die Lésungsmenge des linearen Gleicbysgsns

Geben Sie die Lésungsmenge in parametrisierter Form an.
(3) Bestimmen Sie alle Losungen des folgenden Gleichuisgsss:

2% = 1% + 1% = 1X, + 1% = 12
I +1X -1, + 1% = 4
IXg+0x,—1x5 = 14
(4) Losen Sie das Gleichungssystem
X
2 5 7 3 2 % 1
01 0 -1 0 x |=| -2 |,
0 0 -1 0 2 X4 0
X5

und geben Sie die L6sungsmenge parametrisiert an.
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3. Das Gauf3sche Eliminationsverfahren

Wenn die Koeffizientenmatrix eines Gleichungssystemsesdstaffelform hat, dann
wissen wir bereits, wie wir alle Lésungen des Gleichunggsys bestimmen. Wir
erklaren mit einem Beispiel, wie wir sonst vorgehen. Wirraeliten das Gleichungs-
system

1 58 2 -2 9
1 -4 6 -2 0 4

(3.12) 102 2 ol|*| o
5 86 0 -5 _18

Wir schreiben uns zunachst das System anders auf.

I 1 58 2 -2 -9
I 1 46 -2 0 -4
1 -1 0 2 2 O 0

v 5 -86 0 -5 -18
Wir addieren nun passende Vielfache der Gleichung | zu jddeanderen Gleichun-
gen, sodass in den neuen Gleichungen die Varightécht mehr vorkommt. Das flihrt
auf

nm o 1 -2 -4 2 5 -1 +11
(3.13) im0 -5 10 4 -2 -9 |+l
v 0 17 -34 -10 5 27 (-5-1+IV

Nun hat das Gleichungssystem, das aus den Gleichungéeh, IMIpbesteht, die glei-
che Losungsmenge wie das Gleichungssystem, das aus dehwigen 111,111, IV’
besteht.

Das kann man so begriinden: wenn ein Tugglx,, x;, X,, X;) die Gleichungen | und
IV erfullt, dann erfillt es auch die Gleichung IV’, die ja eiLinearkombination (=
Summer von Vielfachen) der Gleichungen | und IV ist. Sei X, X5, X,, %) €in
Tupel, das die Gleichungen I und IV’ erfullt. Da IV’ =5- 1 + IV, gilt IV =IV' + 5 - I.
Daher ist die Gleichung IV eine Linearkombination der Gheingen 1V’ und 1. Also
muss das Tupek,, X,, X;, X,, X;) auch die Gleichung IV erflllen.

Wir kdnnen also anstelle des Gleichungssystems |, IMItias Gleichungssystem
LIMIIP, IV’ 16sen. In den Gleichungen II', III’, IV’ kom mt die Variablex; nicht vor.
Also konnen wir so vorgehen: wir bestimmen die Losungenx,, x,, X;) der Glei-
chungen I, I, IV'. Fir jede dieser Losungen rechnen wins dann aus der Glei-
chung | den Wert vom, aus.

Um die Loésungen von II', I, IV’ zu bestimmen, addieren wiiieder passende Viel-
fache der Gleichung II’ zu III’ und 1V’. Wir erhalten

i~ 0 0 0 -16 8 16 S+ 1117
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Nun konnen wir alle Losungefx,, X,, X;) der Gleichungen 1lI” und IV” bestimmen.
Dann kdnnen wir fir jede Losung aus I den Wert vorbestimmen (und dann aus |
den Wert vorx,).

In den Gleichungen III” und IV” kommi, nicht vor. Wenn wir also eine Losung
(X4, %) fur die Gleichungen 111" und 1V” finden, dann konnen wir fif jede beliebige
Zahl einsetzen. Flr jede solche Setzung erhalten wir eisehgix;, X,, X;) von I
und IV”. Wir merken uns:

X, ist frei wahlbar,

sofern es Losungefx,, ;) fur IlI” und 1V” gibt. Jetzt versuchen wir, alle Losungen
(X4, %) von 11" und 1V” zu finden. Dazu addieren wir ein passendeslfdienes der
Gleichung IlII” zur Gleichung IV”. Wir erhalten

(3.15) Ivz-""0 0 0 0 0 0 58Ill"”"+16-IV”

Alle Lésungen(x;) dieser letzten Gleichung zu finden, ist einfach: wir konregep
Wert fir x; einsetzen. Also:

Xg ist frei wahlbar.

Setzen wir alsog auft, und schauen wir, welche Werte sich fur die anderen Vanmable
ergeben.
Aus der Gleichung IlI” erhalten wir
-16x, + 8t = 16,
also

1
X, =-1+ Qt'

Dax, frei wahlbar ist, setzen wix; aufs.
Aus der Gleichung II' erhalten wir
Xo = O+ 2Xg + 4X, — 2Xs,
also
X, S5+2s-4+2t-2t
X, = 1+2s.

Aus der Gleichung | erhalten wir schlief3lich
X, =—-2+2s+t.

Also ergibt sich als Losungsmenge
-2

L:{(_(l)l)+s-(§)+t-( )Is,te[R}.
0 0

RNROOR
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UBUNGSAUFGABEN 3.3.

(1) Bestimmen Sie alle Losungen des Gleichungssystems

x+2y+3z = -10
-X+7y+2z = -10
5x-8y+5z = -10
(2) Bestimmen Sie alle Losungen des Gleichungssystems
-4X+2y+3z = 12
-6x+3y+0z = -18
6x-3y+2z = 34
(3) Bestimmen Sie alle Losungen des Gleichungssystems
1x+0y+2z = 16
2x+3y-z = -8
Ox+2y-3z = -36

(4) Geben Sie die Lésungsmenge des folgenden linearenh@taissystems in parametrisierter Form an!

2 -1 0 8 ) x (-3
2 -3 8 0 [(¥)=| 16 [
10 -7 24 -16 ) % | 112

(5) Geben Sie die Lésungsmenge des folgenden linearenh@taissystems in parametrisierter Form an!

-2 -1 8 0 X -16
2 -3 0 8 | (;g) -| 8
10 -7 -16 -24 | % 56

(6) Ergéanzen Sie die Gleichung
3x-2y+5z = 0

s0 zu einem Gleichungssystem mit drei Gleichungen, dasSyktem
(a) keine Lésung
(b) genau eine Lésung
(c) genau zwei Losungen
(d) eine Gerade als Losungsmenge
(e) eine Ebene als Lésungsmenge
hat.
(7) Furzwei Goldbarren und acht Silbertaler erhalten Si@@3.— Schilling, fiir 7 Barren und 3 Taler 84.000.— Schijlin
Wieviel ist ein Goldbarren wert? Wieviel ist ein Silbertaleert?
(8) Bestimmen Sie alle Losungen des Gleichungssystems

1 5 3 16
2 10 8| _| 34
4 20 15 67
1 6 5 21

(9) Bestimmen Sie alle Losungen des Gleichungssystems

1 3 5 2 3
2 8 14 4 |-x=| 6 |.
-1 -2 -3 -2 -2

(10) Losen Sie folgendes Gleichungssystem, und geben &ledungsmenge paramtrisiert an!

-2 1 0 1 -8
-3 2 2 0 [|-x=| -13 |.
-6 5 8 -3 -28
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4. Einige durchgerechnete Beispiele zum Gaul3-Algorithmus

AUFGABE 3.4.
1 -5 8 2 -2 -9
1 46 -2 0|_ |-4
1.0 2 2 ol *T o
5 -8 6 0 -5 _18

I n[ 40] : = << GaussDemo6. m

In[41] : = Gauss [Al, bl]
x1 x2 x3 x4 x5 |
1 -5 8 2 -2 | -9
(1 -4 6 -2 O | —4)
|
|

-1 0 2 2 O 0
5 -8 6 0 -5 -18

We use equation (1) of the last systemto eliminate x1

x2 x3 x4 x5 |

1 -2 -4 2 \ 5
-5 10 4 -2 | -9 )
17 -34 -10 5 | 27

We use equation (1) of the last systemto eliminate x2

x3 x4 x5 |
( 0 -16 8 | 16 )
0 58 -29 | -58
x3 does not appear in any equation.
x4 x5 |
( -16 8 | 16 )
58 -29 | -58

We use equation (1) of the last systemto eliminate x4
( x5 | )
0 | O

x5 does not appear in any equation.

x5 :=t1
We use
x4 x5 |
-16 8 | 16

to compute x4

-

t
X4:—1+7

x3 :=t2
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We use
x2 x3 x4 x5 |
1 -2 -4 2 | 5

to compute x2

x2 =1 +2t2

We use
xl1 x2 x3 x4 x5 | )
1 58 2 -2 | -9

to compute x1

x1 = -2 + t1+2t2 1
aut[41]= {({-2, 1, 0, -1, 0}, {{1, 0, O, > 1}, {2,2, 1,0, 0}}}
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AUFGABE 3.5.
1 5 7 9 0
2 10 14 1§-x=| 1
3 2 1 O 1
I n[42] : = << GaussDemo6. m

In[43]: = Gauss [A2, b2]

x1 x2 x3 x4 |
1 5 7 9 | O

( 2 10 14 18 | 1 )
3 2 1 0 | 1

We use equation (1) of the last systemto eliminate x1

x2 x3 x4 |
( 0 0 0 | 1 )
-13 -20 -27 | 1

We use equation (2) of the last systemto eliminate x2

(0% | 1

x3 does not appear in any equation.
( x4 | )

o | 1
x4 does not appear in any equation.

The systemhas no solution
Qut [ 43] = NOSOLUTI ON
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AUFGABE 3.6.
1 5 3 1
2 10 8| _|34
4 20 15 167
1 6 5 21
I n[ 44] : = << GaussDemo6. m
I n[ 45] : = Gauss [A3, b3]
x1 x2 x3 |
1 5 3 | 16
( 2 10 8 | 34)
4 20 15 | 67
1 6 5 | 21

We use equation (1) of the last systemto eliminate x1

We use equation (3) of the last systemto eliminate x2

x3 |
21z
3 | 3

We use equation (1) of the last systemto eliminate x3
We use
x3 | )
2 | 2
to compute x3
x3 =1

We use

x2 x3 |
1 2 | 5

to compute x2

x2 = 3
We use
xl x2 x3 |
1 5 3 | 16

to compute x1

x1 = -2
Qut[45]= {{-2, 3,1}, {}}
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AUFGABE 3.7.
1 5 3 1
2 10 8 134
4 20 15 %~ |68
1 6 5 22

I n[ 46] : = << GaussDemo6. m

In[47] : = Gauss [A4, b4d]

xl x2 x3 |
1 5 3 | 16
( 2 10 8 | 34 )
4 20 15 | 68
1 6 5 | 22

We use equation (1) of the last systemto eliminate x1

x2 x3 |

0 2 | 2

0O 3 | 4 )
1 2 | 6

We use equation (3) of the last systemto eliminate x2

x3 |
[z 12
3 | 4

We use equation (1) of the last systemto eliminate x3

The systemhasno solution
Qut [ 47] = NOSOLUTI ON

AUFGABE 3.8.
1 2 -3 06 7 5
-2 4 102 39 |7
4 8 1 01-10 13
3 6 -1 09 9 15
I n[ 48] : = << GaussDemo6. m
I n[ 49] : = Gauss [A5, b5]
x1 x2 x3 x4 x5 x6 X7 |
1 2 -3 0 6 7 0 | b5
-2 -4 1 0 2 3 0 | 7
4 8 1 0 1 -1 0 | 3
3 6 -1 0 9 9 0 | 15
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We use equation (1) of the last systemto eliminate x1

x2 x3 x4 x5 x6 X7 |

0O -5 0 14 17 O \

0 13 0 -23 -29 O | -17
\

o 8 0 -9 -12 O 0
x2 does not appear in any equation.
x3 x4 x5 x6 X7 |
-5 0 14 17 O \ 17
13 0 -23 -29 O | -17
\

8 0 -9 -12 0

We use equation (1) of the last systemto eliminate x3

x4 xb x6 x7 |
( 0O 67 76 O | 136 )
0O 67 76 O | 136

x4 does not appear in any equation.

x5 x6 x7 |
( 67 76 0 | 136 )
67 76 0 | 136

We use equation (1) of the last systemto eliminate x5

(0% 1 ol

x6 does not appear in any equation.

o 1ol

x7 does not appear in any equation.

X7 :=tl
x6 :=1t2
We use
x5 x6 x7 |
67 76 O | 136

to compute x5

<5 - 186 . _76%2

= 67 67
x4 :=t3
We use
x3 x4 x5 x6 x7 |
-5 0 14 17 O | 17

to compute x3

_ 153 | 1512
X3 = %7 * 67
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x2 :=t4
We use

xl1 x2 x3 x4 xb x6 x7 | )

1 2 -3 0 6 7 O | 5
to compute x1
!

22 153 136

Qut[49] = {{-ﬁ, 0, &= 0, %= 0, 0}

32
{{0,0,0,0,0,0, 1}, {ﬁ,

{0, 0,0 1,0,0, 0}, {-2,

15 76

0, =5, 0, ~&= L, 0},

1,0,0,0,0, 0}}}
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ANHANG A

Programme, die vorrechnen

Die Mathematica-File&saussDeno6. mund RowRed9. menthalten Mathematica-
Funktionen, die folgende Probleme mit Zwischenschrit@mechnen:

« Losen eines linearen Gleichungssyste@suss|[ A, b] ).

« Bestimmen einer Matrix in Zeilenstaffelform, die den ghea Zeilenraum
wie die eingegebene Matrix ha@gweEchel onFor n{ A] ).

Bestimmen einer Matrix in Zeilenstaffelnormalform, diendgeichen Zeilen-
raum wie die eingegebene Matrix h&oWwEchel onNor mal For ni A] ).
Bestimmen der Determinante einer MatrDet er m nant enDeno[ A] ).

Die Programme kdnnen von Mathematica aus<wit GaussDenp6. mund

<< RowRed9. mgeladen werden.
Siesindauht t p: // ww. al gebra. uni -1inz. ac. at/ St udent s/
Mat hl nf / vl ws05/ Mat hemat i caPr ogr amme/ erhaltlich und werden den Stu-
dierenden ausschlie3lich fur die Nutzung im Rahmen desdsufisineare Algebra”
zur Verfiigung gestellt.
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