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KAPITEL 10

Äquivalenzrelationen und Faktormengen

1. Äquivalenzrelationen

Wir nennen eine Relation vonA nachA auch eineRelation auf A.

DEFINITION 10.1. SeiΡ eine Relation aufA.

(1) Ρ ist reflexiv, wenn für allea Î A gilt: (a, a) Î Ρ.
(2) Ρ ist transitiv, wenn für allea, b, cÎ A gilt: wenn(a, b) Î Ρ und(b, c) Î Ρ, so

gilt auch(a, c) Î Ρ.
(3) Ρ ist symmetrisch, wenn für allea, b Î A gilt: wenn (a, b) Î Ρ, so gilt auch
(b, a) Î Ρ.

DEFINITION 10.2. SeiΡ eine Relation aufA. Die RelationΡ ist eineÄquivalenzrelation
auf A, wenn sie reflexiv, transitiv und symmetrisch ist.

DEFINITION 10.3. SeiΡ eine Äquivalenzrelation aufA, und seia Î A. Die Äquiva-
lenzklasse von a bezüglichΡ wird mit [a]Ρ odera/Ρ abgekürzt, und ist definiert durch

a/Ρ := {bÎ A | (a, b) Î Ρ}.

Eine TeilmengeC von A ist eineÄquivalenzklasse vonΡ, wenn es eina Î A gibt,
sodassC = a/Ρ.

LEMMA 10.4.SeiΡ eine Äquivalenzrelation auf A, und seien a, bÎ A.Wenn(a, b) Î Ρ,
so gilt [a]Ρ = [b]Ρ.

Beweis:Sei c Î [a]Ρ. Dann gilt (a, c) Î Ρ. Wegen der Symmetrie vonΡ gilt auch
(b, a) Î Ρ, und somit wegen der Transitivität vonΡ auch(b, c) Î Ρ. Somit giltc Î [b]Ρ.
Sei nunc Î [b]Ρ. Dann gilt(b, c) Î Ρ und somit wegen(a, b) Î Ρ und der Transitivität
vonΡ auch(a, c) Î Ρ, und somitc Î [a]Ρ. à

ÜBUNGSAUFGABEN10.5.

(1) SeiΡ eine Äquivalenzrelation aufA, und seiena, bÎ A. Zeigen Sie, dass folgende Aussagen äquivalent sind:
(a) (a, b) Î Ρ.
(b) [a]Ρ = [b]Ρ.
(c) a Î [b]Ρ.
(d) [a]Ρ È [b]Ρ ¹ Æ.
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146 10. ÄQUIVALENZRELATIONEN UND FAKTORMENGEN

2. Partitionen

DEFINITION 10.6. SeiA eine Menge. Eine TeilmengeP vonP(A) ist einePartition
von A, wenn

(1) für alleP Î P : P ¹ Æ,
(2)æ{P |P Î P} = A,
(3) für alleP1, P2 Î Pmit P1 ¹ P2 gilt P1 È P2 = Æ.

WennP eine Partition vonA ist, so gibt es für jedesa Î A genau einP Î P, sodass
a Î P.

DEFINITION 10.7. SeiΡ eine Äquivalenzrelation aufA. Die Faktormenge von A mo-
duloΡ ist die Menge

A/Ρ := {[a]Ρ | a Î A}.

SATZ 10.8. Sei Ρ eine Äquivalenzrelation auf A. Dann ist die Faktormenge vonA
bezüglichΡ eine Partition von A.

Beweis:SeiP Î A/Ρ. Dann gibt es eina Î A, sodassP = [a]Ρ = {b Î A | (a, b) Î Ρ}.
Wegen der Reflexivität vonΡ gilt (a, a) Î Ρ, und folglicha Î [a]Ρ, alsoa Î P. Somit
gilt P ¹ Æ.

Wir zeigen nun, dass jedesa Î A Element eines Elementes vonA/Ρ ist. Sei dazu
a Î A. Dann gilt wegen der Reflexivität vonΡ, dassa Î [a]Ρ. Somit ista Element
eines Elementes vonA/Ρ, nämlich von[a]Ρ.

Seien nunP,Q Î A/Ρ. Seiena, b Î A so, dassP = [a]Ρ undQ = [b]Ρ. Wir nehmen
nun an, dassP È Q ¹ Æ. Es gibt dann also einc Î A mit c Î P und c Î Q. Also
gilt wegenc Î [a]Ρ auch(a, c) Î Ρ, und wegenc Î [b]Ρ auch(b, c) Î Ρ. Wegen der
Symmetrie vonΡ gilt daher auch(c, b) Î Ρ, und daher, wegen der Transitivität vonΡ,
auch(a, b) Î Ρ. Somit gilt nach Lemma 10.4 auchP = Q. à

SATZ 10.9. Sei A eine Menge, und seiP eine Partition von A. Dann ist

Ρ := {(a, b) Î A´ A | $P Î P : a Î P und bÎ P}

eine Äquivalenzrelation auf A.

SATZ 10.10. Sei A eine Menge, seiP die Menge aller Partitionen auf A, und seiE

die Menge aller Äquivalenzrelationen auf A. Dann sind die Abbildungen e und p, die
durch

e : P � E

P S� Ρ(P)

mit Ρ(P) = {(a, b) Î A´ A | $P Î P : a Î P und bÎ P} und

p : E � P

Ρ S� {[a]Ρ | a Î A}
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definiert sind, zueinander inverse Bijektionen.

Beweis:Wir zeigen, dass für jede ÄquivalenzrelationΡ aufA gilt:

(10.1) e(p(Ρ)) = Ρ.

Sei dazuΡ Î E. Wir zeigen nun als erstesÍ von (10.1), und nehmen dazu, dassa, bÎ A
so sind, dass(a, b) Î e(p(Ρ)). Dann gibt es einP Î p(Ρ), sodassa Î P undb Î P.
Es gibt also einP Î {[c]Ρ | c Î A}, sodassa Î P undb Î P. Somit gibt es einc Î A,
sodassa Î [c]Ρ undb Î [c]Ρ. Somit gilt (c, a) Î Ρ und (c, b) Î Ρ, also(a, b) Î Ρ. Das
beweistÍ von (10.1).

Sei nun(a, b) Î Ρ. Dann giltbÎ [a]Ρ, und, wegen der Reflexivität vonΡ, aucha Î [a]Ρ.
Nun gilt [a]Ρ Î p(Ρ). Daa, bbeide Elemente von[a]Ρ sind, gilt (a, b) Î e(p(Ρ)). Das
beweist� von (10.1).

Nun zeigen wir, dass für jede PartitionP vonA gilt:

(10.2) p(e(P)) = P.

Wir zeigen als erstes die Inklusion� von (10.2). Sei dazuP Î P, und seiΣ := e(P).
DaP nicht leer ist, gibt esa Î P. Wir zeigen als erstes

(10.3) P = [a]Σ.

Um Í von (10.3) zu zeigen, wählen wirp Î P. Dann gilta Î P und p Î P, also
(a, p) Î e(P) = Σ. Somit gilt p Î [a]Σ. Um � von (10.3) zu zeigen, wählen wir
q Î [a]Σ. Es gilt dann also(a, q) Î Σ. Folglich gibt esQ Î P, sodassa Î Q und
q Î Q. Nun gilt a Î PÈ Q, alsoP = Q. Folglich gilt q Î P. Das beweist (10.3). Da
[a]Σ offensichtlich inp(Σ) liegt, gilt auchP Î p(Σ). Somit ist� von (10.2) bewiesen.

Um Í von (10.2) zu zeigen, wählen wirQ Î p(e(P)). SeiΣ := e(P). Dann gibt es ein
a Î A, sodassQ = [a]Σ. Sei nunP Î P so, dassa Î P. Wir zeigen nun

(10.4) P = Q.

Sei dazup Î P. Dann gilt (a, p) Î Σ. Folglich gilt p Î [a]Σ, alsop Î Q. Sei nun
q Î Q. Dann gilt(a, q) Î Σ. Es gibt also einR Î P, sodassa Î Rundq Î R. Wegen
a Î RÈPgilt R= P. Somit giltq Î P. Das beweist (10.4). Somit gilt also auchQ Î P;
also gilt auchÍ in (10.2).

Aus (10.1), (10.2) und Satz 5.27 erhalten wir nun, dasse und p zueinander inverse
bijektive Abbildungen sind.à

DEFINITION 10.11. SeiA eine Menge, und seiΡ eine Äquivalenzrelation aufA. Eine
TeilmengeRvonA ist einRepräsentantensystemvonAmoduloΡ, wenn für allea Î A
die Menge[a]Ρ È Rgenau ein Element enthält.

Beispiel:SeiA := Z ´ (Z � {0}), und sei(( ab ), (
c
d )) Î Ρ genau dann, wennad = bc.

Dann istΡ eine Äquivalenzrelation, undR := {( ab ) Î A | b > 0, ggT(a, b) = 1} ist
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ein Repräsentantensystem. Die FaktormengeA/Ρ bezeichnet man als die Menge der
rationalen Zahlen. Für [( ab )]Ρ schreibt manab.



KAPITEL 11

Die Mächtigkeit von Mengen

1. Ordnungsrelationen

DEFINITION 11.1. SeiM eine Menge, und seiΡ eine Relation aufM. Die RelationΡ
ist antisymmetrisch, wenn für allex, yÎ M mit (x, y) Î Ρ und(y, x) Î Ρ gilt: x = y.

DEFINITION 11.2. SeiM eine Menge, und seiΡ eine Relation aufM. Die RelationΡ
ist eineOrdnungsrelation, wenn siereflexiv, transitivundantisymmetrischist.

DEFINITION 11.3. SeiM eine Menge, und sei£ eine Ordnungsrelation aufM. Die
Relation£ ist linear, wenn für allex, yÎ M gilt, dassx £ y odery £ x.

Ein Paar(M,£) aus einer Menge und einer Ordnungsrelation bezeichnen wir als ge-
ordnete Menge. Wir schreiben aucha < b, wenna £ bunda ¹ b.

DEFINITION 11.4. Sei(M,£) eine geordnete Menge, und seia Î M.

(1) a ist einkleinstes ElementvonM, wenn für allebÎ M gilt: a £ b.
(2) a ist einminimales ElementvonM, wenn es keinbÎ M mit b < a gibt.
(3) SeiT eine Teilmenge vonM, und seim Î M. Das Elementm ist eineuntere

Schranke für T, wenn für allet Î T gilt: m £ t. (Eine untere Schranke kann,
aber muss nicht, inT liegen.)

(4) a is eingrößtes ElementvonM, wenn für allebÎ M gilt: b £ a.
(5) a ist einmaximales ElementvonM, wenn es keinb inM mit a < b gibt.
(6) SeiT eine Teilmenge vonM, und seim Î M. Das Elementm ist eineobere

Schranke für T, wenn für allet Î T gilt: t £ m.

Eine geordnete Menge(M,£) hat höchstens ein kleinstes Element. Jedes kleinste Ele-
ment ist minimal.

SATZ 11.5 (Lemma von Zorn).Sei(M,£) eine geordnete Menge mit folgender Eigen-
schaft:

Für alle Teilmengen T von M mit der Eigenschaft, dass(T,£) linear
geordnet ist, gibt es ein mÎ M, sodass für alle tÎ T: t £ m.

Dann hat M ein maximales Element.

Zur Formulierung: exakterweise muss es statt(T,£) natürlich(T,£ È (T´T)) heißen.
Die Forderung anM ist, dass jede linear geordnete TeilmengeT vonM eine obere
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150 11. DIE MÄCHTIGKEIT VON MENGEN

Schranke besitzt, die zwar nicht inT, aber sehr wohl inM liegen muss. Der Beweis
des Lemmas von Zorn ist aufwändig und benötigt das Auswahlaxiom.

Aus dem Lemma von Zorn werden wir nun folgern, dass jeder Vektorraum eine Basis
besitzt. Manchmal ist es nützlich, als Basen für Vektorräume nicht nurFolgenvon Vek-
toren, sondern auch einfachTeilmengendes Vektorraums zuzulassen; die Definitionen
lassen sich rasch anpassen:

DEFINITION 11.6. SeiK ein Körper, und seiV ein Vektorraum überK. Eine Teilmenge
B vonV ist linear unabhängig, wenn für jede endliche TeilmengeW vonBund für alle
Λ :W ® K mit

â
wÎW

Λ(w)w = 0

gilt, dass für allew ÎW gilt: Λ(w) = 0. Die lineare Hülleder MengeB ist definiert als
{ÚwÎW Λ(w)w |W ist endlich,Λ :W ® K}. Die MengeB ist eineBasis für V, wenn sie
linear unbhängig ist, und ihre lineare Hülle ganzV.

LEMMA 11.7. Sei V ein Vektorraum über dem Körper F, und sei

U := {B |B ist linear unabhängige Teilmenge von V}.

Jedes maximale Element aus(U,Í) ist eine Basis von V.

Beweis:SeiB ein maximales Element von(U,Í). DaB Î U, istB linear unabhängig.
Wir zeigen nun, dassL(B) = V. Sei dazuv Î V; wir wollen zeigen, dassv Î L(B).
Wennv Î B, so gilt klarerweisev Î L(B). Wir betrachten nun den Fallv /Î B. Wir
bildenB¢ := BÇ {v}. Wegen der Maximalität vonB istB¢ linear abhängig. Es gibt also
eine endliche TeilmengeW vonBÇ{v} undΛ :W ® F, sodass esw ÎWmit Λ(w) ¹ 0
gibt, und

(11.1) â
wÎW

Λ(w)w = 0.

Wennv /ÎW oderΛ(v) = 0, so erhalten wir aus (11.1), dassB linear abhängig ist, im
Widerspruch zuB Î U. Somit giltv ÎW undΛ(v) ¹ 0. Es gilt also

v = -
1
Λ(v)

â
wÎW�{v}

Λ(w)w,

und somitv Î L(B).

Somit giltV = L(B). à

SATZ 11.8. Sei F ein Körper, und sei V ein Vektorraum über F. Dann besitztV eine
Basis.

Beweis:SeiU := {B |B Í V, B ist linear unabhängig}. Nach Lemma 11.7 genügt es
zu zeigen, dass(U,Í) ein maximales Element hat. Dazu verwenden wir das Zornsche
Lemma. SeiK eine Teilmenge vonU, sodass(K,Í) linear geordnet ist. Es gilt also
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für alleK, L Î K: K Í L oderL Í K. Wir zeigen nun, dassK eine obere Schranke in
U besitzt. Sei dazuM :=æ{K |K Î K}, also die Vereinigung aller Elemente ausK.
Klarerweise istM eine obere Schranke fürK. Es bleibt zu zeigen, dassM Î U. Dazu
ist zu zeigen, dass auchM linear unabhängig ist. Sei dazuW eine endliche nichtleere
Teilmenge vonM, und seiΛ :W ® R so, dass

â
wÎW

Λ(w)w = 0.

Da jedesw ÎW in M liegt, gibt es für jedesw einKw Î K, sodassw Î Kw.

Nun gilt für jede endliche nichtleere TeilmengeE vonK, dassæ{E |E Î E} Î E. (Das
kannmanmit Induktion nach der Anzahl der Elemente vonE zeigen. Die Beobachtung
ist aber tatsächlich einfach: in einer endlichen linear geordneten Menge gibt es immer
ein größtes Element.)

Wenn wir diese Beobachtung fürE := {Kw |w ÎW} verwenden, so erhalten wir, dass
es einw0 Î W gibt, sodassW Í Kw0

. DaKw0
Î U, ist Kw0

linear unabhängig. Daher
gilt für allew ÎW: Λ(w) = 0.

Somit istM linear unabhängig, und es giltM Î U.

Das Lemma von Zorn liefert nun, dass(U,Í) zumindest ein maximales Element be-
sitzt.à

2. Mächtigkeit

DEFINITION 11.9. SeienA, BMengen. Wir sagen, dassA undB gleichmächtigsind
(A ~ B), wenn es eine bijektive Funktion vonA nachB gibt.

SATZ 11.10.Sei C eine Menge. Dann ist~ aufP(C) eine Äquivalenzrelation.

PROPOSITION11.11.Z ~ N ~ N ´ N.

Beweis:Die Funktion
f : Z � N

x S� ; -2x+ 2 wennx £ 02x- 1 wennx ³ 1

ist bijektiv. Ebenso ist

f : N ´ N � N

(x, y) S� 2x-1 × (2y- 1)

bijektiv.à

DEFINITION 11.12. Eine MengeA ist endlich, wenn es einn Î N0 gibt, sodassA ~
{x Î N | 1 £ x £ n}. Eine MengeB ist abzählbar unendlich, wenn sie gleichmächtig zu
N ist. Eine Menge istabzählbar, wenn sie endlich oder abzählbar unendlich ist.
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DEFINITION 11.13. SeienA, BMengen. Wir sagen, dassB mächtigeralsA (A - B)
ist, wenn es eine injektive Funktion vonA nachB gibt.

ÜBUNGSAUFGABEN11.14.

(1) SeienA,BMengen mitA- B. Zeigen Sie, dass es eine surjektive Funktion vonB aufA gibt.
(2) SeienA,BMengen, sodass es eine surjektive Funktions vonB aufA gibt. Zeigen Sie, dass dannA � B. Hinweis:

Verwenden Sie das Auswahlaxiom fürÕaÎA s
-1[{a}].

(3) Wir nehmen an, dassA1 ~ A2 undB1 ~ B2. Zeigen Sie, dass dann auchA1 ´ B1 ~ A2 ´ B2 undP(A1) ~ P(A2).
(4) SeiA eine Menge. Finden Sie eine bijektive Abbildung vonP(A) nach{0,1}A.

Für jede MengeA gilt A - A.

SATZ 11.15.Seien A, B,C Mengen mit A- B und B- C. Dann gilt A- C.

Beweis:Die Hintereinanderausführung injektiver Funktionen ist injektiv.à

Nun überlegen wir uns, was passiert, wennA - B undB - A. Dazu beweisen wir
zuerst folgendes Lemma.

LEMMA 11.16.Sei Y eine Menge, und sei U eine Teilmenge von Y . Wir nehmen an,
dass es eine injektive Funktion g: Y ® U gibt. Dann sind Y und U gleichmächtig.

Beweis:SeiV := Y �U , und
U1 :=è{B Í U | g[V Ç B] Í B}.

Wir zeigen nun

(11.2) g[V ÇU1] Í U1.

Sei dazuw Î VÇU1. Wir wollen zeigen, dassg(w) Îè{B |B Í U undg[VÇB] Í B}.
Dazu zeigen wir, dassg(w) in jeder TeilmengeB vonU mit g[V Ç B] Í B liegt. Sei
alsoB Í U so, dassg[V Ç B] Í B. WegenU1 Í B gilt auchw Î V Ç B. Daher gilt
g(w) Î g[V Ç B], und somitg(w) Î B. Somit gilt (11.2).

Nun zeigen wir

(11.3) g[V ÇU1] = U1.

Nehmen wir nun an, dassg[V Ç U1] ¹ U1. Dann gibt es einu1 Î U1, sodassu1 /Î
g[V Ç U1]. Dann gilt g[V Ç (U1 � {u1})] Í U1 � {u1}. Somit istB := U1 � {u1} eine
der Mengen, die bei der Bildung vonU1 geschnitten wurden. Also giltu1 Ï U1, im
Widerspruch zur Wahl vonu1. Somit gilt (11.3).

Somit istg|VÇU1
eine bijektive Funktion vonV ÇU1 nachU1. DaY = V ÇU = (V Ç

U1) Ç (U �U1) undU = U1 Ç (U �U1), ist h := g|VÇU1
Ç idU�U1

eine bijektive Funktion
vonY nachU . à

SATZ 11.17 (Satz von Schröder-Bernstein).Seien A, B Mengen mit A- B und B- A.
Dann gilt A~ B.
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Beweis:Sei f : A ® B injektiv undg : B ® A injektiv. Dann ist f ë g eine injektive
Funktion, und es giltf ë g[B] Í f [A].

Sei nunY := B undU := f [A]. Nun ist f ë g eine injektive Funktion vonY nachU .
Nach Lemma 11.16 gibt es eine bijektive Funktionh : Y ® U . Nun ist f bijektiv von
A nach f [A], undh-1 bijektiv von f [A] nachB, also isth-1 ë f bijektiv vonA nachB.
Somit giltA ~ B. à

3. Einige abzählbar unendliche Mengen

SATZ 11.18.Es giltQ ~ N.

Beweis:Nach dem Satz von Schröder-Bernstein genügt esN - Q undQ - N zu
zeigen. Klarerweise istf : N ® Q, x# x

1 injektiv, also giltN - Q.

Wir bilden nun eine injektive Abbildungg : Q ® Z ´ N durch

g(
a
b
) := (a/ggT(a, b), b/ggT(a, b)),

wennb > 0. Diese Abbildung ist wohldefiniert und injektiv. DaZ ´ N ~ N ´ N ~ N,
gibt es eine injektive Abbildung vonZ ´ N nachN, und somit giltQ - N. (Ebenso ist
h : Z´(N�{0}) ® Q, (a, b)# a

b surjektiv aufQ. Unter Verwendung des Auswahlaxioms
gilt also deshalbQ - Z ´ (N � {0}), und folglichQ - Z ´ N - N ´ N - N.) à

SATZ 11.19.SeiXAi | i Î N\ eine Familie von Mengen. Wir nehmen an, dass für alle

i Î N gilt : A i - N. Dann gilt auchæ
iÎN

Ai - N.

Beweis:Sei fi : Ai ® N injektiv. Wir bilden nun f : æ{Ai | i Î N} ® N ´ N durch
f (a) := (k1, k2), wobeik1 := min{ j Î N | a Î A j} undk2 := fk1(a). Diese Abbildung ist

injektiv und beweistæ{Ai | i Î N} - N ´ N. WegenN ´ N - N folgt die Behauptung.
à

ÜBUNGSAUFGABEN11.20.

(1) Zeigen Sie, dass für jedesamit a Ï N die Menge{a} Ç N gleichmächtig zuN ist.
(2) Zeigen Sie, dass die Vereinigung einer abzählbar unendlichen mit einer endlichen Menge abzählbar unendlich ist.
(3) Zeigen Sie, dass eine Vereinigung von abzählbar vielen abzählbaren Mengen abzählbar ist, indem Sie eine surjektive

Abbildung vonN ´ N auf diese Menge definieren.
(4) Zeigen Sie, dass für jedesn Î N die MengeNn gleichmächtig zuN ist.
(5) Zeigen Sie, dass für nichtleere abzählbare MengeA die MengeA* :=æ{An |n Î N} abzählbar unendlich ist.
(6) Zeigen Sie, dass die Menge der endlichen Teilmengen vonN gleichmächtig zuN ist.

4. Einige überabzählbar unendliche Mengen

Eine MengeC istüberabzählbar unendlich, wennCunendlich und nicht gleichmächtig
zuN ist. Zunächst überlegen wir uns, warum es solche Mengen gibt.
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LEMMA 11.21.Sei A eine Menge. Dann gibt es keine surjektive Funktion von Aauf
P(A).

Beweis:Sei f : A® P(A). Wir zeigen, dassf nicht surjektiv aufP(A) sein kann.

Wir betrachten dazu
B := {x Î A | x /Î f (x)}.

Wir zeigen nun, dassB nicht im Wertebereich vonf liegt. Dazu zeigen wir, dass für
allea Î A gilt: f (a) ¹ B. Sei alsoa Î A.

ê 1.Fall: a Î f (a). Wenna Î f (a), so gilta /Î B. Das Elementa liegt also in
f (a), aber nicht inB. Somit gilt f (a) ¹ B.
ê 2. Fall: a /Î f (a).Wenna /Î f (a), so gilta Î B. Das Elementa liegt also in
B, aber nicht inf (a). Somit gilt f (a) ¹ B.

B liegt also nicht im Wertebereich vonf ; somit ist f nicht surjektiv aufP(A). à

Somit gilt:

SATZ 11.22 (Satz von Cantor).Sei A eine Menge. Dann gilt A- P(A), und A≁ P(A).

Beweis:Die Abbildung f : A® P(A), a# {a} ist injektiv, also giltA- P(A).

WennA ~ P(A), so gibt es eine bijektive Abbildung vonAnachP(A). Diese Abbildung
ist surjektiv aufP(A), im Widerspruch zu Lemma 11.21. Also giltA ≁ P(A). à

Nach dem Satz von Cantor ist alsoP(N) überabzählbar.

SATZ 11.23.Die MengeR der reellen Zahlen ist gleichmächtig zuP(N), also überab-
zählbar.

Beweis:Die Funktion f : P(N) ® R, I # ÚiÎI 10
-i ist injektiv und belegtP(N) - R.

Sei nunq eine bijektive Funktion vonN nachQ. Wir schreiben fürq(i) kurzqi. Dann
ist g : R ® P(N), r # {i Î N | qi < r } injektiv, da zwischen zwei verschiendenen
reellen Zahlen stets eine rationale Zahl liegt.

Somit gilt nach dem Satz von Schröder-BernsteinP(N) ~ R. à

5. Unendliche Mengen

In dieser Sektion stellen wir noch einige Sätze über unendliche Mengen zusammen.
Diese Sätze haben gemeinsam, dass man für die Beweise das Auswahlaxiom benötigt.

SATZ 11.24. Jede unendliche Menge M enthält eine abzählbar unendliche Teilmenge.

Beweis:Sei f : P(M) � {Æ} ® M so, dassf (A) Î A für alleA Í M. So ein f existiert,
weil nach dem Auswahlaxiom die MengeÕAÎP(M)�{Æ} A nicht leer ist.
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Sei F die Menge aller endlichen Teilmengen vonM. Wir definieren eine Funktion
E : N ® F rekursiv. DaM nicht leer ist, können wir können wirE(1) := { f (M)}
definieren, und für allen Î N: E(n+ 1) = E(n) Ç { f (M � E(n))}.
Sei nung : N ® M definiert durchg(n) := f (M � E(n)). Wir zeigen nun, dassg injektiv
ist. Sein1 < n2. Es giltg(n2) = f (M � E(n2)) /Î E(n2). Dag(n1) = f (M � E(n1)), gilt
g(n1) Î E(n1) Ç { f (M � E(n1))}, alsog(n1) Î E(n1 + 1), und somitg(n1) Î E(n2). Also
gilt g(n1) ¹ g(n2). Folglich istg[N] eine abzählbare Teilmenge vonM. à

ÜBUNGSAUFGABEN11.25.

(1) SeiA unendlich undE endlich. Zeigen SieAÇ E ~ A. Hinweis:Benutzen Sie eine abzählbare TeilmengeB vonA
und verwenden SieBÇ E ~ B.

(2) SeiB unendlich. Zeigen Sie, dass es eine Funktionf : B ® B gibt, die injektiv, aber nicht surjektiv ist.Hinweis:
Lösen Sie das Beispiel zuerst fürB := N.

(3) Zeigen Sie[0,1] ~ ]0,1[ ~ R.

SATZ 11.26 (Vergleichbarkeitssatz).Seien A, B Mengen. Dann gilt A- B oder B- A.

Sei

F := { f Í A´ B | es gibtC Í A, sodassf eine injektive Funktion vonC nachB ist.}

Mit dem Lemma von Zorn kann man zeigen, dass(F,Í) ein maximales Elementf0
besitzt. Wenn der DefinitionsbereichC von f0 gleichA ist, so giltA- B.

Wenn f0 surjektiv aufB ist, so istf0 eine bijektive Funktion vonC nachB; also ist f -10
injektiv vonB nachC, und es giltB- A.

WennC ¹ A und f0[C] ¹ B, so wählen wira Î A � C undb Î B � f0[C]. Dann ist
f0 Ç {(a, b)} ebenfalls injektiv, im Widerspruch zur Maximalität vonf0. à

SATZ 11.27. Seien A, B Mengen mit A- B. Wir nehmen an, dass B unendlich ist.
Dann gilt

(1) AÇ B ~ B;
(2) Wenn A nicht leer ist, so gilt Á B ~ B;
(3) Wenn A zumindest zwei Elemente enthält, so gilt AB ~ P(B).

Beweis:[Halmos, 1976, Kapitel 24].à

ÜBUNGSAUFGABEN11.28.

(1) Zeigen SieNR ~ P(R).
(2) Zeigen SieRN ~ R. Hinweis:Finden Sie eine injektive Abbildung vonP(N)N nachP(N ´ N).

Auf Satz 11.27 aufbauend kann man nun beweisen, dass alle Basen eines Vektorraums
gleichmächtig sind.

SATZ 11.29 (Dimensionssatz für Vektorräume).Sei V ein Vektorraum über dem Kör-
per K, und seien B und C Basen von V. Dann gilt B~ C.
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6. Erstaunliches über Mengen

SATZ 11.30.Sei A eine Menge, und sei B:= {a Î A | a Ï a}. Dann gilt BÏ A.

Beweis:Nehmen wir an, dassB Î A.

ê 1.Fall: B Ï B: Dann giltB Î A undB Ï B. Also gilt B Î B, im Widerspruch
zur Fallannahme. Dieser Fall kann also nicht auftreten.
ê 2. Fall: B Î B: Dann erfülltB die Eigenschaft, die unter den Elementen von
A jene inB auswählt; es gilt alsoB Ï B, im Widerspruch zur Fallannahme.

Somit ist die AnnahmeB Î A falsch; es gilt alsoB Ï A. à

Damit gibt es auch keine Menge, die alle Mengen als Elemente enthalten würde: jede
MengeM enthält zumindest die Menge{mÎ M |mÏ m} nicht als Element. Der Begriff
“die Menge aller Mengen” ist also widersprüchlich, weil er von einem Objekt, das es
nicht gibt, nämlich einer Menge aller Mengen, so spricht, als ob es dieses Objekt gäbe.
Dass es eine “Menge aller Mengen” nicht gibt, ist dasRussell’sche Paradoxon.

Eine berühmte Vermutung (die Kontinuumshypothese) sagt, dass folgende Frage die
Antwort “ja” hat.

PROBLEM 11.31.Gilt für jede unendliche Teilmenge A vonR : A ~ R oder A~ N?

K. Gödel zeigte, dass die Axiome der Zermelo-FraenkelschenMengenlehre, wenn wi-
derspruchsfrei, auch unter Zuhilfenahme des Auswahlaxioms nicht erlauben, die Ant-
wort “nein” herzuleiten. P. Cohen zeigte, dass die Axiome der Zermelo-Fraenkelschen
Mengenlehre und das Auswahlaxiom, wenn widerspruchsfrei,nicht erlauben, die Ant-
wort “ja” herzuleiten.
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ANHANG A

Programme, die vorrechnen

Die Mathematica-FilesGaussDemo6.m undRowRed9.m enthalten Mathematica-
Funktionen, die folgende Probleme mit Zwischenschritten vorrechnen:

ê Lösen eines linearen Gleichungssystems (Gauss[A,b]).
ê Bestimmen einer Matrix in Zeilenstaffelform, die den gleichen Zeilenraum
wie die eingegebene Matrix hat (RowEchelonForm[A]).
ê Bestimmen einer Matrix in Zeilenstaffelnormalform, die den gleichen Zeilen-
raum wie die eingegebene Matrix hat (RowEchelonNormalForm[A]).
ê Bestimmen der Determinante einer Matrix (DeterminantenDemo[A]).

Die Programme können von Mathematica aus mit<< GaussDemo6.m und
<< RowRed9.m geladen werden.

Sie sind aufhttp://www.algebra.uni-linz.ac.at/Students/
MathInf/vlws05/MathematicaProgramme/ erhältlich und werden den Stu-
dierenden ausschließlich für die Nutzung im Rahmen des Kurses “Lineare Algebra”
zur Verfügung gestellt.
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