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KAPITEL 10

Aquivalenzrelationen und Faktormengen

1. Aquivalenzrelationen

Wir nennen eine Relation vofsnachA auch eineRelation auf A
DEFINITION 10.1. Sep eine Relation auf.

(1) pistreflexiy wenn fir allea € A gilt: (a, @ € p.

(2) pisttransitiv, wenn fur allea, b, ce A gilt: wenn(a, b) € p und(b, ¢ € p, so
gilt auch(a, ¢ € p.

(3) p ist symmetrischwenn fur allea, b € A gilt: wenn(a, b € p, so gilt auch
(b,d € p.

DEFINITION 10.2. Sep eine Relation auf\. Die Relatiorp ist eineAquivalenzrelation
auf A wenn sie reflexiv, transitiv und symmetrisch ist.

DEFINITION 10.3. Seip eine Aquivalenzrelation auk, und seia € A. Die Aquiva-
lenzklasse von a bezlgliphwird mit [a], odera/p abgekirzt, und ist definiert durch

alp:={beAl@ b ep}

Eine TeilmengeC von A ist eine Aquivalenzklasse von, wenn es eira € A gibt,
sodas€ = alp.

LEMMA 10.4. Seip eine Aquivalenzrelation auf A, und seien & . Wenna, b) € p,
SO gilt[a]p = [b]p.
Beweis:Seic € [a],. Dann gilt(a,c) € p. Wegen der Symmetrie van gilt auch
(b, @ € p, und somit wegen der Transitivitat verauch(b, ¢) € p. Somit giltc € [b]p.
Seinunc [b]p. Dann gilt(b, © € p und somit wegelta, b) € p und der Transitivitat
vonp auch(a, 0 € p, und somitc € (a],. =

UBUNGSAUFGABEN 10.5.

(1) Seip eine Aquivalenzrelation auk, und seiera, be A. Zeigen Sie, dass folgende Aussagen aquivalent sind:
(@ (@b ep.
(b) [al, = [bl,.
(c) ae [b]p.
(d) [al, N[b], # O.
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146 10. AQUIVALENZRELATIONEN UND FAKTORMENGEN

2. Partitionen

DEFINITION 10.6. SeiA eine Menge. Eine Teilmend@ von P(A) ist einePartition
von A wenn

(1) furallePeP: P+ Q,
@ | JiPIPePi=A
(3) furalleP,P, e PmitP, # P, gilt P, NP, = O.

Wenn® eine Partition vorA ist, so gibt es flir jedea € A genau eirP € P, sodass
aeP.

DEFINITION 10.7. Sejp eine Aquivalenzrelation auk. Die Faktormenge von A mo-
dulop ist die Menge
Alp :={la],lae A}.

SATZz 10.8. Seip eine Aquivalenzrelation auf A. Dann ist die Faktormenge %on
beziglichp eine Partition von A.

Beweis:SeiP € Alp. Dann gibt es eim € A, sodass = [al, = {be Al(a,b e p}.

Wegen der Reflexivitat vop gilt (a, @ € p, und folglicha € [a] ,, alsoa € P. Somit
gilt P # .

Wir zeigen nun, dass jedes € A Element eines Elementes vaéyp ist. Sei dazu

a € A Dann gilt wegen der Reflexivitat von dassa e [a],. Somit ista Element
eines Elementes voiv/p, namlich von[a],.

Seien nurP, Q € Alp. Seiena,b € A so, das¥ = [al, undQ = [b]p. Wir nehmen
nun an, das® N Q # (. Es gibt dann also ein € Amitc € Pundc € Q. Also

gilt wegenc e [al, auch(a, 0 € p, und wegerc € [b]p auch(b, ¢ € p. Wegen der
Symmetrie vorp gilt daher auchic, b) € p, und daher, wegen der Transitivitat von
auch(a, b) € p. Somit gilt nach Lemma 10.4 auéh= Q. m

SaTZz 10.9. Sei A eine Menge, und sBieine Partition von A. Dann ist
p:={@beAxA|lIPe P : ac P undbe P}
eine Aquivalenzrelation auf A.

SATz 10.10. Sei A eine Menge, sé& die Menge aller Partitionen auf A, und sEi
die Menge aller Aquivalenzrelationen auf A. Dann sind didilslungen e und p, die

durch
e : P — E

P — p(P)
mitp(P) = {(a,b) e AxA|FP € P : ae P und be P} und
p: E — P
p +— f{[al,lae A}
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definiert sind, zueinander inverse Bijektionen.

Beweis:Wir zeigen, dass fiir jede Aquivalenzrelatipauf A gilt:

(10.1) e(pp)) = p.

Seidazwp € E. Wir zeigen nun als erstesvon (10.1), und nehmen dazu, dasbe A
so sind, dassga, b) € e(p(p)). Dann gibt es eiP € p(p), sodassa € P undb € P.
Es gibt also eirP € {[c],Ic € A}, sodas® € P undb € P. Somit gibt es eirt € A,
sodassa € [c], undb € [c],- Somit gilt(c,a € p und(c, b) € p, also(a, b) € p. Das
beweistc von (10.1).

Seinun(a, b) € p. Dann giltb € [al,, und, wegen der Reflexivitat vgn aucha [al,.
Nun gilt [al, € p(p). Daa, bbeide Elemente vofa], sind, gilt(a, b € e(p(p)). Das
beweis von (10.1).

Nun zeigen wir, dass fur jede Partitighvon A gilt:
(10.2) pEP) = P.

Wir zeigen als erstes die Inklusiagnvon (10.2). Sei daz® € 2, und seio := &P).
DaP nicht leer ist, gibt es € P. Wir zeigen als erstes

(10.3) P=I[al,.

Um ¢ von (10.3) zu zeigen, wahlen wp € P. Dann gilta € Pundp € P, also
(@,p € e&P) = o. Somit gilt p € [a],. Um 2 von (10.3) zu zeigen, wahlen wir
q € [a],. Es gilt dann als@a, q) € o. Folglich gibt esQ € £, sodassa € Q und
g € Q. Nungilta e PN Q, alsoP = Q. Folglich giltq € P. Das beweist (10.3). Da
[a],, offensichtlich inp(c) liegt, gilt auchP € p(c). Somit isto von (10.2) bewiesen.

Um ¢ von (10.2) zu zeigen, wahlen w@@ € p(e(P)). Seio := ). Dann gibt es ein
ae A sodas®) = [a] .. Sei nunP € P so, dass € P. Wir zeigen nun

(10.4) P=Q.

Sei dazup € P. Dann gilt(a, p € o. Folglich gilt p € [a]_, alsop € Q. Sei nun
g € Q. Dann gilt(a, g9 € o. Es gibt also eilR € P, sodas®a € Rundq € R. Wegen
ae RNPgilt R = P. Somit giltq € P. Das beweist (10.4). Somit gilt also aughe P;
also gilt auchc in (10.2).

Aus (10.1), (10.2) und Satz 5.27 erhalten wir nun, dassid p zueinander inverse
bijektive Abbildungen sindm

DEFINITION 10.11. SeiA eine Menge, und sgi eine Aquivalenzrelation auk. Eine
TeilmengeR von A ist einReprasentantensysteson A modulop, wenn fur allea € A
die Mengelal, N Rgenau ein Element enthalt.

Beispiel:Sei A := Z x (Z \ {0}), und sei((§),(§)) € p genau dann, wenad = bc.
Dann istp eine Aquivalenzrelation, un® := {(&) € Alb > 0, ggT(a,b = 1} ist
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ein Reprasentantensystem. Die Faktormeffebezeichnet man als die Menge der
rationalen ZahlenFUr[(g)]p schreibt marf.



KAPITEL 11

Die Machtigkeit von Mengen

1. Ordnungsrelationen

DEFINITION 11.1. SeiM eine Menge, und sei eine Relation auM. Die Relationo
istantisymmetrischwenn fur allex,y e M mit (x,y) € p und(y, X € p gilt: x =Y.

DEFINITION 11.2. SeiM eine Menge, und sei eine Relation auM. Die Relationo
ist eineOrdnungsrelationwenn siereflexiy, transitivundantisymmetriscimst.

DEFINITION 11.3. SeiM eine Menge, und set eine Ordnungsrelation alfl. Die
Relation= ist linear, wenn fur allex, y € M gilt, dassx < y odery < x.

Ein Paar(M, <) aus einer Menge und einer Ordnungsrelation bezeichnenlswijea
ordnete MengeWir schreiben auch < b, wenna < bunda # b.

DEFINITION 11.4. Sei(M, <) eine geordnete Menge, und set M.

(1) aist einkleinstes Elementon M, wenn fir alleb € M gilt: a < b.

(2) aist einminimales Elementon M, wenn es keil € M mit b < a gibt.

(3) SeiT eine Teilmenge voM, und seim € M. Das Elemeninist eineuntere
Schranke fur Twenn fur allet € T gilt: m < t. (Eine untere Schranke kann,
aber muss nicht, iit liegen.)

(4) ais eingrol3tes Elementon M, wenn fur alleb € M gilt: b < a.

(5) aist einmaximales Elementon M, wenn es keirb in M mit a < b gibt.

(6) SeiT eine Teilmenge voM, und seim € M. Das Elementnist eineobere
Schranke fur Twenn fur allet € T gilt: t < m.

Eine geordnete Meng®, <) hat hdchstens ein kleinstes Element. Jedes kleinste Ele-
ment ist minimal.

SaTz 11.5 (Lemma von Zorn)Sei(M, <) eine geordnete Menge mit folgender Eigen-
schaft:

Fur alle Teilmengen T von M mit der Eigenschaft, d@ss<) linear
geordnet ist, gibt es ein @ M, sodass furallete T:t <m.

Dann hat M ein maximales Element.

Zur Formulierung: exakterweise muss es gfhtk) naturlich(T,< N (T xT)) heil3en.
Die Forderung arM ist, dass jede linear geordnete Teilmefigeon M eine obere

149



150 11. DIE MACHTIGKEIT VON MENGEN

Schranke besitzt, die zwar nicht Ty aber sehr wohl itM liegen muss. Der Beweis
des Lemmas von Zorn ist aufwandig und benotigt das Auswadttax

Aus dem Lemma von Zorn werden wir nun folgern, dass jederdrektim eine Basis
besitzt. Manchmal ist es niitzlich, als Basen fir Vektorréauncht nurFolgenvon Vek-
toren, sondern auch einfad@keilmengerdes Vektorraums zuzulassen; die Definitionen
lassen sich rasch anpassen:

DEFINITION 11.6. SeK ein Korper, und sé¥ ein Vektorraum tibeK. Eine Teilmenge
B vonV istlinear unabhangigwenn fir jede endliche Teilmeny¢ von B und fur alle
A:W - K mit

Z)L(W)W: 0

gilt, dass fur allev € W gilt: A(w) = 0. Dielineare Hulleder MengeB ist definiert als
{Zwew AW) W|W ist endlichA : W — K}. Die MengeB ist eineBasis fiir V, wenn sie
linear unbhéngig ist, und ihre lineare Hille gahz

LEMMA 11.7. SeiV ein Vektorraum tUber dem Korper F, und sei
U := {B|B ist linear unabhangige Teilmenge voh.V
Jedes maximale Element ai1g, €) ist eine Basis von V.

Beweis:SeiB ein maximales Element vari{, ). DaB € U, ist B linear unabhangig.
Wir zeigen nun, dask(B) = V. Sei dazw € V; wir wollen zeigen, dass € L(B).
Wennv € B, so gilt klarerweiser € L(B). Wir betrachten nun den Fall & B. Wir
bildenB’ := B U {v}. Wegen der Maximalitat voB ist B’ linear abhangig. Es gibt also
eine endliche Teilmeng® vonBU {v} undA : W — F, sodass ew € W mit A(w) # 0
gibt, und

(11.1) Z AwW)w = 0.

weW

Wennv ¢ W oderA(v) = 0, so erhalten wir aus (11.1), daBdinear abhangig ist, im
Widerspruch ziB € U. Somit giltv € W undA(v) # 0. Es gilt also

V= — AW) w,

und somitv € L(B).

Somit giltV = L(B). m

SATZ 11.8. Sei F ein Korper, und sei V ein Vektorraum Uber F. Dann be¥iteine
Basis.

Beweis:Sei U4 := {B|B ¢ V, Bist linear unabhangijg Nach Lemma 11.7 gentgt es
zu zeigen, dasg/{, €) ein maximales Element hat. Dazu verwenden wir das Zornsche
Lemma. SeiK eine Teilmenge vori{, sodass’k, <) linear geordnet ist. Es gilt also



2. MACHTIGKEIT 151

furalleK,L € K: K c L oderL ¢ K. Wir zeigen nun, dasX eine obere Schranke in
U besitzt. Sei dazil := U{K |K € K3}, also die Vereinigung aller Elemente ai{s

Klarerweise isM eine obere Schranke fif. Es bleibt zu zeigen, dad8 € U. Dazu
ist zu zeigen, dass audh linear unabhangig ist. Sei da¥v eine endliche nichtleere
Teilmenge vorM, und seil : W - R so, dass

Z Aw)yw = 0.

Da jedesv € W in M liegt, gibt es flr jedesy einK, € K, sodassv € K.

Nun gilt fir jede endliche nichtleere Teilmenge&on K, dassLJ{E |E € & € &. (Das
kann man mit Induktion nach der Anzahl der Elemente&@aeigen. Die Beobachtung
ist aber tatsachlich einfach: in einer endlichen lineardeeten Menge gibt es immer
ein gréf3tes Element.)

Wenn wir diese Beobachtung fér:= {K,|w € W} verwenden, so erhalten wir, dass
es einw, € W gibt, sodas®V c K, . DaK, € U, istK, linear unabhangig. Daher
gilt far allew € W: A(w) = 0.

Somit istM linear unabhéngig, und es gt € U.

Das Lemma von Zorn liefert nun, dag#, ) zumindest ein maximales Element be-
sitzt.m

2. Méachtigkeit

DEFINITION 11.9. SeierA, B Mengen. Wir sagen, dagsund B gleichmachtigsind
(A ~ B), wenn es eine bijektive Funktion va@xinachB gibt.

SATZ 11.10. Sei C eine Menge. Dann istauf(C) eine Aquivalenzrelation.
PrROPOSITION11.11.Z ~N ~NxN,

Beweis:Die Funktion
f . Z — N
X -2X+2wennx <0
2X—1wennx =1
ist bijektiv. Ebenso ist
f : NxN — N
X,y) — 2¢t.2y-1)

bijektiv. m
DEFINITION 11.12. Eine Mengd\ ist endlich wenn es eim € N, gibt, sodass\ ~

{x e N|1 =< x < n}. Eine MengeB ist abzahlbar unendlichwenn sie gleichméchtig zu
N ist. Eine Menge isabz&hlbar wenn sie endlich oder abz&hlbar unendlich ist.
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DEFINITION 11.13. SeierA, B Mengen. Wir sagen, dag&maéachtigeralsA (A = B)
ist, wenn es eine injektive Funktion vénnachB gibt.

UBUNGSAUFGABEN11.14.

(1) SeienA, BMengen mitA = B. Zeigen Sie, dass es eine surjektive Funktion Bawuf A gibt.
(2) SeienA, BMengen, sodass es eine surjektive Funksamn B auf A gibt. Zeigen Sie, dass damn= B. Hinweis:
Verwenden Sie das Auswahlaxiom filg,_, s1[{a}].
(3) Wir nehmen an, dags, ~ A, undB; ~ B,. Zeigen Sie, dass dann auhx B, ~ A, x B, undP(A;) ~ P(A,).
(4) SeiA eine Menge. Finden Sie eine bijektive Abbildung W) nach{0, 1}".
Fir jede Mengd gilt A = A

SaTz 11.15. Seien A, B,C Mengen mitA B und B= C. Dann gilt A= C.

Beweis:Die Hintereinanderausfuhrung injektiver Funktionen mgektiv. m

Nun Uberlegen wir uns, was passiert, wehan: B undB = A. Dazu beweisen wir
zuerst folgendes Lemma.

LEMMA 11.16. Sei Y eine Menge, und sei U eine Teilmenge von Y. Wir nehmen an,
dass es eine injektive Funktion i — U gibt. Dann sind Y und U gleichmachtig.

Beweis:SeiV := Y \U, und

U,:=(|(BcUIdV UBJCB.
Wir zeigen nun
(11.2) gvuu,]cu,.

Sei dazuwv € V UU,. Wir wollen zeigen, dasgw) ﬂ{Bl B c U undglVUB] c B}.
Dazu zeigen wir, dasgw) in jeder Teilmengd3 vonU mit g[V U B] c B liegt. Sei
alsoB c U so, dasgV U B] ¢ B. WegenU, ¢ B gilt auchw € V U B. Daher gilt
gw) € gV U B], und somitg(w) € B. Somit gilt (11.2).

Nun zeigen wir
(11.3) gv uu,] =U,.

Nehmen wir nun an, daggV U U,] # U,. Dann gibt es eiu, € U,, sodass), &
gV U U,]. Dann giltglV U (U, \ {u;)] € U, \ {u;}. Somit istB := U, \ {u,} eine
der Mengen, die bei der Bildung vd#, geschnitten wurden. Also gilt; ¢ U,, im
Widerspruch zur Wahl von,. Somit gilt (11.3).

Somit istgl,,, eine bijektive Funktion vov U U, nachU,. DaY =V UU = (V U
Up U U\UpundU =U, UU\U,), isth:= g, Uidy, eine bijektive Funktion
vonY nachU. m

SaTz 11.17 (Satz von Schroder-Bernstei®eien A, B Mengen mit A B und B3 A.
Dann gilt A~ B.
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Beweis:Sei f : A —» B injektivundg: B - Alinjektiv. Dann istf o g eine injektive
Funktion, und es gilf - g[B] c f[Al.

Sei nunY := BundU := f[A]. Nun istf o g eine injektive Funktion vory nachU.
Nach Lemma 11.16 gibt es eine bijektive FunkttonY — U. Nun ist f bijektiv von
Anachf[A], undh! bijektiv von f[A] nachB, also isth™* o f bijektiv von A nachB.
SomitgitA~B. m

3. Einige abzé&hlbar unendliche Mengen
SATZ 11.18.Es giltQ ~ N.

Beweis:Nach dem Satz von Schrdder-Bernstein gentig¥es Q undQ = N zu
zeigen. Klarerweise ist : N - Q, x = 7 injektiv, also giltN < Q.

Wir bilden nun eine injektive Abbildung: Q —» Z x N durch

g(g) = (a/ggT(a, b, blggTia, by),

wennb > 0. Diese Abbildung ist wohldefiniert und injektiv. DAXN ~ N x N ~ N,
gibt es eine injektive Abbildung voA x N nachN, und somit giltQ = N. (Ebenso ist
h: Zx(MN\{0}) - Q, (a,b) ~ { surjektivaufQ. Unter Verwendung des Auswahlaxioms
gilt also deshall) < Z x (N\ {0}), und folglichQ 2 ZxN INxN=N.)®m

SATz 11.19. Sei(A |1 € N) eine Familie von Mengen. Wir nehmen an, dass fur alle
i eNgilt: A; 2 N. Dann gilt auchLJAi 3N

ieN

Beweis:Sei f, : A — Ninjektiv. Wir bilden nunf : U{Aili € N} > N x N durch
f(a) := (k, k), wobeik, := min{j e Nja e Al undk, := fkl(a). Diese Abbildung ist

injektiv und beweist_J{Ai [l e N} T NxN. WegenN xN = N folgt die Behauptung.
[

UBUNGSAUFGABEN 11.20.

(1) Zeigen Sie, dass fir jedesnit a ¢ N die Menge{a} U N gleichméchtig z( ist.

(2) Zeigen Sie, dass die Vereinigung einer abzahlbar uiereti mit einer endlichen Menge abzéhlbar unendlich ist.

(3) Zeigen Sie, dass eine Vereinigung von abzéhlbar viddealdbaren Mengen abzéhlbar ist, indem Sie eine surjektive
Abbildung vonN x N auf diese Menge definieren.

(4) Zeigen Sie, dass fir jedes= N die MengeN" gleichméachtig zuN ist.

(5) Zeigen Sie, dass fir nichtleere abzahlbare Mehde MengeA* := U{An |n € N} abzéhlbar unendlich ist.

(6) Zeigen Sie, dass die Menge der endlichen Teilmengemwgirichméachtig zuN ist.

4. Einige tUberabzéahlbar unendliche Mengen

Eine MengeC ist Uberabzahlbar unendlighvennC unendlich und nicht gleichméchtig
zuN ist. Zunachst Uberlegen wir uns, warum es solche Mengen gibt
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LEMMA 11.21. Sei A eine Menge. Dann gibt es keine surjektive Funktion vaofA
PA).
Beweis:Seif : A - P(A). Wir zeigen, dasg$ nicht surjektiv aufP(A) sein kann.

Wir betrachten dazu
B:={xeAlx& f(x)}.

Wir zeigen nun, dasB nicht im Wertebereich vori liegt. Dazu zeigen wir, dass flr
alleae Agilt: f(a) # B. Sei alsca € A.

- 1.Fall: a € f(a). Wenna € f(a), so gilta ¢ B. Das Elemena liegt also in
f(a), aber nicht iB. Somit gilt f(a) + B.

« 2. Fall: a ¢ f(a). Wenna & f(a), so gilta € B. Das Elemena liegt also in
B, aber nicht inf(a). Somit gilt f(a) + B.

B liegt also nicht im Wertebereich voiy somit istf nicht surjektiv aufP(A). m
Somit gilt:
SATZ 11.22 (Satz von Cantor)Sei A eine Menge. Dann gilt A P(A), und A~ P(A).

Beweis:Die Abbildungf : A - P(A), a - {a} ist injektiv, also giltA = P(A).

WennA ~ P(A), so gibt es eine bijektive Abbildung vaéxnach®(A). Diese Abbildung
ist surjektiv aufP(A), im Widerspruch zu Lemma 11.21. Also gt~ P(A). m

Nach dem Satz von Cantor ist al®dY) tiberabzahlbar.

SATz 11.23. Die MengeR der reellen Zahlen ist gleichméchtig &4Y), also Uberab-
zahlbar.

BeweisDie Funktionf : P(N) -» R, | » ¥, _, 107" ist injektiv und belegP(N) < R.

Sei nung eine bijektive Funktion vofN nachQ. Wir schreiben flig(i) kurz g,. Dann
istg: R - PN), r » {i € N|g < r} injektiv, da zwischen zwei verschiendenen
reellen Zahlen stets eine rationale Zahl liegt.

Somit gilt nach dem Satz von Schroder-BernsiiN) ~ R. m

5. Unendliche Mengen

In dieser Sektion stellen wir noch einige Satze uber unehdlMengen zusammen.
Diese Satze haben gemeinsam, dass man fir die Beweise daaasiom bendtigt.

SaTz 11.24. Jede unendliche Menge M enthalt eine abz&ahlbar unendlieltmé&nge.

Beweis:Sei f : P(M) \ {®} - M so, dassS(A) € Afir alle A c M. So einf existiert,
weil nach dem Auswahlaxiom die Mengg,_p o, A Nicht leer ist.
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Sei ¥ die Menge aller endlichen Teilmengen vdh Wir definieren eine Funktion
E : N - Frekursiv. DaM nicht leer ist, kdbnnen wir kbnnen wk(1) := {f(M)}
definieren, und fir alle e N: E(n+ 1) = E(n) U {f(M \ E(Nn))}.

Seinung: N —» M definiert durchg(n) := f(M \ E(n)). Wir zeigen nun, dasginjektiv
ist. Sein, < n,. Es giltg(n,) = f(M\ E(n,)) € E(n,). Dag(n,) = f(M\ E(ny)), gilt
ainy € E(ny) U {f(M\ E(ny))}, alsog(n,) € E(n; + 1), und somitg(n,) € E(n,). Also
gilt g(n,) # g(n,). Folglich istg[N] eine abzahlbare Teilmenge vivh m

UBUNGSAUFGABEN11.25.
(1) SeiA unendlich unck endlich. Zeigen Si\ U E ~ A. Hinweis: Benutzen Sie eine abzéhlbare Teilmeiiyeon A
und verwenden SiBU E ~ B.
(2) SeiB unendlich. Zeigen Sie, dass es eine FunktionB — B gibt, die injektiv, aber nicht surjektiv isHinweis:
Ldsen Sie das Beispiel zuerst fér= N.

(3) Zeigen Sig0,1] ~ 10,1 ~ R.

SaTz 11.26 (Vergleichbarkeitssatzgeien A, B Mengen. Dann giltA B oder B3 A.

Sei
F:={f c AxB]| es gibtC c A, sodasd eine injektive Funktion vo& nachB ist.}

Mit dem Lemma von Zorn kann man zeigen, dg8sc) ein maximales Elementt,
besitzt. Wenn der Definitionsberei€hvon f, gleichAist, so giltA < B.

Wenn f, surjektiv aufB ist, so istf, eine bijektive Funktion vol€ nachB; also istfy*
injektiv von B nachC, und es gilB = A.

WennC + A und f,[C] # B, so wahlen wira € A\C undb € B\ f,[C]. Dann ist
fo U {(a, b} ebenfalls injektiv, im Widerspruch zur Maximalitat vdp m

SaTz 11.27. Seien A, B Mengen mit A B. Wir nehmen an, dass B unendlich ist.
Dann gilt

(1) AUB ~ B;

(2) Wenn A nicht leer ist, so gilt A B ~ B;

(3) Wenn A zumindest zwei Elemente enthalt, so §ik 4°(B).
Beweis[Halmos, 1976 Kapitel 24].m
UBUNGSAUFGABEN 11.28.

(1) Zeigen SieNR ~ P(R).
(2) Zeigen SieRN ~ R. Hinweis: Finden Sie eine injektive Abbildung vaP(N)Y nachP(N x N).

Auf Satz 11.27 aufbauend kann man nun beweisen, dass akbm Bawes Vektorraums
gleichméchtig sind.

SATz 11.29 (Dimensionssatz fur VektorrAume&ei V ein Vektorraum tber dem Koér-
per K, und seien B und C Basen vonV. Dann gik B.
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6. Erstaunliches Giber Mengen
SaTz 11.30. Sei A eine Menge, und sei:B {a € Ala ¢ a}. Dann gilt B¢ A.

Beweis:Nehmen wir an, das® € A.

 1.Fall: B ¢ B: Dann giltB € AundB ¢ B. Also gilt B € B, im Widerspruch
zur Fallannahme. Dieser Fall kann also nicht auftreten.

2. Fall: B € B: Dann erflilltB die Eigenschaft, die unter den Elementen von
A jene inB auswahlt; es gilt als8 ¢ B, im Widerspruch zur Fallannahme.

Somit ist die Annahm®& < Afalsch; es giltals® ¢« A. m

Damit gibt es auch keine Menge, die alle Mengen als Elemanrtteaten wirde: jede
MengeM enthalt zumindest die Mendgm € M | m ¢ m} nicht als Element. Der Begriff
“die Menge aller Mengen” ist also widersprichlich, weil @neinem Objekt, das es
nicht gibt, ndmlich einer Menge aller Mengen, so spricl#add es dieses Objekt gébe.
Dass es eine “Menge aller Mengen” nicht gibt, ist assell'sche Paradoxon

Eine berihmte Vermutung (die Kontinuumshypothese) sags fblgende Frage die
Antwort “ja” hat.

PrRoBLEM 11.31. Gilt fUr jede unendliche Teilmenge A vidn: A ~ R oder A~ N?

K. Godel zeigte, dass die Axiome der Zermelo-Fraenkelséhemgenlehre, wenn wi-

derspruchsfrei, auch unter Zuhilfenahme des Auswahlaxioicht erlauben, die Ant-
wort “nein” herzuleiten. P. Cohen zeigte, dass die AxiomeZdgmelo-Fraenkelschen
Mengenlehre und das Auswahlaxiom, wenn widerspruchsiiehf erlauben, die Ant-

wort “ja” herzuleiten.
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ANHANG A

Programme, die vorrechnen

Die Mathematica-FilegaussDemoé .m und RowRed9 .m enthalten Mathematica-
Funktionen, die folgende Probleme mit Zwischenschrit@mechnen:

« LOsen eines linearen Gleichungssystegsuss [A, b]).

« Bestimmen einer Matrix in Zeilenstaffelform, die den ghea Zeilenraum
wie die eingegebene Matrix hat¢wEchelonForm [A]).

« Bestimmen einer Matrix in Zeilenstaffelnormalform, diendgeichen Zeilen-
raum wie die eingegebene Matrix h&idwEchelonNormalForm[A]).

« Bestimmen der Determinante einer Matrbet erminantenDemo [A]).

Die Programme kdnnen von Mathematica aus<+rit GaussDemo6 . m und

<< RowRed9.m geladen werden.
Sie sind auhttp://www.algebra.uni-linz.ac.at/Students/
MathInf/vlws05/MathematicaProgramme/ erhaltlich und werden den Stu-
dierenden ausschlie3lich fur die Nutzung im Rahmen desdsufisineare Algebra”
zur Verfiigung gestellt.
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