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Vorbemerkungen

Dieses Skriptum basiert auf Skripten zu fritheren Auflagen dieser Vorlesung, wie zum Bei-
spiel einem Skriptum aus dem Wintersemester 2010: http://www.algebra.uni-linz.ac.a
t/Students/LineareAlgebra/linalgiws10/lineareAlgebraSkriptum06102010.pdf.
Viele Anregungen verdanke ich dem Skriptum von Manuel Kauers [Kau23], http://www.
algebra.uni-linz.ac.at/people/mkauers/linalg/script.pdf zu den Vorlesungen an
der JKU aus den Wintersemestern 2015-2024 und der Zusammenarbeit mit Kolleg*innen in
zahlreichen Veranstaltungen mit dhnlichen Inhalten. Unter den Biichern iiber Lineare Algebra
mochte ich [Wei80, KS99, Jan08, FS25| hervorheben. Manche dieser Biicher sind iiber die
JKU-Bibliothek auch on-line auf https://lisss. jku.at/ verfiighar. Einige Rechnungen wer-
den mit mathematischer Software (Mathematica, https://help.jku.at/im/de/software/s
oftware-fuer-studierende oder SageMath https://www.sagemath.org/) durchgefiihrt.
Die dazugehorigen Mathematica-Programme sind auf http://www.algebra.uni-linz.ac.a
t/Students/MathInf/v1ws05/MathematicaProgramme/ zu finden.

Linz, im Oktober 2025 E.A.
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Teil 1

Vektoren, Matrizen und Gleichungssysteme



KAPITEL 1

Geometrie in der Ebene und im Raum

1. Koordinaten
Wir beschreiben jeden Punkt in der Ebene durch ein Paar reeller Zahlen. Die Menge der Paare
reeller Zahlen kiirzen wir mit R x R oder R? ab.
RxR:={(y)|r €Rund y € R}.

Fiir das Paar (3 ) schreiben wir auch (x,y). Aus der folgenden Skizze ist ersichtlich, wie wir
jeden Punkt durch ein Zahlenpaar (seine kartesischen' Koordinaten) beschreiben.

L(5)
()
) )
(%)
2. Vektoren

Wo liegt der Punkt C' im Parallelogramm ABC D, dessen Punkte A, B und D durch
A=(1), B=(3), D=(})
gegeben sind?

lnach René Descartes (1596 — 1650). Koordinaten wurden aber schon frither verwendet.

2



3. LANGE EINES VEKTORS 3

Y

Um von A nach B zu kommen, miissen wir 6 nach rechts und 1 nach oben gehen.
AB = (- (1) = (D).
Wenn wir von D starten und um 6 nach rechts und 1 nach oben gehen, landen wir bei C.
C=D+AB=(H)+ (D) =(3).

Wir bemerken, dass wir ein Paar reeller Zahlen, wie etwa (¢ ), verwenden, um zwei verschiedene
Dinge zu beschreiben:

> Den Punkt, der um 6 Langeneinheiten rechts und um 1 Langeneinheit iiber dem Punkt

(9) liegt.
> Den Weg (Vektor) von (1) nach (7).

In Mathematica werden Vektoren als Listen dargestellt.

In[1]:= a={1,1};
In[2] := b={7,2};
In[3]:= d={3,4};
In[4] := ab=b-a
Out [4]= {6,1}

In[5] := c=d+ab
Out [5]= {9,5}

3. Linge eines Vektors

Wir 16sen folgendes Beispiel:
Herr A geht von (3) aus 1 Einheit in Richtung Stidosten. Wo landet er?

“Richtung Siidosten” heifit “in Richtung ( Y )”. Allerdings hat ( Y ) die Linge v/2 ~ 1.41421.
Daher hat v = \/Li - (1) die Lange 1 und zeigt auch in Richtung Siidosten. Herr A landet also
im Punkt Z, den wir uns mit

Z=()+ ~ (1)

1 1
7 )



4 1. GEOMETRIE IN DER EBENE UND IM RAUM

ausrechnen.

Wir iiberlegen uns jetzt, wie lange der Vektor () ist. Das heiit, wir wollen wissen, wie lange in
einem Dreieck, in dem die Seiten mit den Léngen a und b einen rechten Winkel einschlieflen, die
dem rechten Winkel gegeniiberliegende Seite ist. Vergessen wir kurz unsere klassische Bildung,
und zeichnen wir ein Quadrat mit Seitenldnge a + b.

a+b

a+b

Jetzt unterteilen wir jede der vier Quadratseiten in ein Stiick der Lénge a und ein Stiick der
Lange .

Wir verbinden die vier Teilungspunkte.
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Das innere jetzt eingezeichnete Viereck ist ein Quadrat. Das kann man so begriinden: wenn
man die ganze Zeichnung um 90° gegen den Uhrzeigersinn dreht, kommt das innere Viereck
auf sich selbst zu liegen: daher sind alle vier Winkel des inneren Vierecks gleich grof3. In jedem
Dreieck ist die Winkelsumme 180°, und daher ist in jedem Viereck die Winkelsumme 360°. Also
ist jeder Winkel des inneren Vierecks gleich % = 90°. Sei z die Lénge des Vektors (§ ). Dann
hat das innere Viereck die Fliche z2. Jedes der vier rechtwinkeligen Dreiecke hat die Fliche %b

b a

Das innere Viereck und die vier rechtwinkeligen Dreiecke ergeben zusammen die Flidche des
groflen Quadrats mit der Seitenléinge a + b, also gilt
b
ﬁ+4%ﬁ:m+®?
Das heifit
2 +2ab=a*>+2ab+ b
also
z? = a® + b
Mit diesem Zusammenhang, dem Satz des Pythagoras (Pythagoras von Samos, 6. Jh. v. Chr),

konnen wir die Lange = des Vektors (§) ausrechnen.

Wir kiirzen die Lénge des Vektors (§) mit || ()] ab. Es gilt dann

1(5) | = va* + b2
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4. Trigonometrie

In der Trigonometrie geht es darum, wie man — rechnerisch — aus den gegebenen Seitenléngen
und Winkeln eines Dreiecks die restlichen Seitenldngen und Winkel bestimmen kann. Wenn man
etwa von einem Dreieck die Langen der drei Seiten kennt, dann ist das Dreieck dadurch eindeutig
bestimmt: die Winkel des Dreiecks sind also durch die Léngen der drei Seiten festgelegt. (Wie
konstruiert man ein Dreieck, das durch die drei Seitenldngen gegeben ist?) Ebenso ist ein
Dreieck dadurch bestimmt, dass man eine Seite und die beiden daran anliegenden Winkel kennt.
(Wie konstruiert man dieses Dreieck?) Uns geht es jetzt darum, die fehlenden Seitenldngen und
Winkel auszurechnen. Dabei geht man so vor:

(1) Man tabelliert den Zusammenhang zwischen den Seitenldngen und den Winkeln fiir
rechtwinkelige Dreiecke. Dazu braucht man die Winkelfunktionen sin (Sinus) und cos
(Cosinus).

(2) Man baut sich alle anderen Dreiecke aus rechtwinkeligen Dreiecken zusammen. Da
dieses Zusammenbauen aber immer gleich funktioniert, macht man es einmal fiir alle
Dreiecke. Man gewinnt so zwei Zusammenhénge zwischen Seitenldngen und Winkeln
eines Dreiecks: den Cosinussatz und den Sinussatz. Diese beiden Sétze reichen aus, um
alle trigonometrischen Probleme zu losen.

4.1. Winkel. Winkel misst man nicht nur in Grad (o), sondern auch in Radiant (rad).
Dabei wird der Winkel durch die Lange des zugehorigen Bogens am Einheitskreis, dem Kreis
mit Radius 1, angegeben.

a = Linge des Bogens

Dabei entsprechen 180° dem Winkel 7 rad. Demzufolge ist 1° = %5 rad , und 1 rad = 57.2958°.



4. TRIGONOMETRIE 7

4.2. Winkelfunktionen.
[ cos(120°)
P%’“ = <sin(120°)>
sin(.l'.20°

ﬁ’\
© o cos(120°) 1

Gegeben ist ein Winkel z. Der auf dem Kreis mit Mittelpunkt (§) und Radius 1 liegende Punkt
P, hat dann die Koordinaten (Cos(‘r) ) Nach dem Satz des Pythagoras gilt fiir jeden Winkel x:

sin(x)
(sin(z))? + (cos(w))* = 1.

In einem rechtwinkeligen Dreieck heifit die dem rechten Winkel gegeniiberliegende Seite auch
Hypotenuse, die beiden dem rechten Winkel anliegenden Seiten heiflen Katheten.

UBUNGSAUFGABEN 1.1.

(1) Ein Kletterer kann Winde mit einer Neigung von maximal 65° besteigen. Schafft er eine
Pyramide mit einer quadratischen Grundfliche von 784 m? und einer Héhe von 40 m?

4.3. Zusammenhang zwischen Seitenlingen und Winkeln eines Dreiecks. Wir
sagen, dass drei Punkte ein Dreieck bilden, wenn sie nicht alle drei auf einer Geraden liegen.
In einem Dreieck bezeichnet man oft die Langen der Seiten mit a, b, ¢, und den der Seite mit
Lange a gegeniiber liegenden Winkel mit «, den der Seite mit Lénge b gegeniiber liegenden
Winkel mit £, und den der Seite mit Liange ¢ gegeniiber liegenden Winkel mit ~. Die Seiten
sind iiblicherweise gegen den Uhrzeigersinn mit a, b, ¢ beschriftet.

C

Der Cosinussatz 16st folgendes Problem:
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> Gegeben: Seitenlédngen a, b eines Dreiecks und der eingeschlossene Winkel ~.
> Gesucht: Die fehlende Seitenlénge c.

g

A ¢ B

Wir betrachten zunéchst den Fall v < 90°, o < 90°. Wir zeichnen in ein solches Dreieck die
Hohe auf b und erhalten aus dem Satz des Pythagoras:
= (b—acos(y))* + (asin(y))?,

also

& = b —2abcos(y) + a*(cos(7))* + a*(sin(y))?

b® — 2abcos(y) + a® ((cos(7))* + (sin(7))?)
= b*—2abcos(y) + 1a*
= a’+b* —2abcos(y).
Fiir den Fall v < 90° und a > 90° zeichnen wir die Hohe auf a und erhalten:
¢ = (a—beos())? + (bsin())?
= a®> —2bacos(7y) + b*(cos(7))? + b*(sin(7))?
= a® —2bacos(y) + b* ((cos(v))* + (sin(7))?)
= a®>—2ba cos(y) + 1b?
= a®+b*—2ab cos(y).

Zuletzt betrachten wir den Fall v > 90°. Wir zeichnen in ein solches Dreieck die Hohe auf b
und erhalten:

? = (b+acos(180° — 7))? + (asin(180° — 7))?

— (b acos(z)? + (asin(7))?
= b* —2abcos(y) + a*(cos(7))? + a®(sin(y))?

(v
= b* —2abcos(y) + a® ((cos(y))* + (sin(y))?)
= b*—2abcos(y) + 1a*

a® 4+ b* —2ab cos(v).

Insgesamt haben wir folgenden Satz bewiesen:

SaTz 1.2 (Cosinussatz). Wir bezeichnen die Lingen der Seiten eines Dreiecks mit a, b, ¢, und
wir bezeichnen den der Seite mit Linge ¢ gegeniiber liegenden Winkel mit ~v. Dann gilt

¢ =a*+b*—2abcos(y).

Man findet mit dem Cosinussatz v, wenn a, b und ¢ gegeben sind. Zu jedem y € [—1, 1] gibt es
genau ein z € [0, 7], sodass cos(z) = .

4.4. Der Sinussatz. Der Sinussatz 16st folgendes Problem:

> Gegeben: «a, 3, a.
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> Gesucht: b.

A

Wir betrachten das rechtwinklige Dreieck AF'C' und erhalten
h = bsin(«).
Mit dem Dreieck F'BC' finden wir
h = asin(f).
Es gilt also bsin(a) = asin(f). Sowohl sin(«) also auch sin(/) sind ungleich 0, da in einem

Dreieck kein Winkel 0° oder 180° sein kann. (Wir haben Dreiecke so definiert, dass die drei
Punkte nicht auf einer Geraden liegen.) Es gilt also

a b

sin(a) - sin(f)’

Wenn man die gleiche Uberlegung mit der Hohe auf a macht, erhilt man

b _ c
sin(8) = sin(y)®

SATZ 1.3 (Sinussatz). Wir bezeichnen die Langen der Seiten eines Dreiecks mit a, b, ¢, den
der Seite mit Ldnge a gegentiber liegenden Winkel mit o, den der Seite mit Linge b gegentiber
liegenden Winkel mit 3, und den der Seite mit Lange ¢ gegeniiber liegenden Winkel mit . Sei
d der Durchmesser des Umkreises des Dreiecks. Dann gilt:

a b c

sina  sinf8  sinvy

=d.

Fiir den Beweis, dass ﬁ gleich dem Durchmesser des Umkreises ist, kann man etwa den

Randwinkelsat?* verwenden. Wir iiberlegen uns jetzt, wie man Sinus- und Cosinussatz benutzen
kann, um die fehlenden Winkel und Seitenldngen eines Dreiecks zu berechnen. In den Dreiecken
der folgenden Beispiele bezeichnen wir die Langen der Seiten mit a, b, ¢, und wir bezeichnen den
der Seite mit Léange a gegeniiber liegenden Winkel mit o, den der Seite mit Liange b gegeniiber
liegenden Winkel mit 3, und den der Seite mit Léange ¢ gegeniiber liegenden Winkel mit . Die
Seiten seien dabei gegen den Uhrzeigersinn mit a, b, ¢ beschriftet.

(1) Es sind die Seitenlingen a, b, ¢ gegeben: Es gibt so ein Dreieck, wenn a < b + ¢,
b<a+c, und ¢ < a+ b. Der Winkel « ist dann durch

a’> =b*+c* —2bccos(a)

eindeutig bestimmt.

(2) Es sind eine Seitenlinge und zwei Winkel gegeben: Da die Winkelsumme 180° ist,
kennt man tatséchlich alle drei Winkel. Sind also ¢, «, und g gegeben, so gibt es so ein
Dreieck, wenn o + 8 < m. Man berechnet v = 7 — a — 3, und dann a und b mithilfe
des Sinussatzes.

(3) Es sind zwei Seitenlingen und der eingeschlossene Winkel gegeben: Es sind also zum
Beispiel b, ¢, und a gegeben. Wenn b und c¢ positive reelle Zahlen sind, und 0 <

2Seien A, B, C' verschiedene Punkte auf einer Kreislinie mit Mittelpunkt M. Wir nehmen an, dass C' und M
auf der gleichen Seite der Sehne AB liegen. Dann gilt L BCA =2 - LBM A.
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a < 7 gilt, so gibt es sicher ein solches Dreieck. Man berechnet dann a mithilfe des
Cosinussatzes; dann kennt man alle drei Seitenléngen und kann mit dem Cosinussatz
die verbleibenden Winkel ausrechnen.

(4) Es sind zwei Seitenlingen gegeben, und ein Winkel, der nicht der von diesen Seiten
eingeschlossene Winkel ist: Es sind also zum Beispiel ¢, a und a gegeben. In diesem Fall
kann es sein, dass es gar kein, genau ein oder genau zwei Dreiecke mit dem vorgegebenen
¢, a und a gibt. Es gibt mehrere Félle:

(a) Es gilt o < 90°:
(i) Es gilt a > c: Es gibt genau ein Dreieck. Wir erhalten b als die einzige
positive Losung von

&+ 1* —2cxcos(a) = a’.

Es gilt also
b= ccos(a) + v/(ccos(a))? + a% — 2.

(ii) Es gilt csin(a) < a < c¢: Es gibt genau zwei Dreiecke. Wir erhalten die
beiden Mdoglichkeiten fiir b als die Losungen der Gleichung

&+ 1* —2cxcos(a) = a?,

also

by = ccos(a) + /a2 — (csin(a))2.
(iii) Es gilt a = csin(a): Es gibt genau ein Dreieck. Wir erhalten v = 7 und
b = ccos(a).
(iv) Es gilt a < csin(a): Es gibt kein Dreieck.
(b) Es gilt oo =90°:
(i) Es gilt a > c¢: Es gibt genau ein Dreieck, und
b =a®— ¢
nach dem Satz des Pythagoras.
(ii) Es gilt a < c: Es gibt kein Dreieck.
(c) Es gilt a > 90°:
(i) Es gilt a > c: Es gibt ein Dreieck. Die Lange b ist die einzige positive Losung
von
&+ 2% —2cxcos(a) = a?,

also

b = ccos(a) + v/(ccos(a))? + a® — 2.
(ii) Es gilt a < c: Es gibt kein Dreieck.

UBUNGSAUFGABEN 1.4. Wir bezeichnen die Léngen der Seiten eines Dreiecks mit a, b, ¢, und wir
bezeichnen den der Seite mit Linge a gegeniiber liegenden Winkel mit «, den der Seite mit Lénge b
gegeniiber liegenden Winkel mit 3, und den der Seite mit Linge ¢ gegeniiber liegenden Winkel mit ~.
(Die Seiten seien dabei gegen den Uhrzeigersinn mit a, b, ¢ beschriftet.)

(1) Berechnen Sie sin(vy) fiir ein Dreieck mit ¢ = 10, b = %, B = 30°. Das Dreieck ist mit diesen
drei Bestimmungsstiicken ¢, b, 5 noch nicht eindeutig festgelegt. Warum nicht?

(2) Wie grofi kann b in einem Dreieck mit v = 45°, ¢ =1, a = % sein? (Gibt es mehr als eine
Losung?)

(3) Geben Sie eine Wahl von a an, sodass es genau ein Dreieck mit den Bestimmungsstiicken
a = 45°, ¢ =1, und Threm gewéhlten a gibt!

(4) Von einem Dreieck ABC haben Sie folgende Information: AB = 10 cm, der Winkel o zwischen
AB und AC ist 30°, BC = % cm.

(a) Stellen Sie diese Daten in einer Skizze dar.
(b) Welchen Winkel schlielen C'B und C'A ein? Gibt es mehr als eine Losung?



(10)

(11)

(12)

(13)
(14)
(15)
(16)
(17)
(18)

(19)

(20)
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Berechnen Sie in den folgenden Beispielen jeweils die nicht angegebenen Seitenléngen und
Winkel.

(a) c=4,b=5,a=3.

(b) c=4,b=5,a=10.

(a) c=5,b=3,a=17.

(b) Gibt es fiir jede Wahl von ¢ > 0, b > 0, @ mit 0 < a < 7 ein Dreieck mit den gewéhlten

Bestimmungsstiicken?
(a) c=5,b=10, 8= %.
(b) c=5,b=3,8=%.
(a) c:5,b:%,62%.
(b) e=5,b=2,8=F.
(a) c=5,b=3,3=3".
(b) c=5,b=10, 3= 2Z.

Fassen Sie Thre Beobachtungen aus den letzten Beispielen zusammen: Unter welchen Voraus-
setzungen an c, b, 5 gibt es
(a) gar kein Dreieck
(b) genau ein Dreieck
(¢) genau zwei Dreiecke
(d) mehr als zwei Dreiecke
mit den Bestimmungsstiicken ¢ > 0, b > 0, 8 €]0, «[?
(a) 0:57a:%ra/8:
(b) 0:5,a:%{,ﬁ:
(c) c:5,a:%”,ﬁ:
Fassen Sie Ihre Beobachtung aus dem letzten Beispiel zusammen: Unter welchen Vorausset-
zungen an c, «, 3 gibt es
(a) gar kein Dreieck
(b) genau ein Dreieck
(c) genau zwei Dreiecke
(d) mehr als zwei Dreiecke
mit den Bestimmungsstiicken ¢, «, 87
Bestimmen Sie b fiir alle Dreiecke mit ¢ = 4, a = 60°, a = v/13.
Bestimmen Sie ein a, sodass es kein Dreieck mit ¢ = 4, & = 60° und Threm gewéhlten a gibt.
Bestimmen Sie ein a, sodass es genau ein Dreieck mit ¢ = 4, a = 60° und Threm gewihlten
a gibt.
Bestimmen Sie ¢ fiir alle Dreiecke mit a = 2, § = 45°, b = %.

ISR ReIE]

Bestimmen Sie ein b, sodass es kein Dreieck mit a = 2, 8 = 45° und Threm gew&hlten b gibt.
Bestimmen Sie ein b, sodass es genau ein Dreieck mit a = 2, f = 45° und Ihrem gewéhlten
b gibt.

Sie mochten die Entfernung eines Punktes B an einem Ufer eines Flusses zu einem Punkt
C auf der anderen Seite des Flusses bestimmen. Dazu gehen Sie folgendermafien vor: Sie
messen an [hrem Flussufer die Strecke von B zu einem weiteren Punkt A ab. Diese Strecke
ist 500 m lang. Der Winkel zwischen BC' und BA ist 60°, der Winkel zwischen AB und AC
ist 30°.

(a) Stellen Sie diese Daten in einer Skizze dar.

(b) Wie lang ist die Strecke BC'?

(c) Um die Breite des Flusses zu bestimmen, wollen Sie wissen, wie weit C' von der Strecke
AB entfernt liegt. Bestimmen Sie dazu den Normalabstand von C auf die Gerade durch
Aund B.

Sie mochten die Entfernung eines Punktes A an einem Ufer eines Flusses zu einem Punkt B
auf der anderen Seite bestimmen. Dazu kénnen Sie folgendermafien vorgehen: Messen Sie an
Ihrem Flussufer die Strecke A zu einem Punkt C' ab, und bestimmen Sie dann mit Hilfe eines
Kompasses den Winkel o zwischen der Strecke AB und AC, sowie den Winkel v zwischen
AC und CB. Was ergibt sich fiir die Entfernung AB bei AC = 27.5 m und a = 73°, v = 65°7
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(21) Sie verlassen eine gerade Strafle, die die beiden Orte A und B verbindet, 20 km bevor Sie
B erreichen und gehen geradeaus, bis es Thnen nach 10 km keinen Spafl mehr macht. Dann
drehen Sie sich um 30° nach rechts und erblicken nun den Ort B gerade vor sich. Wie weit
miissen Sie jetzt noch wandern, um nach B zu gelangen, wenn Sie jetzt den geraden Weg
nach B einschagen?

5. Winkel zwischen zwei Vektoren

Wir berechnen den Winkel, den die Vektoren a = (g}) und b = (Z;) miteinander einschlieflen.
Dazu nehmen wir an, dass keiner der beiden Vektoren der Nullvektor ist.

y

Fiir den eingeschlossenen Winkel ¢ gilt nach dem Cosinussatz:
1o = all* = llall* + [|B]]* — 2 [lal| [|b] cos(s).

Diese Formel konnen wir vereinfachen:

2-llall - ol - cos(p) = —(l|b—all®) + [lall* + [[b]|?
2-Jlall - ol - cos(p) = —((b1 — a1)* + (ba — a2)*) + (af + a3) + (b] +b3)
2 |la]| - |p]| - cos(¢) = —(b2 —2ayb; +a3) — (b5 —2ayby +a3) +a* + a3+ b2 + b5
2 Jla]| - |b]| - cos(p) = 2a1by +2azby
[all - [[b]] - cos(p) = a1 by + agbs.
Wir erhalten
cos(p) = it azbs
lall - o]

Die Zahl aq by 4 as by bezeichnet man als das Skalarprodukt von a und b, und man kiirzt es mit
(a,b) ab.
<a7b> = <(gé)> (Z;)> = ay - by + ay - by.
Die Winkelformel heifit jetzt:
(a,b)

) = Tall ol
AuBlerdem gilt fiir jeden Vektor a

(a,a) = (flal)*.

In[1]:= {3,4}.{-5,2}

Out[1]= -7

In[2]:= Laengel[v_]:=Sqrt[v.v]
In[3]:= Laenge[{2,3}]

Out [3]= Sqrt[13]
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Unter Verwendung der Mathematica-Function Norm kann man diese Lange auch mit Norm[{2,3}]
ausrechnen.

DEFINITION 1.5. Seien a,b € R2. Die Vektoren a und b sind aufeinander normal, wenn
(a, by = 0.

Zwei Vektoren sind also aufeinander normal, wenn einer von ihnen der Nullvektor ist, oder
wenn sie einen rechten Winkel einschliefen. Damit erhdlt man, dass (wenn () # (9)) der
Vektor (§) mit den Vektoren ( 4) und (—4) einen rechten Winkel einschlieft.

—C
UBUNGSAUFGABEN 1.6.

(1) Von einem gleichschenkeligen Dreieck sind zwei Basiseckpunkte (3?) und (;4) bekannt.
Ergénzen Sie diese Punkte mit einer Spitze, sodaf3 das entstehende Dreieck die Hohe 5 besitzt.
Wie viele verschiedene Losungen gibt es? (Sie brauchen nur eine wirklich auszurechnen.)

(2) Berechnen Sie den Cosinus des Winkels zwischen z und y fiir z = (3), y = (Z5).

(3) Berechnen Sie jeweils den Winkel zwischen folgenden beiden Vektoren. Geben Sie die Ergeb-
nisse in Grad und in Radiant an!

() a=(3), b= ()
(b) a= (1), 0= (1)
(c) a= (%), b=(2)
(@) a= (), 0= (1)
(4) Zeigen Sie, dass das Skalarprodukt im R? folgende Eigenschaften erfiillt:
(a) (a+b,a+b) = (a,a) + 2(a,b) + (b,b).
(b) (a+b,a—b) = (a,a) — (b,).
(c¢) (Aa,b) = X a,b).

(5) Verwenden Sie das Skalarprodukt, um folgenden geometrischen Satz zu beweisen.

In einem Parallelogramm mit Seitenléngen a, b, und Diagonalenléngen e, f gilt:

2(a® +b%) = + f2
6. Geraden in der Ebene
Wir iiberlegen uns, wie man Geraden in der Ebene beschreiben kann.

6.1. Geraden, die durch einen Punkt und eine Richtung gegeben sind.

A

\\ ,
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Die Gerade g ist die Menge aller Punkte, die man erreicht, indem man von P ein Stiick in
Richtung r geht.

g={P+X-r|XxeR}
Lies: “g ist gleich der Menge aller Punkte P + A mal r, wobei A eine reelle Zahl ist.” Mit den
Zahlen fiir P und r:

g={G@)+ 1 ()R},

oder, anders geschrieben,

g= {(23_+3>\/\) | A € R}
Man kann ¢ auch so schreiben:

g={(}) €R?| es gibt A € R, sodass ()= (3)+X-(F)}.

Lies: “g ist gleich der Menge aller Punkte () in R hoch 2, fiir die es ein A in den reellen
Zahlen gibt, sodass () gleich (2)+ A mal (7*) ist.” Diese Darstellung von g durch Punkt und
Richtungsvektor heifit Parameterdarstellung der Geraden g. Man schreibt oft kurz:

9:(3)=0GF)+A-(7)
oder

g: X =(3)+X1 ()
Wir iiberpriifen, ob der Punkt () auf der Geraden g liegt. Er liegt auf g, falls es eine reelle
Zahl X gibt, sodass ( 2*) gleich (3)+A-(7?) ist. Wir suchen also ein A € R, das die Gleichungen

—4=2-—3\ 1
5=3+1X 11
erfiillt. Aus der Gleichung I erhalten wir A = 2; da auch 5 = 3+ 1-2 gilt, ist A = 2 eine Losung
des Gleichungssystems. Daher liegt der Punkt (‘54) auf g; wir schreiben dafiir

(3 €y

6.2. Geraden, die durch eine Gleichung gegeben sind. Wir haben im letzten Beispiel
iiberpriift, ob ein Punkt auf einer Geraden liegt. Dabei war die Gerade in Parameterform
gegeben. Zur Uberpriifung war es notwendig, festzustellen, ob es einen Wert fiir den Parameter
A gibt, der uns genau den getesteten Punkt liefert. Wir mussten also fiir jeden Punkt ein
Gleichungssystem (mit zwei Gleichungen und einer Variable) 16sen.

Wir testen nun wieder, ob (3 ) auf der Geraden g liegt, die durch
g: X=(3F)+A- (%)
gegeben ist.
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Anstatt zu fragen, ob (3 ) auf g liegt, fragen wir, ob (3 ) — (3) normal auf n ist. Das ist namlich
genau fiir die Punkte () auf g der Fall. Zunéchst finden wir den Vektor n. Auf den Vektor ()
steht immer der Vektor ( %) normal, denn das Skalarprodukt ((§), (7?)) ergibt —ab+ab = 0.

Also finden wir n durch ’
3)-
é) steht. Das gilt genau dann, wenn
((5=5). (55)) =0
Wir rechnen das Skalarprodukt aus und erhalten

—r—3y+11=0.

n:(z

Nun iiberpriifen wir, ob (j) — (3) normal auf (

Ein Punkt () liegt also genau dann auf der Geraden, wenn —z — 3y + 11 = 0 ist. Wir kénnen
also jetzt viel einfacher iiberpriifen, ob ein Punkt auf der Geraden g liegt. Wir berechnen
—xr—3y+11. Ist das 0, so liegt der Punkt auf der Geraden, und sonst nicht. Aulerdem kénnen
wir die Gerade jetzt kiirzer angeben durch

g=1{(y) eR*| —2 -3y =11}
(lies: “g ist gleich der Menge aller (3 ) in R hoch 2, fiir die —x — 3y gleich —11 ist.”) Das kiirzt
man auch zu

g:—xr—3y=—11

ab. —z—3y = —11 heifit Gleichung der Geraden, diese Darstellung der Geraden Gleichungsform
oder implizite Darstellung der Geraden.

6.3. Verwandlung zwischen Gleichungs- und Parameterform.

6.3.1. Verwandlung von parametrisierter in implizite Darstellung. Wir verwandeln g : X =
(3)+A-(P)ing: —z—3y = —11 so, wie das in obigem Beispiel erklirt worden ist.

6.3.2. Verwandlung von impliziter in parametrisierte Form. Wir verwandeln g : bx—2y =1
in parametrisierte Form. Dazu setzen wir y := ¢ und rechnen uns aus diesem y das z aus. Wir
erhalten z = % + %t. Somit ist fiir jedes t € R der Punkt (%t%t> ein Geradenpunkt. Die

Gerade hat also die parametrisierte Darstellung

g:Xz(%)—i-t-(
g:X=(§>+t-(§),

el

Eine andere Darstellung derselben Geraden ist

oder

g:X=03+t- (%)
Spezialfall: Wir verwandeln g : y = —1 in Parameterform. Dazu setzen wir z := ¢, und rechnen
uns dann das y aus. Das ist aber immer —1. Fiir jedes ¢ € R ist also (!, ) ein Geradenpunkt.
Die Gerade hat die parametrisierte Darstellung

g: X =(%)+t-()
UBUNGSAUFGABEN 1.7.

(1) Geben Sie die Gerade durch die Punkte (3) und (%) in Parameterform und in impliziter
Form an!
(2) Bestimmen Sie jeweils eine Parameterform (= Punkt-Richtungs-Form) folgender Geraden.
(a) 3oz +4y=17.
(b) z =1.
(c) y=—4
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(3) Bestimmen Sie eine Gleichung, deren Losungsmenge die Gerade
_ (-3 -1
X = ( 6 ) TA ( 2 )
ist.
(4) Bestimmen Sie die implizite Darstellung jener Geraden, die parallel zur Geraden g mit

g: X = (—21) +t (—34)
sind und von dieser Abstand 10 haben.

(5) Ein Radfahrer startet im Punkt (%) und fihrt auf den Punkt (§) zu. Ein Fu8géinger startet
im Punkt (_43) und geht auf den Punkt ({})) zu. In welchem Punkt schneiden sich die Wege
der beiden?

(6) Ein Radfahrer im Punkt (3) und ein FuBgénger im Punkt (%) bewegen sich aufeinander
zu, der Radfahrer mit 20 km/h, der Fuiginger mit 5 km/h. Wann und wo treffen die beiden
einander?

(7) Vom Quadrat ABCD haben wir folgende Angaben:

> A= (3).
> B liegt auf der Geraden
95: X = (5) +A-(5)-
> Die Seitenldnge des Quadrats ist 10.
> Die Eckpunkte sind gegen den Uhrzeigersinn mit A, B, C', D beschriftet.
Berechnen Sie die Koordinaten des Eckpunktes C'!
(8) Vom Quadrat ABC'D haben wir folgende Angaben:
> A= ().
> B liegt auf der Geraden
g X =(5)+ X ().
> Die Seitenldnge des Quadrats ist 15.
> Die Eckpunkte sind gegen den Uhrzeigersinn mit A, B, C', D beschriftet.
Berechnen Sie die Koordinaten des Eckpunktes C'!

(9) Zeigen Sie, dass sich die Schwerlinien des Dreiecks ABC' mit A = (Z7), B = () und C = (3)
in einem Punkt schneiden, und berechnen Sie diesen Schnittpunkt.

(10) Berechnen Sie den Umkreismittelpunkt U = (3}) des Dreiecks ABC mit A = (:?), B =

(3) und C = (3), indem Sie die Bedingung, dass U gleich weit von A, B und C entfernt
ist, in Gleichungen in den Variablen u; und wy umwandeln. Verwenden Sie zur Losung der
auftretenden Gleichungen den Mathematica-Befehl Solve.

(11) Bestimmen Sie die implizite Darstellung jener Geraden, die parallel zur Geraden g mit

QZX:(%)+t' (—34)
sind, und von dieser Abstand 10 haben.

(12) Berechnen Sie den Durchschnitt der Geraden h und j, wobei

niX=(3)+t(3)
und
j:10zx—4y=0.

(13) Bestimmen Sie die Schnittmenge der Geraden

g X=(3)+t-(?)
und
ge:2x+4y=22.

(14) Bestimmen Sie den Cosinus des Schnittwinkels der Geraden

g X =(])+t(3)
und
ge 122 — by = 22.
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7. Vektoren im R"

Bisher haben wir uns auf die Geometrie in der Ebene beschréankt. Man kann nun auch den
Raum mit Tripeln reeller Zahlen, also mit Elementen aus R?, koordinatisieren. Die Konvention
ist es, die Richtungen der Koordinatenachsen wie in folgenden Skizzen zu wihlen:

Y

oder

Hélt man Daumen, Zeigefinger und Mittelfinger der rechten Hand so, dass sie paarweise im
rechten Winkel aufeinander stehen, dann zeigen sie jeweils in die Richtung der positiven -
Achse, y-Achse und z-Achse.

Wir definieren die Operationen, die im R? hilfreich waren, allgemein fiir
R" := {( : ) |z1,..., 2, € R},
wobei n eine beliebige natiirliche Zahl ist.

a b1
DEFINITION 1.8. Seien a = ( 51) b= ( : ) in R™. Wir definieren:

an bn

(2) Aa:= ( }1) fir A € R.
Aan

(3) (a,b) :=ay-by+---+a,-b, => " a;b; (Skalarprodukt).
(4) Die Lange von a ist |la|| := \/{(a,a).

SATZ 1.9. Sein € N, seien a,b,c € R", und sei A € R. Dann gilt:

(1) {a,b) = (b,a),

(2) {a+b,c) = (a,c) + (b ),

(3) (\a,b) = Aa, )

(4) {a,0) > 0.

(5) Wenn {(a,a) =0, so gilt a = 0.
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SaTz 1.10 (Projektionseigenschaft des Skalarprodukts). Seien a,b € R™ mit b # 0 , und sei
(a,b)

C= 0 b. Dann ist a — ¢ normal auf b.
Beweis: (a — E’ZZ; -b,b) = {(a,b) — iZZ; (b,b) = 0. O

Der folgende Satz ist als Cauchy-Schwarz-Ungleichung bekannt. Fiir a,b € R™ sagen wir, dass
a ein Vielfaches von b ist, wenn es ein A € R gibt, sodass a = A b.

SAaTz 1.11 (Augustin Cauchy, 1821). Sein € N, und seien a,b € R™. Dann gilt:
(1) I(a,b>| < lall - [|o]-

1
(2) [{a,b)| = ||al| - ||b]] gilt genau dann, wenn b =0 oder a ein Vielfaches von b ist.

Beweis: Wenn b = 0, so sind beide Seiten der Ungleichung = 0. Wir nehmen nun an, dass b # 0.
Wir wissen, dass

a,b a,b
(a — <(b,b; ~b,a — <(b,b>> by > 0.
Nun gilt
a,b a,b a,b)?  {a,b)? a, b)?
(o % ba <<b:b§ b = (a,a) — 2<<b” b>> T <<b: b>> — (a,a) - <<b” b>> BNCEY

Da dieser Ausdruck > 0 ist, gilt

{a,a) - (b,b) > {a,b)>.
Folglich gilt auch

lall - o]l = [{a, b)/.

Somit gilt (1).
Um (2) zu zeigen, nehmen wir an, dass |(a,b)| = ||a|| - ||b]| gilt. Wir zeigen, dass dann b = 0

gilt, oder dass a ein Vielfaches von b ist. Es gilt (a,b)? = (a, a) - (b,b). Wenn also b # 0, so gilt
wegen (1.1)
{a,b) (a, b)

(a—w~b,a—m~b>:0.

Also gilt a — EZZ)) -b =0, uns somit ist a ein Vielfaches von b.

Nun zeigen wir folgendes: wenn b = 0 oder b ein Vielfaches von a ist, so gilt {(a,b)? = ||a|| - |[0]|.
Wenn b = 0, so sind beide Seiten der Gleichung = 0. Wenn b # 0 und a = Ab, so gilt
(a,0)? = (Ab,b)% = N*(D,)* = A*(b, b) (b, b) = (Ab, Ab) - (b, ) = [|a]|?[|D]|*. 0

UBUNGSAUFGABEN 1.12.

(1) Sei a € R", A € R. Zeigen Sie:
(a) [[Aall = [A] - [lall.
(b) |l thyall = 1.
(2) Seien a,b € R™. Zeigen Sie: ||a + b||?> — |la — b||* = 4(a, b).

Nun kénnen wir wie im R? zeigen:

SATZ 1.13. Seien a,b € R™ mita # 0 und b # 0, und sei @ der Winkel, den a und b einschlieflen.
Dann gilt
{a, b)

) = Tall ol

Beweisskizze: {a,a) + (b,b) — 2||a|| ||b]| cos(¢) = (a — b,a — b). O
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Im R3 gibt es eine Rechenoperation, die einen Vektor liefert, der auf zwei gegebene Vektoren a
und b normal steht: das Kreuzprodukt.

DEFINITION 1.14. Der Vektor
ay b1 az2bs—aszbs
(az) X (b2> = | —(a1bz—asb1)
as b3 a1ba—asby

a b
ist das Kreuzprodukt von (g%) und <b§> in R3.

bs

Zunichst ist vollig unklar, warum man a x b genau so definiert®. Der folgende Satz belegt aber,
dass das Kreuzprodukt niitzlich ist.

a b
SAaTz 1.15. Seien a = (gé), b= (2;) und c in R®, und sei @ der von a und b eingeschlossene
Winkel. Dann gilt: ’

(1) a x b ist normal auf a und auf b.

(2) [la x bl* = [lall* - [[b]l* — (a,b)*.

(3) lla x bl[ = flaf| - [|b]| - sin(¢p).

(4) ||a x bl| ist die Fliche des Parallelogramms, das von den Vektoren a und b aufgespannt
wird.

(5) Das Volumen V des Parallelepipeds P = {aa + b+ vc¢ | o, B,y € [0,1]} erfillt
V =|{a xb,c).

Beweis: (1) Es gilt
(a x b,a) = (agbs — aszbs)a; — (ar1bs — azby)as + (a1by — azby)az = 0.
(a x b,b) = 0 wird in der Vorlesung nachgerechnet.
(2) Es gilt
lla x b||* = (a1by — aghy)? + (asby — a1bs)® + (azbs — asby)?

= a%bg + a%b% — 2a1a2b1b2 — 2a1a3b1b3 + a%bf + a%bg — 2&2&3[)2()3 + agb% + a%b%

und
[all?[|b]]* = (a,b)* = (a] + a3 + a3) (b + b3 + b3) — (arby + asbs + asbs)?
= ajbs + aib; — 2a1azb1by — 2a1a3b1bs + a3bi + asb; — 2asazbobs
+ a3b} + a3bs.
(3) Es gilt

lall? - 18] - (sin())* = [lall? - [B]12 - (1 (cos())?)
— flall? - 3112 = llall? - 3] - (r22-y?
— Jlaf]? - 5] — (a, )

Wegen (2) ist der letzte Ausdruck gleich ||axb||?. Da sin(p) > 0, folgt die behauptete Gleichheit
(3) durch Wurzelziehen.

(4) Wir nehmen an, dass a # 0 und b # 0.

3Die Definition liisst sich mithilfe von Determinanten motivieren: a x b ist jener Vektor, sodass fiir jeden Vektor

a1 by x
(%3) € R? die Determinante der Matrix (ai Z; x;) gleich (a x b,x) ist. Da uns aber Determinanten und
3 asz b3 T3

Matrizen noch nicht zur Verfiigung stehen, brauchen wir die etwas rechnerische Definition 1.14.
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Wir erhalten fiir die Hohe h auf a
h = [|b]| - sin(p)
und fiir den Flacheninhalt
F = lal[ - h = lla]l - |b]| - sin(p).
Wegen (3) ist das gleich ||a x b]|.

(5) Wir wéhlen A = {aa + 5b | a, 8 € [0,1]} als Grundfliche. Die Hohe auf A ist gleich der
Projektion von c auf a x b. Wenn a x b = 0, dann zeigen a und b in die gleiche Richtung und
das Volumen ist 0. Wir nehmen nun an, dass a X b # 0. Wegen der Projektionseigenschaft des
Skalarprodukts gilt fiir die Linge der Hohe h = || ((fi’g;?w (axb)|| = ]ﬁ‘;i:ﬁg |-llaxb] = %.
Das Volumen ist das Produkt aus der Grundfléche ||a x b|| und h, also |{c,a x b)|.

O

Durch die Bedingungen an Richtung und Lénge ist der Vektor a x b fast schon eindeutig
bestimmt. Zusétzlich gilt: Zeigt der Daumen der rechten Hand in Richtung a, der Zeigefinger
in Richtung b, und ist der Mittelfinger normal auf a und b, dann zeigt er in die Richtung von
a X b.

Die Mathematica-Funktion Cross liefert das Kreuzprodukt.
UBUNGSAUFGABEN 1.16.

(1) Zeigen Sie, dass fiir alle a,b € R? gilt: a x b= —b x a.

(2) Seien a,b € R3. Zeigen Sie unter Verwendung der Gleichheitsaussage in der Cauchy-Unglei-
chung (Satz 1.11) und Satz 1.15 (2), dass a x b genau dann 0 ist, wenn a = 0 oder b ein
Vielfaches von a ist.

(3) Zeigen Sie, dass folgende Gleichheit fiir alle a, b, c,d € R3 gilt (Lagrange-Identitit).

(a x bycxd)={a,c)-(b,d)—(b,c) - {a,d).
(4) Zeigen Sie, dass folgende Gleichheit fiir alle a, b, c,d € R3 gilt:
(axb,c)=(bxc,a).
(5) Zeigen Sie, dass fiir alle a,b,c € R? gilt:
ax (bxc)=/{c,a) -b—(ba)-c.
(6) Zeigen Sie, dass folgende Gleichheit fiir alle a, b, c € R? gilt (Jacobi-Identitit):
ax(bxec)+bx(cxa)+cx(axb)=0.

8. Geraden und Ebenen im Raum

8.1. Parameterdarstellung einer Geraden. Genau wie im R? lisst sich eine Gerade
im R? durch eine Parameterdarstellung mit einem Punkt und einem Richtungsvektor angeben.
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1 (5)=(3) 2 (3)

Zum Beispiel,

o

8.2. Parameterdarstellung einer Ebene. Wie kann man die Ebene e beschreiben, die
die drei Punkte P — <_§1> = (g) und R = ( 3‘4) enthalt?

— n

Die Ebene e ist die Menge aller Punkte, die man erreicht, indem man von P aus ein Stiick in
Richtung @), und dann ein Stiick in die Richtung von P nach R geht.

e={P+X-PO+pu PR|\ucR),
das heiflt, die Punkte der Ebene sind von der Form

()= (3) e (3) - (3)

Eine Ebene ldsst sich also durch einen Punkt und 2 Richtungsvektoren beschreiben.
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8.3. Implizite Darstellung einer Ebene. Es sei e die Ebene durch den Punkt (—il),

. 1 . .
die normal auf den Vektor n = ( 32) ist. Wir nennen n den Normalvektor von e.

xT

Die Ebene e ist die Menge aller Punkte (y >, sodass der Vektor (é) — (—il> normal auf n ist,

z

(6)-(3)m =

Einsetzen der Werte ergibt die implizite Darstellung der Ebene,
e= {(é) € R*|x 43y — 22 = —9}.

also

Ein Normalvektor von e lasst sich direkt aus den Koeffizienten der Ebenengleichung ablesen.
8.3.1. Verwandlung von Parameterdarstellung in implizite Darstellung. Wir verwandeln

e (1) =(8) x(3) +u(3)

in implizite Form Dazu suchen wir zuerst einen Vektor n, der auf beide Richtungsvektoren der
Ebene normal ist. Dann ist n auf die ganze Ebene normal. Wir beschreiben 2 Méglichkeiten
einen solchen Normalvektor zu finden:

ni

(1) Wir suchen n = (gg) so, dass
<<—;1> ,n) = 0und
2
(2)m = o
Das heif3t, wir miissen das lineare Gleichungssystem
ny—ng+3ng = 0

2n1—n2—3n3 = 0

16sen. Klarerweise ist n; = ny = ng = 0 eine Losung, aber wir wollen einen Vektor n,
der nicht der Nullvektor ist. Wie man alle Losungen eines linearen Gleichungssystems
findet, werden wir im Kapitel 3 sehen.

(2) Alternativ finden wir n auch als Kreuzprodukt der beiden Richtungsvektoren.

(5)< ()= ()

n —= —1 X —1 = 9

3 -3 1

Der Vektor n ist normal auf die Ebene. Ein Punkt (g) liegt also genau dann in e, wenn der

Vektor (é) — ( _:%) normal auf n ist. Wir berechnen
x 2
(5)- (3)m =0

6x + 9y + z = 38.
Somit hat die Ebene e die implizite Darstellung

ez{@) € R? |62 + 9y + = = 38).

und erhalten

8.3.2. Verwandlung von impliziter Darstellung in Parameterdarstellung. Wir verwandeln
e : x+3y—2z = —9 in parametrisierte Form. Wir beschreiben die Losungsmenge der Gleichung,

indem wir 2 = g und y = A setzen und dann x durch A\ und p ausdriicken. Wir erhalten
—9—3042
xr = —9 — 3\ + 2u. Somit liegt fiir alle Werte A\, u € R der Punkt < . H) in der Ebene.

m



8. GERADEN UND EBENEN IM RAUM 23

Die Ebene hat also die parametrisierte Darstellung
T -9 -3 2
e:(y):(o)—l—)\-<1>+u-(o>.
z 0 0 1
8.4. Implizite Darstellung einer Geraden. Offenbar kann man eine Gerade im Raum
nicht durch eine einzige lineare Gleichung in x, y, z beschreiben. Solche Gleichungen beschreiben

niamlich Ebenen im Raum. Jede Gerade kann man aber implizit als Schnitt zweier Ebenen, das
heifit als Losungsmenge von 2 linearen Gleichungen beschreiben. Beispielsweise ist

g={<§> ER®|20 —y+32=1,0+4y — 2z =3}

die Gerade, die sowohl in der Ebene mit der Gleichung 2z — y + 3z = 1 als auch in der Ebene
mit der Gleichung = + 4y — 2z = 3 liegt.

Zwei Ebenen im Raum, die nicht parallel sind, schneiden sich immer in einer Geraden. Parallele
Ebenen erkennt man daran, dass ihre Normalvektoren in dieselbe Richtung zeigen. Also sind
etwa 2r — y + 3z = 1 und —4z + 2y — 62 = 3 parallel.

8.4.1. Verwandlung von Parameterdarstellung in implizite Darstellung. Wir verwandeln
o: (1) = (1) =2 (2)
z —1 3
in implizite Form. Dazu suchen wir 2 Ebenen, die die Gerade enthalten. Liegt ¢ in einer Ebene

mit Normalvektor n, dann ist n normal auf den Richtungsvektor (él) der Geraden. Zusétzlich

liegt der Punkt <§1> in der Ebene.

Auf einen Vektor (g) sind beispielsweise (—Za), ( 0 > und ( ; ) normal. Wir wahlen n, = (é)

—a —b

—_

und ny = ( _(i) als Vektoren, die im rechten Winkel auf (—31) stehen. Damit liegt g in den

Ebenen durch den Punkt <§1>, die normal auf n; bzw. ny sind. Die Gerade ist also der
Durchschnitt der beiden Ebenen
eq: r+y=2>5, und
ey : 3r—2z="1.
Wir haben
g:{<§> ER*|z4+y=>530—2="T}

8.4.2. Verwandlung von impliziter Darstellung in Parameterdarstellung. Um eine Parame-
terdarstellung von

g:{@) ER®|20 —y+32=1,2+4y — 2z =3}
zu erhalten, 16sen wir das lineare Gleichungssystem
2r—y+3z = 1,
r+4y—22 = 3.

Eine Methode dafiir werden wir im Kapitel 3 vorstellen.



KAPITEL 2

Matrizen

1. Definition von Matrizen

Wir haben bereits Vektoren kennen gelernt; solche Paare reeller Zahlen haben wir etwa be-
nutzt, um Punkte in der Ebene zu beschreiben. In der Geometrie brauchen wir auch Matrizen.
Matrizen eignen sich besonders gut, um etwa Drehungen oder Spiegelungen zu beschreiben.

Eine Matriz ist ein rechteckiges Zahlenschema. Zunéchst einige Beispiele:

BEISPIELE 2.1.

1 3 51\. . .
791 ist eine 2 x 3-Matrix.
12 ist eine 2 x 2-Matri

3 5 st eine -Matrix.

> ( ? ) ist eine 2 x 1-Matrix.
> ( 1 2 7 ) ist eine 1 x 3-Matrix.

Eine Matrix mit m Zeilen und n Spalten bezeichnen wir als eine m x n-Matrix. Wenn A eine
m X n-Matrix ist, und 7 € {1,2,...,m} und j € {1,2,...,n}, so bezeichnen wir mit A(i, j),
Ali, j] oder A, ; den Eintrag, der bei A in der i-ten Zeile und j-ten Spalte steht. Fiir

A=(731)

gilt zum Beispiel Ay, = 7. Die Menge aller m x n-Matrizen mit Eintrégen aus R kiirzen wir
mit R™*" ab.

Wir miissen noch den Begriff “rechteckiges Zahlenschema” kldren. Man kann eine m x n-
Matrix A mit Eintrdgen aus R als Funktion von {1,2,...,m} x {1,2,...,n} nach R definieren.
Der Eintrag, der in der 2. Zeile und 4. Spalte steht, ist dann der Funktionswert A(2,4). Diese
Sichtweise gibt auch recht gut wieder, was eine Implementation des abstrakten Datentyps “Ma-
trix” kénnen muss. Es muss moglich sein, eine Funktion LiefereEintrag zu schreiben, sodass
LiefereEintrag (A, i, j) den Eintrag von A an der i-ten Zeile und j-ten Spalte, also den
Funktionswert A(i, j), zuriickgibt.

In Mathematica geben wir die Matrix

wie folgt ein.

In[3]:= A={{1,2,3},{4,5,6}}
Out[3]= {{1,2,3},{4,5,6}}
In[4] := MatrixForm[A]

24
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Out[4]= (1 2 3

4 5 6)
In[5]:= A={{5,7,8},{-2,3,5}}
Out [5]= {{5,7,8},{-2,3,5}}
In[6] := MatrixForm[A]
Out[6]= (5 7 8

-2 3 5)
In[7]:= A[[2]]1[[1]]

Out [7]= -2

2. Addition von Matrizen

Zwei Matrizen kann man addieren, wenn sie gleich viele Zeilen und gleich viele Spalten haben.
Wie man zwei Matrizen von gleichem Format addiert, erkldren wir mit folgenden Beispielen.

BEISPIELE 2.2.

v
VRS

\Y4
NN

— = WK N~ =+~
|l\30~.’)
— Ot
~_

+
VR

|

—

|

(100 o}

|
w w

v

|

Wir fassen zusammen, wie diese Addition funktioniert: Zwei Matrizen A € R™* B ¢ R™*!
lassen sich genau dann addieren, wenn m = n und k = [ gilt, d.h. wenn die Matrizen von
gleichem Format sind. Wenn C' die Matrix A 4+ B ist, dann hat auch C' das Format m x k, und
fir alle ¢ € {1,2,...,m} und j € {1,2,...k} berechnet man den Eintrag C; ; durch

Ci,j - Ai,j —|— Bi,j-

In[8]:= A={{1,4,3},{0,1,0}};
In[9]:= B={{-7,5,0},{23,-7,16}};
In[10] := A+B

Qut[10]= {{-6,9,3},{23,-6,16}}

In[11] := MatrixForm[%]
Out[11]= (-6 9 3
23 -6 16)
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3. Vervielfachen einer Matrix

Eine Matrix A wird mit einer reellen Zahl multipliziert, indem jeder Eintrag mit der Zahl
multipliziert wird. Wir geben dazu wieder ein Beispiel:

o, (3 3)_( 610
78 ) 14 16 )

Wir formulieren wieder allgemein, wie man eine reelle Zahl mit einer Matrix A multipliziert.
Wenn ¢ eine reelle Zahl, und A eine m x n-Matrix ist, so ist die Matrix C' := t * A ebenfalls
eine m x n-Matrix. Die Eintrage von C' sind dadaurch gegeben, dass fiir alle i € {1,2,...,m},
je{1,2,...,n} gilt:

BEISPIEL 2.3.

Cij =t A

In[12]:
Out[12]

A={{2,5},{3,4},{10,2}}
{{2,5},4{3,4},{10,2}}

In[13]:
Out[13]=
(=20 -50
-30 -40
-100 -20)

MatrixForm[(-10)*A]

4. Multiplikation von Matrizen

Zwei Matrizen A, B konnen genau dann miteinander multipliziert werden, wenn A genausoviele
Spalten wie B Zeilen hat. Eine k x [-Matrix ist also mit einer m x n-Matrix multiplizierbar,
wenn [ = m. Das Ergebnis dieser Multiplikation ist eine k x n-Matrix. Wir erkldren die Ma-
trixmultiplikation zunéchst anhand eines Beispiels.

BEISPIEL 2.4.
31 9 39 3
954 ) (L8 5=
7 1 —4

3.341-1+2-7 3-941-842-1 3-3+1-5+2-(—4)
2.345-14+4-7 2-945-844-1 2-34+5-5+4-(—4) )"

Daher gilt
(312)_ DL _<24 37 6)
2 5 4 71 4 39 62 15

Wenn man eine kxm-Matrix A mit einer m xn-Matrix B multipliziert, so ist das Produkt C eine
k x n-Matrix. Fiir ¢ € {1,2,...,k} und j € {1,2,...,n} ist der Eintrag C; ; das Skalarprodukt
aus der i-ten Zeile von A und der j-ten Spalte von B. Wir rechnen noch einige Beispiele:

- _(24 19)
Lo 23 13

BEISPIELE 2.5.
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s(123) (32

Matrix 2 Zeilen hat.

ist nicht definiert, da die erste Matrix 3 Spalten und die zweite

Wenn A eine 2 x 3 und B eine 3 x 1-Matrix ist, dann ist das Produkt A - B eine 2 x 1-Matrix.
Das Produkt B- A ist nicht definiert. Selbst dann, wenn beide Produkte A- B und B- A definiert
sind, miissen die Ergebnisse nicht gleich sein. Dazu rechnen wir folgende Beispiele:

BEISPIELE 2.6.

>(1 2 5) = (17).
5 5 10 25
sl 1]-(125)=(12 5
2 2 4 10

Das erste Beispiel noch einmal in Mathematica:

In[14]:=
A={{3,1,2},{2,5,4}};
B={{3,9,3},{1,8,5},{7,1,-4}};

In[16] := MatrixForm[A.B]
Out [16]//MatrixForm=

(24 37 6

39 62 15)

Wir halten die Definition der Matrizenmultiplikation noch einmal genau fest:

DEFINITION 2.7 (Matrizenmultiplikation). Sei A eine k x m-Matrix und B eine m x n-Matrix.
Dann ist das Produkt C' := A - B eine k x n-Matrix. Fir i € {1,2,...,k} und j € {1,2,...,n}
ist der Eintrag C[i, j| durch

m

Cli,j] = ZA[i,T’] - Blr, j].

r=1

definiert.

5. Rechenregeln fiir die Addition und Multiplikation von Matrizen

Wir haben bereits gesehen, dass nicht fiir alle Matrizen A - B = B - A gelten muss. Einige
Rechenregeln, die wir vom Rechnen mit Zahlen kennen, gelten aber auch fiir Matrizen.

SATZ 2.8 (Assoziativitit der Matrizenmultiplikation). Seien k,l,m,n € N, und seien A € R,
B ¢ R>™ C ¢ R™™. Dann gilt

(A-B)-C=A-(B-0).
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Es ist nicht schwierig, die Assoziativitdt der Matrizenmultiplikation zu beweisen, wenn A, B,
C' alle 2 x 2-Matrizen sind. Man berechnet

(e (i)
Cen) (o i) (i)

und stellt fest, dass beide Ergebnisse gleich sind. Fiir Matrizen beliebigen Formats gehen wir

SO VOr:

Beweis von Satz 2.8: Wir beobachten, dass (A - B) - C und A - (B - C) beide k x n-Matrizen
sind. Um zu zeigen, dass beide Matrizen gleich sind, zeigen wir, dass fiir alle 7 € {1,...,k} und
je{l,...,n}gilt, dass (A-B)-Cli,j]=A-(B-C)[i,j].
Seien also i € {1,...,k} und j € {1,...,n}. Wir wollen

(A-B)-Cli,jl=A-(B-C)i,]] (2.1)

und

zeigen. Es gilt

A-(B-CO)li, 7] ZAZT (B-C)[r,j]

r=1 s=1
m !
=>"Y Alir Cls, 1)
s=1 r=1
:ZZAT s1] - Blsy1,71] - C[ry, 7]
1=1s1=1

:ZZAZS |- Clr, j].

Somit gilt die Gleichung (2.1). Folglich haben (A-B)-Cund A- (B -C) also an jeder Stelle
den gleichen Eintrag, und sind somit gleich. 0

SaTz 2.9 (Rechtsdistributivitdt der Matrizenmultiplikation). Seien k,l,m € N, und seien
A, B € R C € RX™. Dann gilt

(A+B)-C=(A-C)+ (B-C).
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SaTz 2.10 (Linksdistributivitit der Matrizenmultiplikation). Seien k,l,m € N, und seien A €
R B, C € R*™. Dann gilt

A-(B+C)=(A-B)+(A-0).

SATZ 2.11 (Zusammenhang zwischen zwei Multiplikationen). Seien m,n € N, sei A € R™*™,
und sei t € R. Dann gilt (tA)- B =t(A- B).

6. Multiplikation von Vektoren und Matrizen

-3 4
Seiv= () und A = 1 0 |.Dann ist der Vektor A - v gegeben durch
-1 1
-3 4 9 6+ 16
A-v= 10 ( 4>: —2+0
-1 1 2+4
Das Ergebnis ist ein Vektor im R3.
-3 4
Die Multiplikation sieht also genauso aus wie die Multiplikation der 3 x 2-Matrix 10
-1 1

mit der 2 x 1-Matrix (7?). Bei der Matrizenmultiplikation ist das Ergebnis aber eine 3 x 1-
Matrix.

In Mathematica wird der Unterschied deutlich:

In[17]:=
A={{-3,4},{1,0},{-1,1}3};
v={-2,4};

x=A.v

Out[19]= {22,-2,6}

In[20] :=
A={{-3,4},{1,0},{-1,1}};
v={{-2},{4}};

x=A.v

Out [22]= {{22},{-2},{6}}

In[23]:= A={{-3,4},{1,0},{-1,1}};
v={{-2,4}};
x=A.v

Dot::dotsh:Tensors {{-3,4},{1,0},{-1,1}} and {{-2,4}} have incompatible shapes.

Out[25]= {{-3,4},{1,0},{-1,1}}.{{-2,4}}




30 2. MATRIZEN

-3 5
Sei v = (—4,3,2) und A = 1 0 |.Dann ist der Vektor v - A gegeben durch
-1 1
-3 5
(=4,3,2)- [ 1 0 | =(12+43-2 —20+2) = (13, -18).
-1 1

Das Ergebnis ist ein Vektor im R2.

Die Multiplikation sieht also genauso aus wie die Multiplikation der 1 x 3-Matrix (—4 3 2)
-3 5

mit der 3 x 2-Matrix 1 0 |]. Bei der Matrizenmultiplikation ist das Ergebnis aber eine
-1 1

1 x 2-Matrix.

Wenn man diese Multiplikation “Matrix mal Vektor” verwendet, lassen sich lineare Gleichungs-
systeme kiirzer anschreiben.

3x+4y—2z =
20 +H5y—8z = 2

34 -2\ [7) _[1
2 5 -8 i A
z
schreiben. Im allgemeinen erhélt man bei m Gleichungen und n Unbekannten die Form

A-xz=0b,

wobei A eine m x n-Matrix ist, x ein Vektor im R™ und b ein Vektor im R™.

143t sich dann als

Die Funktion LinearSolve[A,b] liefert eine Losung des linearen Gleichungssystems A - x = b.

Wir 16sen zum Beispiel 22 — 3y = 5.

In[26] := LinearSolve[{{2,-3}},{5}]
Out [26]= {5/2, 0O}

Spéter werden wir sehen, wie man alle Losungen erhélt.

7. Transponieren von Matrizen

Beim Transponieren einer Matrix wird die Matrix an der Hauptdiagonale gespiegelt.

1 4 —3\7 1 2
2 -5 3 o O
-3 3
Wenn A eine m x n-Matrix ist, so ist AT eine n x m-Matrix, und fiir alle i € {1,2,...,n} und

je{l,2,...,m} gilt
A (i,5) = A(j,9).




8. EINHEITSMATRIZEN

In[27]:= A={{1,4,-3},{2,-5,3}};
In[28] := MatrixForm[A]

Out [28]//MatrixForm=

(1 4 -3

2 -5 3)

In[29] := B=Transpose[A]
Out [29]= {{1,2},{4,-5},{-3,3}}

In[30] := MatrixForm[B]
Out [30] //MatrixForm=
1 2

4 -5

-3 3)

31

SATZ 2.12. Seien [,m,n € N, sei A € R>*™, und seien B,C € R™ ™. Dann gilt:

(1) (A- B)T = BT - AT,
(2) (B+C) =BT + (7.

UBUNGSAUFGABEN 2.13.

(1) Berechnen Sie fiir die Matrix

0 -2 3
A'_<8 7 6>
die Matrix B := AT - A.

(2) Berechnen Sie (A — B) - C7 fiir die Matrizen

0 1
1 3 -2 =3
A= %)= Joe={1 1)
4 =2 2 2 2 0

(3) Finden Sie eine Matrix X, sodal A-X = B, wobei A = (7'9), B = (7' 1J). (Hinweis:

12)s 7 10
Bestimmen Sie jede Spalte von X durch Losen eines linearen Gleichungssystems.)

8. Einheitsmatrizen

Es gilt
1 0 2 -1\ (2 -1
0 1 3 2 ) \3 2 )
3 5 3 5
) (r )= (1
8 1 8 1
Die Matrix
1 0 . 0
01 . 0
En: . .
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heifit Einheitsmatrix vom Format n x n. Man sieht leicht, dass fiir jede m x n-Matrix A und
jede n x k-Matrix B gilt:

A-E, = A,

E,-B = B.

Besonders einfach zu 16sen sind Gleichungssysteme mit der Einheitsmatrix: Das Gleichungssys-

(2 ()-(1)

hat die Losung x = 4, y = 2, und daher die Losungsmenge L = {(4,2)}.

In[31]:=
A=-24xIdentityMatrix[5];
MatrixForm[A]

Out [32] //MatrixForm=
(<24 0 0 0 O
0 -24 0 0 0
0 0 -24 0 0
0 0 0 -24 0
0 0 0 0 -24)

9. Invertieren von Matrizen

Betrachtet man die Gleichung 5z = 7, so erhélt man die Losung x = % durch Multiplikation
beider Seiten mit % (des Inversen von 5). Wir betrachten das Gleichungssystem

2 3 T B 12
5 =5 Yy - —-20 /)
Seien wir nun optimistisch, und stellen wir uns vor, wir haben eine Matrix A = ( Cé 2 ),

(ca)(52)=(o)

Fiir die Losungen des Gleichungssystems muss dann auch gelten:

(3 3)0) =4 (w)
(3) =4 ( =)

Wie bestimmen wir so eine Matrix A? Wir suchen eine Matrix A = ( CCL 3 ), die folgende

(50)(52)=(o)

sodass

Eigenschaft besitzt:



9. INVERTIEREN VON MATRIZEN 33

Durch Ausmultiplizieren erhalten wir folgendes Gleichungssystem:

2a+50 = 1
3a—5b = 0
2c+5d = 0
3c—5d =1

Losen wir dieses, so erhalten wir

a b\_(02 o012\_1/5 3
cd) \02 —008 ) 25\5 =2 )"
Nun koénnen wir auch die Losung des urspriinglichen Systems berechnen:
z\_ 1 (5 3 12\ (0
y ) 25\ 5 -2 —20 )\ 4 )
Somit ist (0,4) der einzige Kandidat fiir eine Losung des Systems. Da (0,4) auch wirklich

Losung ist, ergibt sich als Losungsmenge L = {(0,4)}.

DEFINITION 2.14. Sei A eine n xn-Matrix iiber R. A heif3t invertierbar, falls es eine n x n-Matrix
Bmit A-B=B-A=FE, gibt.

SATZ 2.15. Seien Ay, Ay invertierbare Matrizen in R™ ™. Dann ist auch Ay - Ay invertierbar.
BEWEIS. Seien A;, Ay € R™ " invertierbar. Es gibt daher Matrizen B;, Bs, sodass A, - By =

Bl'Al :En und AQ'BQ :BQ'AQ :En Dann gllt (AlAg)(BQBl) :Al'(AQ'BQ)'Bl =
Ay E,-By =A,-By =FE,und (By-By)-(A;-Ay) = --- = E,. Somit ist A; - Ay invertierbar. [

SATZ 2.16. Sei A eine invertierbare Matrixz in R™*", und sei B so, dass A-B=B-A=FE,.
Sei C' eine Matriz mit A-C = FE,. Dann gilt B = C.
Bewels. Esgilt C =FE,-C=(B-A)-C=B-(A-C)=B-FE,=B. O

Zu jeder invertierbaren Matrix A gibt es also genau eine Matrix B mit A-B = FE,,. Diese Matrix
B kiirzen wir mit A~! ab.

DEFINITION 2.17. Sei A eine n X n-Matrix. A ist requldr genau dann, wenn A invertierbar ist.
A ist singuldr genau dann, wenn A nicht invertierbar ist.

UBUNGSAUFGABEN 2.18.

1) Zeigen Sie, dass fiir a, b, ¢,d € R mit ad # bec die Matrix (¢ %) invertierbar ist, und dass
cd

ab)y~l _ 1 d —b
(cd) _ad—bc(’c a)

gilt.

(2) Sei A eine m x m- Matrix, fiir die es ein n € N mit A” = 0 gibt, und sei E die m x m-
Einheitsmatrix. Zeigen Sie, dass E — A invertierbar ist. Hinweis: Denken Sie beim Auffinden
der inversen Matrix an 1= = Y2 2.

SATZ 2.19. Seien A, B € R™"™ invertierbare Matrizen.
(1) A~1 ist invertierbar, und es gilt (A=1)™1 = A.
(2) AT ist invertierbar, und es gilt (AT)™! = (A™!

)"
(3) A- B ist invertierbar, und es gilt (A- B)™' = B71. A~L.

BEWEIS.

(1) Es gilt A=Y A= A-A"1 = E,. Also ist A™! invertierbar, und B := A ihre inverse
Matrix.
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(2) Es gilt A- At = A7 . A = E,. Durch Transponieren erhilt man (A=1)7 . AT =
AT . (A™HT = E,. Folglich ist AT invertierbar, und die inverse Matrix zu A7 ist
(A1)

(3) Esgilt (A-B)-(B™'-AYY=F, und (B7'-A™").(A- B) = E,. Folglich ist A- B
invertierbar, und die inverse Matrix von A - B ist B~1 - A~

O

Den folgenden Satz kénnen wir erst spater beweisen (als Konsequenz von Satz 11.27), wenn
wir Unterrdume und deren Dimension kennen.

SATz 2.20. Sei A € R™", und set B € R™" so, dass A- B = E,,. Dann ist A invertierbar.
Auflerdem ist dann B die zu A inverse Matrix.

Wir berechnen jetzt die inverse Matrix von ( 3 ) durch den Ansatz

2 —4

(2 3)(ca)-(a )

In[33]:=
A={{1,3},{2,-4}};
LinearSolve[A,{1,0}]

Out [34]= {2/5,1/5}

Also a =04, c=0.2.

In[35] :=
A={{1,3},{2,-4}};
LinearSolve[A,{0,1}]
Out [36]= {3/10,-(1/10)}

Also b=10.3, d = —0.1.

Die Funktion Inverse berechnet die inverse Matrix; die Funktion ~(-1) macht leider etwas
ganz anderes.

In[37]:=
A={{1,3},{2,-4}};
B=Inverse[A];
MatrixForm[B]

Out [39] //MatrixForm=

(2/5 3/10

1/5 -(1/10))

In[40]:= A.B
Out [40]= {{1,0},{0,1}}
In[41]:= B.A

Out [41]= {{1,0},{0,1}}
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In[42]:= A~ (-1)
Out[42]= {{1,1/3},{1/2,-(1/4)}}
In[43]:= A.A"(-1)

Out[43]= {{5/2,-(5/12)},{0,5/3}}

35




KAPITEL 3

Lineare Gleichungssysteme

1. Beispiele

Wir betrachten zunéchst vier Gleichungssysteme und bestimmen ihre Losungsmenge. Dabei
geht es uns noch nicht darum, ein Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme zu entwickeln
(das kommt spéter), sondern nur darum, ein paar typische Phénomene zu beobachten.

Man bestimme alle Paare (z,y) in R?, die sowohl die Gleichung x + y = —1 als auch die
Gleichung 3z + 2y = —5 erfiillen. Wir suchen also alle Losungen des Gleichungssystems

r+y=-1 (1)
3z +2y=-5 (2).
Lésung: Wenn (i) eine Losung des Gleichungssystems ist, dann gilt * + y = —1. Daher gilt
auch —3x — 3y = 3. Somit ist jede Losung des Systems (3.1) auch eine Lésung von
-3z —3y=3 (1)
3z +2y=-5 (2).
Wenn -3z —3y =3 und 3z + 2y = —5, dann gilt auch (—3z —3y) + 3z +2y) = 3+ (=5),

(3.1)

(3.2)

also —y = —2. Daher muss y = 2 sein. Da aber x + y = —1 ist, muss * = —1 — y sein, und
daher ist # = —3. Daher ist nur (3?) als Losung des Gleichungssystems moglich.
Wir probieren nun aus, ob (3*) auch wirklich eine Losung ist. Tatséchlich gilt —3 +2 = —1

und 3 - (—=3) + 22 = —5. Daher ist die Menge
L=A{(3)}
die Losungsmenge des Gleichungssystems.

Wir interpretieren dieses Beispiel jetzt geometrisch. Jene Punkte () im R?, die die Gleichung
x+y = —1 erfiillen, liegen auf einer Geraden (eben auf der Geraden mit Gleichung x+y = —1).
Jene Punkte (3 ), die die Gleichung 3 x+2y = —5 erfiillen, liegen auf der Geraden mit Gleichung
3x 4+ 2y = —5. Die Losungsmenge des Gleichungssystems enthélt alle Punkte, die auf beiden
Geraden liegen. Wenn die beiden Geraden nicht parallel sind, so gibt es genau einen Punkt, der
auf beiden Geraden liegt, ndmlich den Schnittpunkt der beiden Geraden. Dieser Schnittpunkt
ist in diesem Beispiel der Punkt (3?).

Wir suchen nun alle Losungen des Gleichungssystems
r+3y=-1 (1)
-3z -9y =2 (2).
Lésung: Wenn () eine Losung des Gleichungssystems ist, dann gilt x + 3y = —1. Daher gilt
auch 3x 4+ 9y = —3. Somit ist jede Losung des Systems (3.3) auch eine Losung von
3x+9y=-3 (1)

(3.3)

3.4
-3z -9y =2 (2). (34)

Wenn 32 +9y = —3 und —3x — 9y = 2, dann gilt auch
Bzx+9y)+ (-3x—-9y) =-3+2. (3.5)

36
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Die linke Seite von (3.5) ist aber immer 0. Jede Losung (3 ) des Gleichungssystems (3.3) muss
also 0 = —3+ 2, also 0 = —1 erfiillen. Egal welche z,y man in die Gleichung (3.5) einsetzt: die
Gleichung (3.5) kann nie erfiillt sein.

Somit hat das Gleichungssystem (3.3) keine Losung. Die Losungsmenge ist also die leere Menge,
also

L={}=o.

Wir interpretieren dieses Beispiel jetzt geometrisch. Die Gerade x + 3y = —1 hat den Normal-
vektor (}). Die Gerade —3z — 9y = 2 hat den Normalvektor (3 ). Der Vektor (3 ) ist ein
Vielfaches des Vektors (}). Die beiden Geraden sind also parallel. Zwei parallele Geraden sind
entweder gleich, oder sie haben keinen gemeinsamen Punkt. Da das Gleichungssystem (3.3)
unlosbar ist, haben die beiden Geraden keinen gemeinsamen Punkt; sie sind also zwei verschie-
dene parallele Geraden.

Als néchstes suchen wir alle Losungen des Gleichungssystems
r+5y=—4 1

’ 1) (3.6)

—2z—10y =8 (2).

Lésung: Wenn () eine Losung des Gleichungssystems ist, dann gilt © + 5y = —4. Daher gilt
auch 2z + 10y = —8. Somit ist jede Losung des Systems (3.6) auch eine Lésung von

22+ 10y = -8 (1)

3.7
22— 10y =8 (2). (8.7)

Wenn 2x + 10y = —8 und —2x — 10y = 8, dann gilt auch
(2z410y)+ (—22z—10y) = -8+ 8. (3.8)

Sowohl die linke als auch die rechte Seite der Gleichung (3.8) ist also 0. Somit ist die Glei-
chung (3.8) fiir alle () in R? erfiillt. Sie liefert also keine Einschrinkung fiir die Lésungen.

Nicht jeder Punkt () in R? ist eine Losung des Systems (3.6). (Der Punkt () erfiillt nicht
einmal die erste Gleichung.) Wir sehen aber, dass jede Losung der ersten Gleichung von (3.6)
auch eine Losung der zweiten Gleichung von (3.6) ist: das liegt daran, dass die zweite Gleichung
entsteht, wenn man beide Seiten der ersten Gleichung mit —2 multipliziert. Man kann also die
zweite Gleichung einfach weglassen (sie liefert keine weitere Einschréinkung fiir z und y), und
nur mehr die Losungen von

T+oy=—4
bestimmen. Wir sehen, dass wir fiir jeden Wert, den wir fiir y vorgeben, einen Wert fiir z
erhalten. Wenn wir fiir y := ¢ setzen, erhalten wir fiir x den Wert x = —4 — 5¢. Somit kénnen

wir die Losungsmenge L so angeben:
L={(") |t €R}.
Die Losungsmenge L ist also eine Gerade durch ( ;') mit Richtungsvektor (7°).

Wir interpretieren dieses Beispiel jetzt geometrisch. Die Gleichungen x +5y = —4 und —2x —
10y = 8 werden von denselben (y ) erfiillt. Sie beschreiben also die gleiche Gerade. Der Schnitt
dieser beiden Geraden miteinander ist also genau diese eine Gerade. Und wirklich: X = (') +
t-(7°) ist genau die Parameterdarstellung der Geraden = + 5y = —4.
Wir suchen nun alle Lésungen des Gleichungssystems

3r+4y=-1 (1)

x4+ 10y = =5 (2) (3.9)
2048y =—6 (3).
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Lésung: Wir multiplizieren die Gleichung (1) mit 5, und die Gleichung (2) mit —3 und erhalten
152 +20y = =5 (1)
152 —-30y =15 (27) (3.10)
2048y =—6 (3).
Jede Losung von (1') und (2') erfiillt auch
(152 +20y) + (—1bz —30y) = —5 + 15,
also —10y = 10, und somit y = —1. Wenn y = —1, dann muss wegen der Gleichung (1) gelten:
dr=-1—-4y,
also 3z = —1 + 4, und somit x = 1.
Die Frage ist, ob (1, ) auch wirklich eine Losung des Gleichungssystems ist. Wir haben bis jetzt
ja nur so begriindet, dass fiir jede Losung () des Gleichungssystems z = 1 und y = —1 gelten
muss. Wir wissen aber noch nicht, ob (! ) die Gleichungen (1), (2) und (3) erfiillt. So haben
wir etwa die Gleichung (3) beim Ausrechnen von x und y noch gar nicht verwendet! Wir miissen
also ausprobieren, ob (') wirklich alle drei Gleichungen erfiillt. Es gilt 3-1+4 - (—1) = —1,

5-14+10-(—1) = =5 und 2-1+ 8- (—1) = —6. Das Paar (!;) erfiillt also wirklich alle drei
Gleichungen, und es gilt somit
L=A{(1)}

Wir interpretieren dieses Beispiel jetzt geometrisch. Von den drei Geraden, die durch die Glei-
chungen (1), (2) und (3) beschrieben werden, sind keine zwei parallel, da kein Normalvektor ein
Vielfaches eines anderen Normalvektors ist. Alle drei Geraden gehen durch den Punkt ( 1).
Die drei Geraden gehen also “sternformig” durch den Punkt ().

Das Gleichungssystem (3.6) zeigt, dass die Losungsmenge L eines linearen Gleichungssystems
nicht leer oder einelementig sein muss, sondern auch eine unendliche Menge sein kann. Fiir die
Darstellung der Losungsmenge L des Systems (3.6) gibt es zwei Moglichkeiten:

(1) Implizite Darstellung der Losung: Jedes Paar (z,y), das « + 5y = —4 erfiillt, ist auch
eine Losung fiir das gesamte Gleichungssystem. Die Losung kann also in der Form
L={(z,y) €eR*|z+5y=—4}
geschrieben werden.
(2) Parametrisierte Darstellung der Losung: Wir konnen die Losungsmenge als
L={(-4,0)+t-(=51)|t € R}

schreiben.

Wollen wir nun iiberpriifen, ob das Paar (3,4) in der Losungsmenge liegt, so miissen wir bei
impliziter Darstellung nur z = 3 und y = 4 in  + 5y einsetzen. Da wir dabei 23 und nicht —4
erhalten, folgt (3,4) ¢ L. Bei parametrisierter Darstellung miissen wir dazu das Gleichungssys-
tem

—4—-5t = 3
t = 4

l6sen. Aus der Tatsache, dass dieses System keine Losung besitzt, konnen wir (3,4) ¢ L schlie-
Ben.

Die implizite Darstellung lasst jedoch keine direkte geometrische Interpretation zu, wihrend
man aus der parametrisierten Darstellung sofort erkennt, dass es sich bei der Losungsmenge
um ecine Gerade im R? mit der Steigung —+ handelt.



2. LOSUNG VON GLEICHUNGSSYSTEMEN IN TREPPENFORM 39

Auch andere Kurven im R? lassen sich sowohl implizit als auch parametrisiert darstellen. So
ist zum Beispiel der Kreis mit Radius 1 um den Ursprung gegeben durch
K = {(z,y) eR* |2 +y" =1}
= {(cost,sint) |t € R, 0 <t < 27}.
Wir werden uns iiberlegen, wie wir die Losungsmenge von einer Darstellungsform in die an-

dere umrechnen koénnen. Die jeweiligen Ubergéinge nennt man Parametrisieren (Ldsen) bzw.
Implizitisieren.

2. Losung von Gleichungssystemen in Treppenform

Wir betrachten das Gleichungssystem

1 =5 8 2 =2 -9

0o 1 -2 -4 2 5

00 0 -16 8 | T 16 (3.11)

0 0 0 0 0 0
Dieses Gleichungssystem konnen wir so 16sen: x5 konnen wir beliebig festlegen. Wir setzen also

Ty = t.
Wir erhalten
—16x4 + 8t = 16,
also
1
T4 = -1+ 5 t.

Da z3 frei wéhlbar ist, setzen wir x3 auf s.

Dann erhalten wir
To=b+4+2x3+4xy — 25,
also
To = b+2s—4+2t—2t
To = 1+42s.

Schliefllich

r1=—-2+2s+1t.
Also ergibt sich als Losungsmenge

S0 ) (o

-5 8 2 =2
1 -2 —4 2
0O 0 -16 8
0 0 0 0 0
ist eine besonders angenehme Koeffizientenmatrix. Sie ist ndmlich in Treppenform. Wir defi-
nieren:

OO—NN
OO

Die Matrix

1
0
0

DEFINITION 3.1. Sei A eine m x n-Matrix. A ist in Treppenform, wenn es r € Ny und
J1y 92y -5 Jr € {1,...,n} gibt, sodass
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(1) Jr > Jre1 > > 1

(2) Fir alle s € {1,2,...,r} gilt: A(4,j;) # 0.

(3) Fiir alle s € {1,2,...,r} und fiir alle k € {1,2,...,n} mit k£ < j; gilt: A(i,k) = 0.
(4) Fiir alle ¢ € {1,2,...,m} mit ¢ > r und fiir alle k € {1,2,...,n} gilt: A(i, k) = 0.

Wenn A eine m x n-Matrix in Treppenform ist, und r wie in obiger Definition, dann treten in
der Losung von A - x = 0 genau n — r frei wiahlbare Parameter auf.

UBUNGSAUFGABEN 3.2.
(1) Bestimmen Sie die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems

2 01 -1 (&) _[1
010 2 =) =\o )

Geben Sie die Losungsmenge in parametrisierter Form an.
(2) Bestimmen Sie die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems

111 -1\ (8)_/[1
010 2 =) =\o )

Geben Sie die Losungsmenge in parametrisierter Form an.
(3) Bestimmen Sie alle Losungen des folgenden Gleichungssystems:

201 —1axo+1lag—1axy+1x5 = 12
loo+1laxs—1xg+12s = 4
leg+0x4—125 = 14.
(4) Losen Sie das Gleichungssystem
231
2 5 7 3 2 €To 1
01 0 —-10 zg | = -2 |,
00 -1 0 2 T4 0
x5

und geben Sie die Losungsmenge parametrisiert an.

3. Das Gaufische Eliminationsverfahren

Wenn die Koeffizientenmatrix eines Gleichungssystems Treppenform hat, dann wissen wir be-
reits, wie wir alle Losungen des Gleichungssystems bestimmen. Wir erkldren mit einem Beispiel,
wie wir sonst vorgehen. Wir betrachten das Gleichungssystem

1 -5 8 2 -2 —9
1 -4 6 —2 0 4
-1 0 2 2 o |'*7 0 (3.12)
5 86 0 -5 —18

Wir schreiben uns zunéchst das System anders auf.

I 1 -5 8 2 =2 -9
IT 1 46 =2 0 —4
m -1 0 2 2 0 0
vV 5 -8 6 0 -5 —18
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Wir addieren nun passende Vielfache der Gleichung I zu jeder der anderen Gleichungen, sodass
in den neuen Gleichungen die Variable x; nicht mehr vorkommt. Das fiihrt auf
m o 1 -2 -4 2 5 —1+1I
Inr o -5 10 4 -2 =9 I+1II (3.13)
v 0 17 =34 —-10 5 27 (=5)-I+1V

Nun hat das Gleichungssystem, das aus den Gleichungen I, II, III, IV besteht, die gleiche Lo-
sungsmenge wie das Gleichungssystem, das aus den Gleichungen I, IT', III’, IV" besteht.

Das kann man so begriinden: wenn ein Tupel (21, z2, x3, 24, x5) die Gleichungen I und IV erfiillt,
dann erfiillt es auch die Gleichung IV’, die ja eine Linearkombination (= Summe von Vielfachen)
der Gleichungen I und IV ist. Sei nun (z1, z9, 3, 24, x5) ein Tupel, das die Gleichungen I und
IV" erfiillt. Da IV = =5 -1+ 1V, gilt IV = IV’ 4+ 5 - . Daher ist die Gleichung IV eine
Linearkombination der Gleichungen IV’ und I. Also muss das Tupel (x1, z2, x3, x4, z5) auch die
Gleichung IV erfiillen.

Wir kénnen also anstelle des Gleichungssystems I, 11, III, IV das Gleichungssystem

[ I, III', TV’ 16sen. In den Gleichungen IT', ITIT’, IV' kommt die Variable x; nicht vor. Also kénnen
wir so vorgehen: wir bestimmen die Losungen (zs, x3, x4, z5) der Gleichungen IT', 11T, TV’. Fiir
jede dieser Losungen rechnen wir uns dann aus der Gleichung I den Wert von z; aus.

Um die Losungen von II', III', IV’ zu bestimmen, addieren wir wieder passende Vielfache der
Gleichung IT" zu III" und IV’. Wir erhalten

Im” 00 0 —16 8 16 511 + 11T
IV 000 58 —29 =58 (=17)-1 +1V’

Nun konnen wir alle Losungen (z3,xz4,x5) der Gleichungen III” und IV” bestimmen. Dann
konnen wir fiir jede Losung aus II' den Wert von x5 bestimmen (und dann aus I den Wert von
ZEI).

(3.14)

In den Gleichungen III” und IV” kommt x3 nicht vor. Wenn wir also eine Losung (x4, x5) fiir
die Gleichungen III” und IV” finden, dann kénnen wir fiir x5 jede beliebige Zahl einsetzen. Fiir
jede solche Setzung erhalten wir eine Losung (z3, x4, x5) von I1I” und IV”. Wir merken uns:

x5 ist frei wahlbar,

sofern es Losungen (x4, ;) fiir III” und IV” gibt. Jetzt versuchen wir, alle Losungen (x4, x5)
von III” und IV” zu finden. Dazu addieren wir ein passendes Vielfaches der Gleichung IT1” zur
Gleichung IV”. Wir erhalten

v 0 0000 0 58 -III"4+16-IV” (3.15)

Alle Losungen (z5) dieser letzten Gleichung zu finden, ist einfach: wir kénnen jeden Wert fiir
x5 einsetzen. Also:

x5 ist frei wahlbar.

Setzen wir also x5 auf ¢, und schauen wir, welche Werte sich fiir die anderen Variablen ergeben.
Aus der Gleichung III” erhalten wir

—16 24 + 8¢ = 16,
also

1

Da x5 frei wahlbar ist, setzen wir x3 auf s.
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Aus der Gleichung II" erhalten wir
To=5+4+2x3+ 424 — 275,
also
Ty = Hb+2s—442t—2t
o = 1+2s.

Aus der Gleichung I erhalten wir schliellich
T = -2 + 2 s+ t.
Also ergibt sich als Losungsmenge

S0 ) (o

(1) Bestimmen Sie alle Losungen des Gleichungssystems

OO—NN
RO OF

UBUNGSAUFGABEN 3.3.

z+2y+3z = —-10
—r+7y+2z = -10
dr—8y+5z = —10.
(2) Bestimmen Sie alle Losungen des Gleichungssystems
—4dz+2y+3z = 12
—-6x+3y+0z = -18
6z —3y+2z2 34
(3) Bestimmen Sie alle Losungen des Gleichungssystems
lz+0y+22 = 16
2z4+3y—2z = -8
Oz+2y—3z = —-36
(4) Geben Sie die Losungsmenge des folgenden linearen Gleichungssystems in parametrisierter
Form an!
-2 -1 0 8 - —-32
2 -3 8 0 . (§§ ) = 16
10 =7 24 -—-16 r 112

(5) Geben Sie die Losungsmenge des folgenden linearen Gleichungssystems in parametrisierter

Form an!
—2 -1 8 0 o ~16
2 -3 0 8 |- <§§> = s
10 -7 —16 —-24 T 96
(6) Ergénzen Sie, wenn moglich, die Gleichung
Jz—2y+5z = 0

so zu einem Gleichungssystem mit drei Gleichungen, dass das System
(a) keine Losung
(b) genau eine Losung
(¢) genau zwei Losungen
(d) eine Gerade als Losungsmenge
(e) eine Ebene als Losungsmenge
hat.
(7) Fiir zwei Goldbarren und acht Silbertaler erhalten Sie 69.000.— Schilling, fiir 7 Barren und 3
Taler 84.000.— Schilling. Wieviel ist ein Goldbarren wert? Wieviel ist ein Silbertaler wert?
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(8) Bestimmen Sie alle Losungen des Gleichungssystems

1 5 3 16
2 10 8 | 34
420 15 |7 67
1 6 5 21
(9) Bestimmen Sie alle Losungen des Gleichungssystems
1 3 5 2 3
2 8 14 4 cx = 6
-1 -2 -3 -2 -2
(10) Losen Sie folgendes Gleichungssystem, und geben Sie die Losungsmenge paramtrisiert an!
-2 1 0 1 -8
-3 2 2 0 cx=| —13
-6 5 8 -3 —28

4. Durchgerechnete Beispiele zum Gaufl-Algorithmus

43

In[110] := << GaussDemo7.m

In[111]:= (* Beispiel 1 %)

In[112] := A1={{1,-5,8,2,-2},{1,-4,6,-2,0},{-1,0,2,2,0},{5,-8,6,0,-5}};
In[113]:= b1={-9,-4,0,-18%};

In[114] := Gauss [A1l,b1]

(x1 x2 x3 x4 x5|

1-5 8 2-2 | -9
1-4 6-2 0 | -4
-1 02 2 0 | o0
5-8 6 0-5 | -18)

We use equation (1) of the last system to eliminate x1
( x2 x3 x4 x5 |

1 -2 -4 2 | 5
-5 10 4 -2 | -9
17 -34 -10 5 | 27)

We use equation (1) of the last system to eliminate x2

(x3 x4 x5 |
0 -16 8 | 16
0O 58 -29 | -58)

x3 does not appear in any equation.

(x4 x5 |
-16 8 | 16
58-29 | -58)

We use equation (1) of the last system to eliminate x4
(x5 |
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o | 0)

x5 does not appear in any equation.
xb:=t1l

We use

(x4 x5 |

-16 8 | 16)

to compute x4

x4 = -1 + t1/2

x3:=t2

We use

(x2 x3 x4 x5 |
1-2-42 | 5)

to compute x2

x2 =1+ 2 t2

We use
(x1 x2 x3 x4 x5 |
1-5 8 2 -2 | -9

to compute x1
xl = -2 + t1+2 t2

Out([114]= {{-2,1,0,-1,0},{{1,0,0,1/2,1},{2,2,1,0,0}}}

In[115] := LinearSolve [A1l,b1]
Qut[115]= {-2,1,0,-1,0%}

In[116] := NullSpace [A1]
Out[116]= {{2,0,0,1,2},{2,2,1,0,0}}
In[119]:= (* Beispiel 2 *)
In[120]:= A2 = {{1,2,-3},{2,3,-11},{3,5,-14}}
OQut[120]= {{1,2,-3},{2,3,-11},{3,5,-14}}
In[121]:= b2 = {3,5,-14}
Out[121]= {3,5,-14}
In[122] := Gauss [A2,b2]

(x1 x2 x3 |

12 -3 | 3

2 3 -11 | 5

35 -14 |-14)

We use equation (1) of the last system to eliminate x1
(x2 x3 |
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-1 -5 | -1
-1 -5 | -23)

We use equation (1) of the last system to eliminate x2
(x3 |
o | -22)

x3 does not appear in any equation.
The system has no solution

Out [122]= NOSOLUTION

In[123] := LinearSolve [A2, b2]

LinearSolve::nosol: Linear equation encountered that has no solution.

Out[123]= LinearSolve[{{1,2,-3},{2,3,-11},{3,5,-14}},{3,5,-14}]

In[124] := NullSpace [A2]

Out[124]= {{13,-5,1}}

In[125] := (* Beispiel 3 *)

In[126]:= A3 = {{1,2,-3},{2,3,-11},{3,5,-14}}
b3 = {4,6,10}

Out [126]= {{1,2,-3},{2,3,-11},{3,5,-14}}

Out[127]= {4,6,10}

In[128] := Gauss [A3, b3]
(x1 x2 x3 |

12 -3 | 4

23-11 | 6

35-14 | 10)

We use equation (1) of the last system to eliminate x1
(x2 x3 |

-1 -5 | -2

-1 -5 | -2)

We use equation (1) of the last system to eliminate x2
x3 |
o | 0

x3 does not appear in any equation.
x3:=t1

We use

(x2 x3 |

-1 -5 | -2)
to compute x2
x2 =2+ -5 t1

We use

45
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(x1 x2 x3 |

12 -3 | 4)
to compute x1
x1 =0+ 13 t1

Out[128]= {{0,2,0%},{{13,-5,1}}}

In[129] := LinearSolve [A3, b3]
Out[129]= {0,2,0%}

In[130]:
Out [130]

NullSpace [A3]
{{18,-5,1}}
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KAPITEL 4

Aussagenlogik

1. Aussagen

Wir bezeichnen als eine Aussage eine ,Behauptung®, von der man sinnvollerweise fragen kann,
ob sie wahr oder falsch ist. Beispiele:

(1) 5> 2.
Das ist eine Aussage, und sie ist wahr.

(2) b < 2.
Das ist eine Aussage, und sie ist falsch.

(3) 5+2.
Es hat keinen Sinn, zu fragen, ob 5 + 2 wahr oder falsch ist. 5 4+ 2 ist daher keine
Aussage, sondern ein Ausdruck oder Term.

(4) Es gibt eine natiirliche gerade Zahl, deren Quadrat ungerade ist.
Das ist eine Aussage, und sie ist falsch.

(5) Es gibt ein n € N, sodass n gerade und n? ungerade ist.
Das ist eine Aussage, und sie ist falsch. (Wir bezeichnen mit N := {1,2,3,...} die
natiirlichen Zahlen, Ny := N U {0}.)

(6) Fiir alle n € N gilt: wenn n gerade ist, so ist n? gerade.
Das ist eine Aussage, und sie ist wahr.

(7) n ist gerade oder durch 3 teilbar.
Das ist keine Aussage, weil eine Variable, n, vorkommt. Wir bezeichnen eine solche
Behauptung, die noch von Variablen abhéngt, als Aussageform. Obige Aussageform
stimmt fiir manche n, zum Beispiel fiir n = 8 und n = 9, und fiir andere nicht, zum
Beispiel fiir n = 7.

(8) n ist gerade oder n + 1 ist gerade.
Das stimmt zwar fiir alle natiirlichen Zahlen, ist aber keine Aussage, da n vorkommt.

(9) Fiir alle n € N ist n gerade oder n + 1 gerade.
Das ist eine Aussage, und sie ist wahr. Hier kommt zwar n noch vor, aber es ist durch
Hfiir alle“ gebunden.

(10) Jede gerade natiirliche Zahl n mit n > 4 lésst sich als Summe zweier (nicht notwendi-
gerweise voneinander verschiedener) Primzahlen schreiben.
Das ist eine Aussage. Man weifl nicht, ob sie wahr ist. Der Mathematiker Christian
Goldbach hat 1742 in einem Brief an Leonhard Euler (1707-1783) vermutet, dass die-
se Aussage wahr ist. Euler hielt sie fiir ,jein ganz gewisses theorema, ungeachtet ich
dasselbe nicht demonstriren kann“. Diese Aussage heifit Goldbachsche Vermutung.
(11) Jede natiirliche gerade Zahl ist Summe von hochstens 6 (nicht notwendigerweise von-

einander verschiedenen) Primzahlen.
Das ist eine Aussage. Seit 1995 weifl man, dass sie wahr ist.

Wir werden nun genauer untersuchen, wie Aussagen aufgebaut sein konnen.

48
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2. Die Junktoren ,,und®, ,,oder* und ,,nicht*

Atomare Aussagen sind Aussagen folgender Form: 5 > 2, 3=4,2+5 > 6.

Diese Aussagen konnen nun mit logischen Junktoren zu neuen Aussagen verbunden werden.

2.1. Logisches ,,und“.

>5>2und 3 =4.

Diese Aussage ist falsch.
>5H>2und 3 < 4.

Diese Aussage ist wahr.
>5<2und 3 <4.

Diese Aussage ist falsch.
>5H<2und 3 =4.

Diese Aussage ist falsch,

DEFINITION 4.1. Wenn A und B Aussagen sind, dann betrachten (definieren) wir die neue

Aussage
Aund B

dann als wahr, wenn A und B beide wahr sind.

Diese Festlegung prézisiert die Bedeutung von ,,und* in der Mathematik, schrankt aber gleich-
zeitig ein. Wenn wir im Alltag sagen: ,,Sie ging zum Arzt und wurde krank“, oder wenn wir
sagen: ,,Sie wurde krank und ging zum Arzt“, so schwingt im ersten Satz, neben einer zeit-
lichen Abfolge, auch ,,der Arztbesuch war Schuld“ mit, im zweiten ,,weil sie krank war, ging
sie zum Arzt“. Wenn wir mathematische Zusammenhénge in der Sprache der Priadikatenlogik
ausdriicken, verzichten wir bewusst auf mitschwingende Nebenbedeutungen.

Fiir die Aussage ,,A und B“ schreiben wir auch A A B und bezeichnen sie als die Konjunktion
von A und B.

DEFINITION 4.2. Wir bezeichnen den Wahrheitswert einer Aussage A mit w oder 1, wenn die
Aussage wahr ist, und mit f oder 0, wenn die Aussage falsch ist. Wir kiirzen den Wahrheitswert
von A auch mit W(A) ab.

Wir kiirzen die Menge {(0,0), (0,1), (1,0), (1,1)} mit {0, 1}* ab. Sei M die Funktion von {0, 1}
nach {0,1}, die durch 00 =0M1=1M0=0und 1M1 = 1 definiert ist. Dann ist der
Wahrheitswert von A A B durch

W(AAB) = W(A) NW(B)

gegeben. Wir halten insbesondere fest, dass der Wahrheitswert von A A B nur von den Wahr-
heitswerten von A und B abhéngt.

2.2. Logisches ,,oder*.

> 5> 2 oder 3 =4.

Diese Aussage ist wahr.
> 5> 2 oder 3 < 4.

Diese Aussage ist wahr.
> 5 < 2oder 3 <4.

Diese Aussage ist wahr.
> 5 < 2 oder 3 =4.

Diese Aussage ist falsch.
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DEFINITION 4.3. Seien A und B Aussagen, und sei C' die Aussage
A oder B.

Dann ist C' genau dann wahr, wenn zumindest eine der beiden Aussagen A und B wahr ist.
Wir schreiben fiir ,, A oder B* auch AV B, und bezeichnen C' als die Disjunktion von A und B.

Wir normieren hier den Gebrauch des Wortes ,,oder”.

Wenn etwa eine Mutter ihrem Kind verspricht: ,Du bekommst ein Eis oder eine Torte“, so
ist das Versprechen auch dann erfiillt, wenn das Kind Eis und Torte bekommt. Es ist aber
vorstellbar, dass die Mutter gemeint hat: ,Du bekommst ein Eis oder eine Torte, aber nicht
beides“. Fiir den mathematischen Gebrauch normieren wir, dass A V B auch dann wahr ist,
wenn beide Aussagen A und B wahr sind.

DEFINITION 4.4. Sei Ll die Funktion von {0,1}? nach {0,1}, die durch 00 =0und 0L 1 =
1U0=1U1 =1 definiert ist. Dann ist der Wahrheitswert von A V B durch

W(AV B)=W(A)UW(B)
gegeben.

Der Wahrheitswert von A V B héngt also nur von den Wahrheitswerten von A und B ab.

2.3. Verneinung.

> 5 ist nicht grofler als 7.
Da 5 > 7 falsch ist, ist diese Aussage wahr.
> Nicht alle Primzahlen sind ungerade.
Die Aussage ,,alle Primzahlen sind ungerade® ist falsch, da 2 gerade und eine Primzahl
ist. Also ist die Aussage ,nicht alle Primzahlen sind ungerade* wahr.
> 5 ist nicht grofler als 3.
Diese Aussage ist falsch, weil 5 grofler als 3 ist.

DEFINITION 4.5. Sei A eine Aussage, und sei C' die Aussage
nicht A.

Dann ist C' dann wahr, wenn A falsch ist, und C ist dann falsch, wenn A wahr ist. Wir schreiben
fiir ,nicht A*“ auch —A.

DEFINITION 4.6. Sei ~ die Funktion von {0, 1} nach {0, 1}, die durch ~(0) =1 und ~(1) =0
definiert ist. Dann ist der Wahrheitswert von = A durch

W(=A) = ~(W(A))
gegeben.

Die Bedeutung von ,nicht“ in der Mathematik weicht also nicht vom iiblichen Gebrauch ab.
Verneinungen kénnen aber manchmal durchaus schwierig zu durchblicken sein. Die Behauptung

,nicht alle natiirlichen Zahlen sind nicht ungerade*
ldsst sich etwa viel einfacher als

,nicht alle natiirlichen Zahlen sind gerade*
oder

»es gibt ungerade natiirliche Zahlen“
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ausdriicken. Wir werden in Kiirze sehen, wie wir solche Vereinfachungen fast mechanisch
durchfiihren kénnen.

Mehrfache Verneinungen sind logische Stolperfallen: in ,, Emilia Galotti“ von G.E. Lessing warnt
eine Mutter ihre Tochter:

» Wie wild er [der Vater| schon war, als er nur horte, dass der Prinz dich jiingst
nicht ohne Missfallen gesehen!®.

Die Tragodie beruht aber dann darauf, dass der Prinz die Tochter vielmehr ganz ohne Missfallen
gesehen hat.

3. Rechengesetze fiir Junktoren

DEFINITION 4.7. Seien A und B Aussagen. Wir bezeichnen A und B als dquivalent, wenn A
und B beide wahr, oder beide falsch sind. Wir schreiben dafiir A = B.

SATz 4.8. Seien A, B Aussagen. Dann gilt:

(1) =(=4) = A.
(2) (A A B) = (=A)V (=B) (De Morgansches Gesetz").
(3) =(AV B) = (=A) A (—=B) (De Morgansches Gesetz).

Beweis: (1) Wir betrachten zuerst den Fall, dass A wahr ist. Dann ist = A falsch, also ist =(—A)
wahr. Nun betrachten wir den Fall, dass A falsch ist. Dann ist = A wahr, also ist —(—A) falsch.
In jedem Fall haben A und —(—A) also den gleichen Wahrheitswert.

(2) Wir nehmen zuerst an, dass =(A A B) wahr ist. Dann ist A A B falsch. Das bedeutet, dass
A und B nicht beide wahr sein kénnen; eine der beiden Aussagen ist also falsch. Wenn A falsch
ist, so ist = A wahr, und somit erst recht (- A)V (=B). Wenn B falsch ist, so ist =B wahr. Auch
dann ist (—A) V (- B) wahr.

Nehmen wir nun an, dass =(AA B) falsch ist. Dann ist AA B wahr, also sind sind beide Aussagen
A und B wahr. Folglich sind beide Aussagen —A und —B falsch; dann ist auch (=A) V (—=B)
falsch.

Den Beweis von (3) lassen wir hier aus. O
UBUNGSAUFGABEN 4.9.

(1) Zeigen Sie =(AV B) = (-A) A (=B). Verwenden Sie dazu &hnliche Formulierungen wie im
Beweis von Satz 4.8 (2).

Wir geben nun eine zweite Variante des Beweises von Satz 4.8 (2) an.

Beweis II: Sei a der Wahrheitswert von A, und sei b der Wahrheitswert von B. Dann gilt
W(=(AAB))=~(W(AAB))

~(W(A) M W(B))

= ~(alb).

Ebenso gilt
W((=A)V (=B)) = W(=A)UW(=B)
= (~(W(A4))) b (~(W(B)))
= (~a) U (~b).

1Augustus De Morgan, 1806-1871, englischer Mathematiker.
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Nun bleibt zu zeigen, dass fiir alle 4 Belegungen von a und b gilt, dass ~(aMb) = (~a) U (~b).
Wir machen dazu folgende Tabelle; eine solche Tabelle heif3t auch Wahrheitstafel.

a bllanb ~(anb)|~a ~b (~a)U(~b)
0 0 0 1 1 1 1
01 0 1 1 0 1
10 0 1 0 1 1
11 1 0 0 0 0

Da die 4. und die 7. Spalte dieser Tabelle gleich sind, gilt fiir alle
(~a) L (~b). Somit gilt insgesamt W (—(AAB)) = W( (A) Vv —=(
und (—A) V (—B) dquivalent.

SATZ 4.10. Seien A, B,C' Aussagen. Dann gilt:

,b) € {0,1}?%, dass ~(allb) =
)), und somit sind —=(A A B))

0:1’5

(1) (ANB)VC =(AVC)N(BVC) (Distributivgesetz).
(2) (AVB)ANC =(ANC)V (BAC) (Distributivgesetz).
(3) ANA= A (Idempotenz von A).
(4) Av A= A (Idempotenz von V).
(5) AAN(AV B) = A (Verschmelzungs- oder Absorptionsgesetz).
(6) AV (AN B)= A (Verschmelzungs- oder Absorptionsgesetz).
(7) AN B = BAA (Kommutativitit von A).
(8) AV B = BV A (Kommutativitit von V).
(9) (ANB)ANC = AN (BAC) (Assoziativitit von N).
(10) (AV B)vC = AV (BVC(C) (Assoziativitit von V).

Beweis: Wir beweisen diese Eigenschaften jeweils mit vollkommen verschiedenen Strategien.

(1) Wir nehmen zuerst an, dass (AAB)VC wahr ist und zeigen, dass dann auch (AVC)A(BVC)
wahr ist. Da (A A B) V C wabhr ist, ist entweder A A B wahr, oder C' ist wahr. Wir betrachten
zuerst den Fall, dass A A B wahr ist. Dann sind A und B beide wahr, also sind auch AV C und
BV C beide wahr. Somit ist auch (AV C) A (B V C) wahr. Wir betrachten nun den Fall, dass
C wahr ist. Dann sind AV C und BV C beide wahr, und somit ist (A V C) A (B V C) wahr.

Nun nehmen wir an, dass (A A B) V C falsch ist und zeigen, dass dann auch (AV C)A (B V C)
falsch ist. Wenn (A A B) V C falsch ist, dann ist sowohl (A A B) als auch C falsch. Da A A B
falsch ist, muss zumindest eine der beiden Aussagen A und B falsch sein. Wir betrachten zuerst
den Fall, dass A falsch ist. Da dann A und C' beide falsch sind, ist AV C falsch; damit ist aber
(AV C) A (BVC) auch falsch. Wir betrachten nun den Fall, dass B falsch ist. Da dann B und
C' beide falsch sind, ist B V C' falsch; damit ist aber (AV C) A (B V C) auch falsch.

(2)

(AVB)AC = =(=((AVvB)AC)) wegen Satz 4.8 (1)
= ((=(AVvB))V(=C)) wegen Satz 4.8 (2)
= —((=(A) A=(B)) VvV (=C)) wegen Satz 4.8 (3).

=B, C' := =C) und erhalten, dass der letzte

(A
Nun verwenden wir (1) (fir A’ := —A, B :=
((=B) v (=C )) ist. Wir verwenden nun wieder die De

Ausdruck gleich —(((=A) Vv (=C)) A
Morganschen Gesetze und erhalten

((=4) v (=O) A ((=B) V (=C))) 2((=A4) v (=) V =((=B) v (=0))
(2(=A) A (A(=0)) V ((=(=B) A (~(=C)))
(ANCYV (BAC).

(3) Wenn der Wahrheitswert von A gleich a ist, so ist der Wahrheitswert von A A A gleich
alMa. Da0M0=0und 1M1 =1, gilt also fiir alle a € {0,1}, dass aMa = a. Somit sind die
Wahrheitswerte von A A A und A gleich.
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(5) Wir zeigen folgendes:

(1) Wenn A A (AV B) wahr ist, so ist A wahr.
(2) Wenn A wahr ist, so ist AA (AV B) wahr.

Wir iiberlegen uns, warum das ausreicht. Wir sollten ja eigentlich zeigen, dass A A (A V B)
und A den gleichen Wahrheitswert haben. Wenn sie verschiedenen Wahrheitswert haben, dann
ist entweder A A (A V B) wahr und A falsch, oder es ist A A (A V B) falsch und A wabhr.
Die erste Alternative wird aber von der Uberlegung (1) ausgeschlossen, die zweite von der
Uberlegung (2).

Wir nehmen also an, dass AA(AV B) wahr ist. Dann sind A und AV B beide wahr. Insbesondere
ist also A wahr.

Nun nehmen wir an, dass A wahr ist. Dann ist AV B (erst recht) wahr, also sind A und AV B
beide wahr. Folglich ist A A (A V B) war.

UBUNGSAUFGABEN 4.11.

(1) Wir haben im Beweis von Satz 4.10 die Eigenschaft (2) aus (1) und den De Morganschen
Gesetzen hergeleitet. Geben Sie einen Beweis von (2), der so aufgebaut ist, wie der Beweis
von (1); starten Sie also damit, dass Sie annehmen, dass (A V B) A C wahr ist, ....

(2) Geben Sie einen Beweis von Satz 4.10 (1) durch Wahrheitstafeln.

(3) Finden Sie zwei Ausdriicke p, ¢ der Form AA B, (-A)V B, ..., sodass folgendes gilt: wenn p
wahr ist, ist auch ¢ wahr, aber wenn ¢ wahr ist, muss deshalb p nicht notwendigerweise wahr
sein.

(4) Zeigen Sie Satz 4.10 (6), indem Sie die Funktionen f(a,b) =aM(aUb) =a und g(a,b) =a
tabellieren.

(5) Zeigen Sie Satz 4.10 (6), indem Sie so vorgehen wie im angegebenen Beweis von Satz 4.10 (5).

(6) Zeigen Sie, dass fiir alle Aussagen A, B gilt: AVB =BV Aund AAB = BAA (Kommuta-
tivgesetz).

(7) Zeigen Sie, dass fur alle Aussagen A, B, C gilt: (AVB)VC = AV (BVC)und (AANB)AC =
AN (B AC) (Assoziativgesetz).

(8) Seien A, B,C Aussagen. Zeigen Sie, dass (AV B) A C und (AAC)V (B A C) dquivalent
sind, indem Sie die Funktionen [ und r tabellieren, die durch I(a,b,c) := (a U b) M ¢ und
r(a,b,c):= (aMec) U (bMe) fiir a,b,c € {0,1} definiert sind.

(9) Seien A, B,C' Aussagen. Zeigen Sie, dass (AV B)AC und (AAC)V (BAC) dquivalent sind,
und geben Sie einen Beweis in der Form des Beweises von Satz 4.10(1) oder Satz 4.10(5) aus
dem Skriptum an. Nehmen Sie also an, dass (AV B) A C wahr ist, und zeigen Sie, dass dann
auch (AAC)V (B AC) wahr ist. Dann nehmen Sie an, dass (AA C)V (B AC) wahr ist, und
zeigen Sie, dass (A V B) A C wahr ist.

Wir kiirzen nun die wahre Aussage 0 = 0 mit T, und die falsche Aussage 0 # 0 mit F ab.
SATZ 4.12. Sei A eine Aussage. Dann gilt:

(1) ANT = A,
(2) AVT =T,
(3) ANF =F,
(4) AVF = A.

Beweis: (1) Wir nehmen an, dass A AT wahr ist. Dann ist A wahr und T wahr. Somit ist A
wahr. Nun nehmen wir an, dass A wahr ist. Da dann A und T beide wahr sind, ist auch AAT
wahr.

(2) Sei a der Wahrheitswert von A. Dann ist der Wahrheitswert von A vV T gleich a LI 1. Nun
sehen wir, dass 0LI1 = 11 = 1, also ist der Wahrheitswert von ali1 gleich 1. Der Wahrheitswert



54 4. AUSSAGENLOGIK

von T ist ebenfalls 1. Somit haben A V T und T den gleichen Wahrheitswert und sind daher
dquivalent.

(3) Wir verwenden De Morgan und erhalten AANF = =(=(AAF)) = =((—A) vV (-F))
—((mA)VT) =-T =F. (Warum gilt jedes der vier =7?)

(4) wird ausgelassen. O

UBUNGSAUFGABEN 4.13.

(1) Geben Sie einen Bewelis fiir Satz 4.12 (4) in jener Form an, in der wir Satz 4.12 (1) bewiesen
haben.

(2) Geben Sie einen Bewelis fiir Satz 4.12 (4) in jener Form an, in der wir Satz 4.12 (2) bewiesen
haben.

(3) Geben Sie einen Beweis fiir Satz 4.12 (4), indem Sie die De Morganschen Gesetze und
—-(=X) = X ausniitzen und damit (4) auf eine der bereits bewiesenen Aquivalenzen zuriick-
fithren.

4. Die Implikation

In diesem Abschnitt normieren wir den Gebrauch von ,,wenn ..., dann“. Betrachten wir dazu
folgendes Beispiel (cf. [BT09, S. 49]). Anton sagt zu Berta:

, Wenn du mir das Buch morgen zuriickbringst, zahle ich dir einen Kaffee.
In welchen der moglichen vier Félle hat Anton seine Zusage gehalten?

(1) Berta bringt das Buch zuriick, und Anton zahlt ihr einen Kaffee: Zusage gehalten.

(2) Berta bringt das Buch zuriick, und Anton zahlt ihr keinen Kaffee: Zusage nicht gehal-
ten.

(3) Berta bringt das Buch nicht zuriick, und Anton zahlt ihr keinen Kaffee: Auch hier
kann sich Berta nicht beschweren: fiir diesen Fall hatte ihr Anton nichts versprochen.
Zusage gehalten.

(4) Berta bringt das Buch nicht zuriick, und Anton zahlt ihr einen Kaffee: Das ist sehr
nett von Anton, und verletzt die Abmachung sicher nicht: dariiber, was Anton tut,
wenn Berta das Buch nicht zuriickbringt, hat er nichts zugesagt. Insgesamt: Zusage
gehalten.

Die einzige Moglichkeit, dass eine Aussage ,wenn A, dann B“ falsch ist, ist also die, dass die
Pramisse A eintritt, die Konklusion B aber nicht.

DEFINITION 4.14. Seien A und B Aussagen, und sei C' die Aussage
wenn A, dann B.
Dann ist C' genau dann falsch, wenn A wahr und B falsch ist. Sonst ist C' wahr. Wir kiirzen

die Aussage ,wenn A, dann B“ auch mit A = B ab und bezeichnen C als eine Implikation.

Sei — die Funktion von {0,1}? nach {0,1}, die durch folgende Tabelle erklirt ist:

a bHa—>b
0 0 1
0 1 1
10 0
11 1

SATZ 4.15. Seien A und B Aussagen, sei a der Wahrheitswert von A, und sei b der Wahrheits-
wert von B. Dann ist der Wahrheitswert von A = B gleich a — b.
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Beweis: Wir betrachten als erstes den Fall, dass A = B falsch ist. Das bedeutet, dass A wahr
und B falsch ist. Dann ist a =1 und b = 0. Wegen 1 — 0 = 0 gilt dann a — b = 0.

Nun betrachten wir den Fall, dass A = B wahr ist. Nehmen wir im Widerspruch zur Behaup-
tung an, dass a — b = 0. Dann gilt « = 1 und b = 0 und somit ist A wahr und B falsch. Dann
ist ist A = B falsch, im Widerspruch zur Fallannahme. Somit kann a — b = 0 nicht gelten.
Also gilt a — b= 1. U

Ahnlich wie bei ,,oder“ gibt die Normierung nur eine der normalsprachlichen Bedeutungen von
,2wenn, dann“ wieder. Wir betrachten folgende Beispiele:

(1) (5>2) = (10> 4).
(5> 2) und (10 > 4) sind beide wahr. Also ist (5 > 2) = (10 > 4) wahr.
Im Satz , wenn 5 gréfler als 2 ist, dann ist auch 10 grofer als 4“ schwingt aber auch
mit “klar, denn ich brauche 5 > 2 nur zu verdoppeln. Der Wahrheitswert von A = B
sagt aber nichts tiber einen kausalen Zusammenhang von A und B aus, sondern nur,
dass es nicht so ist, dass A wahr und B falsch ist.
(2) (5 >2) = (6 ist eine gerade Zahl).
Beide Teilaussagen sind wahr, also ist die Implikation wahr.
Dass die beiden Aussagen inhaltlich keine Verbindung haben, stért nicht. Der Wahr-
heitswert der Implikation hingt nur von den Wahrheitswerten der Teilaussagen ab.
(3) (b<4) = (5b<11).
Hier ist A = (5 < 4) falsch und B = (5 < 11) wahr. Ingesamt ist A = B also wahr.
(4) 3<2) = (103 < 102).
Da 3 < 2 und 103 < 102 beide falsch sind, ist die Implikation wahr.
(5) (5>3) = (5> -3).
Da 5 > 3 wahr ist, und —5 > —3 falsch, ist die Implikation falsch.
(6) Wenn Paris in Ungarn liegt, so ist Schnee schwarz.
Die Implikation ist wahr.

4

In der mathematischen ,,Umgangssprache® kommt es manchmal vor, dass ,,wenn, dann®“ auch

ein heimliches ,fiir alle* enthélt. Wir betrachten die Aussage:
Wenn n gerade ist, so ist n? durch 4 teilbar.

Wir kénnen das so sehen: G(n) ist die Aussageform ,n ist gerade®, V(n) ist die Aussageform
»n ist Vielfaches von 4. Dann meint obige Behauptung vermutlich:

Fiir alle n gilt: wenn G(n), dann V' (n?),
was man auch als
fiir alle n € N : (G(n) = V(n?))

schreiben kann. Diese Aussage ist wahr: wenn n gerade ist, so gibt es ein k¥ € N mit n = 2k.
Also gilt n? = 4k?, und das ist ein Vielfaches von 4. Wir betrachten nun die Aussage:

Wenn n gerade ist, so ist n durch 3 teilbar.

Wenn wir ¢ | n fiir ,,¢ teilt n“ schreiben, so wére
2|n=3]|n.

eine Formalisierung. Die Aussageform [(n) := (2 | n = 3 | n) ist fiir manche n wahr (etwa fiir
n=>5,n =6, n=23), fiir andere n falsch (etwa n = 2). Es konnte aber auch sein, dass

firallen e N: (2|n=3]|n)

gemeint ist. Das konnte man so ausdriicken:
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Fiir alle natiirlichen Zahlen n € N gilt: wenn n gerade ist, so ist n durch 3
teilbar.

Diese Aussage ist falsch, da die Aussageform I(n) fiir n = 2 nicht gilt.

Wir werden die Formulierung

Fiir alle n € N gilt: wenn n gerade ist, so ist n? durch 4 teilbar
gegeniiber

Wenn n gerade ist, so ist n? durch 4 teilbar.

bevorzugen.
UBUNGSAUFGABEN 4.16.

(1) Schreiben Sie folgende Sétze so um, dass sie die Form ,fiir alle x ... € ... gilt : A(x) = B(z)“
haben.

(a) Wenn z eine reelle Zahl ist, so ist 22 > 0.

(b) Wenn n kein Vielfaches von 3 ist, so hat n? bei Division durch 3 Rest 1. Hinweis: B(z)
ist dann ,,x hat bei Division durch 3 Rest 1¢.

(2) Schreiben Sie folgende Sétze so um, dass sie die Form , fir alle x ... € ... gilt : A(zx) = B(z)“
haben.

(a) Die Wurzel einer natiirlichen Zahl ist eine natiirliche Zahl oder irrational. (Fiir eine
reelle Zahl x sei A(z) die Eigenschaft, dass z Wurzel einer natiirlichen Zahl ist, N(z)
die Eigenschaft, dass x natiirlich und R(x) die Eigenschaft, dass x rational ist.)

(b) Ein Quadrat ist auch ein Rechteck.

Die meisten mathematischen Zusammenhénge lassen sich erst darstellen, wenn man Aussage-
formen (also ,,Aussagen iiber Variablen“) und die Quantoren fiir alle ...gilt:“ und ,es gibt
ein ..., sodass® verwendet. Die Prdidikatenlogik ist jenes Teilgebiet der Mathematik, dass sich
mit Ausdriicken, die aus Aussagen, Aussageformen, Junktoren und Quantoren gebildet wer-
den, beschiftigt. Die Aussagenlogik beschéaftigt sich den Ausdriicken, die aus Aussagen und
Junktoren gebildet werden.

Die Implikation lédsst sich auch durch Konjunktion, Disjunktion und Negation ausdriicken.
SATZ 4.17. Seien A, B Aussagen. Dann gilt:
(1) A= B=(-A)VB.

(2) A= B=~(AA(—-B)).
(3) A= B = ((—B) = (—A)) (Kontrapositionsregel ).

Beweis: Wahrheitstafeln.

Wir halten nun noch einige sprachliche Moglichkeiten, die Tatsache, dass A = B wahr ist,
auszudriicken, fest:

(1) A impliziert B.

(2) Wenn A, dann B.

(3) A gilt nur dann, wenn B gilt.

(4) B gilt, wenn A gilt.

(5) Wenn B nicht gilt, so gilt auch A nicht.

UBUNGSAUFGABEN 4.18.

(1) Sei p die Aussage
(AVB)A((mA)VC)) = (BVCO).
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(a) Finden Sie einen zu p dquivalenten Ausdruck, der nur die Junktoren A, V, = verwendet.
(b) Zeigen Sie, dass p eine Tautologie ist, dass also p fiir alle Aussagen A, B, C wahr ist.

5. Weitere Junktoren

DEFINITION 4.19. Seien A und B Aussagen. Dann definieren wir:

(1) A < B steht fir B = A.
(2) A< B ist genau dann wahr, wenn (A = B) A (B = A) wahr ist.

Wir bezeichnen A < B als die Aquivalenz von A und B.

SATZ 4.20. Seien A und B Aussagen. Dann ist A < B genau dann wahr, wenn A und B beide
wahr oder beide falsch sind.

Dass die Aquivalenz A < B wahr ist, kann auch durch folgende Formulierungen ausgedriickt
werden.

A genau dann, wenn B.

A gilt dann, und nur dann, wenn B gilt.
englisch) A if and only if B.

(eng y

(englisch + P. Halmos?) A iff B.

) A und B sind dquivalent.

— — —

(1
(2
(3
(4
(5

UBUNGSAUFGABEN 4.21. Uberpriifen Sie jeweils, ob die die Aussagen p und ¢ fiir alle Aussagen A
und B #quivalent sind. Geben Sie dafiir (im Fall der Aquivalenz) einen Beweis an, und finden Sie im
Fall, dass die Aussagen nicht dquivalent sind, Belegungen fiir die Wahrheitswerte von A und B, sodass
eine Seite wahr und die andere falsch ist.

(1) p=—-(A=B),q=ANA(—-B).

(2) p=(A=B)=C,q=A= (B=0C).
(3) p=A% B,q=(AV(=B))A((-A)V B).
4) p=A=(B=0C),q=(AANB)=C.
5)p=A=(B=C),q=B= (A= ().
(6) p=A=(B=1B),q=B= (A= A).
() p=(A=B)= A, qg=A.

DEFINITION 4.22. Seien A und B Aussagen. Dann ist AV B definiert als (AA(=B))V((=A)AB).

AVB ist das ,ausschliefende oder“: eines von beiden, und nicht beide.

SaTz 4.23. Seien A, B Aussagen. Dann gilt AVB = —~(A < B) = (AV B) A (=(A A B)).

Die dazu gehorige Boole’sche Funktion bezeichnet man mit &. Sie ist durch 00 =11 =0,
06 1=16¢0=1 definiert.

DEFINITION 4.24. Die Sheffer-Funktion?® ist definiert durch
x|y = ~(xMNy).

Die Shefferfunktion verdankt ihre Popularitit der Tatsache, dass sie imstande ist, alle anderen
logischen Junktoren auszudriicken: ~x = x|z, x My = (z|y)|(z|y), x Uy = (z|z)|(y|ly), x Dy =
(z|(z|y))|(y|(x|y)) fiir alle x,y € {0,1}. Das kann, anders als die Shefferfunktion, keine der
Funktionen U, M, ~, @ allein. Allerdings reichen zum Beispiel auch M und ~ gemeinsam aus,
um alle anderen Junktoren auszudriicken.

2Paul Halmos, 1916-2006
SHenry Sheffer, 1882-1964
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UBUNGSAUFGABEN 4.25.

(1) Finden Sie fiir jede der 16 moglichen Funktionen von {0, 1}? nach {0, 1} einen moglichst ein-
fachen Ausdruck, der 0, 1, U, M, @, ~ verwendet und die entsprechende Funktion beschreibt.

a b|? annb ? 7?2 2 T ?
oo0f0 o0 00OOOCOOCTITTI1TTI1TT1T1T1T11
o1y0 0 O0O0O1111000O011T11
1040 0 110011001 1O00T171
11j0 1 0101010101010 °71

(2) Finden Sie jeweils einen Ausdruck, der nur 0,z,y und den Junktor — verwendet, und der
folgende Funktionen beschreibt:
(a) ~ax.
(b) zUuy.
(c) zMy.

6. Logisches Schlieflen in der Aussagenlogik

In diesem Abschnitt ermitteln wir, wann sich aus bestimmten Behauptungen zwingend eine
weitere Behauptung ergibt. Betrachten wir folgendes Beispiel:

BEISPIEL 4.26. Wir nehmen an, dass folgende Annahmen gelten:

(1) Wenn schones Wetter ist, dann ist Oma guter Laune.

(2) Entweder es ist schlechtes Wetter, oder Klaus ist gliicklich.

(3) Wenn Oma guter Laune und Klaus gliicklich ist, dann spielen sie Fufiball.
(4) Es ist schones Wetter.

Spielen Oma und Klaus sicher Fufiball?

Wir kiirzen die Aussagen ab:

A ... Esist schones Wetter.
B ... Oma ist guter Laune.
C ... Klaus ist gliicklich.
D ... Oma und Klaus spielen Fufiball.
Dann konnen wir die Voraussetzungen so abkiirzen:
(1) A= B,
(2) (=A)VC,
(3) (BAC)= D,
(4) A.

In (2) koénnte auch (=A)VC gemeint sein. Wir gehen aber jetzt davon aus, dass (—A) vV C' ge-
meint ist. Die Frage ist nun, ob fiir alle Wahrheitswertkombinationen, die A, B, C', D annehmen
konnen, und fiir die die Voraussetzungen (1)-(4) wahr sind, auch D wahr sein muss.

Die Antwort ist in diesem Fall ,,Ja“: Wegen (4) und (1) ist B wahr. Wegen (4) und (2) ist C'
wahr. Also gilt wegen (3) auch D.

Wir betrachten nun folgendes Beispiel:
BEISPIEL 4.27. Wir nehmen an, dass folgende Annahmen gelten:

(1) Wenn schones Wetter ist, dann ist Klaus gliicklich oder er spielt mit Oma Fufiball.
(2) Wenn Oma schlechter Laune ist, dann spielen Oma und Klaus nicht Fufball.
(3) Wenn schlechtes Wetter ist, ist Oma guter Laune.
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Ist Oma dann sicher guter Laune?

Die Aussagen sind dann

(1) A= (CVv D),
(2) (=B) = (=D),
(3) (mA) = B.

Die Frage ist, ob dann sicher B gilt. Wir sehen (etwa durch Probieren aller 16 Moglichkeiten),
dass fir W(A) =w, W(B) = f, W(C) = w, W(D) = f alle drei Voraussetzungen erfiillt sind.
Da dann B nicht gilt, ist die Antwort ,, Nein“.

Wir iiberlegen uns nun, wie man algorithmisch vorgehen kann, um solche Beispiele zu losen.
Wir bezeichnen dazu Terme wie a = (¢ V d) als Boolesche Ausdriicke. In solche Ausdriicke
konnen wir fir a,b,c,d jeweils T oder F' (fiir ,true“ und ,false®) einsetzen, und erhalten als
Ergebnis T" oder F'. So ergibt zum Beispiel a = (¢Vd) an der Stelle (a, b, ¢, d) := (T, T, F, F') den
Wert T und an der Stelle (a, b, c,d) := (F, F, F, F') den Wert T'. Eine Menge ® von Ausdriicken
heifit erfiillbar, wenn es eine Belegung der Variablen a,b,c,... gibt, sodass alle Ausdriicke in
® wahr werden; so ist zum Beispiel {a, —a V b} erfiillbar und {a, —a V b, =b} unerfillbar (mit
—a V b meinen wir (—a) V b). Ein Ausdruck ¢ ist allgemeingiiltig, wenn ¢ fiir alle Belegungen
der Variablen wahr wird. Wir sagen, dass der Ausdruck ¢ eine Konsequenz aus der Menge
® ist, wenn ¢ fiir jede Belegung, fiir die alle Ausdriicke in ® wahr sind, ebenfalls wahr ist.
Offensichtlich ist ¢ genau dann eine Konsequenz von ®, wenn ® U {—¢} unerfillbar ist. Im
Beispiel (4.26) ist also die Frage, ob

{a=0b,-aVe (bAc)=d, a,~d} (4.1)
erfiillbar ist. Das kann man durch Testen aller 16 Belegungen iiberpriifen.

Manchmal ist man mithilfe des Resolutionsverfahrens schneller. Wir schreiben 2 fiir z und 27!
fiir —z. Eine Klausel ist ein Boolescher Ausdruck ¢ der Form z{! V.. .Va*; fiir k = 0 bezeichnen
wir auch den konstanten Ausdruck F' als Klausel. Die Menge {z{!,...,zi"} ist die Menge der
Literale von ; ¢ ist eine Teilklausel von v, wenn die Literalmenge von ¢ eine Teilmenge der
Literalmenge von 1) ist. So ist zum Beispiel a V —c eine Teilklausel von a vV —bV —c¢, aber nicht
von a V c. F ist Teilklausel jeder Klausel. Die Menge (4.1) ist zur Menge
{=aVb,—aVec,—-bV-cVd a ~d}

dquivalent. Die Erfiillbarkeit einer Menge von Klauseln lédsst sich mit folgendem Satz bestim-
men.

SATZ 4.28. Sei ® eine Menge von Klauseln der Form

O = {x; Vor(za...,xn),...,x1 V oop(T2, ... x),
=y Vo (T, X)), Xy V(e Ty,
p1(xoy o )y p(Tay o )
Wir nehmen an, dass fir allet € {1,...,k} und j € {1,...,1} die Resolvente

0ij = i(x2, ..., Tn) VUi(22,...,2,)

beziiglich x1 eine Variable x, und ihre Negation —zx, enthdlt, oder dass es eint € {1,...,m}
gibt, sodass pi(xa, ..., x,) eine Teilklausel von o; ; ist.
Dann ist ® genau dann erfillbar, wenn R = {pi(xa,...,2n), ..., pm(T2, ..., x,)} erfillbar ist.

Die Resolvente o := ¢;V1); von x1V; und -z V1); ist stets eine Konsequenz von {z1Vp;, ~21V
1, }. Wir betrachten noch folgende Sonderfille beim Bilden der Resolvente: die Resolvente von
x1 und —x; ist F, die Resolvente von x; V ¢ und —x; ist ¢, und die Resolvente von x; und
—x1 V) ist 1. Beim Bilden der Resolvente von a Vb und —a V bV —c vereinfachen wir bV bV —c¢
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zu bV —c. Die Resolvente von a Vb und —aV —=bV cist bV =bV c. Diese Aussage ist stets erfiillt
und kann daher weggelassen werden.

BEWEIS. Wir nehmen an, dass R erfiillbar ist, und zeigen, dass dann auch ® erfiillbar ist.
Sei (as,...,a,) € {T, F}"! eine Belegung, die R erfiillt.

Wenn ¢;(ay, ..., a,) fur alle i € {1,..., k} wahr ist, so ist (F,as,...,a,) eine Belegung, die ¢
erfiillt.

Wenn 1;(as, ..., a,) fir alle j € {1,...,1} wahr ist, so ist (T, as,...,a,) eine Belegung, die ®
erfiillt.

Wir nehmen nun an, dass i € {1,...,k} und j € {1,...,1} so sind, dass p;(as,...,a,) und
Yj(as, ..., a,) beide falsch sind. Dann ist auch ¢;(as, ..., a,) V ¥;(as, ..., a,) falsch. Laut Vor-

aussetzung gibt es ein t € {1,...,m}, sodass p, eine Teilklausel von ¢; V ¢; ist. Dann ist auch
pi(ag, ..., a,) falsch. Das steht im Widerspruch dazu, dass (as,...,a,) die Klauselmenge R
erfiillt. Daher kann dieser Fall nicht eintreten. 0]

BEISPIEL 4.29. Wir benutzen diesen Satz, um die Erfiillbarkeit von
d={aVvbVebV-caV-b-aVe-aV bV ek
zu testen. Da ® die Voraussetzungen des Satzes noch nicht erfiillt, fiigen wir die Resolventen
bVe,=bVe,—bV —c
zur Menge ® hinzu und erhalten
O, ={aVbVebV-c,aV-b—aVe -aV-bV-ebVe -bVe —bV ek
Das ist wegen Satz 4.28 genau dann erfiillbar, wenn
Oy ={bV —c,bVe,—bV e, bV e}

erfiillbar ist. Die Voraussetzungen von Satz 4.28 sind nicht erfiillt, also ergénzen wir die Resol-
venten und erhalten
O3 ={bV-c,bVe,—bVe,-bV e e et
Das erfiillt die Voraussetzungen von Satz 4.28 und ist daher genau dann erfiillbar, wenn
by = {c, ¢}

erfilllbar ist. Wir ergénzen ®, durch die Resolvente F' und erhalten, dass ®, genau erfiillbar
ist, wenn ®g = {F'} erfiillbar ist. Da ®g unerfiillbar ist, ist ® nicht erfiillbar.

BEispIEL 4.30. Wir untersuchen, ob
¢ ={aV-b-aVbVcaV-baV-bVc c}

erfiillbar ist. Jede Resolvente beziiglich a enthélt ein Paar x; V —x;. Daher ist ® erfiillbar, wenn
&, = {—c} erfiillbar ist. Das ist erfiillbar, zum Beispiel mit b = F', ¢ = F. Nun ist die Teilklausel
bV ¢ der Klausel —a V bV ¢ nicht erfiillt, also setzen wir a := F und erhalten die erfiillende
Belegung (F, F, F').

Wenn wir &; mit b = W, ¢ = F erfiillen, so ist die Teilklausel —b der Klausel a V —b nicht
erfiillt, also setzen wir a := W und erhalten die erfiillende Belegung (W, W, F).

UBUNGSAUFGABEN 4.31.

(1) Zeigen Sie: wenn (A V B) A (—AV C) gilt, so gilt auch BV C.

(2) Finden Sie Aussagen A, B,C, sodass BV C wahr, aber (AV B) A (A V C) falsch ist.

(3) Zeigen Sie, dass BV C stets den gleichen Wahrheitswert wie ((AV B) A (=AV C))V ((mAV
B) A (AV ()) hat.

(4) Wir nehmen an, dass folgende Annahmen gelten:
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Wenn schones Wetter ist und Oma guter Laune ist, dann ist Klaus gliicklich.
Wenn schlechtes Wetter ist, so spielen Oma und Klaus Fufiball.
Wenn Klaus gliicklich ist, so spielen Oma und Klaus Fuf3ball.
Oma und Klaus spielen nicht Fufiball.
Ist Oma dann sicher guter Laune?
(5) Wir nehmen an, dass folgende Annahmen gelten:
(a) Wenn schones Wetter ist, dann ist Klaus gliicklich oder er spielt mit Oma Fufiball.
(b) Wenn Oma schlechter Laune ist, dann spielen Oma und Klaus nicht Fuiball.
(c) Wenn schlechtes Wetter ist, ist Oma guter Laune.
Kann es sein, dass die Annahmen gelten, Oma schlechter Laune und Klaus ungliicklich ist?
(6) Wir nehmen an, dass folgende Annahmen gelten:
(a) Wenn schones Wetter ist, dann ist Klaus gliicklich oder er spielt mit Oma Fufiball.
(b) Wenn Oma schlechter Laune ist, dann spielen Oma und Klaus nicht Fufiball.
(c) Wenn schlechtes Wetter ist, ist Oma guter Laune.
Kann es sein, dass die Annahmen gelten und Oma schlechter Laune ist?
(7) Wir nehmen an, dass folgende Annahmen gelten:
(a) Wenn schones Wetter ist, dann ist Klaus gliicklich oder er spielt mit Oma Fufiball.
(b) Wenn Oma schlechter Laune ist, dann spielen Oma und Klaus nicht Fufiball.
(c) Wenn schlechtes Wetter ist, ist Oma guter Laune.
Kann es sein, dass die Annahmen gelten und Oma guter Laune ist?
(8) Wir nehmen an, dass folgende Annahmen gelten:
(a) Wenn schones Wetter ist, dann ist Klaus gliicklich.
(b) Wenn schlechtes Wetter und Oma guter Laune ist, dann ist Klaus gliicklich.
(¢) Wenn schénes Wetter und Oma guter Laune ist, dann ist Klaus ungliicklich.
(d) Wenn schones Wetter ist, ist Oma guter Laune.
(e) Wenn schlechtes Wetter ist, ist Oma guter Laune.
(f) Wenn schlechtes Wetter ist, ist Klaus gliicklich.
Ist Klaus dann sicher gliicklich?
(9) Wir nehmen an, dass folgende Annahmen gelten:
(a) Wenn schlechtes Wetter ist und Oma schlechter Laune ist, so ist Klaus gliicklich.
(b) Wenn Klaus gliicklich ist, ist Oma guter Laune.
(c) Wenn schlechtes Wetter ist, ist Oma schlechter Laune.
(d) Wenn schones Wetter ist, ist Klaus gliicklich.
e
s

(a)
(b)
(c)
(d)
st

(e) Wenn Oma guter Laune und Klaus gliicklich ist, dann ist schlechtes Wetter.
Ist Klaus dann sicher gliicklich?
(10) Wir nehmen an, dass folgende Annahmen gelten:
(a) Wenn schlechtes Wetter ist und Oma schlechter Laune ist, so ist Klaus gliicklich.
(b) Wenn Klaus gliicklich ist, ist Oma guter Laune.
(c) Wenn schlechtes Wetter ist, ist Oma schlechter Laune.
(d) Wenn schones Wetter ist, ist Klaus gliicklich.
(e) Wenn Oma guter Laune und Klaus gliicklich ist, dann ist schlechtes Wetter.
Ist Klaus dann sicher ungliicklich?
(11) Wir nehmen an, dass folgende Annahmen gelten:
(a) Wenn schlechtes Wetter ist, so ist Oma guter Laune.
(b) Wenn schones Wetter ist und Oma schlechter Laune ist, dann ist Klaus gliicklich.
(¢) Es kommt nie vor, dass schones Wetter und Oma guter Laune ist.
(d) Wenn Oma guter Laune ist, dann ist schones Wetter, oder Klaus ist gliicklich.
Ist Klaus dann sicher gliicklich?
(12) Wir nehmen an, dass folgende Annahmen gelten:
(a) Wenn schlechtes Wetter ist, so ist Oma schlechter Laune.
(b) Wenn schones Wetter ist und Oma schlechter Laune ist, dann ist Klaus gliicklich.
(c) Es kommt nie vor, dass schones Wetter und Oma guter Laune ist.
(d) Wenn Oma guter Laune ist, dann ist schones Wetter, oder Klaus ist gliicklich.
Ist Klaus dann sicher gliicklich?
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Zeigen Sie folgende Variante von Satz 4.28: Sei ® eine Menge von Booleschen Ausdriicken
(nicht notwendigerweise Klauseln) der Form

O ={x1 V pi1(z2,...,2pn),..., 21 V pr(T2,...,Tp),

—xr1 V ’gZJl(SL‘Q,...,ZL'n),...,—!:I,‘l V d}l(:vg,...,a:n),
p1(x2, .o )y pm(Toy .o Tp)
Wenn

R={pi(z2,...,Tn)y ., pm(T2,...,2n)}U

(14)

{pi(za, ..., xn) Vj(x2,...,2n) |1 €{1,... k},j € {1,...,1}}
erfiillbar ist, so ist auch & erfiillbar.
Wir schreiben z! fiir z und 27! fiir ~x. Zeigen Sie, dass es fiir jede Funktion f : {0,1}" —
{0,1} einen Ausdruck p der Form

R P e P N RN € s BN n PO

01,1 11,k i1 ik,

gibt, sodass fiir alle ay,...,a, € {0,1} die Gleichheit p(ay,...,a,) = f(ai,...,a,) gilt. Ein
solcher Ausdruck ist ein Ausdruck in disjunktiver Normalform. Finden Sie wie in
Ubungsbeispiel 4.25(1) fiir jede der 16 mdglichen Funktionen einen solchen Ausdruck, der
die entsprechende Funktion beschreibt. Wie sieht eine disjunktive Normalform einer un-
erfiillbaren Aussageform aus? Hinweis: Gehen Sie mit Induktion nach n vor und bilden Sie
aus einem Ausdruck pyg fiir f(0,x2,...,x,) und einem Ausdruck p; fir f(1,zo,...,x,) einen
Ausdruck fiir f(z1,...,2,), und verwenden Sie das Distributivgesetz.

Wir schreiben ! fiir z und 27! fiir ~x. Zeigen Sie, dass es fiir jede Funktion f : {0,1}" —
{0,1} einen Ausdruck p der Form

er.1 €1,k
(x, " U...Ux, "t

11,1 11,k

YL (@ UL U

i1 Uk,

gibt, sodass fiir alle ay,...,a, € {0,1} die Gleichheit p(as,...,a,) = f(a1,...,a,) gilt. Ein
solcher Ausdruck ist ein Ausdruck in konjunktiver Normalform. Finden Sie wie in
Ubungsbeispiel 4.25(1) fiir jede der 16 moglichen Funktionen einen solchen Ausdruck, der
die entsprechende Funktion beschreibt. Wie sieht eine konjunktive Normalform einer allge-
meingiiltigen Aussageform aus? Hinweis: Gehen Sie mit Induktion nach n vor und bilden Sie
aus einem Ausdruck pyg fiir f(0,x2,...,x,) und einem Ausdruck p; fir f(1,zo,...,x,) einen
Ausdruck fiir f(z1,...,2,), und verwenden Sie das Distributivgesetz.



KAPITEL 5

Priadikatenlogik

1. Aussageformen

Kapitel 6 vorwegnehmend verwenden wir in der Folge einige Mengen:

{1,2,3,4,...}
No = {0,1,2,3,4,...}
R = die Menge der reellen Zahlen

Esgilt 4 e N, 7 € N, N € Ny. Als Aussageform bezeichnen wir eine Aussage iiber Variablen,
etwa

(1) x ist gerade,

(2) x> 24y,

(4) z und y haben denselben Rest bei der Division durch 5.

Wenn wir fiir alle Variablen Werte einsetzen, dann erhalten wir Aussagen, die wahr oder falsch
sein konnen. Wenn etwa A(z) die Aussageform ,x ist gerade® ist, so ist A(3) die Aussage ,,3
ist gerade“ und A(4) die Aussage ,,4 ist gerade“. Bei der Definition einer Aussageform ist es
sinnvoll, anzugeben, welche Werte x annehmen darf, etwa in folgender Form:

Fiir € N definieren wir
A(x) :& x ist gerade.
Damit ist klar, dass A(m) nicht definiert wurde.

Wir kénnen aus Aussageformen mithilfe der logischen Junktoren neue Aussageformen bauen.
Die Aussageform A(n) iiber den natiirlichen Zahlen, die durch

A(n) & n ist gerade oder n ist durch 3 teilbar

gegeben ist, gilt nicht fiir alle n € N, da 5 weder gerade noch durch 3 teilbar ist, aber doch fiir
manche, zum Beispiel fiir n =2 und n = 18.

DEFINITION 5.1. Seien A(xy,...,x,) und B(zy,...,z,) Aussageformen, die fiir alle Belegungen
von xq,...,T, mit Werten ay,...,a, € X definiert sind.
(1) A(xq,...,z,) und B(zy,...,x,) sind dquivalent, wenn fir alle aq, . .., a, € X die Aus-
sagen A(ay,...,a,) und B(ay,...,a,) den gleichen Wahrheitswert haben. Wir schrei-
ben dafiir A(wl Tn) = B(xy, ..., x,).
(2) A(xy,...,x,) ist hmr’ezchend fiir B(xl, ..., Ty,), wenn fir alle a,...,a, € X, fir die
A(ay, ..., a,) wahr ist, auch B(ay,...,a,) wahr ist.
(3) B(x1,...,x,) ist notwendzg fiir A(:I:l, .oy Tp), wenn A(xq,...,x,) hinreichend fiir
B(xy,...,x,) ist.
So ist sind etwa {iber den reellen Zahlen die Aussageformen z +y = 3 und x = 3 — y

dquivalent. Daher kommt der Begriff ,, Aquivalenzumformung®. Man formt eine Aussageform in
eine dquivalente Aussageform um.

63
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2. Quantoren

Wir betrachten die Aussageform A(x,y) tiber den natiirlichen Zahlen, die durch
Alz,y) v =2y—1
geben ist. Aus dieser Aussageform bilden wir eine Aussageform B(z), die durch
B(z) 1< es gibt ein y € N, sodass A(z,y) gilt.

definiert ist. B(z) gilt also genau dann, wenn es ein y in den natiirlichen Zahlen gibt, sodass
x = 2y — 1. Die Aussageform A(z,y) ist fir folgende Paare (z,y) wahr: (1,1), (3,2), (5,3),
(7,4), (9,5), .... Die Aussageform B(z) ist genau dann wahr, wenn z eine ungerade natiirliche
Zahl ist.

Wir betrachten als néchstes folgende Aussageform C(x,y) tiber den reellen Zahlen:
C(z,y) & 2* =y.
Wir bilden eine neue Aussageform D(y) durch
D(y) :< es gibt ein x € R, sodass C(z,y) gilt.

Wir fragen uns nun, ob D(2) gilt. Es gibt zwei z, die die Eigenschaft C(x,2) erfiillen, da
(v2)? = 2 und (—/2)? = 2. Wir normieren die Bedeutung von ,,es gibt ein“ dahingehend, dass
wir damit immer ,es gibt mindestens ein“ meinen, und nicht ,es gibt genau ein“. Somit ist
D(y) genau fiir die y € R erfiillt, die y > 0 erfiillen. Die Aussageform D(y) ist also dquivalent
zuy > 0.

DEFINITION 5.2. Sei A(z,y1,...,Yn) eine Aussageform, die fur alle z,y1,...,y, € X definiert
ist. Wir definieren eine neue Aussageform
B(y1,...,yn) = es gibt ein z € X, sodass A(x,y1,...,Yn).

Seien by, by, ..., b, € X. Dann ist B(by,...,b,) genau dann wahr, wenn es mindestens ein a € X
gibt, sodass A(a,by,...,b,) wahr ist.

Fiir die neue Aussage B(yi, ..., yn) schreiben wir auch
Jre X Az, y1,. ., Yn),
(Fz € X) (A(z,y1,...,Yn)), oder (Jz € X) A(z,v1,...,Yn). Lies:

> Es gibt ein 2 € X, sodass A(x,y1,...,Yn).

> Es existiert ein z € X, sodass A(x,y1,...,Yn).
> Es gibt ein 2 € X mit A(z,y1,...,Yn)-

> Es existiert ein x € X mit A(z,y1,...,Yn)-

Wir nennen 3 den Existenzquantor. Wenn wir aus einer Aussageform A(x,y) die Aussageform
B(y) = (3 € X)(A(z,y)) machen, so wird die Variable = ,verschluckt“; der Fachausdruck
dafiir ist, dass = durch den Quantor gebunden wird. Wenn eine Variable nicht durch einen
Quantor gebunden wird, so heif3t sie fre.

Wir betrachten nun folgende Aussageform iiber den reellen Zahlen:
E(z,y) & 2* > y.
Wir bilden nun eine neue Aussageform F'(y) durch
F(y) :< fiir alle z € R gilt E(x,y).

F(y) ist also genau dann wahr, wenn fiir alle x € R gilt, dass 2*> > y. F(y) ist dquivalent zu
y <0.
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DEFINITION 5.3. Sei A(z,y1,...,y,) eine Aussageform, die fiir alle z,y1,...,y, € X definiert
ist. Wir definieren eine neue Aussageform
B(y1,...,yn) = fir alle x € X gilt A(z,y1,...,Yn)-

Seien by, by, ..., b, € X. Dann ist B(by,...,b,) genau dann wahr, wenn A(a, by, ..., b,) fiir alle
a € X wahr ist.

Fiir die neue Aussage B(yi, ..., y,) schreiben wir auch
Vee X Az, y1,- -+, Yn),
(Ve € X) (A(z,v1,...,yn)) oder (Vo € X) A(x,y1,...,Yyn). Lies:
Fiir alle z € X gilt A(x,y1,...,Yn)-

Wir nennen V den Allquantor.
Wir formulieren nun ein paar Zusammenhénge mithilfe dieser Quantoren. Wir betrachten fol-
gende Aussage:

Es gibt eine positive gerade Zahl, die durch 3 und durch 5 teilbar ist.

Wir konnten das so schreiben: sei G := {2,4,6,...} = {z € N| 3k € N: 2 = 2k} die Menge
der positiven geraden Zahlen. Dann kénnen wir die Aussage so schreiben:

dr € G : (3|x) A (5]z)
oder so:
dz e N: (z € G)A(3|z) A (5|x).
Diese Aussage ist wahr. Das wird zum Beispiel von = = 60 belegt. Die Aussage ,,das Quadrat
einer geraden Zahl ist ein Vielfaches von 4“ kénnen wir so ausdriicken:

Vx € G : 22 ist ein Vielfaches von 4.

Oder, anders:

Ve eN:(z €)= (4] 2%).

Ve eN: ((zr € G) = (Jy € N: z? = 4y)).
Die letzte Zeile liest man etwa so

Fiir alle x aus den natiirlichen Zahlen gilt: wenn x ein Element von G ist, so
gibt es ein y aus den natiirlichen Zahlen, sodass x Quadrat gleich 4 mal y ist.

oder so:
Fiir alle z aus N mit o € G gibt es ein y aus N, sodass 2% = 4y.
Interessant ist, dass die Formalisierung von
Es gibt ein x € N mit A(x), sodass B(z)

durch die logische Formel
dr € N: (A(x) A B(z))
gegeben ist, die Formalisierung von

Fiir alle z € N mit A(x) gilt B(z)

aber durch

Ve € N: A(z) = B(x).
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Mithilfe mehrerer Quantoren kann man kompliziertere Aussageformen zusammenbauen. Be-
trachten wir etwa folgende Aussageformen iiber den reellen Zahlen:

Fiir alle z € R gibt es ein y € R, sodass ay = x.

Die Aussageform ay = x ist eine Aussage iiber a, z,y. Somit ist
VeeR:(JyeR:ay =x)

eine Aussage iiber a. Die Variablen x und y sind durch Quantoren gebunden. Sie ist dquivalent

zur Aussageform a # 0. Um das zu beweisen, nehmen wir zunédchst an, dass a # 0 ist. Sei nun

r € R. Es ist zu zeigen, dass es y € R gibt, sodass ay = z. Wir wihlen y := 2. Dann gilt

ay = % = x. Somit belegt y := £ die Giiltigkeit von 3y € R : ay = .

Nehmen wir nun an, dass a # 0 falsch ist, dass also a = 0. Dann gibt es fiir x = 2 kein y mit

Oy = 2. Somit widerlegt x := 2 die Giiltigkeit von V2 € R : (Jy € R : ay = z). Also ist dann

Ve € R: (Jy € R:ay = x) falsch.

Somit sind die beiden Aussagen dquivalent. Andere mogliche Schreibweisen sind:
VieRIyeR ray==x

oder
(Vz € R)(Jy € R) (ay = ).

Die Reihenfolge der Quantoren darf man nicht einfach umdrehen. Wir betrachten dazu
JyeRVzeR : ay = . (5.1)

Diese Aussageform ist fiir alle a € R falsch: Nehmen wir an, a € R ist so, dass dy € RVx €
R : ay = x gilt. Dann gibt es ein y € R, sodass fiir alle x € R gilt, dass ay = x. Damit gilt
aber auch fiir x = ay + 1, dass ay = ay + 1. Das ist falsch. Dieser Widerspruch zeigt, dass die
Annahme, dass es ein a gibt, fiir das (5.1) gilt, falsch ist. Somit ist (5.1) fiir jedes a € R falsch.

Wir betrachten nun
Vee RVyeR : ay = x.
Das ist fiir alle a € R falsch, da x = 1 und y = 0 die Gleichung ay = z nicht erfiillen.

Die Aussageform

JreRVYyeR :ay==2x
ist fiir @ = 0 wahr, und sonst falsch. Wenn a = 0, so belegt x =0, dass Jr e RVy e R : ay ==«
wahr ist. Dann gilt ndmlich fiir jedes y € R, dass ay = 0y = 0 = x. Wenn a # 0, so ist die
Aussage falsch. Nehmen wir an, € R ist so, dass Vy € R : ay = x wahr ist. Dann gilt
a=a-1=x=a-0=0,im Widerspruch zur Annahme, dass a # 0. Also gibt es kein z € R
mit Vy e R : ay = x.
Die Aussageform

VyeRdreR :ay==2x
ist fiir alle a € R wahr. Sei dazu a € R und y € R. Wir finden das gesuchte z als x := ay. Die

Aussage
Vaoe RYVyeRJdreR :ay==2

ist also wahr.
Die Aussageform
JyeRIreR ray=2x
ist fiir alle a € R wahr. Die Werte y = a und x = a? belegen, dass Jy c RIz € R : ay = x
wahr ist.
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Mithilfe des Allquantors kénnen wir auch die Begriffe dquivalent, hinreichend und notwendig
besser beschreiben.

SATZ 5.4. Seien A(xy,...,x,) und B(z1,...,x,) Aussageformen, die fir alle xi,...,z, € X
definiert sind.
(1) A(zq,...,x,) und B(zy,...,x,) sind genau dann dquivalent, wenn die Aussage
(Vo € X)(Vag € X) ... (Vo € X) (A(21,...,2,) & B(x1,...,2,))
wahr ist.
(2) A(zxq,...,xy,) ist genau dann hinreichend fir B(zy,...,x,), wenn die Aussage
(Vo € X)(Vag € X) ... Vo, € X) (A(21,...,2,) = B(x1,...,2,))
wahr ist. Genau dann ist auch B(xy,...,x,) notwendig fir A(xy,...,x,).

UBUNGSAUFGABEN 5.5. Die folgenden Beispiele sind Ubertragungen aus [Smi20].

(1) Mindestens ein blauer Baustein ist eckig. Eckige Bausteine sind nie aus Holz. Kann man
daraus folgern: “Mindestens ein blauer Baustein ist nicht aus Holz.”?

(2) Mindestens ein blauer Baustein ist eckig. Mindestens ein holzerner Baustein ist blau. Kann
man daraus folgern: “Mindestens ein eckiger Baustein ist aus Holz.” 7

(3) Alle blauen Bausteine sind eckig. Mindestens ein blauer Baustein ist aus Holz. Kann man
daraus schlieflen: “Mindestens ein holzerner Baustein ist eckig.”?

(4) Blaue Bausteine sind niemals eckig. Mindestens ein eckiger Baustein ist aus Holz. Kann man
daraus schlieflen: “Mindestens ein holzerner Baustein ist nicht blau.”?

(5) Blaue Bausteine sind niemals eckig. Holzerne Bausteine sind niemals eckig. Kann man daraus
schlieflen: “Mindestens ein blauer Baustein ist nicht aus Holz.”?

(6) Alle blauen Bausteine sind eckig. Kein eckiger Baustein ist aus Holz. Kann man daraus
schlieflen: “Kein holzerner Baustein ist blau.”?

(7) Die Anzahl der blauen Bausteine ist ungerade. Die Anzahl der eckigen Bausteine ist unge-
rade. Kann man daraus schliefen: “Die Anzahl der Bausteine, die blau oder eckig sind, ist
gerade.”?

(8) Die Anzahl der blauen Bausteine ist ungerade. Die Anzahl der eckigen Bausteine ist unge-
rade. Kann man daraus schlieffen: “Die Anzahl der Bausteine, die blau oder eckig, aber nicht
beides sind, ist gerade.”?

3. Rechenregeln fiir Quantoren

Die Rechenregeln fiir Quantoren sind schwieriger als die Rechenregeln fiir die Aussagenlogik.
Wir halten nur einige Aquivalenzen fest.

SATz 5.6 (Umbenennung von Variablen). Seien x,yi,...,Yyn, 2 voneinander paarweise ver-
schiedene Variablen, und sei A(z,yi,...,yn) eine Aussageform, die fiir alle Belegungen von
Ty Y1,y - -5 Yp mat Werten aus X definiert ist. Dann gilt

(Fz € X)A(@,y1,. .., yn) = (32 € X)A(2, 51, Yn)

und

(\V/.T S X)A(xvybayn) = (VZ € X)A(Z7y177yn)

Beweisskizze: Seien by, ..., b, € X so, dass (3x € X) A(x,by,...,b,) gilt. Dann gibt es ein
a € X, sodass A(a,by,...,b,) gilt. Also belegt z := a, dass auch

(32 € X) A(2, b1, .., by)

gilt. Die umgekehrte Implikation und die Aussage iiber den Allquantor werden ganz ahnlich
bewiesen. 0
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SATZ 5.7 (Vertauschung gleicher Quantoren). Sei A(z,y) eine Aussageform, die fiir alle x € X
und y € Y definiert ist. Dann gilt:

(1) (Fzr e X)TyeY)Ax,y) = (FyeY)3Tx € X) A(z,vy).
(2) Ve e X)(VyeY)A(x,y) = Vy € Y)(Vx € X) A(x, y).

Der néchste Satz sagt, dass ,,nicht alle Schafe sind wei3“ dquivalent zu ,,es gibt ein Schaf, das
nicht weif ist* ist.

SATz 5.8 (Regel von De Morgan fiir Quantoren). Sei A(x) eine Aussageform, die fir alle x € X
definiert ist. Dann gilt:

(1) ~((3z € X) A(z)) = (Vz € X)(=A(z)).
(2) ~((Vz € X) A(z)) = (3z € X)(=A(z)).

Beweis: (1): Wir nehmen zunéchst an, dass =((3z € X) A(x)) wahr ist. Wir wollen zeigen, dass
(Vo € X)(-A(x)) gilt. Sei dazu y € X. Wir wollen zeigen, dass —A(y) wahr ist. Wenn A(y)
wahr ist, so gilt belegt dieses y, dass (Jz € X)A(x) wahr ist, im Widerspruch zur Annahme.
Also ist A(y) falsch, und somit —A(y) wahr. Insgesamt gilt also (Vx € X) (-A(z)).

Nehmen wir nun an, dass (Vo € X)(—=A(x)) wahr ist. Wir wollen zeigen, dass =((Jz € X) A(x))
wahr ist. Dazu zeigen wir, dass (dz € X) A(x) falsch ist. Nehmen wir, im Widerspruch zur
Behauptung, an, dass (3x € X) A(z) wahr ist. Sei y € X ein Element aus X, das das belegt, also
so, dass A(y) gilt. Dann ist = A(y) falsch, im Widerspruch zur Annahme, dass (Vz € X)—-A(z)
wahr ist. Somit ist die (3x € X) A(x) falsch.

(2): wird hier ausgelassen. O

SATZ 5.9 (Vorziehen des Quantors). Seien A(x) und B(x,y) Aussageformen, die fir alle x € X
und y € Y definiert sind. Dann gilt:

(1) A(z) ANy € Y) B(z,y) = (Jy € Y) (A(2) A B(z,y))
(2) A(z) vV (Vy € Y) B(z,y) = (Vy € Y) (A(z) V B(x,y)).

Beweis: (1) Nehmen wir an, dass a € X so ist, dass A(a) A (Fy € Y)B(a,y) gilt. Dann gibt es
ein b € Y, sodass B(a,b) gilt. Nun belegt dieses b, dass (Jy € V') (A(a) A B(a,y)) gilt.

Sei umgekehrt a € X so, dass (Jy € Y') (A(a) A B(a,y)) gilt. Sei b € Y so, dass A(a) A B(a,b)
gilt. Dann gilt A(a), und b belegt, dass (Jy € Y)B(a,y) gilt. Somit gilt A(a) A (Jy € Y)B(a,y).

Die beiden Aussageformen gelten also fiir die gleichen a € X, und sind somit dquivalent.
(2) Vorlesung. O
Entscheidend ist hier, dass im Ausdruck A(z) die Variable y nicht vorkommen darf.

SATZ 5.10 (Vorziehen des Quantors). Seien A(x) und B(x,y) Aussageformen, die fir alle
r e X undy €Y definiert sind. Wenn die Menge Y nicht leer ist, so gult:

(1) A(z) v (3y € Y)B(z,y) = (Fy € Y) (A(z) V B(z,y)).
(2) A(z) AN(Vy € Y)B(xz,y) = (Vy € Y) (A(z) A B(z,y)).

SATz 5.11. Sei A(z,y) eine Aussageform, die fir alle x € X und y € Y definiert ist. Wenn
(Jz € X)(Vy € Y) A(x,y) gilt, so auch (Vy € Y)(Fz € X) A(x,y).

Wir schlieflen diesen Abschnitt mit einer auf den ersten Blick iiberraschenden Tautologie. Als
Tautologie bezeichnet man eine Eigenschaft von Aussageformen, die fiir alle Aussageformen

gilt, wie etwa (Vx € X) (A(z) V (mA(z))).



3. RECHENREGELN FUR QUANTOREN 69

SATZ 5.12. Sei X eine nichtleere Menge, und sei A(x) eine Aussageform, die fir alle x € X
definiert ist. Dann sind die folgenden Aussagen wahr:

(1) (3w € X) (Ax) = ((Vy € X) AW)) ).
(2) Bz € X)(Vy € X) ((mA(2)) V A(y)).-

Beweis: (1) Wir miissen ein = € X finden, sodass A(x) = ((Vy € X) A(y)) gilt. Wir betrachten
dazu zwei Félle.

> 1.Fall: (Vy € X) A(y) gilt: Wir benutzen, dass X nicht leer ist und somit ein Element
a besitzt. Wir setzen x := a. Es gilt dann A(a) = ((Vy € X) A(y)), da wegen der
Fallannahme die Konklusion dieser Implikation wahr ist.

> 2.Fall: (Vy € X) A(y) gilt nicht: Dann gilt =((Vy € X) A(y)), also (Jy € X)(—A(y)).
Sei a € X so, dass = A(a) gilt. Dann gilt A(a) = ((Vy € X) A(y)), da die Prémisse der
Implikation falsch ist.

(2) Ubung.
Die Aussage von Satz 5.12 wird manchmal so formuliert:
Es gibt immer einen, sodass, wenn der einen Hut trégt, alle einen Hut tragen.

Die Aussage A(z) ist dann .z trigt einen Hut“. Abgesehen davon, dass diese Formulierung
die Bedingung iibergeht, dass die Menge X nicht leer sein soll, konnte sie in folgender Weise
missverstanden werden:

Es gibt ein € X, sodass fiir alle Aussageformen A gilt: wenn A(z) gilt, so
gilt fiir alle y € X, dass A(y).

In dieser Weise missverstanden heifit der obige Satz:

Es gibt einen in unserer Gruppe, wir nennen ihn Franz, sodass folgendes gilt:
wann immer Franz einen Hut auf hat, haben alle einen Hut auf.

Es ist aber offensichtlich, dass es so einen Franz nicht geben kann. Es ist ndmlich moglich, dass
Franz einen Hut trédgt, aber sonst niemand. Der Satz mit dem Hut sollte also so verstanden
werden:

Fiir alle Aussageformen A gibt es ein x € X mit folgender Eigenschaft: wenn
A(x) gilt, so gilt fiir alle y € X, dass A(y).

Das ist jetzt genau die Aussage von Satz 5.12(3), und wir konnen dieses x schnell finden.
Ubertragen auf die Formulierung mit dem Hut ist dieser eine jemand, der keinen Hut tragt,
falls es so jemanden gibt, und irgendjemand sonst.

UBUNGSAUFGABEN 5.13.
(1) Zeigen Sie: Wenn Y nicht leer ist und (Vy € V) (C(y)) gilt, so gilt auch (Jy € Y) (C(y)).

Zeigen Sie in den folgenden Beispielen jeweils, dass die Aussagen p und ¢ nicht dquivalent sein miissen,
indem Sie konkrete Aussageformen finden, sodass p und ¢ nicht dquivalent sind.

(2) p = (Vx € R)(Fy € R) A(x,y), ¢ = (Fy € R)(Vx € R) A(x,y). Hinweis: Versuchen Sie fiir
A(z,y) eine Gleichung in x und y.
(3) p= (Vz € R)(Jy € R) A(z,y), ¢ = (3z € R)(Vy € R) A(z,y).
(4) p= 3z eR)(A(x) = B), ¢ =((3x € R) A(z)) = B.
Bestimmen Sie in den folgenden Beispielen, ob p und g fiir alle Aussageformen dquivalent
sind.
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(5) p=3zx€R : A(zx) ANB(z),q= (Fr € R : A(x)) A (Fz € R : B(x)).
(6) p=3zx€R : A(x) VB(z),¢q=(Fr €R : A(x))V (Iz € R : B(x)).
(7) p=VzxeR : A(z)VB(z),qg= VzeR : Az))V (Vz e R : B(:c))
(8) Seien A, B Aussageformen, sodass (Vz € R) (A(x) = B(z)) und (3z € R) A(x) beide gelten.

Zeigen Sie, dass (3x € R) (A(z) A B(z)) gilt.
(9) Ist folgende Aussage fiir alle Aussageformen wahr? (3x € R) (Vy € R) (A(y) = A(z)).
(10) Zeigen Sie Satz 5.12 (2).
(11) Bestimmen Sie jeweils den Wahrheitswert folgender Aussagen.
(a) Ve eN:2 |22 = 2]z
(b) Vz €N:4 |22 = 4| .
(c) Ir eN:4 |22 N4 |
(d) Iz eN:4 |22 A (=(4]2)).
(12) Beweisen Sie folgende Aussagen:
(a) Ve e NIz eN:x <22 A 22 <2+ 3.
(b) Ve,yeN:z-y=7T=(x=1Vy=1).
(c)Ve,yeN:2|z-y=(2]|zV2]|y).
Was bedeutet jede dieser Aussagen?
(13) Wir betrachten Aussageformen iiber den reellen Zahlen.
(a) Finden Sie eine Aussageform B(y), die zur Aussageform
JreR:y+22=3
dquivalent ist, aber keinen Quantor enthélt.
(b) Finden Sie eine Aussageform B(y, z), die zur Aussageform
dreR: (r+2z=0und z — 3y =0)

dquivalent ist, aber keine Quantoren enthélt.
(14) Wir betrachten Aussageformen iiber den reellen Zahlen.
(a) Finden Sie eine Aussageform B(y), die zur Aussageform

dJreR:(x+y=>5und z — 3y =—-7)

dquivalent ist, aber keine Quantoren enthélt.
(b) Finden Sie eine Aussageform B(y), die zur Aussageform

(FzeR)(Vx e R)(z - (y — 3) = 2)

dquivalent ist, aber keine Quantoren enthélt.

4. Weitere Quantoren

Manchmal verwendet man auch andere Quantoren, etwa in
es gibt genau ein o € R, sodass x > 0 und 2? = 4.

Eine Schreibweise dafiir ist
JzeR:(z>0A2°=4).
Das kann man auch ohne den neuen Quantor 3! ausdriicken, etwa durch
JreR: <(.7:>0/\.:E2:4)/\(Vy€R:((y>0/\y2:4):>y:x))).

Meistens ist es niitzlich, die Aussage in eine Konjunktion von ,es gibt mindestens ein“ und , es
gibt hochstens ein“ zu verwandeln. Die Formalisierung ist dann

(Jz eR:(z>0A2"=4)) A
(VyERVzER:(y>0/\y2:4/\z>0/\22:4):>y:z).

SATZ 5.14. Sei A(x) eine Aussageform, die fir alle x € X definiert ist. Dann sind folgende
beiden Aussagen dquivalent.
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(1) Az e X) A(z),
2) (Bre X)A@@)) A ((Vy € X)(v2 € X) ((AlW) A (A=) = y = 2) ).

Auch andere Formulierungen, wie ,;es gibt kein“, , es gibt mindestens zwei“, . es gibt hochstens
zwei“, ..., lassen sich mit 3,V,— und = gut ausdriicken. Der Sinn davon ist, dass die ge-
brauchlichen Regeln unseres logischen Schlieflens genau zu den Quantoren 3 und V passen.
Einen Beweis von ,es gibt genau ein® fithrt man etwa oft dadurch, dass man zeigt, dass es min-
destens ein Element gibt, und dass zwei Elemente, die beide die geforderte Bedingung erfiillen,
gleich sein miissen. Man beniitzt also Satz 5.14.

UBUNGSAUFGABEN 5.15.

(1) Geben Sie Formulierungen von ,es gibt kein z € X mit A(x)“, von ,es gibt mindestens zwei
x € X mit A(x)“, von ,es gibt hochstens zwei x € X mit A(x)“ und von ,es gibt genau zwei
x € X mit A(x)* an, in denen Sie nur die Quantoren 3 und V beniitzen.



KAPITEL 6

Mengen

1. Eigenschaften von Mengen

Unter einer Menge stellen wir uns eine Zusammenfassung von Objekten zu einem Ganzen vor.
Wenn das Objekt a zur Menge M gehért, schreiben wir

ae€ M,

und sagen, dass a ein Element von M ist. Zwei Mengen A, B sehen wir als gleich an, wenn
sie dieselben Elemente enthalten. Diese Eigenschaft nennt man das Extensionalititsaziom oder
Aziom der Umfangsbestimmtheit.

Wir geben zunéchst in Form von Beispielen drei wichtige Arten an, in denen man eine Menge
angeben kann. Die Menge A = {2, 3,4} ist die Menge, die genau die drei Zahlen 2,3 und 4 als
Elemente besitzt. Als néchstes geben wir eine Menge B durch

B:={r€Z|WeEZ y =21}

an. Wir lesen das als ,, B ist die Menge der x in Z, fiir die es ein y in Z gibt, sodass x gleich y
zum Quadrat ist“. Die Menge B enthélt also die Zahlen 1, 4, 9, 16, 25,.... Schliellich geben
wir eine Menge C' durch

C:={2*|r €Z,x < -5}
an. Wir lesen das als ,,C ist die Menge aller 22, wobei = Element von Z ist, und < —5
gilt“. C enthilt also alle Quadratzahlen ab 25. Man kann diese Art, C' anzugeben, auch als
Kurzschreibweise fiir C :={y € Z|3z: (y = 2* und z € Z und = < —5)} sehen.

Der Begriff Menge wird nicht prézise mathematisch definiert. Vielmehr gibt man einige Figen-
schaften an, die Mengen unserer Vorstellung nach erfiillen sollen. Als Grundlage fast aller Teil-
gebiete der Mathematik haben sich jene Eigenschaften bewéhrt, die Ernst Zermelo (1871-1953),
Abraham Fraenkel (1891-1965) und Thoralf Skolem (1887-1963) von 1907 bis 1929 von Mengen
gefordert haben. Diese Eigenschaften sind die Aziome der Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre. Die
Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre hat sich als ausgezeichnet geeignet herausgestellt, fast alle Re-
sultate der Mathematik klar darzustellen und zu vermitteln. Zum anderen sind die Axiome auch
theoretisch — in der Logik und der Mengenlehre — gut untersucht worden, ohne dass man bis
heute einen Widerspruch in ihnen gefunden hétte. Wir werden nicht alle Axiome diskutieren,
aber zumindest das Extensionalitdtsaxiom explizit angeben.

AxioMm 6.1 (Extensionalitdtsaxiom). Seien A, B Mengen. Dann gilt A = B genau dann, wenn
fiir alle x € A auch x € B gilt, und fiir alle x € B auch x € A gilt.

Insbesondere gilt {1,2} = {2,1} = {2,1,1,2,2} = {x € N|z < 2} = {n € N|da,b,c € N :
a" 4+ b" = "}, da diese Mengen alle genau dieselben Elemente enthalten. Dass auch die letzte
Menge genau {1,2} ist, war allerdings 358 Jahre lang ein offenes Problem (Fermats letzter
Satz), bevor es Andrew Wiles' im Jahr 1995 gelost hat.

L Andrew Wiles, *1953
T2
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Das Extensionalititsaxiom liefert insbesondere: wenn A = B und = € A ist, so gilt auch x € B.
Zusétzlich brauchen wir auch folgende Eigenschaft von Mengen:

Wenn z =y und z € A, so gilt auch y € A. (6.1)

Eine Menge soll also nicht zwischen gleichen Elementen unterscheiden kénnen. Um diese Eigenschaft
zu garantieren, fordert man, dass fiir alle Aussageformen P(x) und alle a, b gilt:

(a =bund P(a)) = P(b).
Wenn man fiir das Priadikat P(z) die Aussageform = € A verwendet, erhélt man (6.1).

DEFINITION 6.2 (Teilmenge). Seien A, B Mengen. Dann gilt A C B genau dann, wenn fiir alle
a € A auch a € B gilt.

Wir konnen nun das Extensionalitatsaxiom so umformulieren:
Seien A, B Mengen. Dann gilt A = B genau dann, wenn A C B und B C A.

Anstelle von A C B schreiben wir manchmal B D A.
UBUNGSAUFGABEN 6.3.
(1) Geben Sie folgende Mengen in einer der Formen {z € A | B(x)} oder {f(z) | v € A und B(z)}

an.
(a) Die Menge aller natiirlicher Zahlen, die durch 7 teilbar sind.
(b) Die Menge aller reeller Zahlen, die grofier oder gleich —1 sind, aber kleiner als 15.
(c) Die Menge aller ganzzahligen Zweierpotenzen.
(d) Die Menge aller ganzen Zahlen, die ein Quadrat einer natiirlichen Zahl sind.
(2) Geben Sie die Mengen {z € Z | 22 < 7} und {2? | € Nund z < 3} jeweils in der Form
{a1,a9,...,a,}, also durch Aufzihlen aller ihrer Elemente an. Wie wiirden Sie “{z € Z |
22 <7} und “{2? |z € N und z < 3}” jeweils vorlesen?

2. Operationen auf Mengen

Wir werden nun einige Operationen definieren, mithilfe derer wir aus gegebenen neue Mengen
bilden konnen.

DEFINITION 6.4 (Durchschnitt und Vereinigung). Seien A, B Mengen. Dann definieren wir:

ANB = {z|z€ Aund z € B},
AUB = {z|xz € Aoder x € B}.

AN B ist der Durchschnitt von A und B. AU B ist die Vereinigung von A und B.
SATZ 6.5. Seien A, B,C Mengen. Dann gilt:

(

(2) AUB=BUA,

(3) AuU(BUC)=(AUuB)UC,

(4) An(BNC)=(AnB)NC,

(5) (ANB)UC =(AuC)Nn(BUC),
(6) (AUB)NC =(ANnC)U(BNC).

Wir zeigen zwei mogliche Arten, diese Gleichungen zu beweisen, und illustrieren diese Arten
am Beispiel (5).
Beweis I von Satz 6.5 (5): Es gilt
(ANB)UC ={z|z € AN B oder z € C'}
={z|(zre ANz eB)Vze(l}.
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AuBlerdem gilt
(AuC)N(BUC) ={z|z € AUCANz € BUC}
={z|(r€e AVeeC)AN(zeBVvzel)}

Wir miissen also nachweisen, dass fiir alle x die Eigenschaft (z € ANz € B) Va € C genau
dann gilt, wenn (z € AVz € C)A(z € BV e C). Sei dazu z fixiert. Wir beobachten, dass
beide Aussagen aus den gleichen drei Aussagen a := (x € A), b:= (x € B), und ¢ := (x € C)
zusammengebaut sind. Wir brauchen also nur 8 Fille zu untersuchen, je nach dem ob a,b,c
jeweils wahr oder falsch sind.

a b cllave bVve (avVe)AN(bVe)|l(aAb) (aAb)Ve
for 7 f f f f
ff w| w w w f w
frw [N w S S f
f w w w w w f w
w fof| w f f f f
w f wl| w w w / w
w w f|| w w w w w
wow w| w w w w w

Wir sehen, dass (a V ¢) A (bV ¢) und (a A b) V ¢ fiir alle Belegungen von a, b, ¢ mit w und
f den gleichen Wert annehmen. Somit gilt (z € AAxz € B)Vx € C genau dann, wenn
(e AVeeC)AN(zeBVzel) Alsogilt (ANB)UC =(AUC)N(BUCQC). O

In diesem Beweis haben wir die Mengengleichheit (AN B) U C = (AU C) N (B U C) also auf
die Aquivalenz der Aussagen (a Ab)Vcund (aVc) A (bV c) zuriickgefiihrt. Kiirzer kénnte man
diesen Beweis so formulieren: Es gilt

re(AUC)N(BUCQC) re AUC)AN(x € BUC)
(xeA)VzxeO)AN(zeB)V(xel))
(xe A)AN(z € B))V (zeC)
S((reAnB)V(zel)
sre(ANB)UC.

<
<
dl

Im zweiten Beweis benutzen wir jetzt eine Technik, die man oft zum Beweisen der Gleichheit
zweier Mengen X und Y verwendet. Um X =Y zu zeigen, beweisen wir X C Y und Y C X.
Das Extensionalitdtsaxiom sagt dann, dass X und Y gleich sind.

Beweis II von Satz 6.5: Um zu zeigen, dass
(ANB)UC =(AUC)N(BUCQO), (6.2)

zeigen wir, dass (ANB)UC C (AUC)N(BUC) und dass (ANB)UC D (AUC)N(BUC).
,C“ Seiz € (AN B)UC. Wir wollen zeigen, dass z € (AUC)N (BUC).

Dazu zeigen wir zuerst, dass © € AUC. Da z € (AN B)UC, wissen wir, dass € AN B oder
zeC.

> 1.Fall: x € AN B: Dadann x € AN B, gilt x € A, und somit z € AUC.
> 2.Fall: x € C': Dann liegt  in AU C.

Somit liegt z also in AU C.
Nun zeigen wir, dass x € BUC. Da x € (AN B) U C, wissen wir, dass z in AN B oder in C'
liegt.

> 1.Fall: x € AN B: Dann gilt z € B, und somit x € BUC.
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> 2.Fall: x € C: Dann liegt z in BUC.

Somit liegt x also in BU C.
Daher liegt = also sowohl in AU C' als auch in B U C', und somit gilt x € (AUC)N (BUC).
,2“ Seixz € (AUC)N (BUC). Wir wollen zeigen, dass z € (AN B)UC. Wir betrachten dazu

zwel Falle.

> 1. Fall: x € C: Dann liegt 2 auch in (AN B)UC.

> 2 Fall: x ¢ C: Daxin (AUC)N (BUCQC) liegt, gilt x € AUC. Da z ¢ C, gilt also
z € A Dazin (AUC)N(BUC) liegt, gilt auch x € BUC. Dax & C, gilt also z € B.
Insgesamt gilt also x € AN B, und somit z € (AN B)UC.

]
UBUNGSAUFGABEN 6.6.

(1) Zeigen Sie die iibrigen Aussagen von Satz 6.5. Versuchen Sie, Beweise in beiden der illustrier-
ten Arten (also einmal durch Verwendung von Gleichheiten der Aussagenlogik, und einmal
durch Beweisen von zwei Inklusionen) anzugeben.

DEFINITION 6.7. Seien A, B Mengen. Dann ist B \ A definiert durch
B\ A:={z|z € Bund z € A}.

Dabei steht x ¢ A fiir (nicht x € A).

Wenn man nur Mengen betrachtet, die Teilmengen einer Menge U, des Universums, sind, so
schreibt man auch Gy B fiir U \ B. Es gelten etwa folgende Zusammenhiinge:

SATZ 6.8. Seien A, B,C,U Mengen, sodass A, B,C Teilmengen von U sind. Dann gilt:

(1) B\ A=Bn((yA),
(2) C\(B\A)=(AnC)U(C\ B),
(3) (De Morgansche Regeln) Cy;(ANB) = Cy(A)UCy(B) und Cy(AUB) = Cy(A)NCy(B).

Beweis von (2): Es gilt
re(C\(B\A)ezrzeCA(xgB\A)

sSreCAN-(reBANrgA)
sreCN@gBVreA
SxeChxgB)V(reCNnxeA)

S (xeC\B)V(relCnA)

s ze(C\B)U(CNA).

U

Mit @ bezeichnen wir die leere Menge, die kein Element enthélt. Fiir jede Menge A gilt & C A
und A\ A =02.

UBUNGSAUFGABEN 6.9.

(1) Zeigen Sie die iibrigen Aussagen von Satz 6.8.

(2) Seien A, B,C Mengen mit ANC = @ und AU C = B. Zeigen Sie, dass C = B\ A.

(3) Seien A, B,C Mengen, sodass C C AU B und C N A = &. Zeigen Sie, dass dann C' C B gilt.
(4) Seien A, B,C Mengen mit AN B C C und B C AUC. Zeigen Sie B C C.

(5) Gilt fur alle Mengen A, B,C, dass A\ (B\C)=(ANC)U(A\ B)?

(6) Gilt fur alle Mengen A, B,C, dass (A\C)\ (C\ B)=AUDB?
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DEFINITION 6.10. Seien A, B Mengen. Mit AAB bezeichnen wir die Menge
AAB = (A\ B)U(B\ A).

AAB heifit die symmetrische Differenz von A und B. Ein Element z liegt also in AAB, wenn es
in genau einer der Mengen A und B enthalten ist, wenn also (x € ANz € B)V (x € AANx € B)
gilt. Wir werden im folgenden auch brauchen, wann ein Element nicht in AAB liegt. Es gilt

rgAAB < (v e ANz eB)V(xg ANz € B).
SATZ 6.11. Seien A, B,C' Mengen. Es gilt:

(1) AAB=(AUB)\ (AN B).

(2) (AAB)AC = AA(BAC).

(3) AAB = BAA.

(4) AAo = A.

(5) AAA =o.

(6) (AAB)NC =(ANC)A(BNC).

Beweis: Wir zeigen (2). Dazu beobachten wir, dass fiir jedes x gilt:
r € (AAB)AC & (x € (AAB)\ C) Vv (z € C'\ (AAB))
& (re(AAB)ANx ¢ C)V(x e C ANz ¢ (AAB))
(zeANz¢g¢B)V(reBAxgA)Nx g )
(xeCAN(xe ANz eB)V(t¢€ ANz & B)))
(re AN gBANxgCO)V(rgANz e BAx ¢ C)
(e ANzeBAzeC)V(egANzs EgBANxel).
Ahnliche Berechnung zeigen, dass © € AA(BAC) ebenfalls genau dann gilt, wenn (z € ANz &

BAxzgCO)V (g ANz eBANxgC)V(re ANeeBANzeC)V(egANz g BAr e ().
Das beweist (2)

=
V
=
V

Wir beweisen nun (6), indem wir beide Inklusionen zeigen. Sei dazu x € (AAB) N C. Da
x € AAB liegt, gilt r € ANx ¢ Boder v ¢ Aund = € B.

> 1LFal: z € ANz ¢ B:DaxeC,gilt x € (ANC). Es gilt © ¢ (BN (). Insgesamt gilt
also x € (ANC)A(BN(Q)).

> 2Fall: e € ANz € B:Dax e C,gilt x € (BNC). Es gilt x ¢ (AN C). Insgesamt gilt
also x € (ANC)A(BN(Q)).

Somit ist die Inklusion C gezeigt.
Fiir O wahlen wir z € (ANC)A(BNC). Daz € (ANC)A(BNC) liegt, gilt x € (ANC)Ax &
(BNC)oderz & (ANC)ANz € (BNC).

>l Fal:z e (ANC)ANz g (BNC):Daze AnNCgiltx € Cundz € A. Dax e C
und x ¢ BN C, gilt ¢ B. Somit gilt © € (AAB) und = € C, also z € (AAB) N C.
>2 Fall e ¢ (ANC)ANz e (BNC):Daze BNCgiltz € Cundz € B.DaxeC
und x € ANC, gilt © ¢ A. Somit gilt z € (AAB) und z € C, also x € (AAB)N C.

U

UBUNGSAUFGABEN 6.12.

(1) Sei n € N, und seien Aq,..., A, Mengen. Zeigen Sie, dass
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genau dann gilt, wenn x in einer ungeraden Anzahl der Mengen Ai,..., A, enthalten ist.
Hinweis: Induktion nach n.

DEFINITION 6.13. Sei A eine Menge. Dann ist die Menge P(A), die Potenzmenge von A,
definiert durch
P(A) :={B|B C A}.

Es gilt etwa P({1,2}) = {2, {1}, {2}, {1,2}}.
SATZ 6.14. Sein € N, und sei A ={1,2,...,n}. Dann hat P(A) genau 2" Elemente.

Beweis: Wir beweisen diesen Satz mit Induktion®. Sei n = 1. Dann gilt A = {1} und P(4) =
{@,{1}}. Die Menge P(A) hat also genau 2 Elemente. Wir nehmen nun an, dass n € N, und
dass P({1,...,n}) genau 2" Elemente hat. Wir berechnen nun P({1,...,n + 1}). Es gilt

PH{1,...,n,n+1})={B|BC{l,....,n+1} An+1€ B}
U{B|BC{l,....n+1} An+1¢ B}
={CU{n+1}|CC{1,...,n}}
u{C|C C{l1,...,n}}.

Die Menge {C'|C C {1,...,n}} ist die Menge P({1,...,n}). Nach der Induktionsannahme
hat diese Menge 2" Elemente. Da verschiedene Teilmengen von {1,...,n} durch Hinzufiigen
von n + 1 verschieden bleiben, hat auch {C'U {n + 1} |C C {1,...,n}} genau 2" Elemente.
SchlieBlich haben {C'U {n + 1}|C C {1,...,n}} und {C'|C C {1,...,n}} keine Elemente
gemeinsam, es gilt daher

(Culn+1}|CcC{l,... a)yn{Cc|CC{l,... n}} =2,

Also hat ihre Vereinigung 2" 42" = 2"*! Elemente. Insgesamt hat P({1,...,n+1}) also genau
2"*! Elemente; damit ist auch der Induktionsschritt gelungen. U

UBUNGSAUFGABEN 6.15.

(1) Wie lauten die Potenzmengen folgender Mengen:

(a) Ay ={1,2,3,4}.

(b) A2 ={1,{1,3},3}.

(C) Az = {{17 2, {3}}}
(2) Gilt fur alle Mengen A, B, dass P(A)NP(B) =P(ANB)?
(3) Gilt fur alle Mengen A, B, dass P(A) UP(B) =P(AUB)?

Wenn eine Menge A genau n verschiedene Elemente hat (mit n € Ny), so schreiben wir |A| = n
(oder #A = n). Eine solche Menge nennen wir auch n-elementig, und wir sagen, n ist die
Kardinalitdt oder Mdchtigkeit der Menge. Eine Menge, fiir die es kein solches n € Ny gibt,
bezeichnen wir als unendlich. Manchmal schreibt man |A| = co. Eine genauere Unterscheidung
zwischen , verschieden groflen® unendlichen Mengen werden wir in Kapitel 8 vornehmen.

Wir halten nun die Kardinalitét einiger endlichen Mengen fest.
SATZ 6.16. Seien A, B, Ay, ..., A, endliche Mengen. Dann gilt:
(1) Wenn ANB =g, so gilt |[AUB| = |A|] + |B|.
(2) Wenn fir alle i,5 € {1,...,n} miti # j gilt, dass A; N A; = @, so gilt: |A; U Ay U
S UAL = A A 4 4 A
2Ein Beweis mit Induktion ist der Beweis einer Aussage ¥n € N : A(n) dadurch, dass man A(1) und Vn €
N : A(n) = A(n + 1) zeigt. A(1) heifit dabei der Induktionsanfang, und Vn € N : A(n) = A(n 4+ 1) der

Induktionsschritt. Im Beweis von A(n) = A(n + 1) heifit A(n) auch die Induktionsvoraussetzung und A(n + 1)
die Induktionsbehauptung.
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(3) Es gilt |[AUB| = |A|+ |B| — |AN B.

Beweis: Wir beweisen hier nur die Eigenschaft (2). Da A\ B und B disjunkt sind, und AUB =
(A\ B) U B, gilt

|AUB| =|A\ B| +|B]. (6.3)
Nun gilt (ANB)U(A\B) = Aund (ANB)N(A\ B) = @. Folglich gilt |[ANB|+|A\ B| = |A|.
Wenn man nun in Gleichung (6.3) |A\ B| durch |A| —|AN B| ersetzt, so erhélt man |[AU B| =
|A| +|B| — |JAN Bj. O
SATZ 6.17. Sei A eine Menge mit n Elementen, und sei i € {0,...,n}. Dann hat A genau
(1) = Z,(nLLZ), Teilmengen mit i Elementen.

Beweis: Zunéchst zeigen wir, dass fir n € Nund ¢ € {1,...,n — 1} gilt:

(1) =)+ () (6.4)
Es gilt ("7') + (?—_11) - (n(jlfji))!!i! + (nfg?(li)i1)! - ("71)!?2?325"7”” - ((?;3:: - (njLi!)!i! = (1)
Das beweist (6.4). Nun zeigen wir den Satz mit Induktion nach n. Fiir n = 1 sehen wir, dass
eine einelementige Menge genau eine nullelementige und eine einelementige Teilmenge hat. Sei
nun n > 2. Fiir ¢ = 0 sehen wir, dass A genau eine nullelementige Teilmenge, ndmlich &, hat.
Fiir i = n hat A genau eine n-elementige Teilmenge, ndmlich A. Sei nun ¢ € {1,...,n — 1}.

Wir wéhlen ein Element a aus A. Es gilt
{B|BCA,|B|=i}={B|BCA,|B|=i,a¢ BfU{B|BC A,|B|=1i,a € B}
={B[B < A\ {a},|B| =1}
U{BU{a}|BC A\ {a},|B|=1i—1}.
Nun hat die erste dieser Mengen (") und die zweite (7~} ) Elemente. Somit gilt [{B : B C
A Bl =i} = (") + (i) = (7). O
Es gibt Mengen, deren Elemente wiederum allesamt Mengen sind. Wir geben jetzt der Ver-

einigung aller Elemente einer Menge und dem Durchschnitt aller Elemente einer Menge eine
Abkiirzung.

DEFINITION 6.18. Sei A eine Menge, deren Elemente alle Mengen sind. Mit UA oder U A
AcA

bezeichnen wir die Menge, die durch
JA={z|34cA:z € A}

definiert ist.

Beispiele:

> (J{{1.2}. 42,5}, {1,5,0}} = {0,1,2,5}.
> [ Jlnn+1[={z e R |z > 1}\N.

neN
> Jo =2
DEFINITION 6.19. Sei A eine nichtleere Menge, deren Elemente alle Mengen sind. Mit ﬂA

oder ﬂ A bezeichnen wir die Menge, die durch
AcA

(A= {z|VAc A:z € A}

definiert ist.
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Beispiel: [(|{{1,2},{2,5},{2,6}} = {2}, [ {ln.n+ 1[|n €N} = [|Jn.n+ 1] = @.

neN
UBUNGSAUFGABEN 6.20.

(1) Geben Sie die Menge
A=|J{(a,a+1i)|aeN}
i€N
in der Form A = {(¢,d) e NxN| ...... } an.
(2) Bestimmen Sie die Menge

B = ﬂ{(a,a—l—iﬂaeN}.

€N

3. Geordnete Paare

DEFINITION 6.21. Fiir beliebige a, b definieren wir das geordnete Paar (a,b) durch
(a,0) := {{a},{a, b}}.

SATZ 6.22. Fir alle a,b,c,d gilt (a,b) = (¢,d) genau dann, wenn a = ¢ und b = d.

Beweis: Wenn a = ¢ und b = d, so gilt (a,b) = {{a},{a,b}} = {{c},{c,d}} = (¢, d).

Wir zeigen nun, dass aus (a,b) = (¢, d) folgt, dass a = ¢ und b = d. Seien dazu a, b, ¢, d so, dass
(a,b) = (¢, d). Wir wissen also, dass {{a}, {a,b}} = {{c},{c, d}}.

> 1.Fall: a # b: Wir wissen, dass {c} € {{a},{a,b}}. Da {a,b} nicht einelementig
ist, kann nur {c¢} = {a} gelten. Dann gilt a = c. Somit gilt also {{a},{a,b}} =
{{a},{a,d}}. Da {a,b} # {a}, muss {a,b} = {a,d} gelten. Somit gilt b € {a,d}, und
folglich b = d.

> 2.Fall: a = b: Dann gilt {{a}} = {{c},{c,d}}. Also gilt {¢,d} = {a}, und somit
c=d=a. Also gilt a =cund d = b.

DEFINITION 6.23. Seien A, B Mengen. Wir definieren A x B, das kartesische Produkt von A
und B, durch
Ax B:={(a,b)|a € Aund b € B}.

SATZ 6.24. Seien A, B, X,Y Mengen. Dann gilt

(1) (AUB)x X =(Ax X)U (B x X),

(2) (ANB)x (XNY)=(AxX)N(BxY),

(3) o x B=g.

(4) Wenn A x B =@, so gilt A= & oder B = 0.
Beweis: Wir geben nur die Beweise von (1) und (4) an. (1): Es gilt (z,y) € (AUB)x X < (x
AvreB)hnye X e (rcANyeX)V(zreBAye X)) (z,y) e AxX)U(BxX). (4
Nehmen wir an A # @ und B # &. Dann gibt es a € A und b € B. Somit gilt (a,b) € A X B,
und folglich gilt A x B # @. O

S
E

4. Russellsches Paradoxon
SATZ 6.25. Sei A eine Menge, und sei B :={a € Ala & a}. Dann gilt B ¢ A.

Beweis: Nehmen wir an, dass B € A.
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> 1.Fall: B ¢ B: Dann gilt B € A und B € B. Also gilt B € B, im Widerspruch zur
Fallannahme. Dieser Fall kann also nicht auftreten.

> 2. Fall: B € B: Dann erfiillt B die Eigenschaft, die unter den Elementen von A jene
in B auswahlt; es gilt also B ¢ B, im Widerspruch zur Fallannahme.

Somit ist die Annahme B € A falsch; es gilt also B ¢ A. O

Damit gibt es auch keine Menge, die alle Mengen als Elemente enthalten wiirde: jede Menge
M enthélt zumindest die Menge {m € M |m & m} nicht als Element. Der Begriff , die Menge
aller Mengen“ ist also widerspriichlich, weil er von einem Objekt, das es nicht gibt, ndmlich
einer Menge aller Mengen, so spricht, als ob es dieses Objekt gibe. Dass es eine ,Menge aller
Mengen® nicht gibt, ist das Russellsche Paradozon.



KAPITEL 7

Funktionen

1. Relationen

DEFINITION 7.1. Seien A, B Mengen. Jede Teilmenge von A x B heifit auch Relation von A

nach B.

Beispiele:

(1)

Sei A := {Wien, Niederosterreich, Oberdsterreich, Salzburg, Tirol,
Vorarlberg, Burgenland, Steiermark, Karnten} die Menge der neun ésterreichischen Bun-
deslédnder, und sei B := {Donau, Inn, Traun}. Wir definieren eine Relation R durch

R:={(a,b) € A x B in a liegt ein Teil des Ufers von b}.

Wir erhalten R = {(Wien, Donau), (Niederosterreich, Donau),
(Oberosterreich, Donau), (Tirol, Inn), (Oberosterreich, Inn),
(Steiermark, Traun), (Oberdsterreich, Traun)}.
Fiir (a,b) € R schreiben wir auch a Rb. Sei nun A := R und B := Z. Wir definieren
eine Relation p durch
apb:=acbb+1]

fiir a € A, b € B. Dann gilt zum Beispiel (7,3) € p, (v/2,1) € p. BEs gilt also p =
{(r;,n) e RxN|n<r<n+1}.
Sei nun A := N und B := N. Wir definieren eine Relation K durch

(a,b) e K :&3JceNy:a+c=10

fir a € A, b € B. Wir sehen, dass K = {(z,y) € Nx N|z < y}. K ist also die
,Kkleiner-gleich“-Relation.
Nun definieren wir eine Relation =5 von Z nach Z durch

a=sb:edceZ:5-c=b—a.
Es gilt also
=5 = {(a,b) € Z X Z|b— a ist Vielfaches von 5}.

2. Funktionen

DEFINITION 7.2. Seien A, B Mengen, und sei R eine Relation von A nach B. R ist eine funk-
tionale Relation von A nach B, wenn es fiir alle a € A genau ein b € B gibt, sodass (a,b) € R.

Beispiele: Seien A := {1,2,3}, B = {a,b,c}, R := {(1,a),(2,¢),(3,¢)}. Dann ist R eine
funktionale Relation von A nach B.

Seli A =

R.

R, B:=R, f :={(r,sin(r)) |r € R}. Dann ist f eine funktionale Relation von R nach

Sei A:=R, B:=R, g := {(sin(r),r)|r € R}. Dann ist g keine funktionale Relation von R

nach R,

da es kein y € R gibt, sodass (—2,y) € R.
81
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Sei A:=[-1,1], B:=R, h:= {(sin(r),r) |r € R}. Dann ist h keine funktionale Relation von
A nach R, da (0,0) € h und (0,7) € h. Somit gibt es fiir a := 0 mehr als ein b € R, sodass
(a,b) € h.

DEFINITION 7.3. Seien A, B Mengen, und sei f eine funktionale Relation von A nach B. Fiir
a € A bezeichnen wir mit f(a) dann jenes b € B, fur das (a,b) € f.

Funktionale Relationen von A nach B bezeichnen wir auch einfach als Funktionen von A nach
B. Funktionen kann man auf verschiedene Arten angeben. Wir betrachten einige gebrauchliche
Varianten fiir die Quadratfunktion ¢ auf den ganzen Zahlen.

(1) Direkt als Menge: q := {(z,2?) |z € Z}. Die Menge kann natiirlich auch anders ange-
geben werden, zum Beispiel durch ¢ := {(x,y) € Z x Z |y = 2*}.
(2) Durch eine Zuordnungsvorschrift:
q : L — 7
r — 2%

Man liest das als ,,q ist eine Funktion von Z nach Z, die jedes z aus Z auf 22 abbildet®.
(3) Durch Angabe des Funktionswerts, also etwa so: ¢ : Z — Z, q(z) := 2* fiir 2 € Z.
(Lies: ,,q ist eine Funktion von Z nach Z, und ¢(z) ist gleich 2 fiir alle z € Z.“)

Egal, welche der drei Varianten man wahlt: ¢ ist dadurch jedesmal als die gleiche Teilmenge
von 7 X 7 definiert. Die Schreibweise f : A — B bedeutet f ist eine Funktion von A nach B,
also einfach f ist eine funktionale Relation von A nach B.

UBUNGSAUFGABEN 7.4.

(1) Welche der folgenden Relationen sind Funktionen von N nach R? Begriinden Sie Ihre Antwort,
und geben Sie jene Relationen, die Funktionen sind, auch in der Form

N —- R
T —
(a) f={(2% )|z € R} (N x R).
(b) g={((z—1)(x—2), z) |z € R} N (N x R).
() h={(a,b) e NxR|b= g}

DEFINITION 7.5 (Einschrankung). Seien A, B Mengen, sei T eine Teilmenge von A, und sei f
eine Funktion von A nach B. Mit f|r bezeichnen wir die Funktion, die durch
f T — B
t — f(t)
gegeben ist. Sie heifit Einschrdinkung von f aufT.

Es gilt also flr = {(z,y) € flz €T} = fN (T x B).

DEFINITION 7.6. Seien A, B Mengen. Mit B4 bezeichnet man die Menge aller Funktionen von
A nach B. Genauer:
BA = {feP(AxB)|f:A— B}

SATZ 7.7. Seien n,m € N, und sei A= {1,...,m}, B:={1,...,n}. Dann hat B* genau n™
Elemente.

Beweisskizze: Um zu zéhlen, wieviele Funktionen f von {1,...,m} nach {1,... ,n} es gibt,
beobachten wir, dass wir n Moglichkeiten fiir f(1), n Maoglichkeiten fir f(2), ..., und n
Méoglichkeiten fiir f(m) haben. Insgesamt gibt es also n™ Funktionen. O
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3. Definitions- und Wertebereich

DEFINITION 7.8. Seien A, B Mengen, und sei f eine Funktion von A nach B. Dann heifit A
auch der Definitionsbereich von f. Der Wertebereich von f ist die Menge {f(a)|a € A}.

Den Wertebereich von f bezeichnet man auch als Bildbereich von f. Der Wertebereich einer
Funktion von A nach B enthélt also jene Elemente in B, die tatséchlich als Funktionswert
auftreten. Er muss nicht gleich der ganzen Menge B sein. Wenn f eine Funktion von A nach
B ist, so bezeichnen wir B auch als einen Wertevorrat oder eine Zielmenge von f.

DEFINITION 7.9. Seien A, B Mengen, und sei f eine Funktion von A nach B. Sei T' C A. Dann
bezeichnen wir mit f[T] die Bildmenge von T unter f, die wir mit

[T ={f@)|teT}
definieren.

Wenn keine Verwechslungen mdoglich sind, so schreibt man auch f(7) anstelle von f[T]. Fiir
die Sinusfunktion sin von R nach R ist der Wertebereich also das Intervall [—1,1]. Auflerdem

gilt sin[{n- T |n e N} = {~1,-¥2,0,%2 1}.
SATz 7.10. Seien A, B Mengen, und sei f eine Funktion von A nach B. Seien C; D C A. Dann
qgilt

(1) f(CUD)=f(C)Uf(D),
(2) fF(CND)C f(C)N f(D).

UBUNGSAUFGABEN 7.11.

(1) Beweisen Sie Satz 7.10.
(2) Finden Sie ein Beispiel, fir das f(C N D) # f(C)N f(D) ist.

DEFINITION 7.12. Seien A, B Mengen, und sei f eine Funktion von A nach B.

(1) Die Funktion f ist injektiv, wenn
Ve,ye A flz) = fly) =z =y

gilt.
(2) Die Funktion f ist surjektiv auf B, wenn es fiir alle b € B ein a € A gibt, sodass
f(a) = .

(3) Die Funktion f ist bijektiv von A nach B, wenn sie injektiv und surjektiv auf B ist.

Die Funktion f ist also injektiv, wenn es kein z,y € A mit « # y und f(z) = f(y) gibt.
Wenn fiir eine Funktion f : A — B klar ist, welches B gemeint ist, sagt man oft einfach ,, f
ist surjektiv® anstelle von  f ist surjektiv auf B“. Im folgenden arbeiten wir darauf hin, die
Wirkung einer Funktion wieder riickgéngig zu machen, also, wenn moglich, aus dem Bild f(x)
einer Funktion das Argument x zu rekonstruieren.

SATz 7.13. Seien A, B Mengen, und sei [ eine Funktion von A nach B. Sei
g :={(b,a) € Bx A|(a,b) € f}.
Dann sind dquivalent:

(1) g ist eine Funktion von B nach A.
(2) f ist eine bijektive Funktion von A nach B.

Beweis: (2)=(1): Sei b € B. Wir zeigen, dass es genau ein a € A gibt, sodass (b,a) € g. Da
f bijektiv ist, gibt es ein a € A mit f(a) = b, also mit (a,b) € f. Dann gilt (b,a) € g, und
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wir haben ein geeignetes a € A gefunden. Wir zeigen nun, dass es hochstens ein a € A mit
(b,a) € g gibt. Seien a;,as € A so, dass (b,a;) € g und (b, as) € g. Dann gilt (a1,b) € f und
(ag,b) € f, also b = f(a;) = f(az). Da f injektiv ist, gilt a1 = as. (1)=-(2): Wir zeigen als
erstes, dass f injektiv ist. Seien aj,as € A mit f(a1) = f(ag). Also gilt (ay, f(a1)) € f und
(ag, f(az)) € f, und somit (f(ay),a1) € g und (f(as),as) € g. Da g eine Funktion ist, muss
wegen f(a;) = f(ay) also auch a; = ap gelten. Somit ist f injektiv. Wir zeigen nun, dass f
surjektiv ist. Sei dazu b € B. Da g eine Funktion ist, gibt es ein a € A mit (b, a) € g. Somit gilt
(a,b) € f, und folglich f(a) = b. Also liegt b im Wertebereich von f. Somit ist f surjektiv. O

DEFINITION 7.14. Seien A, B Mengen, und sei f eine bijektive Funktion von A nach B. Die
Funktion g : B — A mit g = {(b,a) € B x A| f(a) = b} heifit die zu f inverse Funktion oder
Umkehrfunktion von f, und wird mit f~! abgekiirzt.

Die gleiche Schreibweise, f~!, verwendet man auch fiir etwas anderes:

DEFINITION 7.15. Seien A, B Mengen, und sei f eine Funktion von A nach B. Sei D C B.
Dann bezeichnet man mit f~![D] (oder f~!(D)) die Menge, die durch

f7'[D)==A{a € A| f(a) € D}
gegeben ist, und man nennt f~[D] das Urbild von D unter f.

4. Familien und Folgen

Wir kénnen es bestimmt nicht besser formulieren als P. Halmos [Hal76, S. 48].

Gelegentlich wird der Wertebereich einer Funktion fiir wichtiger gehalten als
die Funktion selbst. In einem solchen Falle werden Terminologie und Notation
stark verédndert. Sei zum Beispiel x eine Funktion von einer Menge [ in eine
Menge X. [...] Wir wollen jetzt ein Element des Definitionsbereiches I einen
Index und [ selbst die Indexmenge nennen; der Wertebereich der Funktion x
soll indizierte Menge und die Funktion selbst Familie heiflen; der Wert der
Funktion an einer Stelle ¢, Term der Familie genannt, wird (anstelle von z(7))
nun x; geschrieben.

DEFINITION 7.16. Seien I, X Mengen, und sei x eine Funktion von I nach X. Wir schreiben
x; fir (7). Wir definieren nun (z; |i € I) durch

(xiliel):={(i,z;)|i € I}.
Es gilt also z = (x;|i € I).

Fir (x;|i € I) schreibt man auch (z;);e;. Wenn f eine Funktion von A nach B, und C eine
Teilmenge von A ist, schreibt man

(f(c)]c € C) oder (f(¢))ecc
fiir die Menge {(c, f(¢)) |c € C}.

DEFINITION 7.17. Sei A eine Menge, sei n € N, und seien aq,...,a, € A. Mit dem n-Tupel
(ay,...,a,) meinen wir die Familie (a; |7 € {1,...,n}).

Eine mit der Menge [ indizierte Familie (a;);cr aus der Menge X ist also eine Funktion von
I nach X. Familien mit Indexmenge N oder Ny heiflen auch Folgen, Familien mit Indexmenge
{1,...,n} auch Tupel oder (endliche) Folgen. Ein n-Tupel (a4, ...,a,) sehen wir also als eine
mit der Indexmenge {1,...,n} indizierte Familie an. Das n-Tupel {(aq,...,a,) schreiben wir
auch als (ai,...,a,); dass jetzt (a,b) zwei verschiedene (aber in der Praxis sehr #&hnliche)
Bedeutungen haben kann, stort meist nicht.
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DEFINITION 7.18. Sei A eine Menge, und sei n € N. Mit A" bezeichnen wir die Menge aller
n-Tupel aus A, also

A" = {ay, ... an)|ar,...,an € Ay ={f|f:{1,...,n} — A}
DEFINITION 7.19. Sei (X;);es eine mit [ indizierte Familie von Mengen. Dann ist

[[Xi={a: 1= J{Xiliel} | Viel:x()e X;}
iel
= {()ier | (x;)ies ist eine Familie mit Vi € I : z; € X, }.
Wenn alle X; die gleiche Menge X sind, erhélt man [[,., X; = X I Die Menge der reellen
Zahlenfolgen ist also zum Beispiel genau die Menge RN,
Jetzt konnen wir noch ein Axiom der Mengenlehre angeben, das nicht aus den anderen Axiomen der
Mengenlehre folgt. Es hat so iiberraschende Konsequenzen, dass man seine Verwendung, im Unter-

schied zur Verwendung der anderen Axiome der Mengenlehre, manchmal explizit macht, und etwa
schreibt: junter Verwendung des Auswahlaxioms gilt“.

AXI0oM 7.20 (Auswahlaxiom). Sei I eine Menge, und sei (X;);ecs eine Familie von Mengen. Wir nehmen
an, dass fiir alle ¢ € I die Menge X; nicht leer ist. Dann ist auch Hie 7 X; nicht leer.

In einer anderen Formulierung:

Sei (X;);er eine Familie von nichtleeren Mengen. Dann gibt es eine Funktion f mit
Definitionsbereich I, sodass fiir alle i € I : f(i) € X; gilt.

Ein solches f heifit auch Auswahlfunktion; daher der Name Auswahlaziom.

Im Jahr 1937 zeigte K. Godel!: wenn die iiblichen Axiome der Mengenlehre widerspruchsfrei sind, so
sind auch die Axiome zusammen mit dem Auswahlaxiom widerspruchsfrei. Das Auswahlaxiom bringt
also keine ,neuen“ Widerspriiche. Im Jahr 1963 zeigte P. Cohen?, dass man auch das Gegenteil des
Auswahlaxioms, also die Existenz einer Familie nichtleerer Mengen, fiir die es keine Auswahlfunktion
gibt, annehmen kann, ohne dadurch neue Widerspriiche zu erhalten. Wenn also die iiblichen Axiome
der Mengenlehre widerspruchsfrei sind, so sind auch die Axiome zusammen mit der Negation des
Auswahlaxioms widerspruchsfrei. Das Auswahlaxiom ist also unabhingig von den anderen Axiomen
der Mengenlehre; seine Wahrheit wird von den anderen Axiomen nicht bestimmt. Legt man nur
die iiblichen Axiome der Mengenlehre zu Grunde, liegt das Auswahlaxiom also im ,,gesetzlich nicht
geregelten Raum“. Wir werden das Auswahlaxiom als giiltig voraussetzen.

UBUNGSAUFGABEN 7.21.

(1) (Funktionen) Fiir eine Funktion f : X — Y und A C X schreiben wir f[A] fiir {f(a)|a € X}.
Fiir welche Funktionen gilt, dass fiir alle Teilmengen A, B von X die Menge f[A N B] gleich
fIA] N f[B] ist?

5. Hintereinanderausfiihrung von Funktionen

DEFINITION 7.22. Seien A, B,C Mengen, sei f eine Funktion von A nach B, und sei g eine
Funktion von B nach C. Wir definieren g o f durch
gof : A — (C
a — g(f(a)).

Die Funktion g o f heifit die Hintereinanderausfihrung oder funktionale Komposition von f
und g. Man spricht ,,g nach f* fiir go f.

IKurt Godel, 1906-1978
2Paul Cohen, 1934-2007
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SATz 7.23 (Assoziativitdt der Hintereinanderausfiihrung). Seien A, B,C, D Mengen, und sei
f:A—=B,g:B—C,h:C— D. Dann gilt (hog)o f=ho(go f).

Beweis: Zwei Funktionen o und f sind genau dann gleich, wenn sie den gleichen Definitionsbe-
reich haben, und fiir alle z aus dem Definitionsbereich gilt, dass a(x) = S(z). Sei also = € A.

Dann gilt ((hog)o f)(z) = (hog) (f(z)) = h(g(f(x)) =h((go f)(x)) = (ho(fog))(x). O
SATz 7.24 (Hintereinanderausfithrung und inverse Funktion). Seien A, B Mengen, sei f eine

bijektive Funktion von A nach B, und sei f~' := {(b,a) € B x A|(a,b) € f} die zu f inverse
Funktion. Dann qgilt f~'o f =idy und fo f~! =idp.

Beweis: Sei a € A. Dann gilt (a, f(a)) € f, und somit (f(a),a) € f~1. Also gilt f~!(f(a)) =
Sei nun b € B, und sei a € A so, dass f(a) = b. Dann gilt (a,b) € f und somit (b,a) € f
Also gilt b= f(a) = f(f71(D)). 0
SATZ 7.25. Seien A, B,C' Mengen, sei [ eine Funktion von A nach B, und sei g eine Funktion
von B nach C'.

(1) Wenn go f surjektiv auf C ist, so ist auch g surjektiv auf C'.
(2) Wenn go f injektiv ist, so ist auch f injektiv.

Beweis: (1) Sei ¢ € C. Da g o f surjektiv ist, gibt es a € A, sodass g(f(a)) = c¢. Dann belegt
b:= f(a), dass es ein b € B gibt, sodass g(b) = c. Somit ist g surjektiv. (2) Seien a;,a2 € A
so, dass f(a1) = f(az). Dann gilt auch g(f(a1)) = g(f(az)). Da g o f injektiv ist, erhalten wir
ay; = ag. Somit ist f injektiv. 0

UBUNGSAUFGABEN 7.26.

(1) Finden Sie Mengen A, B, C, eine Funktion f : A — B und eine Funktion g : B — C, sodass
g surjektiv und g o f nicht surjektiv ist.

(2) Finden Sie Mengen A, B,C und f : A — B, g : B — C, sodass f injektiv und g o f nicht
injektiv ist.

(3) Finden Sie Mengen A, B,C und f: A — B, g: B — C, sodass g o f surjektiv und f nicht
surjektiv ist.

(4) Finden Sie Mengen A, B,C und f: A — B, g : B — C, sodass g o f injektiv und ¢ nicht
injektiv ist.

Mit id4 bezeichnen wir die Funktion von A nach A mit id4(x) = x fiir alle z € A.

SATZ 7.27. Seien A, B Mengen, sei [ eine Funktion von A nach B, und seien l,r Funktionen
von B nach A. Wenn lo f =idy und f or =idg, so ist f bijektiv, und es qilt | =r = f~1.

Beweis: Nach Satz 7.25 ist f bijektiv. Es gilt also [ =loidg =lo(fo f™1)=(lof)o f! =
idpof'=fltundr =idgor=(ftof)or=flo(for)=floidg=f"1 O
SATZ 7.28. Seien A, B,C' Mengen, sei f eine bijektive Funktion von A nach B, und sei g eine
bijektive Funktion von B nach C. Dann ist go f eine bijektive Funktion von A nach C, und es

gilt (go )1 =flog "

Beweis Es gilt (go f)o(f 1o )

- og o ge f) = flo(rog)
Satz 7.27, dass f~tog ' = (go f)7!

((fofHog™) (1dB ogt) =gog ! =idc und

f=(foidg)o f f~to f=ida. Somit gilt wegen
U
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6. Aquivalenzrelationen und Partitionen

Wir nennen eine Relation von A nach A auch eine Relation auf A.

DEFINITION 7.29. Sei p eine Relation auf A.

(1) p ist reflexiv, wenn fir alle a € A gilt: (a,a) € p.

(2) p ist transitiv, wenn fiir alle a,b,c € A gilt: wenn (a,b) € p und (b, c) € p, so gilt auch
(a,c) € p.

(3) p ist symmetrisch, wenn fiir alle a,b € A gilt: wenn (a,b) € p, so gilt auch (b, a) € p.

DEFINITION 7.30. Sei p eine Relation auf A. Die Relation p ist eine Aquivalenzrelation auf A,
wenn sie reflexiv, transitiv und symmetrisch ist.

DEFINITION 7.31. Sei p eine Aquivalenzrelation auf A, und sei a € A. Die Aquivalenzklasse
von a beziglich p wird mit [a], oder a/p abgekiirzt, und ist definiert durch

a/p:={be Al(a,b) € p}.
Eine Teilmenge C von A ist eine Aquivalenzklasse von p, wenn es ein a € A gibt, sodass
C =a/p.

LEMMA 7.32. Sei p eine Aquivalenzrelation auf A, und seien a,b € A. Wenn (a,b) € p, so gilt
[a], = [b],-

Beweis: Sei ¢ € [a],. Dann gilt (a,c) € p. Wegen der Symmetrie von p gilt auch (b,a) € p, und
somit wegen der Transitivitdt von p auch (b,c) € p. Somit gilt ¢ € [b],. Sei nun ¢ € [b],. Dann
gilt (b, c) € p und somit wegen (a,b) € p und der Transitivitat von p auch (a,c) € p, und somit
c € [a],. O

UBUNGSAUFGABEN 7.33.

(1) Sei p eine Aquivalenzrelation auf A, und seien a,b € A. Zeigen Sie, dass folgende Aussagen
dquivalent sind:

(a) (a,b) € p.
(b) lal, = [b],-
(©) a € [8],

(@) [al, N [, £ 2. "
(2) Geben Sie ein Beispiel fiir eine Aquivalenzrelation auf A := {2,3,4,5} an. Geben Sie die
Relation in der Form p = {...} an!

DEFINITION 7.34. Sei A eine Menge. Eine Teilmenge P von P(A) ist eine Partition von A,
wenn

(1) fur alle P P : P # @,
(2) (J{PIPeP}=A4
(3) ﬁirallePl,PQEPmit P17éP2 gllt lepzzg.
Wenn P eine Partition von A ist, so gibt es fiir jedes a € A genau ein P € P, sodass a € P.

DEFINITION 7.35. Sei p eine Aquivalenzrelation auf A. Die Faktormenge von A modulo p ist
die Menge A/p = {[a], | a € A}.

SATZ 7.36. Sei p eine Aquivalenzrelation auf A. Dann ist die Faktormenge von A beziiglich p
eine Partition von A.

Beweis: Sei P € A/p. Dann gibt es ein a € A, sodass P = [a], = {b € A|(a,b) € p}. Wegen
der Reflexivitét von p gilt (a,a) € p, und folglich a € [a],, also a € P. Somit gilt P # @.
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Wir zeigen nun, dass jedes a € A Element eines Elementes von A/p ist. Sei dazu a € A. Dann
gilt wegen der Reflexivitit von p, dass a € [a],. Somit ist @ Element eines Elementes von A/p,
némlich von [a],.

Seien nun P,(Q) € A/p. Seien a,b € A so, dass P = [a], und @ = [b],. Wir nehmen nun an,
dass PN # @. Es gibt dann also ein ¢ € A mit ¢ € P und ¢ € Q. Also gilt wegen ¢ € [a],
auch (a,c) € p, und wegen ¢ € [b], auch (b,c) € p. Wegen der Symmetrie von p gilt daher
auch (¢,b) € p, und daher, wegen der Transitivitit von p, auch (a,b) € p. Somit gilt nach
Lemma 7.32 auch P = Q. O

SATZ 7.37. Sei A eine Menge, und sei P eine Partition von A. Dann ist
p:={(a,b) e Ax A|FIPE€P :a€ P undbec P}

eine Aquivalenzrelation auf A.

DEFINITION 7.38. Sei A eine Menge, und sei p eine Aquivalenzrelation auf A. Eine Teilmenge
R von A ist ein Reprdsentantensystem von A modulo p, wenn fiir alle a € A die Menge [a], N R
genau ein Element enthélt.

7. Zahlen als Aquivalenzklassen

Mithilfe von Aquivalenzrelationen kénnen wir aus den natiirlichen Zahlen die ganzen Zahlen
konstruieren. Sei
M = NO X No.

Das Paar (a, b) soll a — b beschreiben. Dann sollen (a,b) und (c, d) die gleiche Zahl beschreiben,
wenn a — b = ¢ — d, also wenn a + d = ¢ + b. Daher definieren wir eine Aquivalenzrelation &
durch

((a,b),(c,d)) €d:=a+d=c+b.
Diese Relation ist reflexiv: Sei (z,y) € M. Dann gilt © +y = z + y, also ((z,y), (z,y)) € 4.
Sie ist symmetrisch: Sei ((a, b), (c, d)) € 4. Dann gilt a+d = c+ b, also c+ b = a + d, und
somit ((c,d), (a,b)) € 6. Sie ist transitiv: Seien ((a,b), (c,d)) € 6 und ((¢,d), (e, f)) € 6. Dann
git a+d=c+bundc+ f =e+d Alsogilt a+d+c+ f =c+ b+ e+ d Somit gilt
a+ f=e+b, also ((a,b), (e, f)) € 6. Wir definieren nun Z als die Faktormenge M /4. Nun ist
{(n,0) | n € No} U{(0,n) | n € N} ein Reprisentantensystem von M modulo §. Fiir n € N
kiirzen wir die Klasse (0,n)/6 mit —n ab. Fir die Klasse (n,0)/d schreiben wir einfach +n.
Dann gilt Z = {-3,-2,—-1,40,+1,+2,+3,...}.

Auch fiir die Einfithrung der rationalen Zahlen verwenden wir eine Aquivalenzrelation. Dabei
kléren wir zum Beispiel auch, ob 3 = £ gilt. Sei A := Z x (Z\ {0}), und sei ((3),(§)) € p

genau dann, wenn ad = bc. Dann ist p eine Aquivalenzrelation, und R := {(¢) € A|b >
0, ggT(a,b) = 1} ist ein Représentantensystem. Die Faktormenge A/p bezeichnet man als die
Menge der rationalen Zahlen. Fiir [(§)], schreibt man ¢. Da 3 = [(1)], = [(§)], = &, gilt

also wirklich % = g. Den Représentanten aus R eines Bruchs bezeichnet man als seine gekiirzte
Darstellung.

UBUNGSAUFGABEN 7.39.

(1) Geben Sie die Partition P der Menge M = {1,2,3} an, die von der Aquivalenzrelation
a=1{(1,1),(2,2),(3,3),(1,3),(3,1)} induziert wird.

(2) Geben Sie die Aquivalenzrelation 8 auf M = {1,2,3,4} an, die die Partition P = {{1}, {2,4},
{3}} induziert.
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8. Ordnungsrelationen

DEFINITION 7.40. Sei M eine Menge, und sei p eine Relation auf M. Die Relation p ist anti-
symmetrisch, wenn fiir alle z,y € M mit (z,y) € p und (y,x) € p gilt: = = y.

DEFINITION 7.41. Sei M eine Menge, und sei p eine Relation auf M. Die Relation p ist eine
Ordnungsrelation, wenn sie reflexiv, transitiv und antisymmetrisch ist.

DEFINITION 7.42. Sei M eine Menge, und sei < eine Ordnungsrelation auf M. Die Relation <
ist linear (oder total) wenn fiir alle z,y € M gilt, dass x < y oder y < x.

Ein Paar (M, <) aus einer Menge und einer Ordnungsrelation bezeichnen wir als geordnete
Menge. Wir schreiben auch a < b, wenn a < b und a # b.

DEFINITION 7.43. Sei (M, <) eine geordnete Menge, und sei a € M.

(1) a ist ein kleinstes Element von M, wenn fiir alle b € M gilt: a < b.

(2) a ist ein minimales Element von M, wenn es kein b € M mit b < a gibt.

(3) Sei T eine Teilmenge von M, und sei m € M. Das Element m ist eine untere Schranke
fir T, wenn fiir alle t € T gilt: m < t. (Eine untere Schranke kann, aber muss nicht,
in T liegen.)

(4) a is ein grofstes Element von M, wenn fiir alle b € M gilt: b < a.

(5) Sei T eine Teilmenge von M, und sei x € M. Dann ist z ein Infimum von T, wenn x
ein grofites Element der Menge U aller unteren Schranken von 7' ist. (Es kann auch
Teilmengen T' geben, die kein Infimum besitzen.)

(6) a ist ein mazximales Element von M, wenn es kein b in M mit a < b gibt.

(7) Sei T eine Teilmenge von M, und sei m € M. Das Element m ist eine obere Schranke
fir T, wenn fiir alle t € T gilt: t < m.

(8) Sei T eine Teilmenge von M, und sei x € M. Dann ist z ein Supremum von T, wenn
z ein kleinstes Element der Menge O aller oberen Schranken von T ist. (Es kann auch
Teilmengen T geben, die kein Supremum besitzen.)

Eine geordnete Menge (M, <) hat hochstens ein kleinstes Element. Jedes kleinste Element ist
minimal.



KAPITEL 8

Die Michtigkeit von Mengen

1. Gleichmichtige Mengen

Wir rufen uns die Definition davon, dass zwei Mengen gleichméchtig sind, in Erinnerung:

DEFINITION 8.1. Seien A, B Mengen. Wir sagen, dass A und B gleichmdchtig sind (A ~ B),
wenn es eine bijektive Funktion von A nach B gibt.

Diese Definition lésst sich auch fiir unendliche Mengen verwenden.

SATZ 8.2. Sei C eine Menge. Dann ist ~ auf P(C) eine Aquivalenzrelation.

Unendliche Mengen bieten das erstaunliche Phdnomen, dass eine Menge gleichméchtig zu einer
echten Teilmenge sein kann.

PROPOSITION 8.3. Z ~ N~ N x N.

Beweis: Die Funktion
f +Z — N
. —2r+2wennz <0
g 2r — 1 wenn x > 1
ist bijektiv. Ebenso ist
f: NxN — N

(r,y) — 2771 (2y = 1)

bijektiv. ]

DEFINITION 8.4. Eine Menge B ist abzdhlbar unendlich, wenn sie gleichméchtig zu N ist. Eine
Menge ist abzdihlbar, wenn sie endlich oder abzahlbar unendlich ist.

DEFINITION 8.5. Seien A, B Mengen. Wir sagen, dass A hdchstens so mdchtig wie B (oder
B mindestens so mdchtig wie A) ist, wenn es eine injektive Funktion von A nach B gibt. Das
kiirzen wir mit A =X B ab. B ist mdchtiger als A, wenn B mindestens so méchtig wie A ist,
und A und B nicht gleichméchtig sind.

UBUNGSAUFGABEN 8.6.

(1) Zeigen Sie, dass das reelle Intervall [0, 4] gleichméchtig zu [0, 2] ist.

(2) Seien A, B Mengen mit A = B. Zeigen Sie, dass es eine surjektive Funktion von B auf A
gibt.

(3) Seien A, B Mengen, sodass es eine surjektive Funktion s von B auf A gibt. Zeigen Sie, dass
dann A < B. Hinweis: Verwenden Sie das Auswahlaxiom fiir [, 4 s~![{a}].

(4) Wir nehmen an, dass A; ~ Ay und By ~ Bj. Zeigen Sie, dass dann auch A; x By ~ A X By
und P(A1) ~ P(A2).

(5) Sei A eine Menge. Finden Sie eine bijektive Abbildung von P(A) nach {0, 1}4.

Fiir jede Menge A gilt A = A.

SATZ 8.7. Seien A, B,C Mengen mit A 3 B und B X C. Dann gilt A 3 C.
90
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Beweis: Die Hintereinanderausfiihrung injektiver Funktionen ist injektiv. 0

Nun iiberlegen wir uns, was passiert, wenn A = B und B =X A. Dazu beweisen wir zuerst
folgendes Lemma.

LEMMA 8.8. Set Y eine Menge, und sei U eine Teilmenge von'Y . Wir nehmen an, dass es eine
ingektive Funktion g : Y — U gibt. Dann sind Y und U gleichmdchtig.

Beweis: Sei V :=Y \ U, und
U= {BCU|glVUB]C B}.

Wir zeigen nun

glVulh] C Uy (8.1)
Sei dazu w € V U U;. Wir wollen zeigen, dass g(w) € ﬂ{B | B C U und g[V UB] C B}. Dazu

zeigen wir, dass g(w) in jeder Teilmenge B von U mit g[V U B] C B liegt. Sei also B C U so,
dass g[V U B] C B. Wegen U; C B gilt auch w € V' U B. Daher gilt g(w) € ¢g[V U B], und somit
g(w) € B. Somit gilt (8.1).

Nun zeigen wir

Nehmen wir an, dass g[V' U U] # U;. Dann gibt es ein u; € Uy, sodass u; € g[V U Up]. Dann
gilt g[V U (Uy \ {u1})] € Uy \ {u1}. Somit ist B := Uy \ {u1} eine der Mengen, die bei der
Bildung von U; geschnitten wurden. Also gilt u; ¢ Uy, im Widerspruch zur Wahl von ;. Somit
gilt (8.2).

Somit ist g|yuy, eine bijektive Funktion von VUU; nach U;. DaY = VUU = (VUU,)U(U\Uy)
und U = U; U (U \ Uy), ist h := g|yup, Uidyy, eine bijektive Funktion von Y nach U. O

Dieses Lemma ist der entscheidende Schritt, um den folgenden Satz zu beweisen.

SATZ 8.9 (Satz von Cantor-Schroder-Bernstein'). Seien A, B Mengen mit A 3 B und B 3 A.
Dann gilt A ~ B.

Beweis: Sei f: A — B injektiv und g : B — A injektiv. Dann ist f o g eine injektive Funktion,
und es gilt fog[B] C f[A].

Sei nun Y := B und U := f[A]. Nun ist f o g eine injektive Funktion von Y nach U. Nach
Lemma 8.8 gibt es eine bijektive Funktion h : Y — U. Nun ist f bijektiv von A nach f[A], und
h~! bijektiv von f[A] nach B, also ist h~! o f bijektiv von A nach B. Somit gilt A ~ B. [

Zuletzt iiberlegen wir uns noch, ob fiir zwei Mengen stets A = B oder B =X A gilt, oder ob es
Mengen ,,unvergleichbarer M#chtigkeit“ geben kann. Die Antwort wird sein, dass es unter Annahme
des Auswahlaxioms keine solchen Mengen unvergleichbarer Méchtigkeit geben kann. Wir werden im
Beweis aber nicht das Auswahlaxiom verwenden, sondern einen Satz, das Lemma von Zorn? Das
Lemma von Zorn ist dquivalent zum Auswahlaxiom; wir konnten anstelle des Auswahlaxioms fiir
Mengen also auch das Lemma von Zorn als Axiom fordern und wiirden dann das Auswahlaxiom als
Satz erhalten.

SaTz 8.10 (Lemma von Zorn). Sei (M, <) eine geordnete Menge mit folgender Eigenschaft:

Fiir alle Teilmengen T von M mit der Eigenschaft, dass (T, <) linear geordnet ist,
gibt es ein m € M, sodass fir allet € T:t < m.

Dann hat M ein maximales Element.

!Georg Cantor (1845-1918), Ernst Schréder (1841-1902), Felix Bernstein (1878-1956)
Max August Zorn (1906-1993)
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Dabei ist mit (T, <) genau genommen (7, < N (T" x T')) gemeint. Die Forderung an M ist, dass jede
linear geordnete Teilmenge 1" von M eine obere Schranke besitzt, die zwar nicht in T', aber sehr wohl
in M liegen muss. Der Beweis des Lemmas von Zorn ist aufwindig und benétigt das Auswahlaxiom.
In der Praxis ist das Lemma von Zorn ein hilfreiches Instrument zum Beweis fiir die Existenz von
Dingen, die in irgendeinem Sinn , maximal® sind. Eine Anwendung geben wir im folgenden Satz.

SaTz 8.11 (Vergleichbarkeitssatz). Seien A, B Mengen. Dann gilt A 3 B oder B 3 A.

Beweis: Sei
F:={f C Ax Blesgibt C C A, sodass f eine injektive Funktion von C' nach B ist}.

Wir verwenden nun das Lemma von Zorn, um zu zeigen, dass (F, C) ein maximales Element fy besitzt.
Sei dazu T eine mit C linear geordnete Teilmenge von F. Wir bilden die Menge

g=JT=UlfIfeT}

Die Menge g ist also die Vereinigung aller Funktionen in 7. Wir zeigen nun als erstes, dass g wieder eine
funktionale Relation von einer Teilmenge von A nach B ist. Sei dazu C := {a € A|3b € B : (a,b) € g}.
Wir zeigen, dass g eine Funktion von C' nach B ist. Sei dazu a € C. Aus der Definition von C' geht
unmittelbar hervor, dass es ein b gibt, sodass (a,b) € g. Um die Funktionalitit zu zeigen, miissen wir
noch nachweisen, dass dieses b eindeutig ist. Seien also b1,bs € B so, dass (a,b1) € g und (a,bs2) € g.
Dann gibt es fi; und fy in 7T, sodass (a,b1) € f1 und (a,be) € fo. Die Menge T ist linear geordnet,
also gilt fi1 C fo oder fo C f1. Wenn f1 C fo, so gilt (a,b1) € fo und (a,bs) € fo. Da fo eine Funktion
ist, gilt also by = by. Im Fall fo C f; erhalten wir (a,bs) € f1, und somit by = be, weil f; funktional
ist. Somit ist g eine Funktion.

Wir zeigen als néichstes, dass ¢ injektiv ist. Seien dazu aj,ay € g so, dass g(a;) = g(az). Nach der
Konstruktion von g gibt es hy, ha € T, sodass (a1, g(a1)) € h1 und (az, h(az)) € he, also hi(a1) = g(a1)
und ha(az) = g(az). Die Menge T ist linear geordnet, und folglich gilt h; C hy oder hy C hy. Wenn
hi C ha, so gilt (a1, g(a1)) € ha, und somit ha(ai) = g(ar). Dann gilt ha(a1) = g(a1) = g(az) = ha(az).
Nun verwenden wir, dass hs injektiv ist, und erhalten a; = as. Ebenso erhalten wir im Fall hy C hy,
dass a; = ag. Die Funktion g ist also injektiv.

Somit liegt g in F, und g ist eine obere Schranke fiir die Menge 7. Nun verwenden wir das Lemma
von Zorn. Es liefert uns ein maximales Element fy von F.

Wenn der Definitionsbereich Cy von fj gleich A ist, so gilt A = B.

Wenn fo surjektiv auf B ist, so ist fy eine bijektive Funktion von Cp nach B; also ist f; L injektiv von
B nach Cp, und es gilt B < A.

Der verbleibende Fall ist, dass Cy # A und fy[Cy] # B. In diesem Fall wihlen wir ag € A\ Cp und
bp € B\ fo[Co]. Dann ist foU{(ao,bo)} ebenfalls eine injektive Funktion, also fp € F, im Widerspruch
zur Maximalitit von fo. ]

2. Abzihlbar und iiberabzidhlbar unendliche Mengen
SATZ 8.12. Es gilt Q ~ N.

Beweis: Nach dem Satz von Cantor-Schroder-Bernstein gentigt es N 2 Q und Q 2 N zu zeigen.
Klarerweise ist f : N — Q, z — 7 injektiv, also gilt N 3 Q.
Wir bilden nun eine injektive Abbildung ¢ : Q — Z x N durch

9(3) = (a/ggT(a,b),b/ggT(a, b)),
fiir a,b € Z mit b > 0. Diese Abbildung ist wohldefiniert und injektiv. Da Z x N ~ N x N ~
N, gibt es eine injektive Abbildung von Z x N nach N, und somit gilt Q = N. (Ebenso ist

h:ZxN = Q, (a,b) — ¢ surjektiv auf Q. Unter Verwendung des Auswahlaxioms gilt also
deshalb Q 3 Z x (N'\ {0}), und folglich Q S Zx N INxN XN, O
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SATZ 8.13. Sei (A;|i € N) eine Familie von Mengen. Wir nehmen an, dass fir alle i € N gilt, dass
A; 2 N. Dann gilt auch U A; N
1€N

Beweis: Sei f; : A; — N injektiv. Wir bilden nun f : U{A, |i € N} — N x N durch f(a) := (k1, k2),

wobei ki :=min{j € N|a € A;} und ks := f, (a). Diese Abbildung ist injektiv und beweist U{A’L |i €
N} SN x N. Wegen N x N X N folgt die Behauptung. O

UBUNGSAUFGABEN 8.14.

(1) Zeigen Sie, dass fiir jedes a mit a ¢ N die Menge {a} UN gleichméchtig zu N ist.

(2) Zeigen Sie, dass die Vereinigung einer abzdhlbar unendlichen mit einer endlichen Menge
abzéhlbar unendlich ist.

(3) Zeigen Sie, dass eine Vereinigung von abzihlbar vielen abzidhlbaren Mengen abzéhlbar ist,
indem Sie eine surjektive Abbildung von N x N auf diese Menge definieren.

(4) Zeigen Sie, dass fiir jedes n € N die Menge N" gleichmiéchtig zu N ist.

(5) Zeigen Sie, dass fiir nichtleere abzihlbare Menge A die Menge A* := U{A"|n € N}

abzahlbar unendlich ist.
(6) Zeigen Sie, dass die Menge der endlichen Teilmengen von N gleichméichtig zu N ist.

Eine Menge C' ist iberabzdihlbar unendlich, wenn C' unendlich und nicht gleichméchtig zu N ist.
Zunichst iiberlegen wir uns, warum es solche Mengen gibt.

LEMMA 8.15. Sei A eine Menge. Dann gibt es keine surjektive Funktion von A auf P(A).

Beweis: Sei f: A — P(A). Wir zeigen, dass f nicht surjektiv auf P(A) sein kann.

Wir betrachten dazu
B:={zecA|lz & f(x)}.
Wir zeigen nun, dass B nicht im Wertebereich von f liegt. Dazu zeigen wir, dass fiir alle a € A

gilt: f(a) # B. Sei also a € A.

> 1.Fall: a € f(a). Wenn a € f(a), so gilt a € B. Das Element a liegt also in f(a), aber
nicht in B. Somit gilt f(a) # B.

> 2. Fall: a ¢ f(a). Wenn a € f(a), so gilt a € B. Das Element a liegt also in B, aber
nicht in f(a). Somit gilt f(a) # B.

B liegt also nicht im Wertebereich von f; somit ist f nicht surjektiv auf P(A). O

Damit haben wir die entscheidende Information, um folgenden Satz zu beweisen:

SaTz 8.16 (Satz von Cantor). Sei A eine Menge. Dann gilt A 3 P(A), und A = P(A).

Beweis: Die Abbildung f : A — P(A), a — {a} ist injektiv, also gilt A < P(A). Wenn
A ~ P(A), so gibt es eine bijektive Abbildung von A nach P(A). Diese Abbildung ist surjektiv
auf P(A), im Widerspruch zu Lemma 8.15. Also gilt A = P(A). O

Damit haben wir also unendliche Mengen gefunden, die nicht abzéhlbar sind, etwa P(N), P(Z),
{0, 1}, P(P(N)).
SaTz 8.17. Die Menge R der reellen Zahlen ist gleichmdchtig zu P(N), also tiberabzdihlbar.

Beweis: Die Funktion f : P(N) = R, I — >, ;107" ist injektiv und belegt P(N) 3 R. Sei nun
q eine bijektive Funktion von N nach Q. Wir schreiben fiir ¢(i) kurz ¢;. Dann ist g : R — P(N),
r+— {i € N|g; < r} injektiv, da zwischen zwei verschiedenen reellen Zahlen stets eine rationale
Zahl liegt. Somit gilt nach dem Satz von Cantor-Schroder-Bernstein P(N) ~ R. O
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UBUNGSAUFGABEN 8.18.

(1) Zeigen Sie, dass das reelle Intervall [0, 2] gleichméchtig zu R ist.

Fiir den Beweis des nachsten Satzes brauchen wir das Auswahlaxiom.

SATz 8.19. Jede unendliche Menge M enthdlt eine abzdihlbar unendliche Teilmenge.

Beweis: Sei f: P(M)\{@} — M so, dass f(A) € A fir alle A C M. So ein f existiert, weil nach dem
Auswahlaxiom die Menge [ ] 4ep(ar) jo1 A nicht leer ist.

Sei F die Menge aller endlichen Teilmengen von M. Wir definieren eine Funktion F : N — F rekursiv.
Da M nicht leer ist, kénnen wir konnen wir E(1) := {f(M)} definieren, und fiir allen € N: E(n+1) =

E(n) U{f(M\ E(n))}.

Seinun g : N — M definiert durch g(n) := f(M\ E(n)). Wir zeigen nun, dass g injektiv ist. Sei ny < na.
Es gilt g(n2) = f(M\ E(n2)) ¢ E(n2). Da g(n1) = f(M\ E(n1)), gilt g(n1) € E(n1) U{f(M\ E(n1))},
also g(n1) € E(n; + 1), und somit g(ny) € E(na). Also gilt g(n1) # g(nz2). Folglich ist ¢g[N] eine
abzéhlbare Teilmenge von M. O

UBUNGSAUFGABEN 8.20.

(1) Sei A unendlich und E endlich. Zeigen Sie AUE ~ A. Hinweis: Benutzen Sie eine abzéhlbare
Teilmenge B von A und verwenden Sie BU E ~ B.
(2) Sei B unendlich. Zeigen Sie, dass es eine Funktion f : B — B gibt, die injektiv, aber nicht

surjektiv ist. Hinweis: Losen Sie das Beispiel zuerst fiir B := N.
(3) Zeigen Sie [0,1] ~ ]0,1[ ~ R.

SATz 8.21. Seien A, B Mengen mit A = B. Wir nehmen an, dass B unendlich ist. Dann gilt
(1) AUB ~ B;

(2) Wenn A nicht leer ist, so gilt A x B ~ B;
(3) Wenn A zumindest zwei Elemente enthilt, so gilt AP ~ P(B).

Beweis: [Hal76, Kapitel 24]. O
UBUNGSAUFGABEN 8.22.

(1) Zeigen Sie ohne Verwendung des Teils (3) von Satz 8.21, dass N® ~ P(R).
(2) Zeigen Sie RN ~ R. Hinweis: Finden Sie eine injektive Abbildung von P(N)Y nach P(N x N).

Eine berithmte Vermutung (die Kontinuumshypothese) sagt, dass folgende Frage die Antwort
»ja’ hat.

PROBLEM 8.23. Gilt fiir jede unendliche Teilmenge A von R : A ~ R oder A ~ N?

K. Godel?® zeigte, dass die Axiome der Zermelo-Fraenkelschen Mengenlehre, wenn widerspruchs-
frei, auch unter Zuhilfenahme des Auswahlaxioms nicht erlauben, die Antwort ,,nein“ herzulei-
ten. P. Cohen? zeigte, dass die Axiome der Zermelo-Fraenkelschen Mengenlehre und das Aus-
wahlaxiom, wenn widerspruchsfrei, nicht erlauben, die Antwort ,,ja* herzuleiten. Die Giiltigkeit
von ,VA CR: A~ R oder A~ N oder A ist endlich® wird also durch die Axiome der Zermelo-
Frankelschen Mengenlehre nicht geregelt.

3Kurt Gédel (1906-1978)
4Paul Cohen (1934-2007)
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KAPITEL 9

Algebraische Strukturen

1. Motivation

Die Ideen der Vektorrechnung im R" lassen sich auch in anderen Bereichen anwenden, zum
Beispiel in:

(1) RN ={(as,as,...) | fir alle i € N gilt a; € R}, dem Raum aller reellen Zahlenfolgen.
(2) {0,1}", dem Raum aller Bitfolgen der Lénge n,
(3) Q", dem Raum aller Vektoren der Lénge n mit rationalen Eintrégen.

Dabher ist es sinnvoll, die Theorie der Vektoren so allgemein zu entwicklen, dass sie diese Bei-
spiele enthalt.

In allen diesen Beispielen haben wir einen Bereich wie R oder Q, in dem wir drei Grund-
rechnungsarten (4, —,-) und eine Division durch Elemente ungleich 0 ausfithren kénnen, den
Bereich der Skalare und einen zweiten Bereich, in dem wir zwei Operationen +, — ausfiihren
konnen, die Vektoren. AuBlerdem koénnen wir Vektoren wvervielfachen, also mit einem Skalar
multiplizieren.

2. Korper

DEFINITION 9.1. Eine algebraische Struktur R = (R, +, —,-,0) ist ein Ring, wenn +, - binére
Operationen auf R sind, — eine unére Operation auf R ist, und 0 ein Element aus R ist, sodass
fiir alle x,y, 2 € R die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

(1) 4+ 0 =z (0 ist rechtsneutral fiir +).

(2) x + (—2) = 0 (—= ist additiv rechtsinvers zu x).
(3) (x+y)+2z=a+ (y+ 2) (+ ist assoziativ).

(4) z+y =y +z (+ ist kommutativ).

(5) (z-y)-z=a-(y-2) (- ist assoziativ).

(6) z-(y+ 2) =x-y+ a2z (Linksdistributivgesetz).
(7) (x+vy)-z2=u1z-2+y-z (Rechtsdistributivgesetz).

SAaTz 9.2. Sei (R,+,—,-,0) ein Ring, und seien x,y € R. Dann gilt

Bewers. (1): —(=z) = =(=2) + 0 =0+ (=(=x)) = ( + (=2)) + (=(=2)) = v+ ((—z) +
(—(—2))=2+0==2.(2):Esgiltz-0=2-(0+0)=2-0+2-0,also0=2-0+ (—(z-0)) =
(- 04+2-0)+(—(x-0)=z-0+(z-0+ (—(z-0))) =2-0+0=2x-0. Die Identitit 0- 2 =0
beweist man genauso. (3): Es gilt (—z)-y+z-y=((—2)+2)-y=(x+(-2))-y=0-y =0,
also (—x) -y = —(x - y). Die Identitit x - (—y) = —(z - y) beweist man genauso. O

Beispiele fiir Ringe: Z, Q, R, C, Z[i] = {a + bi | a,b € Z},R**2.
96
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DEFINITION 9.3. Sei R = (R, +, —,-,0) ein Ring.

(1) e € R ist ein Einselement von R, wenn fiir alle r € R gilt, dass e-r =r-e =r. Wir
bezeichnen dann die Struktur (R, +,—,-,0,1) mit 1 := e als Ring mit Eins.

(2) Ein Ring mit Eins R ist ein Schiefkorper, wenn |R| > 2 gilt und es fir alle x € R mit
r#0einy € Rmit x-y=y-x =1 gibt.

(3) R ist kommutativ, wenn fiir alle r,s € R gilt: r- s =s- 7.

(4) Ein Korper ist ein kommutativer Schiefkorper.

(5) Ein kommutativer Ring mit Eins R ist ein Integrititsbereich, wenn |R| > 2 und fiir
aller,s€ Rgilt: r-s=0= (r=0Vs=0).

Beispiele fiir Korper: Q,R,C. Auch der zweielementige Ring Zs = {0,1} mit 0 ® 0 = 0,
061=1,190=1,101=0,000=0,001=0,100=0,101 =1 ist ein Kérper.
Die Operation @ ist also das ausschliefende Oder, und die Multiplikation ® die Operation .

UBUNGSAUFGABEN 9.4.

(1) Zeigen Sie, dass es in einem Korper fiir jedes z hochstens ein y mit x - y = 1 geben kann.

(2) Zeigen Sie, dass das Produkt zweier Elemente in einem Korper nur dann 0 ist, wenn einer
der Faktoren gleich 0 ist.

(3) Ein Ring mit Eins R ist reduziert, wenn fiir alle # € R : 22 = 0 = 2 = 0 gilt. Zeigen Sie,
dass in einem reduzierten Ring R fiir alle n € Nund z € Rgilt : 2" =0= 2 = 0.

In einem Korper hat jedes Element a # 0 genau ein multiplikativ inverses Element; wir be-
zeichnen es mit a™! oder 1.

3. Vektorriume

DEFINITION 9.5. Sei K ein Korper. Ein Tupel (V, 4+, —, 0, %) heifit Vektorraum tiber K, wenn
V£, +: VXV =V, —: VoV 0eVund «: K xV — V., und fir alle z,y,z € V und
a, € K gilt:

(1) (x+y)+z=2+ (y+ 2),

(2) 04+z ==z,

(3) (=2)+2 =0,

4) z+y=y+uz,

(5) ax(f+x)=(a-f)*z,
(6) (o +B)*xx=a*xz+ [ x*ux,
(7) ax(z+y)=axz+axy,

(8) 1xx =u.

UBUNGSAUFGABEN 9.6. Sei in den folgenden Beispielen K ein Kérper, und (V,4,—,0, %) ein Vek-
torraum iiber K.

(1) Sei x € V. Zeigen Sie 0 x x = 0.

(2) Sei o € K. Zeigen Sie a0 = 0.

(3) Sei x € V. Zeigen Sie (—z) = (—1) x x.

(4) Sei a € K,z € V so, dass a * v = 0. Zeigen Sie, dass a = 0 oder v = 0.

Fiir einen Korper K und n € N wird K" durch (z1,...,2,)+ W1, -« Un) == (X141, - - -, Tnt+Yn),
—(z1,. ., xn) = (—21,...,—xy), 0 = (0,...,0) und « * (xq,...,2,) = (ax1,...,ax,) fir
a,T1,...,T, € K ein Vektorraum. Wir schreiben fiir a*v meistens av oder a-v, und verwenden
das Symbol % besonders dann, wenn - mit der Matrixmultiplikation oder der Multiplikation von
zwei Korperelementen verwechselt werden konnte.



KAPITEL 10

Die Struktur von Vektorriumen

In diesem Kapitel bezeichnet K stets einen Korper.

1. Unterraume

Manche Teilmengen des R™ sind abgeschlossen beziiglich der Addition von Vektoren und der
Multiplikation mit reellen Zahlen. Solche Teilmengen bezeichnen wir als Unterrdume des R™.

DEFINITION 10.1. Sei V' ein Vektorraum iiber K, und sei U eine Teilmenge von V. U ist ein
Unterraum von V', wenn

(1)U £,
(2) fir allew € U und a € K gilt axu € U, und
(3) fiir alle u,v € U gilt u+v € U.

Wenn U ein Unterraum von V = (V, 4, —,0, %) ist, dann ist U = (U, +|uxv, —|v, 0, *|kxv)
ebenfalls ein Vektorraum iiber K.

Wir geben einige Beispiele von Unterrdumen des R-Vektorraums R" :
BEISPIELE 10.2.

(1) Ty = {(z,y) € R*|22—3y = 0} ist Unterraum des R?. Begriindung: Wegen (0,0) € T}
ist die Menge 77 nicht leer. Sei (u,v) € T} und A € R. Dann gilt 2u — 3v = 0 und
damit 2(Au) — 3(Av) = 0, also gilt A - (u,v) € Ti. Fur (uy,v1), (u2,v2) € Ty gilt
2 (ug+ug) —3-(v14+v2) = 2u3 — 301 +2uy — 3wy = 0, also ist (ug, vq) + (uz,ve) € T.
Damit haben wir gezeigt, dass T} ein Unterraum des R? ist.

(2) Tp = {(z,y) € R?|3x + 2y = 1} ist kein Unterraum des R?, denn (1,—1) € Ty, aber
2-(1,-1) ¢ Ts.

(3) T3 = {(x,y,2) € R?| es gibt s,t € R, sodass (z,y,2) = s-(1,—2,4) +t-(0,1,8)} ist
ein Unterraum des R3.

(4) Ty = {(0,0)} ist Unterraum des R?.

(5) Ts = {(0,1)} ist kein Unterraum des R?, da 2 - (0,1) ¢ T.

UBUNGSAUFGABEN 10.3.

(1) Vervollstandigen Sie die folgenden Begriindungen dafiir, dass die Menge
T ={(y)] es gibt a € R, sodass () =a- ()}
die Unterraumeigenschaften (V1) und (V2) erfiillt.

(a) T ist nicht die leere Menge, weil
(b) Fiir alle A € R und t € T liegt A -t in T: Wir fixieren ¢ aus 7" und A € R. Wir wollen

zeigen, dass in liegt. Da t in T liegt, gibt es ein o € R, sodass
t=a- (_12). Um zu zeigen, dass A -t in T liegt, miissen wir ein o/ € R finden, sodass
At=a-

98
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Nun wissen wir, dass t = « - (_12) ist. Daher gilt A -t = Das heif3t,
dass firo/ =___ gilt:

At=a(32).
Dabher liegt auch inT.

(2) Welche der folgenden Mengen sind Unterriume des Vektorraumes R2? Geben Sie jeweils an,
welche Unterraumeigenschaften erfiillt sind.
(a) {(}) € B?[32+2y = O},
(b) {(5) € R2[3z+2y =1},
(3) Welche der folgenden Mengen sind Unterriume des Vektorraumes R%? Geben Sie jeweils an,
welche Unterraumeigenschaften erfiillt sind.
(@) {(y) ER*[INER: () =A-(3)}-
(b) {(3) eR*[INeR: (3) = () +A- ()}
(4) Welche der folgenden Mengen sind Unterriume des Vektorraumes R?? Geben Sie jeweils an,
welche Unterraumeigenschaften erfiillt sind.
(a) {(y) €R*|z+3y <0}
(b) {(5) € B2 [at + 4% = 0},
(5) Zeigen Sie: Wenn ein Unterraum des R™ zwei Punkte enthélt, so enthélt er bereits die gesamte
Verbindungsgerade.

Die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems mit rechter Seite 0 ist immer ein Unter-
raum.

SATZ 10.4. Seien m,n € N, und set A € K™ ™. Dann ist die Lisungsmenge des Gleichungs-
systems A -x =0 ein Unterraum des K™.

BEWEIS. Sei U = {x € K" |A- 2 =0}.

(1) Wegen 0 € U ist U nicht die leere Menge.
(2) Seiz e U e K. Danngilt 0=A(A-2)=A-(\z), also Az € U.
(3) Seien u,v € U. Dann gilt A- (u+v)=A-u+A-v=0,dh. u+veU.

Somit ist U ein Unterraum des K™. O

BEISPIEL 10.5. Wir bestimmen diesen Unterraum fiir die Matrix A = ( (1) (1) ; ) Als

Losungsmenge von A -z = 0 erhalten wir
L={(-2t,-3t,t)|t € R}.

SATZ 10.6 (Unterraumkriterium). Sei V' ein Vektorraum tber K und sei U eine Teilmenge von
V. Dann ist U st genau dann ein Unterraum von V', wenn U # &, und fir alle o, B € K und
u,v €U gilt axu+ GxvelU.

2. Lineare Hiille von Vektoren

DEFINITION 10.7. Sei V' ein Vektorraum iiber K, sei m € Ny, und seien vq,...,v,, € V. Die
Menge

L(Ul,...,’l)m) = {Z)\l 'Uz’|)\1,~--7)\m S K}
i=1
heif}t die lineare Hiille der Vektoren vy, ..., vp,.

L((3)) ist also die Gerade im R?, die durch (3) und (§) geht. L(&) definiert man als {0}.
Wollen wir etwa iiberpriifen, ob z.B. (3,0, 1) in der linearen Hiille von (2,1, —3) und (7,2, —5)
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liegt, miissen wir ein Gleichungssystem lésen:

2 7 3
Mol o1t el 2] = (0],
-3 -5 1
2 7 3
: A1
das heifit 1 2 ( ]\ ) = 0
-3 -5 2 1
Losen wir dieses System, so erhalten wir A\; = —2 und Ay = 1. Also ist (3,0, 1) eine Linear-

kombination von (2,1, —3) und (7,2, —5), und liegt somit in der linearen Hiille dieser beiden
Vektoren.

SATZ 10.8. Seien m,n € N, seien by, by, ..., b, Vektoren im K", und sei B = (b1,by,...,bp)
die Matriz mit den Vektoren by, by, ..., by als Spaltenvektoren. Dann liegt v genau dann in
L(by,...,by), wenn das Gleichungssystem B - x = v eine Losung x € K™ hat.

UBUNGSAUFGABEN 10.9.

(1) Liegt (%) in der linearen Hiille von (), (1), (
1
4

-2

)7

(2) Liegt (!5) in der linearen Hiille von (3} ) ( ) (1)?
-2

7
(3) Testen Sie, ob (—2) in der linearen Hiille von ( 0 ) , ( 0 > , <—§1>) liegt.

Wir definieren nun die lineare Hiille von Teilmengen eines K-Vektorraums V. Die lineare Hiille
L({v1,v2,v3}) wird dann gleich L(vy,vq,v3) sein. Die neue Definition hat den Sinn, dass wir
auch von der lineare Hiille von unendlichen Mengen von Vektoren sprechen kénnen. Sei dazu
M eine (moglicherweise unendliche) Teilmenge von V. Wir definieren die lineare Hiille von M
als

k
LM) ={) _Xi-mi|k€No, M., \ € K, mq,...,my € M}. (10.1)
i=1
Die lineare Hiille von M ist also die Menge aller Linearkombinationen endlich vieler Vektoren
aus M. Die lineare Hiille von M ist der kleinste Unterraum, der alle Vektoren aus M enthélt.
enthélt:

SAaTz 10.10. Sei V' ein Vektorraum iiber K und sei M eine Teilmenge von V. Dann gilt:
(1) L(M) ist ein Unterraum von V.
(2) Fir jeden Unterraum U von V. mit M C U gilt L(M) C U.

BeEwEIS. (1) Wegen 0 € L(M) (fir M = @ muss man in (10.1) & = 0 setzen, die Summe
iiber eine leere Menge von Summanden als 0 definieren und (10.1) als

—{ZA (i) | k € No, A € Kt € KUk

lesen) gilt L(M) # @. Wenn u = Zi:l Am; und v = 22:1 p;m;, Elemente aus L(M) sind, so ist
utv =" A\m;+ S, um) wieder in L(M), und fiir a € K ist auch axu = 3¢ (a\)m
ein Element von L(M).

(2) Sei S8, Asm; € L(M). Wegen M C U gilt fiir jedes i € {1,...,k} auch m; € U und, da U
ein Unterraum ist, auch \;m; € U und schliellich Zle Am; € U. O

KOROLLAR 10.11. Sei M eine Teilmenge des K -Vektorraums V. Dann gilt L(L(M)) = L(M).
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BeweIs. Es gilt fiir jede Teilmenge A von V', dass A C L(A). Fiir A := L(M) erhalten wir
L(M) C L(L(M)).

Aus Satz 10.10(1) wissen wir, dass L(M) ein Unterraum von V' mit L(M)
Satz 10.10(2) (fiir M := L(M) und U := L(M)) gilt dann auch L(L(M))

(M) ist. Wegen

CL
C L(M). O

Die lineare Hiille einer (moglicherweise unendlichen) Familie von Vektoren (v;);c; definieren wir
als L({v; | i € I}). Es gilt also w € L((v;)ier), wenn es eine Familie (\;);c; aus K gibt, sodass

{i € I'| \; # 0} endlich ist und w = Z Aiv;.

i€l
A0

UBUNGSAUFGABEN 10.12.
(1) Sei A eine Teilmenge des K-Vektorraums V. Zeigen Sie:
L(A) = m{U C V| U ist ein Unterraum von V, A C U}.

(2) Welche Teilmengen von V' werden durch folgende Gleichungen definiert?

Li(A) = ({UCV]|ACU}.
Ly(A) = (WU CV|U ist ein Unterraum von V'}.

Fiir jede Matrix A definieren wir drei Unterrdume: den Zeilenraum, den Spaltenraum, und den
Nullraum.

DEFINITION 10.13. Fiir eine m x n-Matrix A mit Eintragen aus K definieren wir ihren Zei-

lenraum Z(A) als die lineare Hiille der Zeilen von A. Der Zeilenraum ist ein Unterraum von
K".

Den Spaltenraum S(A) definieren wir als die lineare Hiille der Spalten von A. Der Spaltenraum
ist ein Unterraum von K™.

Den Nullraum N(A) definieren wir als die Losungsmenge des Gleichungssystems A -z = 0. Er
ist ein Unterraum des K.

Fiir diese Rdume sind auch andere Bezeichnungen gebréiuchlich: im(A) fiir den Spaltenraum,
ker(A) fiir den Nullraum und coim(A) = im(A7) fiir den Zeilenraum.

3. Lineare Unabhingigkeit von Vektoren

DEFINITION 10.14. Sei V' ein Vektorraum iiber K, seien m,n € N, und seien vy,...,v,, in V.
Die Folge (v1, ..., vy) heifit linear unabhdngig, wenn fiir alle A, ..., A\, € K mit

Z/\i.vi:)\l.vl+...+)\m.vm:()
i=1
gilt, dass alle \; = 0 sind.
Man sagt dann oft auch einfach, dass die Vektoren vy, ..., v,, linear unabhéngig sind. Als Spe-

zialfall definiert man noch fiir m = 0, dass die Folge () aus 0 Vektoren immer linear unabhéngig
ist.

Vektoren vy, ...,v,,, die nicht linear unabhéngig sind, nennt man [linear abhdingig. Die Folge
(v1,...,vy) ist also genau dann linear abhéngig, wenn es (A1, ..., A,,) # (0,...,0) gibt, sodass
Z;n:l >\z U = 0.

BEISPIEL 10.15. Sind (3,2) und (1,3) aus dem R? linear unabhéingig ?
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Losung. Wir betrachten
3 1Y (31 MY (O
e (3) e (5)=(33) ()= (0)
Dieses System besitzt nur die Losung (0, 0). Daher sind die beiden Vektoren linear unabhéngig.

BEISPIEL 10.16. Sind (3,2), (1,4) und (5, 3) aus dem R? linear unabhéingig ?
Lésung. Hier erhalten wir

() () ()5 (3)- ()

Eine Losung des Gleichungssystems ist Ay = —1.7, A = 0.1 und A3 = 1. Die drei Vektoren sind
also linear abhéngig.

w

SATZ 10.17. Seien m,n € N, seien by, by, ..., b, Vektoren in K", und sei B = (b1, by, ..., bn)
die Matriz mit den Vektoren by, bs, ..., by, als Spaltenvektoren. Dann sind (b1, ba, ..., by) genau
dann linear abhdngig, wenn das System B -x =0 eine Losung x # 0 hat.

Der folgende Satz liefert einen Zusammenhang zwischen der linearen Abhéngigkeit und der
Zugehorigkeit zu einer linearen Hiille von Vektoren.

SATZ 10.18. Sei V' ein Vektorraum, sei m > 1, und seien by, ..., b, € V. Die folgenden zwei
Aussagen sind dquivalent:

(1) (by,...,by) ist linear abhdngig.
(2) Es gibt ein k € {1,...,m}, sodass by in L(by,...,bx_1) liegt.

BEWEIS. (2)=-(1): Seien ay,...,ax € K so, dass by, = Zf;ll a;b;. Dann belegt die Gleichheit
(5 auby) + (=1)by = 0, dass (b, ..., byy,) linear abhingig ist.
(1)=(2): Sei (ov,...,qm) € K™\ {(0,...,0)} so, dass >./"  a;b; = 0. Sei k := max{i €
{1,...,m} | a; # 0}. Dann gilt >F a;b; = 0, und daher b, = — >2F"| 2p,. Somit gilt

i=1 oy

by, GL(bl,...,bk_l). O

In der linearen Hiille von n Vektoren hat jede linear unabhéngige Folge héchstens Lange n:

SATZ 10.19. Sei V' ein Vektorraum, seien m,n € Ny mit m > n, seien by,... b, € V, und
seien ¢y, ..., Cm € L(by, ..., by,). Dann ist (cy,...,cy) linear abhingig.

BEwEIS. Induktion nach n. Wenn n = 0, dann gilt wegen m > n, dass m > 1. Es gilt
c1 € L(9), also ¢; = 0. Wegen 1¢; = 0 ist (¢1), und damit auch (cq, ..., ¢y) linear abhéngig.

Sei nun n > 1. Fiir jedes i € {1,...,m} schreiben wir ¢; als Linearkombination von by, ..., by;
wir finden also a; 1,...,a;, € K, sodass

Ci = inbr + -+ @by

Falls alle a;; = 0, so gilt {c1,...,¢n} C L(ba,...,b,). Wegen m > n — 1ist (cy,...,¢,) nach
Induktionsvoraussetzung linear abhéngig.
Im Fall, dass es ein k € {1,...,m} mit ax; # 0 gibt, bilden wir fir i € {1,...,m} \ {k} den
Vektor

;= —ap1Ci + a; 1.
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Es gilt dann

n
=Y (—ariaiy +asiar;)b;.
j=1
Fir j =1 gilt —ag1a:i; + a;par; = —agaai1 + a;i1ap; = 0, also gilt ¢, € L(bs,...,b,). Nach

Induktionsvoraussetzung ist (c},...,¢,_1,C4 1, ---,Cp,) linear abhéngig. Also gibt es

’rm

(A1, ey Qs Qg 1y - - -5 ) € K™\ {(0,...0)}, sodass
Z a;c, = 0.
i=1

itk
Seil € {1,...,m} \ {k} so, dass a; # 0. Dann gilt

m m m
0= Z ozi(—amci + ai,lck) = — Z Q; Qg 16 + ( Z OéiCLZ'J)Ck.
=1 =1 i=1
itk itk itk
Da «ajay1 # 0, belegt diese Linearkombination, dass (cq, ..., ¢y,) linear abhéngig ist. O

KoOROLLAR 10.20. Seien m,n € N mit m < n, und sei A € K™*". Dann enthdlt der Nullraum
von A einen von 0 verschiedenen Vektor.

BEWEIS. Die Spaltenvektoren von A sind n Vektoren im K™ = L(ey,...,e€,) und daher
linear abhéngig. Also gibt es x € K™ mit x #0 und A -z = 0. O

Wir definieren nun auch die lineare Abhéngigkeit einer unendlichen Familie von Vektoren:

DEFINITION 10.21. Sei V ein Vektorraum iiber K, und sei (v;);e; eine Familie aus V. Die
Familie (v;);es ist linear abhdngig, wenn es eine Familie (\;);cr gibt, sodass

(1) {t € I'| \; # 0} ist endlich,
(2) es gibt ein ¢ € I mit \; # 0,

(3) ) vi=0.
el
Ai#£0

Eine Teilmenge M C V ist linear abhéingig, wenn es A : M — K gibt, sodass A'[K\ {0}] endlich
ist, es ein m’ € V mit A\(m') # 0 gibt, und Z A(m)*m = 0 gilt. Die Folge ((—1,3), (-1, 3))
meM
A(m)#0
ist linear abhéngig, die Menge {(—1, 3), (—1, 3)} ist gleich der Menge {(—1,3)} und somit linear
unabhéngig. Die leere Menge ist linear unabhéngig.

UBUNGSAUFGABEN 10.22. In den folgenden Beispielen verwenden wir stets R als Korper.

(1) Zeigen Sie, dass die Vektoren (( _4112) ) (g) ) ( _1?)())) linear abhingig sind, indem Sie eine
Linearkombination finden, bei der nicht jeder Vektor 0 mal genommen wird, und die trotzdem
den Nullvektor ergibt.

(2) Testen Sie jeweils, ob folgende Mengen von Vektoren linear abhéngig sind. Finden Sie, falls
die Vektoren linear abhéingig sind, eine Linearkombination, die den Nullvektor ergibt, und

bei der nicht jeder Vektor 0 mal genommen wird.
(a) (%U), (%),l(i)- X
o) (§)-(4)-(3):

9 2
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(3) Sind (_?15 >, <_(1)2 ), (_18265> linear abhéngig?
(4) Sind die Vektoren ((_4112> , (g) , <f%)) linear abhéngig?
(5) Geben Sie einen Vektor v € R? an, sodass (') und v linear abhéingig sind.
(6) Finden Sie drei Vektoren a,b,c € R3 sodass (b,c) linear unabhiingig und (a,b,c) linear
abhéngig sind.
(7) Vervollstandigen Sie die Begriindung fiir folgende Aussage.
Seien v1, v, w € R" so, dass w in der linearen Hiille von vy und wve liegt. Dann sind
(v1,v2,w) linear abhéngig.
Begriindung: Da w in der linearen Hiille von vy und wve liegt, gibt es A1, A2 € R, sodass

w =

Daher gilt
AMrvr+ Ao+ —— =0.
Das ist eine Linearkombination, die 0 ergibt, obwohl nicht jeder Vektor
mal genommen wurde. Daher sind (v, vg, w)
(8) Folgern Sie aus Satz 10.18 folgende Konsequenz:
Seim € Ny, sein € N, und seien vy, ..., vy, v € R™. Wir nehmen an, dass vy, ..., Umn
linear unabhéngig sind. Dann sind &quivalent:
(a) v € L(vy,...,0m).
(b) (v1,...,Um,v) ist linear abhéingig.

4. Basen eines Vektorraums

DEFINITION 10.23. Sei V' ein Vektorraum iiber K. Eine Familie B = (b;);c; ist eine Basis von
V', wenn

(1) (b;);er linear unabhéngig ist, und
(2) L((b;)ier) = V.

Wir geben einige Beispiele:
BEISPIEL 10.24.

(1) ((1,0),(0,1)) ist Basis des R?: Jeder Vektor ( ; ) lasst sich als

1 0
(o) (V)
schreiben, und liegt somit in der linearen Hiille von (1, 0) und (0, 1). Somit ist die lineare

Hiille der Vektoren {(1,0), (0,1)} der ganze R?. Die beiden Vektoren sind auBerdem
linear unabhéngig.

(2) ((2,3)) ist keine Basis des R?, da es kein A\ gibt, sodass ( (1) ) =\ ( g )
(3) ((2,3)) ist Basis von L((2, 3)).

SATZ 10.25. Sein € N und sei V ein Unterraum von K™. Dann hat V' eine Basis.

BEwEIS.Wenn V' = {0}, so fassen wir die leere Folge () = @ als Basis auf. Wenn V' # {0},
so konstruieren wir eine Folge (v1,vs,...) aus V rekursiv folgendermaflien: vy ist ein beliebiger
Vektor aus V' \ {0}, und wenn vy, ..., v; bereits definiert sind, so bilden wir die Menge A;,1 :=
V\ L(vy,...,v;). Wenn A;,; leer ist, definieren wir v;;; = 0, ansonsten wihlen wir als v; 4
irgendein Element in A;,;. Fiir jedes m € Ny gilt: wenn v, 1 # 0, so gilt v,,01 &€ L(vi, ..., 0n).
Wegen Satz 10.18 ist dann (vy, ..., v,41) linear unabhéngig, also gilt m + 1 < n. Somit gilt
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Unp1 = 0. Sei k& € N maximal mit v, # 0. Dann gilt vi,; = 0, also L(vy,...,v,) = V. Da
(v1,...,vx) linear unabhéngig ist, ist B = (vy,...,vx) eine Basis von V. O

Jeder Unterraum des K™ ist also die lineare Hiille endlich vieler Vektoren.
BEISPIEL 10.26.

> Die Folge ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) ist eine Basis von R?.

> Firi € Nseie; :=(0,...,1,0,...) mit e; : N = R, e;(i) = 1, ¢;(j) = 0 fiir j # 7. Dann
ist (e1,ey,...) eine Basis fir RN := {(a;)jey € RV |35 € NVi € N:i > j = q; = 0}.

> Es gilt aber nicht L((e;);en) = RY. Wie konnte eine Basis von RY aussehen?

Es zeigt sich, dass (unter Annahme des Auswahlaxioms) jeder Vektorraum eine Basis hat. Um
die Existenz einer solchen Basis zu beweisen, braucht man einen Satz aus der Mengenlehre, das
Lemma von Zorn.

SaTz 10.27 (Lemma von Zorn). Sei (M, <) eine geordnete Menge mit folgender Eigenschaft:

Fiir alle Teilmengen T von M mit der Figenschaft, dass (T, <) linear geordnet
ist, gibt es ein m € M, sodass fiir allet € T:t < m.

Dann hat M ein mazimales Element.

Zur Formulierung: exakterweise muss es statt (7', <) natiirlich (7', <N (7' x T")) heiflen. Die For-
derung an M ist, dass jede linear geordnete Teilmenge 7" von M eine obere Schranke besitzt,
die zwar nicht in T, aber sehr wohl in M liegen muss. Der Beweis des Lemmas von Zorn ist
aufwindig und benétigt das Auswahlaxiom. Aus dem Lemma von Zorn werden wir nun folgern,
dass jeder Vektorraum eine Basis besitzt. Manchmal ist es niitzlich, als Basen fiir Vektorrdume
nicht nur Folgen oder Familien von Vektoren, sondern auch einfach Teilmengen des Vektor-
raums zuzulassen; wir wiederholen die Definitionen fiir lineare Unabhdingigkeit, lineare Hiille
und Basis:

DEFINITION 10.28. Sei V' ein Vektorraum iiber K. Eine Teilmenge B von V ist linear un-
abhdngig, wenn fiir jede endliche Teilmenge W von B und fiir alle A : W — K mit

Z AMw)w =0

gilt, dass fiir alle w € W gilt: A(w) = 0. Die lineare Hiille der Menge B ist definiert als
> wew Aw) w | W ist endlich, A : W — K}. Die Menge B ist eine Basis fiir V, wenn sie linear
unbhingig ist, und ihre lineare Hiille ganz V.

LEMMA 10.29. Seit V' ein Vektorraum tiber K, und sei

U = {B| B ist linear unabhingige Teilmenge von V'}.

Jedes mazimale Element aus (U, C) ist eine Basis von V.

Beweis: Sei B ein maximales Element von (U, C). Da B € U, ist B linear unabhéingig. Wir
zeigen nun, dass L(B) = V. Sei dazu v € V; wir wollen zeigen, dass v € L(B). Wenn v € B,
so gilt klarerweise v € L(B). Wir betrachten nun den Fall v ¢ B. Wir bilden B’ := B U {v}.
Wegen der Maximalitat von B ist B’ linear abhéngig. Es gibt also eine endliche Teilmenge W
von BU{v} und A\ : W — K, sodass es w € W mit A(w) # 0 gibt, und

> AMw)w =0. (10.2)

weWw
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Wenn v ¢ W oder A(v) = 0, so erhalten wir aus (10.2), dass B linear abhéngig ist, im Wider-
spruch zu B € Y. Somit gilt v € W und A(v) # 0. Es gilt also

1
V=3 Z AMw) w,
(U) weW\{v}
und somit v € L(B).
Somit gilt V = L(B). O

SATZ 10.30. Sei V' ein Vektorraum tiber K. Dann besitzt V' eine Basis.

Beweis: Seid := {B| B C V, B ist linear unabhéngig}. Nach Lemma 10.29 geniigt es zu zeigen,
dass (U, C) ein maximales Element hat. Dazu verwenden wir das Zornsche Lemma. Sei K eine
Teilmenge von U, sodass (K, C) linear geordnet ist. Es gilt also fiir alle Ly, Ly € K: L1 C Ly oder

Ly C L. Wir zeigen nun, dass K eine obere Schranke in U/ besitzt. Sei dazu M := U{L | L € K},

also die Vereinigung aller Elemente aus K. Klarerweise ist M eine obere Schranke fiir K. Es
bleibt zu zeigen, dass M € U. Dazu ist zu zeigen, dass auch M linear unabhéngig ist. Sei dazu
W eine endliche nichtleere Teilmenge von M, und sei A : W — K so, dass

Z AMw)w = 0.

weWw
Da jedes w € W in M liegt, gibt es fiir jedes w ein K, € K, sodass w € K.

Nun gilt fiir jede endliche nichtleere Teilmenge € von K, dass U{E |E € &} € €. (Das kann man

mit Induktion nach der Anzahl der Elemente von £ zeigen. Die Beobachtung ist aber tatséchlich
einfach: in einer endlichen linear geordneten Menge gibt es immer ein grofites Element.)

Wenn wir diese Beobachtung fiir £ := {K,, |w € W} verwenden, so erhalten wir, dass es ein
wy € W gibt, sodass W C K,,. Da K,,, € U, ist K,, linear unabhéngig. Daher gilt fiir alle
we W: Aw) =0.

Somit ist M linear unabhéngig, und es gilt M € U.
Das Lemma von Zorn liefert nun, dass (U, C) zumindest ein maximales Element besitzt. [
UBUNGSAUFGABEN 10.31.

(1) Sei V ein Vektorraum, und seien By O By D Bg--- Teilmengen von V mit L(B;) = V fir
alle i € N. Gilt dann sicher L((;cny Bi) = V7

(2) Sei V ein Vektorraum, und sei B eine Menge mit L(B) = V, sodass fiir jede Teilmenge C
von B mit C # B gilt, dass L(C) # V. Zeigen Sie, dass B eine Basis von V ist.

5. Dimension eines Vektorraums

Sei B = (by,...,by,) eine Folge von Vektoren. Dann ist [B| = |{(i,b;) : i € {1,...,n}}| =n.
SATz 10.32. Sei V' ein Vektorraum, und seien B,C' Basen von V. Wenn B endlich ist, so ist
auch C' endlich, und es gilt |C| = |B].

BEWEIS. Sei B = (by,...,b,). Da die Vektoren in C' liner unabhéngig sind, gilt wegen
Satz 10.19, dass C endlich ist und |C] < n. Sei m := |C|. Da B C L(cy,...,¢n) gilt wegen
Satz 10.19 auch n < m und somit |B| = |C| O

Dieser Satz gilt auch fiir unendliche Basen.

SATzZ 10.33. Sei V' ein Vektorraum, und seien B, C Teilmengen von V', die beide Basen von V
sind. Dann gibt es eine bijektive Abbildung von B nach C.
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Fiir unendliche B, C' braucht man fiir den Beweis ein paar Sétze {iber die Machtigkeit unend-
licher Mengen. Diese Sétze beruhen darauf, dass man jeder Menge A eine Grofie |A| zuordnen
kann. Diese Grofle ist eine Kardinalzahl. Kardinalzahlen sind z.B. 0,1,2,..., dann w = ¥, fiir
die Anzahl der Elemente von N und c¢ fiir die Anzahl der Elemente von R. Fiir alle Mengen
Ay, As gilt |Ay| = |As| genau dann, wenn es eine bijektive Abbildung von A; nach A, gibt.
Satz 10.33 sagt dann, dass fiir Basen B, C' eines Vektorraums V stets |B| = |C| gilt.

BEWEISSKIZZE FUR SATZ 10.33. Wenn B oder C' endlich ist, so liefert Satz 10.32 das
Ergebnis. Wir nehmen nun an, dass B, C' beide unendlich sind. Fiir jedes b € B gibt es
eine endliche Teilmenge C'(b) von C, sodass b € L(C(b)). Sei C" := J,cp C(b). Dann gilt
L(C") € L(B) = V. Wenn nun C" # C, so gibt es ein ¢ € C, das in der linearen Hiille
von C\ {c} liegt. Dann ist C linear abhéngig, im Widerspruch zur Annahme, dass C eine
Basis ist. Also gilt C' = (J 5 C(b). Eine Vereinigung von |B| endlichen Mengen hat, wenn B
unendlich ist, auch hochstens Kardinalitit |B|, und somit gilt |C| < |B|. Genauso begriindet
man |B| < |C| und wegen Satz 8.9 gilt daher |B| = |C]|. O

DEFINITION 10.34. Sei V' ein Vektorraum, und sei B eine Basis von V. Die Dimension von V'
ist die Anzahl der Elemente von B.

Wegen Satz 10.30 besitzt V' eine Basis, und wegen Satz 10.33 sind alle Basen gleichméchtig.
Daher ist die Dimension sinnvoll definiert.

SaTz 10.35. Sei T ein endlichdimensionaler Vektorraum, und sei S ein Unterraum von T.
Dann gilt:

(1) dim(S) < dim(7).
(2) Wenn dim(S) = dim(7T'), so gilt S =T.

BEWEIS. Sei (t1,...,t,) eine Basis von T, und sei (sq, ..., s;) eine Basis von S.
(1) Wegen Satz 10.19 gilt dann k£ < n.

(2) Wir nehmen an, dass k = n. Wenn L(sy,...,s,) = T, so gilt S = T. Wenn es ein ¢ €
T\ L(sq,...,s;) gibt, so ist nach Satz 10.18 die Folge (si, ..., Sk, t) linear unabhéngig. Dann
haben wir n + 1 linear unabhéngige Vektoren in einem Vektorraum mit einer n-elementigen
Basis gefunden. Das widerspricht Satz 10.19. U

UBUNGSAUFGABEN 10.36.

(1) Beweisen Sie:
Seien k € Np, und sei M eine Teilmenge des Vektorraums V. Sei

B = (b1, ba,...,bk)

eine linear unabhingige Folge von Vektoren aus M. Wir nehmen an, dass B so
ist, dass es kein m € M gibt, sodass (b1, bs, ..., b, m) ebenfalls linear unabhéngig
ist. (Wir fordern also, dass B eine maximale linear unabhéngige Folge aus M ist.)
Dann ist B eine Basis fiir L(M).

(2) Zeigen Sie:

Seien k,n € N, und sei M = (my,ma,...,my) eine Folge von Vektoren aus dem
Vektorraum V. Dann gibt es r € {0,...,k} und iy,49,...,%, € {1,...,k}, sodass
folgendes gilt: i} < iy < -+ < iy, und (m;,, mj,, ..., m;,) ist eine Basis von L(M).

Hinweis: Wahlen Sie eine linear unabhéngige Teilfolge maximaler Lénge.
(3) Zeigen Sie:
Sei k € Ng, n € N, und sei M = (my,ma,...,my) eine Folge von Vektoren aus
dem Vektorraum V. Dann gilt dim(L(M)) < k.
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6. Matrizen in Treppenform

In diesem Abschnitt iiberlegen wir uns, wie wir eine Basis eines Unterraums U von K™ bestim-
men konnen, der in der Form U = L(by, ..., b,,) gegeben ist. Wir wollen also zum Beispiel eine

Basis von
V=) (3) (1) (1)

bestimmen. Wir wollen also eine Basis des Zeilenraums der Matrix

-1 3 2
2 -5 2
A=1 3 11 13
-3 10 12
Einen Algorithmus liefert der folgende Satz:
SATz 10.37. Seien m,n € N, und seien
b1 = (al,l, Ce ,al,n),
by = (a2,1, . 7a2,n)7
bm - (am,la cee 7am,n)

Vektoren im K™. Wir nehmen an, dass ay1 # 0. Sei V := L(by,...,b,) und V3 :=V N ({0} x
K™ 1), Dann gilt:
(1) L<b2 - az_yibl, b3 — %bl, . 7bm — am’lbl) =V.

al ai,1

(2) Wenn (dé, ooy dy) eine Basis von V; ist, so ist (by,ds,...,dy) eine Basis von V.

Qi1

Bewers. (1) Fir ¢ € {2,...,m} sei ¢; := b; — ;%-by. Fiir den ersten Eintrag von ¢; gilt
cl[1] = b;[1] — ai’llbl[l] =a;; — %‘11,1 = 0, also gilt ¢; € V;. Somit gilt auch L(cy, ..., cn) C V4.

a

Wir beweisen nun Vi C L(cs, ..., ¢y): Seidazuv € Vi. Dav € L(by,...,b,), gibtesaq, ..., ap, €

K, sodass
n
V= E Oézbl
i=1

Wir wissen, dass v € V7, also gilt v[1] = 0. Also gilt

0= Xn:albl[l] = Zn:aiam. (103)
i=1 =1

Es gilt daher

n

v = E ozibi

i=1

n n
a1 ;1

= E Oéz(bz— bl)—f—( E a; )bl
— a1 — a1

i=1 i=1

= i Q,;Ci -+ L(i oziai,l) bl.
i=1 i=1

a1 =
1=

Wegen (10.3) ist der zweite Summand gleich 0, also gilt

n
v = E ;G
=1

und somit v € L(cy, ..., Cm).
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(2) Wir zeigen als erstes, dass L(by,ds,...,d;) = V. Da by,dy, ..., d; alle in V liegen, gilt C.
Sei nun v = (vy,...,v,) € V. Dann gilt v — %bl € Vi, und daher gibt es as, ..., a; € K mit

Somit gilt v = a%bl + > ", apd;, also v € L(by, da, ..., dg) = V.

Wir zeigen nun, dass (b1, ds,...,d;) linear unabhingig ist. Seien (A1,...,\z) € K* so, dass
by + Zf:2 Nid; = 0. Fir alle i € {2,...,k} gilt d; € V4, also d;[1] = 0, und somit gilt
A1b1[1] = 0, also Aja;; = 0. Wegen ap; # 0 gilt daher Ay = 0. Somit gilt Zf:z Aid; = 0 und
wegen der linearen Unabhéngigkeit von (da, ..., dy) auch Ay = --- = A\ = 0. O

Nach Satz 10.37 koénnen wir uns eine Basis von Z(A) fiir

-1 3 2
2 =5 2
-3 11 18
-3 10 12

berechnen, indem wir zunéchst eine Basis fiir den Zeilenraum von

01 6
A=102 12
01 6

ausrechnen. Wir lassen die erste Nullspalte weg und berechnen eine Basis fiir den Zeilenraum
von

A:

6
2
6

Nach Satz 10.37 konnen wir uns eine eine Basis des Zeilenraums von A, ausrechnen, indem wir
zunéchst eine Basis des Zeilenraums von

0 0
v=(5 )

ausrechnen. Die leere Folge @ ist eine solche Basis, also ist nach Satz 10.37 ((
von Z(As), und somit ((0,1,6)) eine Basis von Z(A;). Wegen Satz 10.37 ist ((—
eine Basis von Z(A).

Ay =

N
—_

1,6)) eine Basis
1,3,2),(0,1,6))
Diese Vorgangsweise kann man (iterativ anstatt rekursiv) so sehen: Der Zeilenraum &ndert sich
nicht, wenn wir eine Zeile mit einer von 0 verschiedenen Zahl multiplizieren, oder wenn wir zu
einer Zeile ein Vielfaches einer anderen Zeile addieren. Wir kénnen uns also jetzt systematisch
Matrizen erzeugen, die alle den gleichen Zeilenraum haben wie die urspriingliche Matrix. Das
machen wir mit Mathematica.

In[19]:= A = {{-1,3,2},{2,-5,2},{-3,11,18},{-3,10,12}};
In[20] := << RowRedl12.m
In[21] := RowEchelonForm [A]

(-1 3 2
2 -5 2
-3 11 18
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-3 10 12

)

(-1 3 2
0O 1 6
0o 2 12
0 1 6

)

(-1 3 2
0 1 6
0O 0 ©
0O 0 ©

)

Out[21]= {{{1,0,0,0},{2,1,0,0},{-7,-2,1,0},{-5,-1,0,1}},
{{-1,3,2},{0,1,6},{0,0,0},{0,0,0}}}

Wir haben also eine Matrix in Treppenform erzeugt, deren Zeilenraum der gleiche wie der
Zeilenraum der gegebenen Matrix ist. Somit ist (<§1> : <z)) eine Basis fiir Z(A), also fiir V.

ALGORITHMUS 10.38 (Treppenform).
Eingabe: Eine m x n-Matrix A.
Ausgabe: Eine m x n-Matrix B, sodass B in Treppenform ist, und Z(A) = Z(B).

1: B+ A

2: zeile < 1

3: spalte 1

4: while zeile < m do

5: while spalte < n und B(i, spalte) = 0 fiir alle i mit zeile < i < m do

6: . spalte + spalte + 1

7 if spalte < n then

8: gewaehlteZeile < ein i, sodass zeile < i < m und B(i, spalte) # 0

9: if gewaehlteZeile # zeile then

10: . Vertausche die gewaehlteZeile-te mit der zeile-ten Zeile von B

11: 14— zeile+ 1

12: while 1 <m do

13: Addiere passendes Vielfaches der zeile-ten Zeile zur i-ten Zeile von B, sodass
L B(i, spalte) = 0

14: 141+ 1

15: zeile <— zeile + 1

16: | spalte < spalte + 1

17: return B

Dieser Algorithmus liefert also folgenden Satz.

SaTz 10.39. Seien m,n € N, und sei A eine m X n-Matriz. Dann ¢ibt es eine Matriz B in
Treppenform, sodass Z(A) = Z(B).

Die Zeilen einer Matrix in Treppenform, die nicht 0 sind, sind linear unabhéngig.

Wir fassen zusammen:
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ALGORITHMUS 10.40 (Basis eines explizit gegebenen Unterraums).

Eingabe: Vektoren vy,...,v,, € R".

Ausgabe: Eine Basis by, ..., b, von L(vy, ..., vy).
1: Bilde die m x n-Matrix V', in deren Zeilen die Vektoren vy, ..., v,, stehen.
2: Berechne eine Matrix B in Treppenform, sodass Z(V') = Z(B).
3: return (by,...,b;) als jene Zeilen von B, die nicht 0 sind.

Was wir noch nicht begriindet haben ist, dass die Zeilen einer Matrix in Treppenform, die nicht
0 sind, linear unabhéngig sind. Betrachten wir dazu die Matrix

12 -30 6 70
00 =5 0 14 17 O
00 0 0 67 7 0
00 0 0 0 0 0

Um zu zeigen, dass die von 0 verschiedenen Zeilen von A linear unabhéngig sind, miissen wir
zeigen, dass das Gleichungssystem

A=

1 0 0 0
2 0 0 0
-3 =5 0 A1 0
0 0 0 X | =10
6 14 67 A3 0
7 17 76 0
0 0 0 0

nur die Losung (0,0,0) hat. Wir sehen, dass uns die erste Gleichung A\; = 0, dann die dritte
Gleichung \s = 0, und dann die fiinfte Gleichung A3 = 0 liefert. Allgemein gilt:

SATZ 10.41. Sei A eine m X n-Matriz in Treppenform. Dann sind die Zeilen von A, die nicht
0 sind, linear unabhdngige Vektoren im R™.

UBUNGSAUFGABEN 10.42.

(1) Bestimmen Sie eine Basis von L( 0 , s ) 2 ).
—2 4 0
(2) Finden Sie jeweils eine Basis folgender Unterrdume!

(a) {@) ER3|z+3y+2z=0}
(b) L((i)).

-5

() L((3),(3): (7))-

Eine Treppenform mit zusétzlichen Eigenschaften ist die Treppennormalform. Sie 16st folgendes
Problem: Gegeben sind zwei Unterrdume U, V von R". Beide Unterrdume sind explizit gegeben,
das heifit, durch wuy,...,u; und vy, ..., v, so, dass U = L(uy,...,w) und V = L(vi, ..., vn).
Gefragt ist, ob U = V.

DEFINITION 10.43 (Treppennormalform). Sei A eine mxn-Matrix. A ist in Treppennormalform,
wenn es r € Ng und jq, Jo, ..., 7 € {1,...,n} gibt, sodass

(1) jr>.jr71 > >j1-

(2) Fir alle s € {1,2,...,r} gilt: A(4, ;) = 1.

(3) Fiir alle ¢ € {1,2,...,r} und fur alle £ € {1,2,...,r} gilt: Wenn k # i, dann gilt
A(k, j;) = 0.

(4) Fiir alle ¢ € {1,2,...,7} und fur alle k € {1,2,...,n} mit k < j; gilt: A(i,k) = 0.

(5) Fiir alle s € {1,2,...,m} mit ¢ > r und fiir alle k € {1,2,...,n} gilt: A(i,k) = 0.
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ALGORITHMUS 10.44 (Treppennormalform).
Eingabe: Eine m x n-Matrix A.
Ausgabe: Eine m x n-Matrix B, sodass B in Treppennormalform ist, und Z(A)

B+ A
zeile < 1
spalte < 1
while zeile < m do
(* Die ersten spalte — 1 Spalten sind in Treppennormalform *)
while spalte < n und B(i, spalte) = 0 fiir alle ¢ mit zeile < i < m do
. spalte « spalte + 1
if spalte < n then
gewaehlteZeile <— ein i, sodass zeile < i < m und B(i, spalte) # 0
if gewaehlteZeile # zeile then
 Vertausche die gewacehlteZeile-te mit der zeile-ten Zeile von B
Multipliziere die zeile-te Zeile von B mit Blecile, spalic)
141
while : < m do
if i = zeile then
Addiere passendes Vielfaches der zeile-ten Zeile zur i-ten Zeile von B, sodass
L B(i, spalte) = 0
141+ 1
zeile <— zeile + 1
spalte <— spalte + 1
return B

Z(B).

Wir geben ein Beispiel fiir das Berechnen einer Matrix in Treppennormalform, die den gleichen
Zeilenraum wie die Ausgangsmatrix besitzt.

BEISPIEL 10.45.

In[24] := << RowRed12.m
In[25]:= A = {{1,-5,8,2,-2},{1,-4,6,-2,0},{-1,0,2,2,0},{5,-8,6,0,-5}}
Qut[25]= {{1,-5,8,2,-2},{1,-4,6,-2,0},{-1,0,2,2,0},{5,-8,6,0,-5}}
In[26] := RowEchelonNormalForm [A]
(1 -5 8 2 -2
1 -4 6 -2 0
-1 0 2 2 0
5 -8 6 0 -5
)
(1 -5 8 2 -2
0 1 -2 -4 2
0 -5 10 4 -2
0 17 -34 -10 5
)
1 o0 -2 -18 8
0 1 -2 -4 2
0O O 0 -16 8
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0O 0 0 58 -29
)

(1 0o -2 -18 8
0 1 -2 -4 2
0O 0 o0 1 -(1/2)
0O 0 0 B8 -29

)

@ o -2 0 -1
0O 1 -2 0 O0
0O 0 0 1 -(1/2)
0O 0 0 0 ©
)

Out [26]= {{{1/2,-(5/8),-(9/8),0},{0,-(1/4),-(1/4),0},
{1/4,-(5/16),-(1/16),0},{-(5/2),9/8,29/8,1}},
{{1,0,_2,03_1},{0,1:_290:0}:{030:0’1,_(1/2)},{0,0:0:0’0}}}

Der Algorithmus liefert den folgenden Satz.

SaTz 10.46. Seien m,n € N, und sei A € R™*"™. Dann gibt es eine Matrix B in Treppennor-
malform, sodass Z(A) = Z(B).

Die Treppennormalform ist eindeutig:

SATZ 10.47. Seien m,n € N, und seien B, C zwei m x n-Matrizen in Treppennormalform. Wir
nehmen an, dass Z(B) = Z(C). Dann gilt B = C.

BEWEISSKIZZE. Induktion nach n. Wenn n = 1, so ist Z(B) = K* oder Z(B) = {(0)}. Im
|

0
ersten Fall gilt B =C = ([;)), im zweiten Fall B = C = <0)
0 0
Sei nun n > 2. Sei 7 : K" — K" ' 7w((v1,...,v,)) := (v1,...,0,_1), und sei B’ die Matrix
B ohne deren letzte Spalte; es gilt dann B’ € K™* (=1, Der Zeilenraum von B’ ist 7(Z(B)).
Genauso bilden wir aus C' die Matrix C’; ihr Zeilenraum ist 7(Z(C)).

Aus der Definition der Treppennormalform sieht man, dass B’ und C’ wieder in Treppennor-
malform sind. Wegen Z(B') = n(Z(B)) = n(Z(C)) = Z(C") und der Induktionsvoraussetzung
gilt B' = (".

Wir iiberpriifen nun, ob auch die letzte Spalte der Matrix gleich ist. Wir betrachten zuerst den
Fall, dass e, = (0,...,0,1) € Z(B). Da B in Treppennormalform ist, muss dann (0,...,0,1)
eine Zeile von B sein. Wenn B’ genau s Nichtnullzeilen hat, ist also e, die s 4 1-te Zeile von
B, und alle Eintrdge in der n-ten Spalte von B in den anderen Zeilen sind gleich 0. Wegen
e, € Z(C) gilt das gleiche fir €', und somit ist auch die n-te Spalte beider Matrizen gleich
es+1; also gilt B = C.

Wenn (0,...,0,1) & Z(B), so wihlen wir k € {1,...,m} und betrachten die k-te Zeile b, von
B und die k-te Zeile ¢, von C'. Da diese beiden Zeilen nach Induktionsvoraussetzung in den
ersten n — 1 Eintrégen {ibereinstimmen, gilt b, — ¢, € Z(B) N L(e,). Da L(e,) € Z(B), gilt
Z(B)N L(e,) = {0}. Also gilt by = c4. O
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Mathematica hat einen eigenen Befehl zur Berechnung der Treppennormalform, RowReduce.

In[27] := = {{1,-5,8,2,-2},{1,-4,6,-2,0},{-1,0,2,2,0},{5,-8,6,0,-5}}
OUt[27]= {{1:_5:8:2:_2}:{1:_4’6:_2’0}:{_1’O: 5 ,0}3{5: 8: : ) 5}}
In[28] := RowReduce [A]

Qut[28]= {{1,0,-2,0,-1},{0,1,-2,0,0},{0,0,0,1,-(1/2)},{0,0,0,0,0}}

7. Nullraum einer Matrix

Sei A € K™*" und seien ay,...,a, € K" die Zeilen von A. Fir u = (uy,...,u,) und v =
(v1,...,v,) € K™ definieren wir
n
v) = Zuﬂh
=1

In R erhalten wir unser gewohntes Skalarprodukt. In anderen Kérpern hat dieses Produkt die
ungewohnliche Eigenschaft, dass etwa in Zs gilt ((1), (1)) =0, oder in C gilt, dass ((}),(})) =
0. Man betrachtet daher in C oft auch andere Skalarprodukte

DEFINITION 10.48. Sei M eine Teilmenge des K™. Dann definieren wir
M= {v eR"|(m,v) =0 fiir alle m € M}.
UBUNGSAUFGABEN 10.49.
(1) Seien M,U,V C K™. Zeigen Sie: M = L(M)\, U C V = VA C UM, L(M) € (M),
U C (UM, UN = (UMMM
Als Folgerung aus M = L(M)" ergibt sich:
SaTz 10.50. Sei A eine m x n-Matriz. Dann gilt N(A) = (Z(A))".

Somit gilt

KOROLLAR 10.51. Sei A eine | X n, und sei B eine m x n-Matriz. Wenn Z(A) = Z(B), dann
gilt auch N(A) = N(B).

Das liefert eine Vorgangsweise fiir die Berechnung des Nullraums von A: Man bestimmt eine
Matrix B in Treppenform oder Treppennormalform und berechnet dann den Nullraum dieser
Matrix. Wenn eine Matrix B in Treppennormalform ist, dann kann man ihren Nullraum N(B)
besonders schnell bestimmen.

Wir bestimmen so den Nullraum der folgenden Matrix A € R4*5,

1 -9 2 7 2
2 =6 0 2 0
3 3 -4 -9 —4
1 3 -5 —-11 -5

Wir berechnen den Nullraum N(A) = {x € R% | A-x = 0} mit dem Gauf-Algorithmus:

A=

In[36] := << RowRed12.m

In[37]:
Out [37]

= {{1,-9,2,7,2},{2,-6,0,2,0},{3,3,-4,-9,-4},{1,3,-5,-11,-5}}
{{1,-9,2,7,2},{2,-6,0,2,0},{3,3,-4,-9,-4},{1,3,-5,-11,-5}}
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In[38]:= Gauss [A, {0,0,0,0}]

(x1 x2 x3 x4 x5
-9 2 7 2
-6 0 2 0
3 -4 -9 -4
3 -5 -11 -5

= W N =
O O OO

)

We use equation (1) of the last system to eliminate x1
(x2 x3 x4 x5 |
12 -4 -12 -4 | 0
30 -10 -30 ~-10 | 0
12 -7 -18 -7 | 0

)

We use equation (1) of the last system to eliminate x2
(x3 x4 x5 |

0O o0 O | 0
-3 -6 -3 I 0
)
We use equation (2) of the last system to eliminate x3
(x4 x5 |
0 0 | 0
)
x4 does not appear in any equation.
(x5 |
0 | 0
)
xb does not appear in any equation.
x5:=t1
x4:=t2
We use
(x3 x4 x5 |
-3 -6 -3 | 0
)

to compute x3
x3 =0 + -tl -2 t2

We use

(x2 x3 x4 x5 |

12 -4 -12 -4 | 0
)

to compute x2

x2 =0 + t2/3

We use

(x1 x2 x3 x4 xb |
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1 -9 2 7 2 | O
)
to compute x1
x1=0+0
Out [38]= {{0,0,0,0,0},{{0,0,-1,0,1},{0,1/3,-2,1,0}}}

In[39] := NullSpace [A]
Out [39]= {{0,0,-1,0,1},{0,1,-6,3,0}}

Somit ist der Nullraum von A die lineare Hiille von (0,0, —1,0,1) und (0,1, —6,3,0).

Den Nullraum kann man auch mithilfe der Treppenform ausrechnen: Sei B die Matrix, die man
durch Nebeneinanderschreiben der Matrix AT mit der Einheitsmatrix erhilt, also

1 2 3 1 10000
-9 =6 3 3 01000
B=(A"Es)=] 2 0 -4 -5 00 10 0
7 2 -9 -1 00010
2 0 -4 -5 00001

Wir berechen eine Treppenform von B mit RowReduce [B] und erhalten die Matrix C' mit

10 -20-200 2 -2
01 20 B 00 -5 32
c=(oo0 0 1 -f00 1 -1
00 0 0 0O 10 3 —6
00 0 0 0 01 0 -1

Dann findet man in den Zeilen, in denen die Eintrége in den ersten vier Spalten 0 sind, die

Matrix
0103 —6
D':(o 010 —1)’

in deren Zeilen eine Basis fiir den Nullraum von A steht. Wir rechtfertigen jetzt diese Vorgangs-
weise.

DEFINITION 10.52. Seien m,n € N und sei B = {by,...,b,,} eine Basis des Unterraums U von
K™. Die Basis B ist in Treppenform, wenn fiir alle ¢ € {0,...,n — 1} gilt, dass

L(BN ({0} x K™) = U N ({0} x K™,

Die Nichtnullzeilen einer Matrix in Treppenform bilden eine Basis in Treppenform fiir den
Zeilenraum dieser Matrix.

SATZ 10.53. Seien m,n € K, A € K™*", und sei B die n x (n + m)-Matriz, die man durch
Nebeneinanderschreiben der Matriz AT mit der Einheitsmatriz erhilt, also B = (AT|E,). Dann
qilt

Z(B)Nn({0}™ x K™) = {0} x N(A).

BEWEIS. Seiy € Z(B)N({0}™ x K™). Dann gibt es ein z € K™ (den wir als Spaltenvektor
schreiben), sodass y = 27 - (AT|E,) = (27 - AT|2T). Da y € {0}™ x K", gilt 27 - AT =0, also
Az =0 und somit z € N(A). Somit gilt y = (27 - AT|zT) € {0} x N(A).

Sei nun y € {0} x N(A) und sei z € N(A) so, dass y = (0,...,0,21,...,2,). Dann gilt
ol (AT|E,) = (2T AT|2T) = (0|27) = y. Somit gilt y € Z(B). O
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Um den Nullraum von A auszurechnen, kénnen wir also Z(B) N ({0}™ x K™) bestimmen. Eine
Basis fiir Z(B)N({0}™ x K™) kénnen wir aus einer Matrix B in Treppenform mit Z(B') = Z(B)
bestimmen.

Mithilfe der Treppennormalform kénnen wir auch die inverse Matrix berechnen:

SATZ 10.54. Sei A € K™, sei B die n x (2n)-Matriz (A|E,) und seien X, Y € K™ ™ so, dass
(X|Y) eine Matriz in Treppennormalform mit Z(B) = Z((X|Y')) ist. Dann gilt:

(1) Wenn X = E,, so ist A invertierbar und es gilt A~ =Y.
(2) Wenn X # E,, so ist A nicht invertierbar.

BEWEIS.

(1) Die Treppennormalform hat dann die Form (E,|Y). Da Z((A|E,)) = Z((E,|Y)) gibt
es Matrizen X, Xy € K™ mit X - (A|E,) = (E,|Y) und X5 - (E,|Y) = (A|E,).
Folglich gilt X1A = E,, X; =Y, Xo = A, XoY = E, und somit YA = FE,, und
AY = FE,, also ist A invertierbar mit inverser Matrix Y.

(2) Wenn A invertierbar ist, so gibt es eine Matrix X € K™™ mit XA = E,. Sei 7 :
K* — K" 7((z|ly)) = z. Wegen XA = E, ¢gilt Z(E,) C Z(A), also K" = Z(A).
Somit gilt

T Z((AIE)] = Z(4) = K"
Wir nehmen nun, dass fiir die Treppennormalform (X|Y') von (A|E,) gilt, dass X #
FE,,. Dann enthélt X eine Nullzeile. Seien z1,...,x,_; die ersten n — 1 Zeilen von
X. Es gilt dann Z(X) C L(xy,...,2,-1) und auflerdem Z(X) = 7w[Z((X[|Y))] =
m[Z((A|E,))] = Z(A) = K™. Somit gilt K™ C L(xy,...,2,-1), und das widerspricht
Satz 10.19. Also gilt X = E,,.

4

Dieser Beweis liefert auch eine Begriindung dafiir, dass eine n x n Matrix A, fiir die es ein X
mit XA = FE, gibt, invertierbar ist. In Satz 11.27 bekommen wir dieses Resultat dann, ohne
iiber Treppenformen zu argumentieren zu miissen.

8. Rang einer Matrix

DEFINITION 10.55. Sei A eine m x n-Matrix. Der Rang von A, abgekiirzt rk(A), ist die Di-
mension des Zeilenraums von A.

Man berechnet den Rang, indem man aus der Matrix A eine Matrix B in Treppenform erzeugt,
die den gleichen Zeilentraum wie A hat. Die Zeilen von B, die nicht 0 sind, sind stets linear
unabhéngig. Sie bilden also eine Basis von Z(B) = Z(A).

ALGORITHMUS 10.56 (Rang einer Matrix).
Eingabe: eine m x n-Matrix A.
Ausgabe: der Rang von A.

Berechne mit Algorithmus 10.38 eine Matrix B in Treppenform, sodass Z(B) = Z(A).
return Anzahl der Zeilen von B, die nicht 0 sind.

Der folgende Satz besagt, dass A und A7 stets den gleichen Rang haben.
SATz 10.57. Seien m,n € N und sei A € K™ ™. Dann gilt dim(Z(A)) = dim(S(A)).
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Beweis: Sei r die Dimension des Spaltenraums von A, und sei (by, ..., b,) eine Basis von S(A).
Sei
| |

B=| b b - b,
. |

eine Matrix, in deren Spalten die Vektoren dieser Basis stehen. B ist eine m x r-Matrix. Da sich
jede Spalte von A als Linearkombination von by, ..., b, ausdriicken lisst, gibt es eine Matrix
C e K™" sodass

A=B-C. (10.4)
Aus der Gleichung (10.4) sieht man, dass jede Zeile von A eine Linearkombination der Zeilen
von C' ist. Also liegt jede Zeile von A im Zeilenraum Z(C') von C. Da C genau r Zeilen hat,
gilt dim(Z(C)) < r, und somit dim(Z(A)) < r. Insgesamt gilt also fiir die Matrix A, dass
dim(Z(A)) < dim(S(A)).

Wir haben also bewiesen, dass fiir jede Matrix die Dimension des Zeilenraums hochstens so
grofl wie die Dimension des Spaltenraums ist. Es gilt also auch dim(Z(AT)) < dim(S(AT)),
und somit dim(S(A4)) < dim(Z(A)). O

SaTz 10.58 (Rangsatz). Seien m,n € N, A € K™ " und sei k der Rang von A. Dann hat
N(A) die Dimension n — k.

BEWEIS. Wegen Satz 10.57 ist auch die Dimension des Spaltenraums von A gleich &, und S(A)
besitzt daher eine Basis (by,...,bx). Sei (ci,...,¢) eine Basis fiir den Nullraum von A. Wir
finden fiir jedes ¢ € {1,...,k} einen Vektor y; € K™ mit A - y; = b;. Wir behaupten nun, dass

D= (c1, .., 41, k)

eine Basis von K" ist. Wir zeigen als erstes, dass D linear unabhéngig ist. Seien dazu
Alyevos Ay 1, - - i € K s0, dass

Aer + o+ Ne A+ iy -+ gy = 0. (10.5)
Durch Multiplikation von links mit A erhalten wir
MA-c)+-+NA-a)+m(A-y)+ -+ up(A-yp) =0,
und da A-¢; =0 und A - y; = b; auch
0+ p1by + -+ + prby = 0.

Wegen der linearen Unabhéngigkeit von (by,...,b;) gilt also py = -+ = pp = 0. Also gilt
wegen (10.5) auch

Arey + -+ g = 0,
und wegen der Unabhéngigkeit von (c1,...,¢) auch Ay = -+ = A, = 0. Somit ist D linear
unabhéngig.

Wir zeigen nun K" C L(D). Da A-x € S(A), gibt es p, ..., ux € K mit

k
=1

Sei z := Zle (iy;. Dann gilt A -z = Zle wi(A-y;) = Zle pib; =A-x, also A-(z —2) =0.
Folglich gilt x — 2z € N(A) und es gibt daher Ay,..., \; € K mit

l
r—z= g AiG;.
i=1
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Folglich gilt

! k
T=) NGt Y Hiys,
i=1 i=1
und daher x € L(D).

Folglich ist D eine Basis von K™. Da K™ die Basis (ey, ..., e,) hat, gilt dim(K"™) = n und daher
n =k + [ und somit [ =n — k. O

9. Die Losungsmenge inhomogener linearer Gleichungssysteme

DEFINITION 10.59. Sei A € K™ " und sei b € K™. Das Gleichungssystem A -z = b heifit
homogen, wenn b = 0, und inhomogen, wenn b # 0.

DEFINITION 10.60. Sei V' ein K-Vektorraum, und sei M C V. Die Menge M ist eine lineare
Mannigfaltigkeit in V' (oder ein affiner Unterraum von V'), wenn fiir alle A € K und a,b,c € M
gilt:

(1) Aa+ (1—\)be M,
(2) a—b+ce M.

SATZ 10.61. Sei V' ein K-Vektorraum und M ein affiner Unterraum von V mit M # &. Dann
gibt es einen Unterraum U von V' und ein ty € M, sodass M = {to +u |u e U}.

Fir {to +u | u € U} schreiben wir auch ¢y + U.

BEWEIS. Sei ty ein Element von M. Wir definieren
U:={m—ty|me M}.

Wir zeigen nun, dass U ein Unterraum von V ist. Wegen 0 € U gilt U # 0. Seien nun u,v € U
und «, 8 € K. Dann gibt es z,y € V mit u = x — ty und v = y — ty. Es gilt nun

(ax+ (1 —a)ty) —to+ (By + (1 — B)to) € M,
also

Oé.’L‘—f-(l—Oé)to—t[)‘i‘ﬁy‘i‘(l—5)t0—t0EU
Durch Ausmultiplizieren erhalten wir
az +tyg— atg —to+ By +tog — Pto — to = ax — atg+ By — Bto = a(x —ty) + By — to) = au+ [,
und somit gilt au + fv € U.
Nun gilt M =ty + U. U

SATz 10.62. Seien m,n € N, sei A € K™ ™ und seib € K™. Dann ist L := {x € K™ | Az = b}
eine lineare Mannigfaltigkeit. Wenn L # @ und xy € L, so gilt L = xo+ N(A).

BEwEs. Wenn A-a = A-b = A-c =0, so gilt auch A- (Aa + (1 — A)b) = 0 und
A-(a—b+c) =0, also ist L eine lineare Mannigfaltigkeit.
Sei nun zg € L. Fiir x € L gilt * = 9 + (—x¢9 + =) und wegen A - (—zg +2) = —A - 20 +
A-x = —=b+b=0gilt —zp+2 € N(A) und somit x € xy + N(A). Fir y € N(A) gilt
A (zo+y)=A-20+A-y=0b+0=0bund somit zo +y € L. O

31 2 =5

BEISPIEL 10.63. Sei A = ( 01 -3 3

A-z=0b.

) und b = ( 411 ) Berechne die Losungsmenge von
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Wir l16sen dieses Beispiel mit Mathematica. Mathematica bietet dazu die Funktionen NullSpace
und LinearSolve.

In[58]:= A = {{3,1,2,-5},{0,1,-3,8}}
Out [58]= {{3,1,2,-5},{0,1,-3,8}}

In[59]:= b = {4,1}
Out [69]= {4,1}

In[60] := NullSpace [A]
Out [60]= {{13,-24,0,3},{-5,9,3,0}}

In[61] := LinearSolve [A,b]
Out[61]= {1,1,0,0}

Die Losungsmenge ist damit gegeben durch
L={(1,1,0,0) + s-(13,—24,0,3) +t- (—5,9,3,0) | s,t € R}.

UBUNGSAUFGABEN 10.64.

(1) Widerlegen Sie durch Angabe eines Gegenbeispiels:
Wenn das Gleichungssystem A - x = 0 eine Losung hat, so besitzt fiir jede rechte
Seite b das Gleichungssystem A - x = b zumindest eine Lisung.

Es gibt eine Moglichkeit, Gleichungssysteme direkt durch Ausrechnen der Treppennormalform
zu losen. Dazu berechnet man fiir die Losung von A -z = b mit A € R™*" die Treppennormal-

form von
—pr
B — ( AT En—l—l )

und kann dann aus der Treppennormalform von B direkt die Losungsmenge von Ax = 0

ablesen: Fiir A = ( 5 L2 5 ) und b = (1) erhalten wir

01 -3 8

-4 -1 1 0 0 0 O

3 0 01000

B = 1 1 00100

2 -3 00010

-5 8 00001

Diese Matrix hat Treppennormalform

10000 8 3

01 000 5 2
cC=100100 37 14 |,

00010 —24 -9

00001 —13 =5

und wir lesen daraus, dass die Losungsmenge
L ={(0,0,37,14) 4+ s(1,0,—24, —9) + ¢(0,1,—13, =5) | s,t € R}

ist.
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10. Koordinaten

SATZ 10.65. Sei B = (b;)ies eine Basis des Vektorraums V und sei v € V. Dann gibt es genau
eine Familie (X\;)ier, sodass gilt:

(1) {t € I'| \; # 0} ist endlich, und

2 v= > b

icl
Xi£0

BeEWwEISs. Da v € L(B) existiert eine solche Familie (););e;. Seien nun (\;);er und (p;)icr zwei
Familien, die die beiden Eigenschaften erfiillen. Dann gilt fur (v;);cr mit v; = A\; — p; fir i € I,
dass nur endlich viele v; ungleich 0 sind, und dass

i€l i€l i€l
Ai#0 oder p;7#0 Ai#0 oder p;7#0 Ai#0 oder p;#0

Da (b;)ier linear unabhéngig ist, gilt daher v; = 0 fiir alle ¢ € I. Somit gilt (A\;)ier = (1i)icr. O

Wir nennen (v)p = (\;)ier die Koordinaten von v beziiglich B. Es gilt also stets fiir alle v € V

die Gleichheit
v=> (v)sli] b

iel
Ai70

Wenn [ = {1,...,m}, also B = (b,...,by), so liegt (A1,...,Ay) in K™, und wir nennen
(A1, ..., Am) das Koordinatentupel von v beziiglich B.

Im Spezialfall, dass B = (by,...,b,,) eine Basis des Unterraums 7" von K" ist, kann man das
Koordinatentupel mithilfe eines Gleichungssystems ausrechnen. Sei dazu B die n x m-Matrix,

A1
in deren Spalten die Vektoren (by,...,b,,) stehen. Sei t € T'. Dann erfiillt ( : ) = (t)p das
Am

_ A1
B-( ; ):t.
Am

Das Koordinatentupel (t)p erfiillt also die Gleichung

Gleichungssystem

BEISPIELE 10.66.
(1) Sei B =((1,0,3),(2,1,6)), T = L(B), und v = (3,1,9). Offenbar gilt
3 2
1 +1-{ 1],
9 6

woraus (v)p = (1,1) folgt.
(2) Sei T' = L((3,2,1),(0,1,2)), und B = ((3,2,1),(0,1,2)). Fiir das erste Basiselement
gilt offensichtlich
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weiters ist zum Beispiel
3 0 4
4-121-2-11 )= R

UBUNGSAUFGABEN 10.67.

(1) Der Vektor v hat beziiglich der Basis A = (( 753) , (;4)) der Ebene ¢ die Koordinaten

(v)a = (§)- Berechnen Sie seine Koordinaten beziiglich der Basis B = (( }%1) , ( :112%6)).
(2) Die Ebene € hat die Basen
a=((8).(3)
1 0

5= (1) ()

Der Vektor v hat beziiglich B die Koordinaten (v)z = (). Berechnen Sie seine Koordinaten
beziiglich A!

(3) Die Ebene e ist durch e = L((i’) , (—31>) gegeben. Sie hat die Basen

~(1)-(2)
) (2D

5). Berechnen Sie (v)p.

und

und

(

24

=2

31

Der Vektor v ist gegeben durch ( (
B =

(4) Seia:< >undb—< 4) und sei

der Basis B die Koordinaten <(§é>’a>
()0

e = (8.
Stimmt diese Formel fiir jede Basis (a,b) des R??
(5) Sei B = (<§1> , (i)), und sei F die lineare Hiille von B. B ist dann eine Basis von F.
(a) Welcher Vektor w hat beziiglich B die Koordinaten (w)p = ( %)?

(b) Wie lauten die Koordinaten von <_%1) beziiglich B ?

(SN[

(a,b). Zeigen Sie, dass ein Vektor (3 ) beziiglich

o

) hat; das heifit, zeigen Sie

(c) Geben Sie eine Basis C' von E an, beziiglich der der Punkt (_%)1> die Koordinaten (9)
hat.
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Lineare Abbildungen

1. Beispiele

Wir betrachten einige Funktionen, die von einem Vektorraum in einen Vektorraum gehen.

BEISPIEL 11.1. Sei s jene Funktion von R? nach R?, die jeden Punkt auf den Punkt abbildet,
auf dem er nach der Spiegelung an der x-Achse landet. Dann lésst sich s so schreiben:

s R? — R?
(y) — (02) (%)

BEeIspIEL 11.2. Wir iiberlegen uns, wo der Punkt (3 ) nach einer Drehung um den Nullpunkt
um 60° gegen den Uhrzeigersinn landet. Sei d diese Drehung. Dann lésst sich d so schreiben:

d : R — R?

Wenn man dreidimensionale Objekte auf einem Bildschirm zeichnen mochte, kann man dazu
die folgende Abbildung verwenden:

p : R — R?
10
<>'_>01

(0,0,0), (1,0,0), (1,1,0), (0,1,0), (0,1,1), (1, 1,1), (1,0,1), (0,0, 1)
des Wiirfels werden dadurch auf
(0,0), (1.000, 0), (1.000, 1.000), (0, 1.000),
(0.3536, 1.354), (1.354, 1.354), (1.354, 0.3536), (0.3536, 0.3536)
abgebildet, und es ergibt sich folgende Zeichnung des Wiirfels (sie heifit Kabinettprojektion).

ne 8
[\
-
N——
/L\
ne 8
N——

[\

Die Punkte

Solche Abbildungen, die man durch Matrizen beschreiben kann, werden der Inhalt dieses Ka-
pitels sein.

123
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2. Definition linearer Abbildungen

DEFINITION 11.3. Seien U und V' Vektorrdume iiber denm Korper K. Eine Funktion h : U — V
ist eine lineare Abbildung, wenn:

(1) fiir alle uy,up € U = h(uy + uz) = h(uy) + h(uz), und
(2) fiir alle w € U und fiir alle A € R : h(Au) = Ah(u).

Alle Abbildungen aus Abschnitt 1 sind lineare Abbildungen.

BEeIsPIEL 11.4. Sei V' = (0,1}, die Menge aller stetigen Funktion von [0,1] nach R. Die
Abbildung
I : cCp,1] — R
fo Jy f(@)de
ist linear.
BEISPIEL 11.5. Sei V = RY und sei
E RN — RN
(ai)ien = (@it1)ien
Es gilt also fiir jede Folge a, dass E(a) (¢) := a(i+1). Die Fibonacci-Folge, die durch f; = fo =1,
fiva = fix1+fi fiir i € N definiert ist, ist also eine Losung der Gleichung E(E(f))—E(f)—E = 0.
BEISPIEL 11.6. Welche der folgenden Abbildungen von R? nach R sind linear?

(1) hi((x,y)) =32 — 2y fur 2,y € R.
(2) ho((z,y)) =3z + 1 fir z,y € R.
(3) hs((z,y)) =0 fir z,y € R.

Lésung.

(1) Wir zeigen, dass die Abbildung h; linear ist. Seien dazu u,v € R% Es gibt dann
x1,Y1, T2, y2 € R sodass u = (x1,y1) und v = (x9,y2). Es gilt dann hy(u + v) =
3(xr+22) —2(1 +12) = Bar —2y1) + Bxa — 2y2) = hy(u) + hy(v) und hy(Au) =

(2) hs ist keine lineare Abbildung, da ho((1,1) + (1,1)) = ho((2,2)) = 7 und ho((1,1)) +
ho((1,1)) =4+4=8.

(3) hs ist linear.

UBUNGSAUFGABEN 11.7.

(1) Eine lineare Abbildung von h von R? nach R? bildet den Punkt (1) auf (%) und den Punkt
(1) auf (%) ab. Auf welchen Punkt wird () abgebildet?

(2) Zeigen oder widerlegen Sie: Wenn h eine lineare Abbildung von R? nach R? ist und h # 0,
dann gilt fiir alle vy, v € Rg3:

(v1,v2) linear unabhéngig = (h(v1), h(v2)) linear unabhéngig.

3. Abbildungsmatrizen linearer Abbildungen

Aus Matrizen gewinnt man lineare Abbildungen:

SATZ 11.8. Sei K ein Korper, und sei A € K™ ™. Dann ist die Abbildung h, die durch
h : Km — K™
r — A-x

definiert ist, eine lineare Abbildung vom K -Vektorraum K™ in den K-Vektorraum K".
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In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass alle linearen Abbildungen von K™ nach K™ von
dieser Form sind.

SATZ 11.9. Seien U,V Vektorrdiume iiber dem Korper K, und sei h eine bijektive lineare Ab-
bildung von U nach V. Dann ist h=' eine lineare Abbildung von V nach U.

BEWEIS. Seien x,y € V und u := h™(z), v := h~!(y). Dann gilt h~ (x—l—y)—h Y(h(u)
h(v )_)—hh1<(f)b(u+v))—u+v_h Hx) + b7 (y) undh Hazx) = h™(ah(u)) = h™ (h(auw))

o+

Fiir eine Menge I und einen Korper K definieren wir
KW = {(k)ier € K| {i € I'| k; # 0} ist endlich}.
Die Menge K ist unter Addition und Vervielfachung abgeschlossen und daher ein Unterraum
von K1
SaTz 11.10. Sei V' ein K-Vektorraum mit Basis (b;)icr, und sei s definiert durch
s« KO — VvV
(No)ier ¥ D iernizo Nibi-

Dann ist s eine bijektive lineare Abbildung.
BEWEIS. Satz 10.65 liefert, dass A surjektiv und injektiv ist. Fiir die Linearitédt beobachten
wir
s((Nier + (W)ier) = s((Ni + pi)ier)
= > (it

el
Ai7#0V i #0
S SRR S
el i€l
Ai#OV i #0 AiF#0V ;i #0

= 8((Mier) + s((icr)
und
s(a-(Nier) =s((@Nier) = > ahibj=a - > Abi=a-s((\ier).

i€l i€l

O

KOROLLAR 11.11. Sei V' ein K-Vektorraum mit Basis (b;)icr, und sei ¢ : V. — KU mit
c(v) :== (v)g. Dann ist c eine bijektive lineare Abbildung.

BEWEIS. Die Abbildung c ist die inverse der in Satz 11.10 definierten linearen Abbildung
s und somit bijektiv und wegen Satz 11.9 ebenfalls linear. U

Lineare Abbildungen zwischen endlichdimensionalen Vektorrdumen kann man mit Matrizen
darstellen. Sei h : U — V eine lineare Abbildung und sei B = (by,...,b,,) eine Basis von U.
Sei x € U mit o =" | \; - b;. Dann gilt wegen der Linearitét von h:

B At = SN k)
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Eine lineare Abbildung ist also durch die Bilder der Basisvektoren bereits vollstéindig bestimmt.
Wir fassen jetzt die Bilder der Basisvektoren in einer Matrix, der Darstellungsmatriz von h
zusammen.

DEFINITION 11.12. Seien U,V Vektorraume iiber dem Korper K, seien m,n € N, sei B =
(b1,...,by) eine Basis von U, sei C' = (¢y,...,¢,) eine Basis von V., und sei h eine lineare

Abbildung von U nach V. Die n x m-Matrix Mg ¢ (h) ist definiert durch
Mp,c(h) [i, 5] == (h(b;))c [1].

firi e {1,...,n}und j € {1,...,m}. Diese Matrix ist die Abbildungsmatriz oder Darstellungs-
matriz von h beziiglich der Basen B und C.

In der j-ten Spalte von Mp (h) steht der Vektor (h(b;))c. Es gilt also

| | |
Mp,c(h) = (h(bll))c (h(b|z))o (h(br))o

Mithilfe dieser Matrizen kann man das Bild einer linearen Abbildung ausrechnen.

SATz 11.13. Seien U,V Vektorriume iber dem Kérper K, seien m,n € N, sei B = (by,...,bp)
eine Basis von U und C = (¢4, ..., ¢,) eine Basis von V', und Sei h eine lineare Abbildung von
U nach V. Dann gilt

(h(u))c = MB7c(h) . (U)B fii’l" alle u € U. (111)

BEWETS. Sei u € U mit u =", A;b;, und sei i € {1,...,n}. Dann gilt

(Mpc(h) - (w)B) [1] = Z Mpc(h)[i,j] - (u)plJ]

J
m

Z( C[Z] ’ >\J
(D_ - (hlby)e) [
(h_Ab))e i
h j .

(h(u))e [i]

<

h(b;))

BEISPIEL 11.14. Sei h : R? — R? die folgende lineare Abbildung.
h : R — R
. 32—2y
0 = ()
Sei B die Basis ((3'), (#)) des R?, und sei C' die Basis ((—:133> : (g%) , (g)) des R3. Bestimmen
Sie Mg c(h).

Losung: Es gilt

o
N——

=
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Aus dem Gleichungssystem
-9 20 0 -
-13 39 1 o= ()
-7 30 0

erhalten wir (h(b))c = <§)> und ebenso (h(b2))c = (g) Insgesamt erhalten wir

Mg c(h) =

S = W

2
1
0

BEISPIEL 11.15. Die lineare Abbildung i : R? — R sei definiert durch

h(z,y)) =3z -2y
fur alle z,y € R, sei B := ((1,0),(0,1)) und C' = (1). In diesem Fall ist (h(b1))c = (3) und
(h(b2))c = (—2). Somit gilt

Mpc(h) = (3 =2).
BEISPIEL 11.16. Sei U = R?* V = R mit den Basen B = ((2,3), (3, —2)), C = (2). Die lineare
Abbildung h : U — V sei definiert durch

h((z,y)) =3z -2y
fir alle z,y € R. Dann ist h(b;) = 0, also (h(by))p = (0) und h(be) = 13, also (h(bs))s = (6.5),
und folglich Mg (h) = (0 6.5).

Die Abbildungsmatrix ist eindeutig bestimmt:

SATz 11.17. Seien U,V Vektorrdume iber K, seien m,n € N, sei B = (by,...,by,) eine Basis
von U und C = (c1,...,c,) eine Basis von V. Sei h eine lineare Abbildung von U nach V', und
sei A eine n X m-Matriz, sodass fir alle uw € U:

(h(u))e = A+ (u)p. (11.2)

Dann gilt A = Mg c(h).

BeEwELS. Seii € {1,...,m} und j € {1,...,n}. Wir setzen u := b; und erhalten
Mpc(h)li, 7] = (h(b;))e [i] = (A~ (b)) [i] = (A -¢;) [i] = Ali, j].

UBUNGSAUFGABEN 11.18.

(1) Eine lineare Abbildung h : R? — R? sei gegeben durch h(( 1)) =
Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix Mg g(h), wobei E = (({),
(2) Seien Es, E3 die kanonischen Basen von R? und R3, und sei

U((Q?,y,z)) = (31‘ - 2?/) 22)
Geben Sie die Abbildungsmatrix Mg, g,(c) an

4. Matrixmultiplikation und Komposition linearer Abbildungen
Die Matrizenmultiplikation haben wir wie in Definition 2.7 definiert, damit der folgende Satz
gilt.

SaTz 11.19. Seien U,V,W endlichdimensionale Vektorrdume tiber dem Kérper K mit den
Basen A, B,C', und seien f:U —V und g : V — W lineare Abbildungen. Dann gilt

Mac(go f) = Mpc(g) - Mas(f) (11.3)
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BEWwWEIS. Wir zeigen, dass fiir alle u € U gilt:

(Mp.o(9) - Map(f)) - (u)a = ((gof) (u))e-
Dann folgt aus Satz 11.17 die Gleichung (11.3). Sei u € U. Dann gilt (Mp c(9)-Map(f)) (u)a =
Mpc(g) - (Map(f) - (u)a) = Mpclg) - (f(u)s = (9(f(w))) o = (g0 f (u)) m

BEeISPIEL 11.20. Man spiegle den Punkt (2,3) an der x-Achse, und drehe anschlieBend den
gespiegelten Punkt um 90° gegen den Uhrzeigersinn um den Nullpunkt:

Losung: Die Spiegelung o an der x-Achse hat bzgl. der kanonischen Basis E des R? die Dar-
1 0
0 —1

_( cos(90°) —sin(90°) : . . : :
Mg g(0) = < §in(90°)  cos(90°) > Die Darstellungsmatrix der Spiegelung mit anschlieffen-

0 )

DEFINITION 11.21. Seien U,V Vektorrdume iiber dem Korper K, und sei h : U — V eine
lineare Abbildung. Dann definieren wir den Kern von h durch

ker(h) := {u € U | h(u) = 0}.
Wir definieren das Bild von h oder Image von h durch
im(h) := {h(u) |u e U}.

LEMMA 11.22. Seien U,V Vektorrdume tiber dem Kérper K, und sei h : U — V eine lineare
Abbildung Dann ist der Kern von h ein Unterraum von U, und das Image von h ein Unterraum
von V.

stellungsmatrix Mg p(o) = < ) Die Drehung § um 90° hat die Darstellungsmatrix

der Drehung ist also

( cos(90°)  sin(90°) ) _ (

0
Mgg(doo)=Mggr(d) Mgg(o) sin(90°)  — cos(90°) 1

Wir erhalten §(0((2,3))) = (3,2).

SATz 11.23. Seten U,V Vektorrdume tiber dem Korper K, und sei h : U — V' ein Homomor-
phismus. Dann gilt:

(1) h ist genau dann injektiv, wenn ker(h) = {0}.
(2) h ist genau dann surjektiv, wenn im(h) = V.

BEWEIS. (1): Wenn h injektiv ist und y € ker(h), so gilt h(y) = h(0) = 0 und da h injektiv
ist, auch y = 0.
Wenn ker(h) = {0} und h(z) = h(y), so gilt 0 = h(z)—h(y) = h(z)+(=1)h(y) = h(z)+h(—y) =
h(x —y), und somit = — y € ker(h), also v —y = 0. O

SATZ 11.24. Seien m,n € N, sei A eine m x n-Matrix iber dem Korper K, set hy : K™ — K™,
x> Az, und sei N(A) der Nullraum von A. Dann gilt

(1) ker(ha) = N(A).
(2) im(ha) = S(A).
(3) Der Rang von A ist die Dimension von im(hga).

SATZ 11.25. Seien m,n € N, sei A eine m x n-Matrix iber dem Korper K, sei hy : K™ — K™,
x+— A-x Dann sind dquivalent:

(1) hga ist injektiv.
(2) dim(N(A)) = 0.
(3) Die Spalten von A sind linear unabhdngig.
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BEWEIS. Seien aq,...,a, € K™ die Spalten von A.
(2)=(3): Sei A € K so, dass >, A\ja; = 0. Dann gilt A- X = 0. Wegen (2) gilt daher A = 0
und somit ay, ..., a, linear unabhingig.
(3)=(2): Sei z € N(A). Dann gilt A-2 = 0 und somit Y ;" , z;a; = 0. Wegen (3) gilt daher
rz=0. O]
SATZ 11.26. Seien m,n € N, sei A eine m x n-Matrix iiber dem Korper K, sei hy : K" — K™,
x+— A-x Dann sind dquivalent:

(1) hga ist surjektiv.

(2) tk(A) =m.

(3) Die Zeilen von A sind linear unabhdngig.

BEWEIS. Seien zi, ..., z,, die Zeilen von A.

(1)=(2) Wenn hy surjektiv ist, so gilt im(hs) = K™, also m = dim(S(A4)) = dim(Z(A)) =
rk(A).
(2)=(1) Wenn rk(A) = m, so gilt dim(im(ha)) = dim(S(A)) = dim(Z(A)) = m, und somit
gilt wegen Satz 10.35, dass im(ha) = K™.
(2)=-(3) Wenn die Zeilen von A linear abhéngig sind, so gibt es wegen Satz 10.18 ein j €

{1,...,m}mit z; € L(#, ..., zj_1), und somit gilt L(21,...,2j—1, Zj+1,---» 2m) = L(z1, ..., 2m).
Sei (by,...,b;) eine Basis von Z(A). Dann ist (by,...,b) eine linear unabhéngige Folge in
L(z1,...,2j-1,%j41,- - ., 2m) und somit gilt wegen Satz 10.19, dass [ < m — 1, im Widerspruch
zu rk(A) = m.

(3)=(2) Wenn (21, ..., 2,) linear unabhéngig ist, so ist (2, ..., 2y, ) eine Basis von Z(A). Somit
gilt dim(Z(A)) = m, also rk(A) = m. O

SATZ 11.27. Sei K ein Korper, und sei A € K™, und sei hy : K" — K", ha(z) == A - x.
Dann sind dquivalent:
(1) Es gibt eine Matriz B in K™*™ mit A- B = E,,.
(2) Es gibt eine Matriz C' in K™ mit C - A = E,,.
(3) Die Matriz A ist invertierbar.
(4) hya ist injektiv.
(5) ha ist surjektiv.

BEWEIS. (4)=-(5): Da h, injektiv ist, gilt dim(N(A)) = 0 und folglich wegen Satz 10.58
dim(S(A)) = n. Aus Satz 10.35 ergibt sich daher, dass S(A) = K™. Wegen Satz 11.24 gilt
daher im(h4) = K™, also ist h, surjektiv.

(5)=(4) Da hy4 surjektiv ist, gilt dim(S(A)) = n, daher wegen des Rangsatzes dim(N(A)) =0,
also ker(h4) = {0}. Somit ist h, injektiv.
(4)=(3) Sei ha injektiv. Wir haben bereits gezeigt, dass hy dann surjektiv ist, und folglich
ist hy bijektiv. Sei F die kanonische Basis von K" und FE,, die n x n-Einheitsmatrix. Wegen
Satz 11.9 ist die inverse Abbildung h,' ebenfalls linear, und wegen Satz 11.19 gilt

ME7E(hZI) . ME7E(hA) = ME,E<1d) und ME7E(hA> . ME7E(h;‘1) = ME,E(ld)
Sei X := MEE(h;‘l). Wegen Satz 11.17 gilt Mg g(ha) = A und Mg g(id) = E,, also gilt

X-A=F,und A- X =F,.

Folglich ist A invertierbar.

(3)=(1) und (3)=-(2): offensichtlich.
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(1)=(5): Wegen A- B = E gilt hs o hg = id. Da id surjektiv ist, ist daher wegen Satz 7.25(1)
h s surjektiv.

(2)=(4) Wegen C' - A = E gilt h¢ o hy = id. Da id injektiv ist, ist daher wegen Satz 7.25(2)
h 4 injektiv. 0

5. Lineare Abbildungen als Homomorphismen

DEFINITION 11.28. Seien U,V Vektorrdume iiber dem Korper K, und sei h: U — V.

(1) h ist genau dann ein Homomorphismus (genauer: K -Vektorraum-Homomorphismus)
von U nach V| wenn h eine lineare Abbildung von U nach V ist, also wenn h(uj +ug) =
h(uy) + h(uz) und h(a *u) = a * h(u) fir alle u,uy,us € U, o € K gilt.

) h ist genau dann ein Monomorphismus, wenn h ein injektiver Homomorphismus ist.

) h ist genau dann ein Epimorphismus, wenn h ein surjektiver Homomorphismus ist.

) h ist genau dann ein Isomorphismus, wenn h ein bijektiver Homomorphismus ist.

) h ist genau dann ein Endomorphismus, wenn h ein Homomorphismus und U = V ist.

(6) h ist genau dann ein Automorphismus, wenn h ein Isomorphismus und U =V ist.

(2
(3
(4
(5

LEMMA 11.29. Seien U,V Vektorrdume diber dem Kérper K, und sei f ein Homomorphismus
von U nach V', und sei (u;)ier eine Familie aus U. Dann gilt:

(1) fIL((ui)ien)] = L((f (ui))ier)-

(2) Wenn (u;)icr linear abhdngig ist, so ist auch (f(u;))icr linear abhdngig.

(3) Wenn f injektiv und (u;);er linear unabhingig ist, so ist auch (f(u;))ier linear un-
abhdngig.

BEWEIS. (1) Sei z € f[L((u;)ier)].- Dann gibt es y € L((u;)ier) mit x = f(y). Da y €

L((us)ier), gibt es (a;)ier € KU mit y = > el it und somit @ = f(y) = f(Xo,c; i) =

> jer i (ui) € L((f(us))ier).

Wenn = € L((f(u))ier), so gibt es (B;)ier € KU mit z = 3., B;f(w), also gilt z =

FQlier Biwi) € FIL((ui)ier)]-

(2) Sei (A;)ier € KD\ {0} so, dass >_,.; hiw; = 0. Dann gilt auch 0 = f(0) = f(3,c; dwi) =

0=>cr Aif(w;) =0, und somit ist (f(u;))ies linear abhingig.

(3) Wir nehmen an, dass (f(u;))ics linear abhingig ist. Dann gibt es ()\;)ic; € KO\ {0} mit

Yoicr Nif(u;) = 0. Dann gilt 0 = >, A\if(w;) = f(Q_;c; Aiwi) = 0. Da f injektiv ist, gilt auch
er Mty = 0. Das belegt, dass (u;)ies linear abhéngig ist. ]

SATz 11.30. Seien K ein Korper und U,V K-Vektorrdume. Wir nehmen an, dass U eine

endliche Basis B = (by,...,by,) besitzt, und dass es eine bijektive lineare Abbildung f von
U nach V gibt. Dann hat auch V eine endliche Basis C = (cy,...,¢,), es gilt m = n, und

Mep(f™') = Mpo(f)™

BewEIs. Fir i € {1,...,m} definieren wir ¢; := f(b;). Wegen Lemma 11.29(1) gilt
L<Cl7"'7cm) - f[L(bb?bm)] - f[U] - ‘/7

und wegen Lemma 11.29(3) ist C' := (¢q, . .., ¢;) linear unabhéngig. Somit ist C' eine Basis von
V.

Es gllt nun MQB(f*l) . MB,C(]C) = MB,B(idU) = Em und MB,C(f) . MCVB(fil) = MC,C(idU) =
E,,. Somit ist Mp o(f) invertierbar, und es gilt (Mpc(f)) ™t = Mcp(f™). O
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Wir bezeichen zwei Vektorrdume U, V', zwischen denen es eine bijektive lineare Abbildung, also
einen Isomorphismus, gibt, als isomorph. Aus Lemma 11.29 folgt, dass U und V dann Basen
gleicher Méchtigkeit haben.

SATz 11.31 (Rangsatz fiir lineare Abbildungen). Seien V, W Vektorrdaume, und sei f : V. — W.
Seien B = (b;)ier eine Basis von im(f) und C = (¢;),es eine Basis von ker(f) mit INJ = @.
Firj e J seiy; € V so, dass f(y;) = b;. Dann ist (b;)icr U (y;);es eine Basis von V.

Wenn V' endlichdimensional ist, so gilt also dim(V') = dim(im(f)) + dim(ker(f)).

BEWEIS. Wie in Satz 10.58 zeigt man, dass (b;)icr U (y;);es eine Basis von U ist.

Im endlichdimensionalen Fall gilt also dim(U) = dim(im(f)) + dim(ker(f)). (Diese Gleichheit
gilt auch im unendlichdimensionalen, aber dazu miisste man die Addition von Kardinalzahlen
definieren.) 0

LEMMA 11.32. Seien V, W Vektorrdume tiber dem Korper K, sei h ein Epimorphismus von V
nach W, und sei U ein Unterraum von W. Dann gilt dim(h=*[U]) = dim(U) + dim(ker(h)).

BEWEIS. Die Abbildung h : h='[U] — W erfiillt ker(h) = ker(h) und im(h) = U. Also gilt
wegen Satz 11.31, dass dim(h~(U)) = dim(ker(h)) + dim(U). O

Wir konnen damit einige Ungleichungen fiir den Rang einer Matrix beweisen.

SATZ 11.33. Seien k,l,m € N, sei K ein Korper, seien A, Ay, Ay € K**', und sei B € K™,
Dann gilt:

) tk(A) <k und rk(A) <.

) tk(A - B) < min(rk(A), rk(B)).

) (Sylvesters Rangungleichung) tk(A - B) > rk(A) 4+ rk(B) — .
) k(A + Ag) < tk(A;) + 1k(As).
)

(1
(2
(3
(4
(5 T (Al + AQ) > I'k(Al) — I'k(AQ)

BEWEIS. (1) Da Z(A) C K', gilt wegen Satz 10.19, dass rk(A4) = dim(Z(A)) < [ und wegen
S(A) C K* gilt rk(A) < k. (2) Es gilt rk(A- B) = dim(im(h.g)) = dim(im(ha o hg)). Nun gilt
im(hs o hg) Cim(hy), also dim(im(hy o hp)) < rk(A).

Sei C' = (cy,...,cy,) eine Basis von im(hpg). Dann gilt

im(ha o hp)) = halim(hp)] = h[L(c1, ..., cn)] = L(h(c1), - .., h(cn)).
Wegen Satz 10.19 gilt daher dim(im(h4 o hg)) < n = dim(im(hpg)), also tk(A - B) < rk(B).
(3)

dim(im(h o hg)) = m — dim(ker(h4 o hp))
=m —dim({z € K™ |hg(z) € ker(ha)})
=m —dim({z € K™ | hg(z) € ker(ha) N S(B)})
=m — dim(hp'[ker(h4) N S(B)]).
Da hp surjektiv von K™ auf im(hp) = S(B) ist, gilt wegen Lemma 11.32, dass

dim(h ' [ker(ha) N S(B)]) = dim(ker(h4) N S(B)]) + dim(ker(hp))
< dim(ker(h4)) + dim(ker(hg)).
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Somit gilt

m — dim(hg'[ker(ha) N S(B)]) > m — (dim(ker(h,4)) + dim(ker(hp)))
m(ker(ha)) — dim(ker(hp))
— (I = dim(im(h4)) — (m — dim(im(hp)))
= dim(im(h4)) + dim(im(hp)) — 1
=rk(B) +rk(A) — L.

I
333
CL

(4) Sei C; eine Basis von im(h,,) und Cy eine Basis von im(hga,). Dann gilt im(ha,+4,) C
L(Cy U Cy), und somit dim(im(ha,+4,)) < |C1| + |Co| = rk(A;) + rk(Ag).

(5) rk(A) = rk((A+ B)+ (—B)) < tk(A+ B) +rk(—B) = rk(A+ B) 4+ rk(B), also rk(A+ B) >
rk(A) — rk(B). O O

6. Basistransformationen

Wir 16sen folgendes Problem: Gegeben sind zwei Basen B, C des gleichen Vektorraums V' und
die Koordinaten (v)p eines Vektors v € V. Gesucht sind die Koordinaten von v beziiglich C,
also (v)c.

BEeIsPIEL 11.34. Sei B = ((1,0,1),(1,—1,0)) und C = ((3,-2,1),(1,1,2)), und sei (z)p =
(1, —1). Gesucht ist (z)¢.

Lésung: Aus B und (x)p kénnen wir

1 1 1 0
r=B-(x)p=| 0 —1 -(_1): 1
1 0 1
berechnen. Wegen C' - (z)¢c = z gilt
3 1 0
21 | -(@e=]1
1 2 1

Als Losung dieses Gleichungssystems erhalten wir (x)c = (—0.2,0.6).

Wenn V' endlichdimensional ist, kénnen wir die Basistransformation auch durch eine Matrix-
multiplikation realisieren.

DEFINITION 11.35. Sei B = (by,...,b,) und C = (¢y,...,¢,). Wir definieren die Basistrans-
formationsmatrix Ts_,c von B nach C' durch

T = Mp(idy).

Es gilt dann

Tpoe - (v)p = Mpc(idy) = (idy(v))e = (v)e
fiir alle v € V', und wegen Satz 11.30 auch To_,p = Tgi,c.
Wenn V = K" und FE = (eq,...,e,) die kanonische Basis ist, so gilt fiir jedes i € {1,...,n},
dass T - (bj)p = (bj)E, also T, - €; = b;. Somit ist die j-te Spalte von Ts_,5 gleich b;.
Dann gilt Ts o =Tg_c - Tpg = Tgi> 5 ITp—g. Wenn in den Spalten von B die Vektoren der
Basis B und in den Spalten von C' die Vektoren aus C stehen, gilt also Tg_.p = B, Ty c = 571
und TB—)C = 671§.

UBUNGSAUFGABEN 11.36.
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(1) (Koordinaten) Die Ebene ¢ hat die Basen
A=((4)-(3)
5=((1)- (D)

(a) Der Vektor v hat beziiglich B die Koordinaten (v)p = (_3). Berechnen Sie seine Ko-

ordinaten beziiglich A!
(b) Bestimmen Sie eine Matrix 7', sodass fiir alle v € ¢ gilt:

(v)a=T"(v)p.

(Diese Matrix heifit Basistransformationsmatriz).

und

Wir wollen nun die Abbildungsmatrizen fiir bestimmte Drehungen und Spiegelungen bestim-
men. Wir betrachten folgende Beispiele:

BEISPIEL 11.37. Sei e die Ebene L(<§1> , (il)1>), und sei o jene Abbildung, die jeden Punkt

im R3 auf den Punkt abbildet, auf dem er nach der Spiegelung an der Ebene e landet. Gesucht
ist die Abbildungsmatrix Mg p(o) dieser Spiegelung beziiglich der kanonischen Basis E des R?.

BEISPIEL 11.38. Sei g die Gerade mit der Gleichung 5z — 2y = 0 im R?. Sei o jene Abbildung,
die jeden Punkt im R? auf den Punkt abbildet, auf dem er nach der Spiegelung an ¢ landet.

Gesucht ist die Abbildungsmatrix Mg (o) dieser Spiegelung beziiglich der kanonischen Basis
E des R2.

BEISPIEL 11.39. Sei g die Gerade L((_%)), und sei § : R* — R? jene Abbildung, die jeden
Punkt auf den Punkt abbildet, auf dem er nach der Drehung um 60° um die Gerade g landet.
Gesucht ist Mg g(d). Wir miissen noch die Richtung der Drehung festlegen: Wenn wir vom
Punkt ( %2> auf die Ebene z 4+ 2y — 22 = 0 hinunterschauen, dann sollen sich die Punkte

dieser Ebene gegen den Uhrzeigersinn drehen.

Alle drei Beispiele kann man mit dem gleichen ,, Programm* 16sen. Sei h die angegebene lineare
Abbildung. Dann gehen wir so vor:

(1) Bestimme eine Basis B, sodass Mg p(h) leicht zu bestimmen ist.
(2) Bestimme Mg g(h).
(3) Bestimme Mg g(h) aus Mg g(h).

Wir starten mit Beispiel 11.37. Wir wihlen eine Basis (by, by, b3) des R3, sodass by, by in der
Ebene e liegen, und b3 auf b; und by normal steht. Es gilt dann o(by) = by, o(by) = by und

o(bs) = —bs. Also gilt (o(b1)) 5 = (é) (0(by))g = (g) und (0/(by)) g = (—bs)p = (_81) Dann
gilt

10 0
MB,B(U): 01 0
00 -1

Wir bestimmen nun eine Basis B mit den gewiinschten Eigenschaften. Dazu wéhlen wir b; =
< §1> und by = (i)' Wir bestimmen einen Vektor, der auf beide normal steht: Das Glei-
chungssystem 1z +2y — 1z = 0, y — z = 0 hat die Losungsmenge L((—1,1,1)). Also wihlen wir

by = (El>, und somit
p=(4).(1).(7)

ME,E(U) =T g MB,B(U) -Tr_p.

Es gilt nun
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Sei B die Matrix, in deren Spalten die Vektoren aus B stehen. Dann gilt
—= ——1
ME’E(O'):B'M]&B(O')'B .

In[82] := B=Transpose[{{1,2,-1},{0,1,-1},{-1,1,1}}]
Out [82]= {{1,0,-1},{2,1,1},{-1,-1,1}}

In[83] := MatrixForm [B]
Out[83]//MatrixForm=

1 0 -1

2 1 1

-1 -1 1

)

In[84] = ShBB={{1,0,0},{O,1,0},{0,0,_l}}
Out [84]= {{1,0,0},{0,1,0},{0,0,-1}}
In[85] := ETB=B

Out[85]= {{1,0,-1},{2,1,1},{-1,-1,1}}
In[86] := BTE=Inverse[B]

Out[86]= {{2/3,1/3,1/3},{-1,0,-1},{-(1/3),1/3,1/3}}

In[87]:= ShEE=ETB.ShBB.BTE
Out [87]= {{1/3,2/3,2/3},{2/3,1/3,-(2/3)},{2/3,-(2/3),1/3}}

In[88] := MatrixForm[ShEE]

Out [88]//MatrixForm=
(1/3 2/3 2/3
2/3 1/3 -(2/3)

2/3 -(2/3) 1/3)

Beispiel 11.38: Wir wiihlen eine Basis B = (b, by) des R?, sodass b; auf der Gerade g liegt, und
by auf b; normal steht. Es gilt dann o(by) = by und o(be) = —be, und somit (o(by))p = () und
(o(b2))p = (=b2)p = (). Dann gilt

Mp p(o) = ( (1) _(1) ) .

Wir bestimmen nun eine Basis B mit den gewiinschten Eigenschaften. Dazu wéahlen wir by =
(%) und b; = (2). Wir erhalten
B=((3),(%))

In[89]:
Out [89]

B=Transpose[{{2,5},{5,-2}}]
{{2,5},{5,-2}}

In[90] := MatrixForm [B]
Out [90] //MatrixForm=
(2 5
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5 -2)

In[91] := ShBB={{1,0},{0,-1}}

Out [91]= {{1,0},{0,-1}}

In[92] := ETB=B

Out [92]= {{2,5},{5,-2}}

In[94] := BTE=Inverse[B]

Out [94]1= {{2/29,5/29},{5/29,-(2/29)}}
In[95] := ShEE=ETB.ShBB.BTE

Out [95]= {{-(21/29),20/29},{20/29,21/29}}

In[96] := MatrixForm[ShEE]
Out [96] //MatrixForm=
(-(21/29) 20/29

20/29  21/29)

Beispiel 11.39: Wir bestimmen zunéchst B und Mp p(d). Dazu bestimmen wir eine Basis
B = (by,by,b3) von R3, sodass wir die Bilder der Basisvektoren gut ausrechnen kénnen. Da

) (( i)) = ( i), wahlen wir bz = < %) Die anderen beiden Basisvektoren b; und b, wahlen

wir so, dass sie die Ebene durch 0 aufspannen, die auf b3 normal ist. Die Bilder unter ¢ konnen
wir dann leicht ausrechnen, wenn by, by nicht nur in der Ebene {z € R? | (z,b3) = 0} liegen,
sondern zusétzlich noch ||by|| = ||bs|| erfiillen und aufeinander normal sind.

AuBerdem soll (b1, ba, bs) positiv orientiert sein. Das heifit: , Wenn man b; in by hineinschraubt,
dann soll sich eine Schraube mit Rechtsgewinde in Richtung b3 bewegen.* Dann ist ndmlich
6(by) = cos(m/3) x by + sin(7/3) * by
und
d(bg) = —sin(m/3) * by + cos(mw/3) * by.
Mit ¢ := cos(60°) und s := sin(60°) lasst sich Mg p(J) also durch

c —s 0
MB7B((S) = S c 0
0 0 1

angeben. Jetzt bestimmen eine Basis B des R3 mit den gewiinschten Eigenschaften. Durch
Losen des Gleichungssystems (bs, <§>> = 0 finden wir zum Beispiel den Vektor ¢; = ( (? ), der
auf b3 normal steht. Nun suchen wir einen Vektor ¢y, der auf b3 und ¢; normal steht. Einen

solchen Vektor konnen wir mit ¢y = by X ¢ = (fi) bestimmen. Es gilt ||c;|| = v/5 und
llca|| = 3v/5. Also ist B := (by, by, b3) mit by = 3¢; und by = ¢, eine Basis, in der jeder der drei
Vektoren auf die beiden anderen normal steht, und in der ||by|| = |[|b2||. Eine gesuchte Basis

sind also die Spalten von
6 2 1
B=|0 -5 2
3 —4 =2
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Da by X by = ( 5380) und b3 = < _%) in die gleiche Richtung zeigen, ist (by, b, b3) positiv ori-
entiert. Somit haben wir auch fiir Beispiel 11.39 eine Basis B und die Matrix Mg p(J) gefunden.

In[100] := B = Transpose [{{6,0,3},{2,-5,-4},{1,2,-2}}]

Dut[]-OO]: {{6,2’1},{0,_5,2}’{3’_4’_2}}

In[101] := MatrixForm [B]

Out[101]//MatrixForm=

(6 2 1

0O -5 2

3 -4 -2)

In[102]:= ¢ = Cos [Pi/3]; s = Sin [Pi/3]; ShBB = {{c,-s,0}, {s,c,0},{0,0,1}}
Out[102]= {{1/2,-(Sqrt[3]/2),0},{Sqrt[3]1/2,1/2,0},{0,0,1}}

In[103] := ETB=B

Out[103]= {{6,2,1},{0,-5,2},{3,-4,-2}}

In[104] := BTE=Inverse[B]

Out [104]= {{2/15,0,1/15},{2/45,-(1/9) ,-(4/45)},{1/9,2/9,-(2/9)}}
In[106] := ShEE=FullSimplify [ETB.ShBB.BTE]

Out[106]= {{5/9,1/9+1/Sqrt[3],-(1/9)+1/Sqrt[3]},

{1/9-1/Sqrt[3],13/18,1/18 (-4-3 Sqrt[3]1)},
{-(1/9)-1/8Sqrt[3],1/18 (-4+3 Sqrt[3]),13/18}}

In[108] := MatrixForm[N [ShEE, 6]]
Out[108]//MatrixForm=

(0.555556 0.688461 0.466239
-0.466239 0.722222 -0.510897
-0.688461 0.0664529 0.722222)

UBUNGSAUFGABEN 11.40.

(1) Finden Sie eine Basis B, beziiglich der die Spiegelung § an der Ebene x + y + z = 0 die
Abbildungsmatrix
0
0
—1
hat.

(2) Bestimmen Sie eine geeignete Basis B des R?, fiir die die Abbildungsmatrix der Spiegelung
s an der Geraden g : 7x — 4y folgende Form besitzt:

Mpp(s)=(5%)-
(3) (Spiegelung an einer Geraden in der Ebene) Wir bezeichnen mit o jene Spiegelung, die jeden
Punkt der Ebene R? an der Geraden —3x + 4y = 0 spiegelt.

(a) Bestimmen Sie eine Basis B des R?, sodass fiir die Abbildungsmatrix Mp p(o) der
Spiegelung o beziiglich der Basis B folgende Gleichung gilt.

Mpp(o)=(5%).

(b) Berechnen Sie die Abbildungsmatrix Mg g(0) der Spiegelung o beziiglich der kanoni-
schen Basis E.

S O =
O = O

Mp p(6) = (
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(c) Wo landet der Punkt (a,b) nach dieser Spiegelung o7

(4) Sei h die lineare Abbildung, die jeden Punkt an der Ebene e : x + 2y + 2 z = 0 spiegelt.
(a) Berechnen Sie h(v) fiir v € {(%) ) (_(1)2) , (—is)}
(b) Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix Mp g(h) fiir die Basis

1 —2 2
5=((3)-(7)-(3)
(5) Wir betrachten die Abbildung o : R? — R2, die jeden Punkt an der y-Achse spiegelt. Bestim-
men Sie die Abbildungsmatrix Mg g(c) dieser Abbildung beziiglich der kanonischen Basis
E. Testen Sie Ihre Abbildungsmatrix, indem Sie damit das Spiegelbild von (_43) ausrechnen.
(6) Geben Sie die Darstellungsmatrix fiir die Spiegelung an der Ebene 2z — y + z = 0 beziiglich
der kanonischen Basis F an. (Sie brauchen die auftretenden inversen Matrizen nicht zu be-
rechnen.)
(7) (Spiegelung an einer Geraden in der Ebene)
(a) Wir bezeichnen mit o jene Spiegelung, die jeden Punkt an der Geraden

r+y=0

spiegelt. Wo landet der Punkt (a,b) nach dieser Spiegelung o7 Bestimmen Sie die Ab-
bildungsmatrix dieser Spiegelung beziiglich der kanonischen Basis.

(b) Finden Sie mithilfe einer Skizze, wo der Punkt (}) landet, und iiberpriifen Sie das
Ergebnis Threr Rechnung anhand der Skizze.

(8) Sei h die lineare Abbildung, die jeden Punkt an der Ebene e : z + 2y + 2 z = 0 spiegelt. Wir
suchen in diesem Beispiel Mg g(h), wobei E die kanonische Basis des R3 ist. Gehen Sie dazu
SO vor:

(a) Bestimmen Sie Mg p(id). Dabei ist id die identische Abbildung. Mg g(id) ist also eine
Basistransformationsmatrix, und erfiillt die Eigenschaft (v)p = Mg p(id) - (v)g fir alle
v € R3)

(b) Bestimmen Sie Mp g(id).

(c) Bauen Sie aus diesen beiden Matrizen und Mp g(h) die Matrix Mg g(h) zusammen.

piegelung an einer Ebene im Raum) Wo landet der Punkt )€ nach der Spiegelung
9) (Spiegel iner Ebene im R. WlddezR3hdSI

o an der Ebene
—2zx—y+2z=07
Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix dieser Spiegelung!

(10) (Spiegelung an einer Geraden in der Ebene) Wir bezeichnen mit o jene Spiegelung, die jeden
Punkt an der Geraden 12x + 5y = 0 spiegelt. Wo landet der Punkt (a, b) nach dieser Spie-
gelung 0?7 Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix dieser Spiegelung beziiglich der kanonischen
Basis.

(11) Wir bezeichnen mit o jene Spiegelung, die jeden Punkt an der Geraden 15z —8y = 0 spiegelt.
Wo landet der Punkt (a,b) nach dieser Spiegelung o7 Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix
dieser Spiegelung beziiglich der kanonischen Basis.

(12) Geben Sie die Darstellungsmatrix fiir die Spiegelung an der Geraden z — 2y = 0 bexziiglich
der kanonischen Basis F an.

(13) Wo landet der Punkt (g) € R3 nach der Drehung ¢ um 90° um die Gerade

x=(§)a ().
0 -3
Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix dieser Drehung beziiglich der kanonischen Basis! Wir

. . . 4 0
drehen dabei gegen den Uhrzeigersinn, wenn man von ( 0 ) nach (8) schaut.

(14) (Drehung um eine Gerade im Raum) Wo landet der Punkt (512) € R3 nach der Drehung &
um 90° um die Gerade g, die durch
)+ (%)

g:Xz(

coo
—
S te
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gegeben ist? Dabei drehen wir gegen den Uhrzeigersinn, wenn man von (1g2> in Richtung

<§> schaut. Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix dieser Drehung beziiglich der kanonischen
Basis!

7. Existenz linearer Erweiterungen

In diesem Abschnitt werden wir Basen eines Vektorraums als Mengen ansehen. V' ist stets ein
Vektorraum iiber dem Korper K.

SATZ 11.41. Sei M eine linear unabhdingige Teilmenge von V. Dann gibt es eine Basis B von
V- mit M C B.

BEWEIS. Wir zeigen mithilfe des Zornschen Lemmas wie in Satz 10.30, dass es eine maxi-
male lineare unabhéngige Teilmenge B von V gibt, die M als Teilmenge enthilt. Diese Menge
ist dann wegen Lemma 10.29 eine Basis von V. U

LEMMA 11.42. Seien V,W Vektorrdume iiber dem Korper K, sei X eine Teilmenge von V,
und sei [+ X — V eine Funktion, die folgende Eigenschaft erfiillt:

fiir alle n € N, fiir alle 4, ...,x, € X und
fiir alle M,..., Xy € K gilt Y Nay =0=Y _ Nif(z;) =0. (11.4)

Dann gibt es einen Homomorphismus g : L(X) — W, sodass g(x) = f(x) fir alle x € X.

BEWEIS. Wir definieren die Relation A durch
= {(Z A(D) * b, Z A )) | T ist eine endliche Teilmenge von X, A : T — K}
beT beT

Dann ist A ein Homomorphismus von L(X) nach W und h|x = f. Wir zeigen als erstes, dass h
eine Funktion ist. Seien dazu 71, T3 endliche Teilmengen von X, undsei A : 17 — K, p: 15 - K

so, dass

DA b= pu(b)xb

beT) bET,
Wir bilden nun eine Abbildung A; : 71 UTy — K durch A\ () := A(¢) fiir t € T} und A\((t) := 0
fir t € Ty \ Th. Genauso erweitern wir p und bilden eine Abbildung u : 73 U Ty — K durch
pi(t) := p(t) fir t € Ty und py(t) := 0 fiir ¢ € T \ To. Dann gilt

Z A1(b) x b= Z (D) * b.
beT1UT> beT1UT,
Also gilt Y e ip, (AM(b) — pa(b)) * b = 0, und folglich wegen der Eigenschaft (11.4) auch
ZbeTluTg<)‘1( ) — u1(D)) * f(b ) = 0. Also gilt
SN0 f(0) =Y (b) +
beTy beTy

Die Relation h ist also funktional.
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Wir zeigen nun die Homomorphismuseigenschaften. Es gilt

RO AB) xb+ D b)) =h( Y (A(b) + (b)) %)

= > (M) + m(b) = f(b)

beTh UT,
= STAB) x FB) + Y p(b) * £(b)
= h() Ab) 1) + (> u(b) xb).

Dabei sind Ay, i wieder die Erweiterungen von A und g wie oben. Die Eigenschaft h(a * v) =
a * h(v) zeigt man genauso.

Sei nun b € X. Dann gilt h(b) = h(1xb) = 1% f(b) = f(b), also gilt h|x = f. O

SAaTz 11.43. Seien V,W Vektorrdume tiber dem Korper K, sei U ein Unterraum von V' und

set g : U — W ein Homomorphismus. Dann gibt es einen Homomorphismus h : V. — W mit
h(u) = g(u) fir allew € U.

BEWEIS. Wegen Satz 10.30 gibt es eine Basis B von U. Wegen Satz 11.41 gibt es eine
Basis C' von V mit B C C. Wir definieren nun f(c) = g(c) fir ¢ € B und f(c¢) = 0 fiir
c € C'\ B. Da C linear unahéngig ist, erfiillen f und C die Bedingung (11.4). Folglich gibt es
einen Homomorphismus A : L(C) — W mit h|c = g|¢. Da g und h|y Homomorphismen von U
nach W sind, die auf der Basis B iibereinstimmen, gilt g = h|y. 0

SATz 11.44. Seien V. W Vektorrdume tber dem Korper K, sei X eine linear unabhdingige
Teilmenge von V, und sei f : X — V eine Funktion. Dann gibt es einen Homomorphismus
h:V — W, sodass h(z) = f(x) fir alle x € X.

Wenn X eine Basis von V ist, so gibt es genau einen solchen Homomorphismus h.

BEWEIS. Wegen Lemma 11.42 gibt es einen Homomorphismus ¢ : L(X) — W mit g|x = f.
Wegen Satz 11.43 gibt es einen Homomorphismus o : V' — W mit h|yx) = g.

Nehmen wir nun an, dass X eine Basis von V ist und hy,hy € Homg(V, W) mit hy|x =
f = ho|x. Wegen (hy — hy)|x = 0 folgt aus der Linearitdt, dass (hy — ha)rx) = 0 und somit
hl = hg. |:|

KOROLLAR 11.45. Es gibt eine Abbildung h : R — R, die h(x +y) = h(z) + h(y) fir alle
x,y € R und h(1) = 1 erfillt, und die nicht gleich der identischen Abbildung auf R ist.

Beweis: Wir sehen R als Vektorraum tiber Q mit der Vektorraummultiplikation * : Q x R — R,
g xr = gr an. Wir erweitern {1} zu einer Basis von R iiber Q. (Diese Basis erhélt man,
indem man mithilfe des Zornschen Lemmas, wie im Beweis von Satz 10.30, eine maximale
linear unabhéngige Teilmenge B von R mit der Eigenschaft 1 € B auswéhlt.) Nun definieren
wir f : B — R durch f(1) := 1 und f(b) := 0 fiir b € B\ {1}. Wir kénnen nun f zu
einem Homomorphismus h von R nach R erweitern. Diese Abbildung A ist nicht die identische
Abbildung. O

UBUNGSAUFGABEN 11.46.

(1) Sei h : R — R eine stetige Abbildung, die h(x + y) = h(z) + h(y) fiir alle z,y € R erfiillt.
Zeigen Sie, dass fiir alle x € R gilt: h(z) = h(1) - .

(2) * Sei h : R — R eine Abbildung, die h(z+y) = h(x) + h(y) und h(z-y) = h(z) - h(y) fiir alle
x,y € R erfiillt. Zeigen Sie, dass h entweder die Nullabbildung oder die identische Abbildung
ist.
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(3) Sei M eine Teilmenge von V mit L(M) = V. Zeigen Sie, dass es eine Teilmenge B von M
gibt, die eine Basis von V ist.



KAPITEL 12

Determinanten

1. Volumen eines Parallelepipeds

R
Sei A = ( 72527 ) eine reelle m x m-Matrix. Das von den Zeilen von A aufgespannte Parallel-

—Zm—

epiped ist die Teilmenge
O iz | My A €[0,1]}
i=1

von R™. Wir versuchen jetzt, das Volumen dieses Parallelepipeds zu messen, und schreiben
D(z1, 29, ..., 2my) fir dieses Volumen.

Ohne den Begriff Volumen im R™ definiert zu haben, kénnte man vermuten, dass eine Funktion
D :R™xR™x--- xR™ — R, die dieses Volumen misst, folgende Figenschaften hat. Da wir
die Eigenschaften nicht nur fiir R bendtigen, formulieren wir diese Eigenschaften fiir einen
kommutativen Ring mit Eins K. D ist dann eine Funktion von K™ x --- x K™ nach K.

(D1) D ist multilinear: Fiir alle z1,..., 2,y € K™, a,f € K und i € {1,...,m} gilt

D(z1,.. . zicn, % 2+ B*Y, Zig1, -+ Zm)
=aD(z1,. %15 Zis Zig1, -5 Zm) T BD(21, 0 205, Zig 1y Zm)-
(D2) D st alternierend: Fiir alle z1,...,2, und i,7 € {1,...,m} mit i # j gilt: Wenn

zi = z;, 80 gilt D(zq,...,2,) =0.
(D3) D ist normiert: Fiir Einheitsvektoren ey, ..., e,,) im K™ gilt D(ey,...,e,) = 1.

SATZ 12.1. Sei K ein kommutativer Ring mit 1, seim € N, sei D : (K™)™ — K eine Abbildung,
die (D1), (D2) und (D3) erfiillt, seien zy,...,z, € K™, « € K, und seien i,7 € {1,...,m}
mit i # j. Dann gilt

(1) D(z1,..., 2521, @k 2zi+ 24, Zj41, .-y 2m) = D(21, ..., Zm).
(2) Wenn i < j, so gilt
D(Zl, vy Zim1y Ry Ridly e Rj—1y Riy Rj4ly ey Zm) = —D(Zl, c. ,Zm>.
BEWEIS. (1) Wegen der Multilinearitit von D gilt D(zq,. .., zj_1, @%2i+2j, Zj41, - - -, Zm) =
aD(z,...,2j-1, Ziy Zj41s---,2m)+D(21,. .., zm). Da D alternierend ist, ist der erste Summand

gleich 0.
(2) Da D alternierend ist, gilt
D<Z1, RN I + Zjy Rigly -y Rj—1y %5 + Zjy Rjdlyeeey Zm) = 0.
141
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Wegen der Multlinearitit gilt also

0=D(z1,.,2i-1, %, Ritly -y Zj—1, Zi,ZjH,---,Zm)
+D(21,...,Zi_1, Riy Zi4ly -y R5—1, Zj,Zj+1,...,Zm)
+D(21,...,Zi,17 iy Ridly -y Rj—1y Zi, Zj+17---7zm)
+D(Zl,...,Z7;_1, Rjy Zigly---sRj—1, Zj,Zj+1,...,Zm)
:O—FD(Zl,...,Zi,l, Ziy Ridly -y R5—1, Zj72j+17...’zm>
+ D(21,. .., Zic1, Zjy Zitls- - Zim1, Zis Zj41s---52m) + 0.

UBUNGSAUFGABEN 12.2.

Sei D eine Funktion von (R*)? nach R, die die Eigenschaften (D1), (D2) und (D3) erfiillt, also mult-
linear, alternierend und normiert ist. Seien e; = (1,0,0,0), ..., e4 = (0,0,0,1).

(1) Bestimmen Sie D(eq, €3, e2,e1), indem Sie Satz 12.1 (2) verwenden, also durch Vertauschen
der Argumente D(eq, e2,e3,e4) erreichen.
(2) Bestimmen Sie

D( (0,0,5,
0,1,0,
0,0,0,
5,0

TN TN TN
r—tOO

);
);
);
(=5,0,4,0) ),

indem Sie verwenden, dass D multilinear, alternierend und normiert ist. Die Determinante
welcher Matrix haben Sie dadurch berechnet?

SATZ 12.3. Sei K ein kommutativer Ring mit Eins, und sei D : K? x K* — K so, dass D die
Figenschaften (D1), (D2), (D3) erfiillt. Dann gilt fir alle a,b,c,d € K: D((a,b), (¢,d) = ad—be.

BEwEIS. Es gilt
D((a,b),(c,d)) =aD((1,0), (¢, d)) + bD((0,1), (c,d))
= acD((1,0),(1,0)) + ad D((1,0), (0, 1))

(1
+bc D((0,1),(1,0)) + bd D((0,1), (0,1))
=0ac+ ad — bc+ 0bd = ad — be.

O

Man rechnet leicht nach, dass diese Funktion D : K? x K? — K auch wirklich multilinear,
alternierend und normiert ist.

Fir m > 2 fihrt die Auswertung von D(z1,..., z,) auf die Auswertung von D(e;,,...,e; )
mit iy, ..., 0, € {1,...,m}. Wenn es k,l mit k # [ und i, = 4; gibt, so gilt D(e;,,...,e;. ) =
0, weil D alterniernd ist. Fiir alle anderen Summanden miissen wir uns iiberlegen, ob und
durch wieviele Vertauschungen man aus D(e;,,...,e;, ) den Ausdruck D(ey,...,e,) bilden
kann. Es gilt zum Beispiel D(ea, e3,e1) = —D(eq,e3,e3) = D(eq, ea,e3) = 1 und D(e3, e2,61) =
—D(el, €2, 63) =—1.

2. Permutationen und Signatur

DEFINITION 12.4. Sei X eine Menge, m € N. Eine Permutation von X ist eine bijektive
Abbildung von X nach X. Die Menge aller Bijektionen von X kiirzt man auch mit Sy, die
Menge aller Bijektionen von {1,...,m} mit S,, ab.
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Permutationen von {1,...,m} kann man durch die Wertetabelle angeben. So beschreibt
<12 4567>
3246715

die Abbildung f = {(1,3),(2,2),...,(7,5)}; es gilt also f(1) = 3,..., f(7) = 5. Im allgemeinen
beschreibt

> o

(ay i am)

also die Funktion f mit f(i) = q; firi € {1,...,m}.

DEFINITION 12.5 (Signatur). Sei f : {1,2,...,m} — {1,2,...,m} eine bijektive Abbildung.
Wir definieren die Signatur von f folgendermaBlen: Wenn m = 1, so gilt sgn(f) = 1. Wenn
m > 2, so definieren wir

() 1 1) = FG)

- (]
(4,7)e{(k,l)e{1,....m} x{1,....m} | k<l}

SATZ 12.6. Sei m € N, und seien f,g € S,,, und sei

F(f):={(i.5) €{1.2,....m}* | i < j und f(i) > f(j)}
die Menge der Fehlstellen von f. Dann gilt:

(1) sgu(f) = (—1)IFDI,
(2) sgn(fog) =sgn(f)-sgn(g).
(3) sgn(id) = 1.
(4) sgn(f~') = sgn(f).
I ro-ru
(i.7)€{1,...,m}?

. Fiir den Zéhler dieses Produkts gilt:

=( 11 fay =) - 11 FG) = () - (~1)FD.

(i,9)€{1,...,m}? (i,5)€{1,....,m}?
i<j und f(i)<f(5) i<j und f(i)>f(4)

Wir behaupten nun, dass dieses Produkt gleich (—1)F(/) H (s —t) ist. Seien a,b so,

dass f(a) = s und f(b) =t. Wenn a < b, so tritt der Faktor s —¢ im ersten Produkt auf, wenn
b < a, so tritt der Faktor s — ¢t im zweiten Produkt auf.
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(2) Es gilt
I re@) - rigG)
(i j)E{i,.‘.A,m}?'
sgn(fog) = ]

1<J
II @) -G T 96 —90)
(i,5)€{1,...,m}? (i,5)€{1,....,m}?
_ 1<J 1<j (12 1)
I 90 -90) T i-J
(i,9)€{1,....m}? (6,5)e{1,...,m}?
i<j 1<J
Fiir den ersten Bruch in der rechten Seite von (12.1) gilt
I flg(®) = flg(h))
9(i) = 9(j)
(i,5)€{1,...,m}?
i<j
_ I flg(i) — f(9(4)) 11 flg(@) — flg(4))
9(i) = 9(j 9(1) — 9(j)
(4,5)e{1,...,m}? (i,5)€{1,....m}?
i<j und g(i)<g(j) i<j und g(1)>9(j)
_ 11 flg(@) = f(9(4)) 11 f(9(4)) = fg(®))
9(i) — 9(j) 9(7) = 9(i)
(i5)€{1,...,m}? (i,5)e{1,...,m}>
i<j und g()<g(j) i<j und g(1)>9(j)
— J(t
= 11 f(si_{( ) = sgn(f).
(s,£)€{1,...om}?
s<t
Der zweite Bruch in der rechten Seite von (12.1) ist sgn(g).
(3) folgt unmittelbar aus der Definition der Signatur.
(4) sgn(f™") - sgn(f) = sgn(f~' o f) = sgn(id) = 1. D
DEFINITION 12.7 (Zyklen). Seien iy, 1is,...,1; paarweise verschiedene Zahlen in {1,...,m}.
Dann bezeichnen wir mit (iy 45 43 ... i) die Permutation f mit f(i1) =2, ..., f(ik—1) = i,

flig) = i1, f(y) = j fur alle j € {1,...,m} \ {i1,...,ix}. Diese Abbildung ist ein Zyklus der
Linge k oder k-Zyklus. Eine Transposition ist ein Zyklus der Lénge 2.

SATz 12.8. Seim € N, a,b € Ny, i,j € {1,...,m}, und sei o € S,,.

(1) o ist ein Produkt von endlich vielen Transpositionen. (Das Produkt von 0 Transposi-
tionen definieren wir dabei als id.)
(2) Wenn i # j, so gilt sgn((i j)) = —1.

(3) Fiir alle Transpositionen py,...,pq und Ty,..., T, Mit 0 = p; 0 -+ 0Py =T{ O-+- 0T
teilt 2 die Differenz a — b.
(4) Firn € N und paarweise verschiedene iy, ..., i, € {1,...,m} gilt

sgn((iy iy ... i,)) = (—=1)"*
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Beweis: (1) Sei
M(o) :=max({0} U{k € {1,...,m} | o(k) # k}).

Wir zeigen nun mit Induktion nach n, dass alle Permutationen mit M (o) = n Produkt von
Transpositionen sind. Fiir n = 0 gilt o = id; ¢ ist dann also das Produkt von 0 Transpositionen.
Sei nun n > 1, und sei o so, dass M(o) = n. Sei k := o(n). Es gilt k < n. Sei p := (k n)oo.
Es gilt p(n) = n und p(r) = r fiir alle r > n. Also gilt M(p) < n. Somit gibt es nach
Induktionsvoraussetzung Transpositionen 7q,...,7; mit p = 73 0---o7. Also gilt o = (k n)_l o
Tpo---om = (kn)or o---o7. Somit ist o ebenfalls ein Produkt von Transpositionen.

(2) Fiir den Fall, dass i = 1 und j = 2 bestimmen wir
sgn((12)) = (~1)FO] = (-1)' = -1,
Seien nun 4,7 € n mit i # j, sei 7 := (ij), und sei f eine Permutation mit f(1) = i und
f(2) = j. Dann gilt
(i1j)=fo(12)0

Sei dazu € n. Wenn z ¢ {i, 7}, so gilt f~ ( ) & {1, 2} und somit 7(f~ ( )) = f1(z), also
f(r(f~Y(x))) = x. Ausserdem gilt fo (12)o f71(i) = j und fo (12)o f71(j) = 4. Also gilt

wegen Satz 12.6
sgn((ij)) = sgn(f)* - sgn((12)) = —1.

(3) Die Signatur von o ist (—1)® = (—1)°.

(4) Es gilt (iy i3 ... i) = (i1 in) © (i1 92 ..., in_1), somit folgt die behauptete Gleichheit
aus (2) durch Induktion nach n. O

SATZ 12.9. Seim > 2, und seien i,j € {1,...,m} miti < j. Sei

Ap ={f € S | sen(f) =1},
und sei (i j)oA,, :={(i j)of | f € An}. Dann gilt A,,N((i j)oA,) = @ und A, U((0 j)oAn,) =
Sm; auferdem ist ¢ : Ay — (1 7) 0 Ay, [ (i J) o f bijektiv.

Beweis: Alle Elemente in A, haben Signatur 1, alle Elemente in (i j) o A,, haben Signatur —1,
folglich ist ihr Schnitt leer.

Sei nun f € S,,. Wenn sgn(f) = 1, so liegt f in A,,. Wenn sgn(f) = —1, so gilt f = (i j) o
(1 7)o f,und da (i j) o f in A, liegt, gilt f € (i j) o Ap,.

Um die Bijektivitdt von ¢ zu zeigen, definieren wir ¢ : (i j) o A, = A, f+ (i j) o f. Dann
gilt ¢ o =1idy,, und g o =id(; jy0a,,, folglich ist ¢ bijektiv. U

UBUNGSAUFGABEN 12.10.

(1) Der Beweis von Satz 12.8 (1) liefert eine Zerlegung von (% 23456 g) in ein Produkt von

Transpositionen. Geben Sie diese Transpositionen an!
(2) Seien f,g € Sp,. Sei F': Sy, — Sp, h— fohog. Zeigen Sie, dass F' bijektiv ist.
(3) Sei F : S, — S, F(0) := 07! fiir 0 € S,,. Zeigen Sie, dass F bijektiv ist.

SaTz 12.11. Sei K ein kommutativer Ring mit 1, sei m € N, sei D : (K™)™ — K eine
Abbildung, die (D1), (D2) und (D3) erfillt, seien zi, ..., z, € K™, und sei f € S,,. Dann gilt

D(zp1ys - - -5 Zfmy) = sgn(f) D(z1, ..., Zm)- (12.2)

Beweis: Wir zeigen durch Induktion nach n, dass die Gleichung (12.2) fiir alle Permutationen
gilt, die Produkt von genau n Transpositionen sind. Klarerweise gilt (12.2) fiir f = id. Sei nun
f=m7,0---07, wobei alle 7; Transpositionen sind, und sei g := 7, o --- o 75. Dann gilt wegen
Satz 12.1

D(gri(1))s -+ Zg(rm)) = =D (2g1)s - Zg(m))-
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Nach Induktionsvoraussetzung ist dieser Ausdruck gleich —sgn(g) D(z1,...,2n). Da f = gomy,
gilt sgn(f) = —sgn(g). Also gilt D(z¢), .-, 2fam)) = sgn(f) D(21,. .., 2y). Das beschliefit den
Induktionsbeweis.

Da sich jede Permutation als Produkt von endlich vielen Transpositionen schreiben lasst, gilt
(12.2) also fur alle f € S,,. O

3. Determinante einer quadratischen Matrix

Eine Funktion D mit den in Sektion 1 geforderten Eigenschaften erhélt man mithilfe der De-
terminante.

DEFINITION 12.12. Sei K ein kommutativer Ring mit Eins, m € N, und sei A € K™*™. Dann

definieren wir die Determinante von A durch
m

det (A) == 3 sen(f) [] AG, £).

fESm =1

SATZ 12.13. Sei K ein kommutativer Ring mit Eins, seim € N, sei A eine m x m-Matriz iber
K, und seiD: K™ x K™ x -+ x K™ — K gegeben durch

D : (k™™ — K
(21,22, ) Zm) — det(<%)>.

—Zm—

Dann erfillt D die Eigenschaften (D1), (D2), und (D3).

Beweis: Wir zeigen als erstes (D1). Seien dazu 21, ..., 2,y € K™, a,f € Kundi € {1,...,m}.
Seien A, B, C die m x m-Matrizen, die durch

— 21 — - A - A
- Zi—1 - — i1 — Rl
A= — axz+0Bxy — |, B=| — =z — |, C=| — y —
— Zit1 — Rl R+l
- Zm —  Am  Am
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gegeben sind. Nun gilt

D(z1, . zic, %2+ B*Y, Zig1y -y Zm)
= det(A)
= > sen(f H (7. F(5))
FE€Sm Jj=1
= Z sgn H A ] f f( ))
fESm .
J#Z
= > sen(f) (] AG. 1)) (aBG. £() + BCG, f(0))
fE€Sm 1
i
= > sen(N( [T AG.£G)) @ BG. £6))
FESm 1
i
+ > sen(£)([] AG. £() BCOG, f(D))
fESm
i
:angn(f) (HB(j7f —|—ﬁ2sgn H (7, f(5)))

f€Sm j=1 f€Sm j=1
= adet(B) + fdet(C)
:aD(21 ..... Zm)+6D(Zl7...,Zi,1, Y, Ziatly-- -y Zm>.

Wir zeigen als néichstes die Eigenschaft (D2). Sei dazu A eine Matrix, deren i-te und j-Zeile
gleich sind. Dann gilt

det(A) = > sen(f) [[ Ak, f(k))
fESm k=1
= sen(f) [T Ak £(R) + D sen(f o (i 5)) [ A (f o (5, )) (k)
fEAm k=1 feA k=1
= > JTAGK k) - > ( H Ak, f(R))) - AG, £(3)) - A, £ (i)
fE€EAM k=1 fE€EAm

keZ{w}

= > TTAG )= > II Atk £R) - AG FG) - AG, £ (D)

fEAM k=1 feAnm _
ke{i,j}
= 3 A0 - 3 [T Ak S0
fE€EAM k=1 fE€EAm k=1

= 0.
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Um (D3) zu zeigen, beobachten wir, dass det(E,,) = 1. O

SATz 12.14. Sei K ein kommutativer Ring mit Fins, sei m € N, und seien A und B m X m-
Matrizen iiber K. Dann gilt det(A) = det(A”) und det(A - B) = det(A) - det(B).

BEWEIS. Zuerst zeigen wir det(A) = det(A”). Es gilt

det(A”) = > sen(f) [JA7G. 1)

feSm =1
= > sea(H ][ A(f(). )
fE€Sm i=1
= sen(H)[[AG F7G)
fes J=1
= > sen(fH][AG FG)
fESm j=1
= > sen(g) [ [AG,9G)-
gESM 7=1
Nun beweisen wir die zweite Eigenschaft: Seien by, ..., b,, die Zeilen der Matrix B. Dann steht

in der ersten Zeile des Produkts A - B der Vektor
A(L,1)by + A(1,2)by + - - - + A(1,m)by,.
Wenn wir alle m Zeilen des Produkts ausrechnen, dann sehen wir

det(A-B) =D( A(1,1)by + A(1,2)bo + - - + A(L, m)bp,

A(m, 1)by + A(m, 2)by + - - - + A(m, m)by,).

Wir nutzen nun die Multilinearitat der Funktion D und erhalten

det(A- B) = > HA D(bsa), br2ys - byim)-

fA{1,...om}—={1,...m} =1

Die Determinante ist 0, wenn zwei Zeilen gleich sind. Daher brauchen wir nur iiber die bijektiven
Funktionen zu summieren und erhalten:

det(A B Z HA (bf(l bf 2),...,bf(m)).

fE€Sm i=1

Wegen Satz 12.11 gilt fiir eine Bijektion f: D(bs1y, bf2), - - bpam)) = sgn(f) D(b1, ba, ..., by).

Also erhalten wir

det(A-B) = ) ((H A(i, f(3))) sen(f) det(B)) = det(A) - det(B).

f€Sm =1

O

SATz 12.15. Sei K ein Korper, set m € N, und sei A eine m x m-Matriz iber K. Dann sind
dquivalent:

(1) Die Zeilen von A sind linear unabhdngig.

(2) det(A) # 0.
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BEWEIS. (1)=-(2): Da die Zeilenvektoren linear unabhéngig sind, ist der Zeilenraum von A ganz
K™. Somit gibt es eine Matrix L mit L- A = E,,. Dann gilt 1 = det(L) det(A), also det(A) # 0.

(2)=(1): Wir gehen so vor: Wenn z; in der linearen Hiille von z1,...,2;_; liegt, so kann man
Satz 12.1 (1) verwenden, um eine Matrix mit gleicher Determinante und i-ter Zeile = 0 zu
erzeugen. Wegen der Eigenschaft (D1) ist diese Determinante = 0. 0

4. Berechnen der Determinante in Korpern

Es ist besonders leicht, die Determinante einer Matrix in Treppenform zu berechnen:

SATZ 12.16. Sei K ein Korper, sei m € N, und sei A eine m x m-Matriz iber K, sodass fir
alle 1,5 miti > j gilt: A(i,7) = 0. Dann gilt
det(A) = [ ] AG. ).

=1

Beweisskizze: Sei f € Sy, f # id. Wenn fiir alle i die Ungleichung i < f (1) gilt, so gilt f(m) =
m, ..., f(1) =1, also f =id. Es gibt also ¢ mit ¢ > f(i), und somit ist A(i, f(i)) = 0. O

Wir wissen, dass sich jede Matrix durch Zeilenumformungen in Treppennormalform bringen
lasst. Dabei dndert sich die Determinante folgendermafien:

(1) Wenn wir ein Vielfaches einer Zeile zu einer anderen dazu addieren, bleibt die Deter-
minante unveréndert.

(2) Wenn wir eine Zeile mit einem Korperelement vervielfachen, dann vervielfacht sich die
Determinante um eben dieses Korperelement.

(3) Beim Vertauschen von zwei Zeilen éndert sich das Vorzeichen der Determinante.

Aus diesen Uberlegungen erhélt man einen Algorithmus zum Berechnen der Determinante. Wir
rechnen einige Beispiele.

In[1]:= << RowRed12.m

In[2] := DeterminantenDemo [{{1,2,-3},{2,29,-16}, {-3,-16,22}}]
Det[(1 2 -3

2 29 -16

-3 -16 22)1]

Wir addieren das -2 fache der 1. Zeile zum 1 fachen der 2.Zeile.
=1 %1 % det[(1 2 -3

0 25 -10

-3 -16  22)]

Wir addieren das 3 fache der 1. Zeile zum 1 fachen der 3.Zeile.
=1x1x*det[(1 2 -3

0 25 -10

0 -10 13)]

Wir addieren das 2 fache der 2. Zeile zum 5 fachen der 3.Zeile.

=1 % 1/5 % det[(1 2 -3
0 25 -10
0 0 45)]

= 225
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Out [2]= 225

In[4] := DeterminantenDemo [{{1,2,-3,4},{0,-5,12,-7},{4,3,0,9},{8,0,0,1}}]
Det [(1 2 -3 4

0 -5 12 -7

4 3 0 9

8 0 0 1]

Wir addieren das -4 fache der 1. Zeile zum 1 fachen der 3.Zeile.

=1x1x*det[(1 2 -3 4
0 -5 12 -7
0 -5 12 -7
8 0 0 1]

Wir addieren das -8 fache der 1. Zeile zum 1 fachen der 4.Zeile.

=1 %1% det[(1 2 -3 4
0 -5 12 -7
0 -5 12 -7
0 -16 24 -31)]

Wir addieren das -1 fache der 2. Zeile zum 1 fachen der 3.Zeile.

=1 %1 % det[(1 2 -3 4
0 -5 12 -7
0 0 0 0

0 -16 24 -31)]

Wir addieren das -16 fache der 2. Zeile zum 5 fachen der 4.Zeile.

=1 % 1/5 % det[(1 2 -3 4
0 -5 12 -7
0 0 0 0
0 0 -72 -43)]
= -(1/5) det[(1 2 -3 4
0 -5 12 -7
0 0 -72  -43
0 0 0 0)]
=0
Out[4]= 0O

5. Die adjungierte Matrix

DEFINITION 12.17. Sei n € N, sei A eine n x n-Matrix, und seien 4,5 € {1,...,n}. Dann
bezeichnen wir mit A% die n x n-Matrix, die durch

| A(k,l) wenn k #iund [ # j
Ak 1) = 0 wenn (k=1iund !l # j) oder (k # i und [ = j)

1 wennmk=iund/=j
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fiir k,0 € {1,...,n} definiert ist. AP ist also die Matrix, die man aus A durch Ersetzen
der i-ten Zeile durch den Einheitsvektor e; und durch Ersetzen der j-ten Spalte durch den
Einheitsvektor e; erhélt.

Fiir

-5 7 8
A= 6 3 -2
1 =5 4

gilt also
-5 0 8
AR — 6 0 —2
01 O

Fiir n > 2 beteichnet man mit A®7) die (n—1) x (n— 1)-Matrix, die man aus A durch Streichen
der i-ten Zeile und j-ten Spalte erhilt. Es gilt also

A(k,l) wenn k <iund !l < j
A(k+1,1) wenn k >iundl <j
A(k,l+1) wenn k <iundl>j

Ak+1,1+1) wennk>iundl>j

AWK, 1) =

fir alle k,1 € {1,...,n — 1}.

-5 7 8 s g
Fiir A = 6 3 —2 | giltalso A®? = ( 6 —9 ) :
1 -5 4

LEMMA 12.18. Seien B eine n x n-Matriz, und seien o,7 € S,,. Sei C' eine n X n-Matriz, die
durch C(i,j) := B(o(i),7(j)) definiert ist. Dann gilt det(C') = sgn(o) sgn(7) det (B).

Beweis:

= sgn(7) sgn(o) 3 sen() [] Bk 9(0)

geSh k=1

= sgn(7) sgn(o) det(B).

LEMMA 12.19. Sei n > 2, sei A eine n X n-Matriz, und seien i,j5 € {1,...,n}. Dann gilt
det(AP) = (—1)™7 det(AG)),
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Beweis: Wir beweisen den Satz zunéchst fiir ¢ = 7 = n. Dann gilt

det(A) = 3 sgu(f) [] A (k. £ (k)

feSn
n—1
= > sen(f) [ AW (k).
feSn h=1
f(n)=n
Sei f eine Permutation von {1,...,n} mit f(n) = n. Dannist g := f|{1,..,—1) eine Permutation
von {1,...,n — 1}. Da sich f als Produkt gleich vieler Transpositionen wie g schreiben lasst,

ist die Signatur von g gleich der Signatur von f. Es gilt also

S sen(f) [ Ak, £(8))

fE€Sn
f(n)=n

n—1

— Z sgn(g) H Ak, f(k))

gESn,1 k=1
= det(A"D).
Wir beweisen nun den Fall (¢, 5) # (n,n). Sei o der Zyklus (i ¢ +1 ... n),und 7:=(j j+
1 ... n)
B(k,1) := A(o(k), (1))
Dann gilt B™") = AG3) . AuBderdem gilt fiir alle k,1 € {1,...,n} auch
B""(k, 1) = AU o (k), 7(1)).
Wir berechnen nun det(A"7]). Nach Lemma 12.18 gilt det(A]) = sgn(o)sgn(r) det(BMm)).
Nach dem bereits betrachteten Fall gilt sgn(c)sgn(7)det(B™™) = sgn(o)sgn(r) det(B™™).
Wegen BM™™ = AG) gilt nun insgesamt
det(AM)) = sgn(o) sgn(7) det(A®D).
Nach Satz 12.8 (4) gilt sgn(c) = (—1)"""+ = (=1)""" und sgn(7) = (—1)"7. Also gilt
sgn(o)sgn(r) = (—1)". O
DEFINITION 12.20. Sei n € N, und sei A eine n x n-Matrix. Die zu A adjungierte (oder
adjunkte') Matrix A2¢ ist wie folgt definiert: wenn n > 2, so gilt

A (G, 5) = (=1)" det(AUD) fiir i, 5 € {1,...,n}.
Fiir n = 1 definiert man die adjungierte Matrix durch 424 := (1).

Es gilt also N
A*(i, 7) = det(AU),
Wir beobachten zunéchst folgenden einfachen Satz:

SATZ 12.21. Sei A eine n X n-Matriz. Dann gilt (A>T = (A7),

Beweis: Fiir i,5 € {1,...,n} gilt (A*)7(i,7) = A*(j,i) = det(Al)) = det((ANT) =
det((AT)6) = (AT)™ (i, 5). O
Der Begriff adjunkte Matriz hat folgenden Vorteil: es gibt in der linearen Algebra auch den Begriff des adjun-

gierten Operators, der aber nicht mit A? zu tun hat, sondern mit A”. Der Begriff der zu A adjunkten Matrix
vermeidet diese Inkongruenz.
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SATZ 12.22. Sei R ein kommutativer Ring mit Fins, und sei A eine n xn Matriz mit Fintrdgen
aus R. Dann gilt

det(A) 0 0o ... 0

0 det(A) 0 ... 0

A-AM =AM 4 = 0 0o - 0

0 0 coe . det(A)
Beweis: Wir werden als Abkiirzung fiir die n x n-Matrix

r 0 0 ... 0
Or 0 ... 0
00 " 0
00 ... ... r

mit r € R auch oft kiirzer r x E,, schreiben.
Wir nehmen an, dass n > 2. Fiir j € {1,...,n} sei

e; = (0,0,...,0,1,0,...,0)
der j-te Einheitsvektor in R"; der Einser steht dabei an der j-ten Stelle. Wir zeigen zunéchst
A-AM = det(A) x E,.
Sei nun i € {1,...,n}. Wir bilden nun Matrizen Ay, ..., A, wie folgt: A; ist die Matrix, die
wir aus A erhalten, wenn wir die i-te Zeile durch e; ersetzen; allgemein sei A; die Matrix, die
wir erhalten, wenn wir die i-te Zeile durch e; ersetzen. Es gilt also

A(1,1) ... ALi-1) AL A(Lj+1) ... A(ln)
A(z’—:l,l) A(z’—l:,j—l) A(z’—zl,j) A(z’—f,j+1) A(i—:l,n)
A= 0 0 1 0 0
A +1,1) ... A(i+1,5—-1) AG+1,j) A(e+1,57+1) ... Ali+1,n)
A1) . Amg—1)  Amg)  Amg+1) ... A

Aus Satz 12.1 (1) und Satz 12.13 erhalten wir, dass fiir alle j € {1,...,n} gilt:
det(A;) = det(A).
Sei nun k € {1,...,n} Wir berechnen nun den (k,4)-ten Eintrag von A - A*d. Wir erhalten

A A (ki) = A(k, ) A (], 4)

i=1

= Zn: A(k, 5) det (Al

= 3" Alhj) det(4;)

Wir niitzen nun die Linearitdt der Determinante in der i-ten Zeile aus und erhalten, dass die
letzte Summe gleich der Determinante der Matrix B ist, die wir aus A erhalten, indem wir die
i-te Zeile von A durch

(A(k, 1), A(K,2),..., A(k,n)),
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also durch die k-te Zeile von A ersetzen. Es gilt also

AL . ALj—1) AL A(Lj+1) ... Al
A(z’—:l,l) A(z’—lz,j—l) A(z’—:l,j) A(z‘—1:,j+1) A(z‘—:l,n)
B=| A1) . Ak j=1)  A(kj) Ak j+1) ... Alkn)
AGE+1,1) ... A(e+1,5-1) AG+1,j) A(e+1,7+1) ... Ali+1,n)
A D) Amg—1) A(mg) A+l .. A

Die Determinante dieser Matrix B ist wegen Satz 12.13 gleich 0, wenn k # ¢, da dann in B die
k-te und die i-te Zeile gleich sind. Ist k = i, so gilt det(B) = det(A).

Insgesamt haben wir also bewiesen, dass fiir jede n x n-Matrix A die Gleichheit A - A% =
det(A) * B, gilt. Dann gilt auch A4 A = (AT . (A*)T)T = (AT . (AT)2D)T = (det(AT) x E,)T =
det(A) x E,. O

KOROLLAR 12.23 (Entwicklungssatz von Laplace). Sein > 2, sei A eine n X n-Matriz iber
einem kommutativen Ring mit Fins K, und seien i,j € {1,...,n}. Dann gilt

(1) det(A) = >_p_ (—=1)F*A(i, k) - det(AGR). (Entwicklung nach der i-ten Zeile.)
(2) det(A) = > 1 (—D)*IA(k, 5) - det(A®D). (Entwicklung nach der j-ten Spalte.)

Beweis: (1) Nach Satz 12.22 gilt
det(A) = (4 - A) (i,i)

—ZA i, k)A™(k,4)

= ZA i, k)(—1)F det (AR

(2) Nach Satz 12.22 gilt
det(A) = (A - A) (j,J)

= Z A (j, k) Ak, 5)

—Z 17+ det (A% A(E, §).

6. Determinanten und Rang

SATZ 12.24. Sei R ein kommutativer Ring mit Fins, und sei A eine (nxn)-Matriz mit Eintrdgen
aus R. Dann sind dquivalent:

(1) Es gibt eine Matrizc B mit A- B = E,.
(2) Es gibt eine Matriz C mit C'- A= E,.
(3) Es gibt einy € R, sodass det(A) y = 1.

Beweis: (1)=(3): wegen Satz 12.14 gilt 1 = det(E,) = det(A) det(B), also leistet y := det(B)
das Gewiinschte. (3)=>(1): Sei B := y * A*!. Dann gilt A- B =y * (A- A*!), und das ist wegen



6. DETERMINANTEN UND RANG 155

Satz 12.22 gleich

det(A) 0 0o ... 0
0 det(4) 0 0
Y * 0 0 0 ,
0 0 det(A)
also gleich F,.
Die Aquivalenz von (1) und (2) zeigt man genauso. O

Somit wissen wir, dass eine ganzzahlige Matrix genau dann eine ganzzahlige inverse Matrix
hat, wenn ihre Determinante +1 oder —1 ist.

SATz 12.25. Sei K ein Korper, und sei A eine (n x n)-Matriz mit Eintrigen aus K. Dann sind
dquivalent:

(1) det(A) # 0.

(2) A ist invertierbar.

(3) Die Zeilenvektoren von A sind linear unabhingig.
(4) Die Spaltenvektoren von A sind linear unabhdingig.

Beweis: (1)=(2): B := @Aa‘i ist nach Satz 12.22 zu A invers. (2)=(3): Sei (y1,...,yn) € K"
mit (y1,...,yn) - A =0.Dann gilt 0 = 0- A~ = ((y1,.-.,yn) - A) - A7 = (y1,...,9n), also
sind die Zeilen linear unabhéngig. (3)=-(1): Da die Zeilenvektoren linear unabhéngig sind, ist
der Zeilentaum von A ganz K". Somit gibt es eine Matrix L mit L - A = FE,. Dann gilt

1 = det(L) det(A), also det(A) # 0.
Die Bedingungen (1), (2) und (3) sind also fiir jede Matrix A dquivalent.

(1)=>(4): Sei A eine Matrix mit det(A) # 0. Dann gilt det(AT) # 0, also sind die Zeilen von
AT nach einer der bereits bewiesenen Implikationen linear unabhingig. Somit gilt (4).

(4)=-(3): Wenn die Spalten von A linear unabhingig sind, so sind es auch die Zeilen von A”.
Also gilt det(AT) # 0, und somit det(A) # 0. O

DEFINITION 12.26. Seien K ein Korper, m,n,k € N, und sei A € K™*". Seien 41 < --- < i in
{1,...,m} und j; < --- < jj in {1,...,n}. Dann ist B € K*** mit Blr, s] := Ali,, j,| die zu
(i1, ,ig) und (j1,...,Jx) gehorende Untermatriz von A, und ihre Determinante det(B) der
zu (i1, ...,9) und (J1,...,jk) gehorende Minor vom Grad k von A.

SATz 12.27. Sei A eine m X n-Matriz, und sei r € N. Dann sind dquivalent:

(1) r <rtk(A).
(2) A besitzt eine requldre Untermatriz vom Format r X r.

Beweis: Seien die iy, . . ., i,-te Zeile von A linear unabhéngig, und sei C' die r x n-Matrix, die nur
aus diesen Zeilen besteht. Die Matrix C' hat den Rang r, daher besitzt sie r linear unabhéngige
Spalten; die Indizes dieser Spalten liefern ji,...,j.. (2)=(1): Wenn die zu (iy,...,4) und
(71, ---,7k) gehorende Untermatrix B von A regulér ist, so sind die iy, ...,7-te Zeile von A
linear unabhéngig, also gilt rk(A) > r.

KOROLLAR 12.28. Sei K ein Korper und A € R™ ™. Dann ist der Rang der Matriz das grifite
k €N, fir das A einen Minor vom Grad k ungleich O besitzt.
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7. Gleichungssysteme

SATZ 12.29. Sei K ein kommutativer Ring mit Eins, sein € N, sei A € K™™ und set b € K.
Y1

Wir nehmen an, dass (y2 ) eine Losung des Gleichungssystems A - x = b ist.
Yn
Seii € {1,...,n}, und sei A2 die Matriz, die man aus A erhilt, indem man die i-te Spalte von

A durch b ersetzt. Dann gilt det(A)y; = det(A?).

Beweis: Sei X die Matrix, die man aus der Einheitsmatrix E,, erhélt, indem man die i-te Spalte
Y1
durch <

y2> ersetzt. Dann gilt
Yn
A-X = AL
Also gilt det(A) - det(X) = det(A?). Durch Entwicklung nach der i-ten Zeile erhilt man
det(X) = y;. O

SATZ 12.30. Sei K ein Korper, sein € N, A€ K™ be K". Aquivalent sind:

(1) Das Gleichungssystem A -x = b hat genau eine Lisung in K™.
(2) det(A) # 0.

Beweis: Wenn det(A) # 0, so ist A nach Satz 12.25 invertierbar, und somit ist z := A~ - b die
eindeutige Losung von A - x = b.

Wenn det(A) = 0, so sind die Spaltenvektoren von A linear abhéngig; der Nullraum von A ist
also nicht nulldimensional. Die Losungsmenge von A - x = b ist also leer oder von der Form
xo + N(A), und somit in beiden Féllen nicht einelementig. O

SATz 12.31 (Cramersche Regel). Sei K ein Korper, seimn € N, A € K™ b e K". Wir nehmen

an, dass det(A) # 0. Fiir jedes i € N sei A die Matriz, die man aus A dadurch erhilt, dass

man die i-te Spalte durch b ersetzt, und sei y; = C;eett(ﬁ)).

Dann ist (y1,...,y,) die eindeutige Losung von A-x =b.

Beweis: Wegen Satz 12.30 hat A - x = b genau eine Losung, und wegen Satz 12.29 berechnet

sich diese Losung durch y; := Cileett(ﬁ))' -




KAPITEL 13

Konstruktionen von Vektorriumen

1. Faktorriaume

DEFINITION 13.1. Sei V' ein Vektorraum iiber dem Korper K, und sei U ein Unterraum von
V, und sei w € V. Dann definieren wir

w4+ U ={w+ulueU}

und
VU ={v+U|veV}

DEFINITION 13.2. Sei V' ein Vektorraum iiber dem Korper K, und sei U ein Unterraum von
V. Dann definieren wir + und * durch

(v+U)+ (w+U):=@w+w)+U
und
ax(v+U):=(aw)+U
fiir alle v,w € V und a € K.

Wir iiberlegen uns, dass 4+ und * wohldefiniert sind, das heifit, dass die Relation {((v +U,w+
U),(v+w)+U) |v,w € V}, die ja eine Teilmenge von (V/U x V/U) x V/U ist, eine Funktion
von V/U x V/U nach V/U ist.

DEFINITION 13.3. Sei V' ein Vektorraum iiber dem Korper K, und sei U ein Unterraum von
V. Dann ist (V/U,+,—,0 + U, *) ein Vektorraum iiber K.

UBUNGSAUFGABEN 13.4. In den folgenden Beispielen ist V stets ein Vektorraum, und U ein Unter-
raum von V.

(1) Zeigen Sie, dass die Relation ~g, die durch v ~y w & v —w € U definiert ist, eine
Aquivalenzrelation auf V ist.

(2) Zeigen Sie, dass fiir die im Beispiel 1 definierte Relation ~p und fiir jedes v € V gilt:
v/~ =v+U.

(3) Zeigen Sie, dass fiir die im Beispiel 1 definierte Relation ~g gilt: V/U ist gleich der Faktor-
menge V/~.

SATZ 13.5. Sei V' ein Vektorraum iber dem Korper K, sei (v;)ier eine Familie aus V' und sei
(uj)jes eine Familie aus U. Wir nehmen an, dass I NJ = @&, und dass (v; + U);er eine Basis
von V/U und (u;)jes eine Basis von U ist. Dann ist B := (v;)ier U (u;)jes eine Basis von V.

BEWEIS. Sei f : V. — V/U, f(v) = v+ U fir v € V. Dann gilt im(f) = V/U und
ker(f) = U. Wegen des Rangsatzes fiir lineare Abbildungen (Satz 11.31) ist (v;)ier U (y;)jes
eine Basis von V. u

KOROLLAR 13.6. Sei V' ein Vektorraum iiber K und U ein Unterraum wvon V. Dann gilt
dim(V) = dim(V/U) + dim U.

Fiir unendlichdimensionale Vektorrdume miissen wir dazu erklédren, wie Gleichungen der Form
dim(U) + dim(V') = dim(W) zu lesen sind. Man kann dim(U) als jene Kardinalzahl definieren,
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die die Méchtigkeit einer Basis von U beschreibt und dann die Addition von Kardinalzahlen
verwenden. Eine weniger aufwéindige Moglichkeit, der Gleichung dim(U) + dim(V') = dim(W)
eine definierte Bedeutung zu geben, ist, diese Gleichung als eine Abkiirzung fiir folgende Be-
hauptung zu sehen:

Es gibt Basen B von U, C von V und D von W, sodass D gleichméchtig zu

(B x {0})U (C x {1}) ist.
SATz 13.7 (Homomorphiesatz). Seien V und W Vektorrdume, und sei h eine lineare Abbildung
von V nach W. Sei U := ker(h). Dann ist die Abbildung

H . VU — W
v+U — h(v)

wohldefiniert. Die Abbildung H ist auflerdem ein Isomorphismus von V/U nach im(h).

Anstelle “Dann ist die Abbildung [...] wohldefiniert” kann man sagen: “Dann ist die Relation
H ={(v+U,h(v))|v € V} eine Funktion von V/U nach W.”

Aus Satz 11.31 kann man folgern, dass
dim(V) = dim(im(h)) + dim(ker(h)),
und aus Korollar 13.6, dass
dim(V') = dim(V/ ker(h)) + dim(ker(h)).

Wenn V endlichdimensional ist, folgt daraus dim(V/ ker(h)) = dim(im(h)). Aus Satz 13.7 ergibt
sich, dass diese Gleichung auch fiir unendlichdimensionale Vektorrdume gilt.

2. Summe von Vektorriumen

DEFINITION 13.8. Seien U,V Vektorrdume iiber dem Korper K. Dann definieren wir auf U x V'
die Operationen + durch (u1,v1) + (ug2, v2) := (uy +y ug, vy +v v2) und * durch a * (u,v) :=
(axp u, acxy v) fiir alle w, uy, us € U, v,v1,v9 € V und o € K und bezeichnen U x V' mit diesen
Operationen als das Produkt der Vektorrdume U und V.

SATz 13.9. Seien U,V Vektorrdiume iber dem Kéorper K. Dann gilt dim(U x V) = dim(U) +
dim(V).
BEWEIS. Wenn (b;);c; eine Basis von U und (c¢;) e, eine Basis von V ist, so ist ((b;,0));er U

((0,¢;)) e eine Basis von U x V. O

DEFINITION 13.10. Sei K ein Korper. Wir definieren die Summe der Unterrdume Uy, ..., U,
des K-Vektorraums V' durch

U+Uy+---4+ U, = {Zuz|uz€Uz fﬁralleie{l,...,n}}.
i=1

SATZ 13.11. Seien U,V Unterrdume des K -Vektorraums W. Dann gilt

(1) dim(U) 4+ dim(V') = dim(U 4+ V) + dim(U N'V).
(2) Die Vektorriume (U +V)/V und U/(UNV) sind isomorph.

BeEwEIS. (1) Sei f: UxV — U+V definiert durch f((u,v)) := u4v. Dann ist f eine lineare
Abbildung, und folglich gilt dim(U 4 V') = dim(im(f)) + dim(ker(f)). Es gilt im(f) =U +V
und ker(f) = {(z,—x) | * € U N V}. Daher ist ker(f) isomorph zu U NV, und es gilt
dim(ker(f)) = dim(UNV). Aus Satz 11.31 folgt nun dim(U x V') = dim(im(f)) + dim(ker(f)).
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(2) Sei f:U — (U+V)/V definiert durch f(u) :=wu+ V. Dann gilt im(f) = (U +V)/V und
ker(f) = U NV, und somit wegen des Homomorphiesatzes (Satz 13.7), dass U/(U N'V') und
(U 4 V)/V isomorph sind. O

UBUNGSAUFGABEN 13.12.
(1) Zeigen Sie, dass fiir Unterrdume U, V, W eines Vektorraums X die Gleichheit (U +V)NW =
U+ (VNW) im allgemeinen nicht gilt, aber richtig ist, wenn U C W.
Besonders interessant ist eine solche Zerlegung, wenn sich jedes Element der Summe eindeutig
in Komponenten, die in den einzelnen U; liegen, zerlegen lasst.

DEFINITION 13.13. Seien Uy, ..., U, Unterrdume des Vektorraums V. Der Unterraum U ist
genau dann die direkte Summe von Uy, ..., U,, wenn

(HU=U+---+U,,
(2) fiir jedes u € U gibt es genau ein (uq, ..., u,) € Uy X -+ X Uy, sodass u = uy + -+ -+ uy,.

Wenn U die direkte Summe von Uy, ..., U, ist, so schreiben wir U = U; + - - - + U,,.

SATz 13.14. Seien Uy, ..., U, Unterriume des Vektorraums V', und sei U := Uy +Uy+---+U,,.
Dann sind dquivalent:

(1) Fiir jedes uw € U gibt es genau ein (uq, ..., u,) € Uy X+ xU,, sodass u = uj+--++uy,.
(2) Fir jedesi € {1,...,n} gilt

UnWUi+-+ U1+ U +---+U,) = {0}

BEWEIS. (1)=(2): Wenn 0 # u; = uy + -+ + wj—1 + w1 + -+ - + Uy, so besitzt u; zwei
Darstellungen, im Widerspruch zu (1).

(2)=(1): Sei ug + -+ +u, = v1 + -+ + v, mit w; # v;. Dann gilt u; — v; = Z (v; —u;) und
7j=1

ji
infolgedessen liegt u; —v; € Uy N (Uy + -+ U1 + U1 + - - - + Uy,). Also gilt wegen (2), dass
u; —v; = 0 im Widerspruch zu wu; # v;. ]
Satz 13.15. Seien n € N und U, Uy, ..., U, Unterriume des Vektorraums V. Wir nehmen an,

dass U =Uy + --- + U, und dass fiir jedes i € {1,...,n} die Menge B; eine Basis fir U; ist.
Dann ist By U ---U B, eine Basis fir U.

Folglich ist die Dimension einer direkten Summe gleich der Summe der Dimensionen der Sum-
manden.

3. Vektorraume von Homomorphismen

DEFINITION 13.16. Seien V, W Vektorrdume iiber dem Korper K. Mit Homg (V, W) bezeichnen
wir die Menge aller Homomorphismen von V' nach W.

Fir g,h € Homg(V, W) sind g+ h:V — W,v— g(v) +h(v) und axg: V — W, v — axg(v)
wieder Homomorphismen. Mit diesen Operationen ist Homg (V, W) ein Vektorraum iiber K.

SATZ 13.17. Seien V,W endlichdimensionale Vektorrdiume tiber dem Korper K mit dim(V) > 0
und dim(W) > 0, sei B = (vy,...,v,) eine Basis von V und C' = (w1, ...,w,) eine Basis von
W, und sei K™™ der Vektorraum aller n X m-Matrizen tiber K. Die Abbildung ® ist definiert
durch
¢ : Homg(V,W) — K™
g — Mgc(g)
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Dann ist ® ein K-Vektorraum-Isomorphismus.

KOROLLAR 13.18. Seien V., W endlichdimensionale Vektorrdume tiber K. Dann gilt
dim(Homg (V, W)) = dim(V) - dim(W).

SaTz 13.19. Seien V,W Vektorrdume iiber K, sei B eine Basis von V', und sei C' eine Basis
von W. Fiirb € B und c € C sei b, c] € Homg (V, W) jene lineare Abbildung, die b, c|(b) = ¢
und p[b, c|(t') = 0 fir alle ' € B\ {b} erfillt. Dann gilt:

(1) Die Menge D = {¢[b,c] | b € B,c € C} ist linear unabhingig.
(2) D ist genau dann eine Basis von Homg (V, W), wenn V' endlichdimensional oder W =

{0} ist.

BEWEIS. (1) Sei Y, 5> cco Avelb, ] = 0. Sei by € B. Dann gilt

0=> " Neplb.c (b)) =D Nypec.

beB ceC ceC
Da C' linear unabéngig ist, gilt daher fiir alle c € C, dass Ay, . = 0.
(2) Wenn W = {0}, so gilt D = @ und Homg(V,W) = {0}, also ist D ecine Basis fur
Homg (V, W). Wir nehmen nun an, dass V' endlichdimensional ist und A € Hom(V,W). Fiir
jedes b € B wéhlen wir eine endliche Teilmenge C'(b) von C und . € K so dass h(b) =
D ceC(h) el Sel g =3y p > cop) Abeplb, | Durch Auswerten an by € B erkennt man, dass
g und h auf B iibereinstimmen, und somit gleich sind.

Wir nehmen nun an, dass V' unendlichdimensional und W # {0} ist, und zeigen, dass die lineare
Hiille von D nicht Homg (V, W) ist. Sei w € W\ {0}. Wir definieren eine Funktion f: B — W
durch f(b) = w fiir alle b € B. Wegen Satz 11.44 gibt es ein h € Hom(V, W) mit h(b) = w fiir
alle b € B. Fiir alle g € L(D) ist die Menge {b € B | g(b) # 0} endlich, also gilt h & L(D). O

DEFINITION 13.20. Sei V ein Vektorraum iiber K. Der Dualraum von V ist definiert durch
V* := Hom(V, K).

V* ist also die Menge aller linearen Abbildungen von V' in den eindimensionalen Vektorraum K.

DEFINITION 13.21. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum mit Basis B (als Menge), und
sei b € B. Das zu b und B gehorende Element im Dualraum §(b, B) sei jener Homomorphismus
von V nach K, der

d(b,B)(b) =1, 6(b, B)(c) =0 fiir c € B\ {b}
erfiillt. Wir bezeichnen diesen Homomorphismus auch mit b*.

Bei der Schreibweise b* fiir 6(b, B) ist Vorsicht geboten, weil b* auch von B abhéingt. Es muss
also bei der Verwendung von b* klar sein, mit welcher Basis B wir b* definieren. Wenn die Basis
B als Familie (b;);c; gegeben ist, dann gilt b7(b;) = 1 und b}(b;) = 0 fir ¢ # j.

LEMMA 13.22. Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum mit Basis B = (by,...,b,), sei
B* = (by,...,br) wie in Definition 13.21, und sei x € V.. Dann gilt:

( ) b*( )— (@) 5[i].
ng ) * O (
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Beweis: (1) Sei (y1,...,Yn) := (x)p. Dann gilt

Do) x b= b (D yixby) b
i=1 =1 j=1

i=1 j=1
= i+ b
i=1
= 1.
Also gilt (bj(x),...,b5(x)) = (2)p.
(2): Es gilt

=1 i=1
n

D () - i (x) = Z ©(bi) - (z)pli]
= SO(Z(JT)B[i] + ;)
= p(z).

4

SATzZ 13.23. Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum, B eine Basis von V', und B* wie in
Definition 13.21. Dann ist B* eine Basis von V™.

Beweis: Wir zeigen als erstes, dass B* linear unabhéngig ist. Seien Ay,...,\, € K so, dass
Yo by =0.Seije{l,....,n}. Esgilt 0 =>", \;br(b;) = A;. Also ist B* linear unabhéingig.
Wegen Lemma 13.22 (2) gilt fiir ¢ € V*, dass ¢ = Y1, p(b;) = b, also ist ¢ € L(B*). O
Fiir einen endlichdimensionalen Vektorraum bezeichnen wir B* als die zu B duale Basis von V*.
Die Koordinaten eines Elements von V* beziiglich B* lassen sich mit Lemma 13.22 berechnen:
Fiir jedes p € V* gilt (¢)p« = (@(b1), ..., ¢(b,)), oder, anders geschrieben,

()= [i] = @(bs). (13.1)
Wir halten noch eine Folgerung von Satz 13.23 fest:
KOROLLAR 13.24. Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum. Dann gilt dim(V') = dim(V™*).

DEFINITION 13.25. Seien V. W Vektorrdume iiber dem Korper K, und sei f : V. — W ein
Homomorphismus. Wir definieren die zu f duale Abbildung f* durch
e W — Vv
o — [ (o),
fflp) V. — K
v o(f(v)).

Es gilt also f*(¢) = ¢ o f. Somit ist f*(¢) wieder eine lineare Abbildung, und liegt daher in
V.

Wir werden nun sehen, dass f* nicht nur eine Funktion, sondern sogar ein Homomorphismus
von W* nach V* ist.

LEMMA 13.26. Seien V,W Vektorrdume iber dem Koérper K, und sei f : V — W ein Homo-
morphismus. Dann gilt f* € Hom(W™* V*).
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Beweisskizze: Fir ¢1,00,0 € W*, v € V, @ € K rechnet man nach: f*(p1 + ¢2) (v) =
Jr(e1) (0) + f*(p2) (v) und f*(ax @) (v) = (a* f*()) (v). O

SATZ 13.27. Seien V. W endlichdimensionale Vektorrdume tiber dem Korper K mit dim(V') >
0, dim(W) > 0, und sei f : V — W ein Homomorphismus, B eine Basis von V', und C' eine
Basis von W. Dann gilt

Mg+ g+(f*) = Mpo(f)"

Beweis: Sei B = (by,...,by), C = (c1,...,¢p), und sei i € {1,...,m}, j € {1,...,n}. Dann
gilt Mc+ = (f*) [i, 7] = (f*(c})) B+ [i]. Wegen Gleichung (13.1) ist das gleich f*(¢}) (b;). Aus der
Definition der dualen Abbildung f* erhalten wir f*(c}) (b;) = (cj o f) (b:) = c;(f(bi)). Wegen
Lemma 13.22(1) ist das gleich (f(b;))clj] = S¢(B, C)[j, 1. O
DEFINITION 13.28. Sei V' ein Vektorraum iiber K. Der Bidualraum von V ist definiert als
(V*)*, und wird auch einfacher mit V** bezeichnet.

SaTz 13.29. Sei V' ein Vektorraum iiber K, und sei ® : V. — V** gegeben durch
oV — V
v — D(v),

wobet
dv) : V* — K
p — p(v).
Dann ist ® ein Monomorphismus von V nach V**. Wenn V' endlichdimensional ist, ist ® sogar
ewn Isomorphismus.

Beweisskizze: Wir zeigen als erstes, dasss fiir jedes v € V die Abbildung ®(v) eine lineare
Abbildung von V* nach V ist. Dazu zeigen wir, dass fiir alle Homomorphismen ¢,y : V — K

gilt, dass ®(v) (1 + ¢2) = ®(v) (¢1) + (v) (1)
Um zu zeigen, dass ® linear ist, zeigen wir, dass fiir alle vy,v9 € V und ¢ € V* gilt, dass
D(v1 + v2) (9) = P(v1) (p) + P(v2) () O

Fir v € V und ¢ € V* gilt also ®(v) (p) = ¢(v). Vektorrdume, fiir die ¢ ein Isomorphismus
von V nach V** ist, heiflen refleriv. Jeder endlichdimensionale Vektorraum ist also reflexiv.

4. Tensorprodukt

DEFINITION 13.30. Seien n € N und Uy, ..., U,, W Vektorrdume iiber dem Korper K. Eine
Abbildung
QOIU1X"‘><Un—>W

ist multilinear <= fiir alle j € {1,...,n} und alle u; € Uy, ..., uj—1 € Uj_1, ujpq1 € Ujsq, ...,
u, € U, ist die Abbildung

O U =W, @'(x) = @(ur, .., Uj, &y Ujpa, .oy Up)
eine lineare Abbildung. Mult(Uy, ..., U,; W) bezeichnet die Menge aller multlinearen Abbil-
dungen von X?Zl U; nach W.

Mult(Uy, ..., U,; W) ist unter + und Vervielfachung abgeschlossen und bildet daher einen Vek-
torraum. Fir (f1,..., f,) € X?:l U7 ist

T(fry oo fo) iU X oo x Uy = K, w(f1, .o fa) (g, uy) ::Hfi(ui)

ein Element von Mult(Uy, ..., U,).
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LEMMA 13.31. Seien n € N und Uy,...,U, endlichdimensionale K-Vektorriume. Fiir alle
i € {1,...,n} sei B; eine Basis von U;, und B} die dazu duale Basis von UF. Dann ist die
Familie

C = (w7}, %)) (by,...bw)eByx-x By
eine Basis von Mult(Uy, ..., U,; K).

BEWEIS. Sei ¢ € Mult(Uy,...,U,; K). Wir zeigen nun:
o= > by, ..., by)m(bE, ..., bY). (13.2)
(b1,..,bn)EX]_ B;

Wegen der Multilinearitét beider Seiten reicht es, zu zeigen, dass die linke und die rechte Seite
auf allen Punkten (cy,...,¢,) € X?Zl B; den gleichen Wert annehmen. Tatséchlich gilt

> by, ... by)w(b, . ) (cay . cn)

= > @by, .. b)) (cr) b5 (c) = (e, .. c), (13.3)
(b1y.ees bn)Exz}:l B;
und somit (13.2). Wegen (13.2) gilt L(C) = Mult(Uy, ..., U,; K). Fiir die lineare Unabhéngigkeit
wahlen wir o : X?Zl B; — K so, dass

> a(by, ... by)m(br, ... bE) = 0.

(bl 77777 bn)EX;Lzl Bi

Durch Auswerten an der Stelle (¢q,...,¢,) € X?Zl B; erhalten wir a(cq,...,¢,) = 0. O

KOROLLAR 13.32. Seienn € N und Uy, ..., U, endlichdimensionale K -Vektorrdume. Dann gilt

DEFINITION 13.33. Seien Uy, ..., U, K-Vektorrdume, und sei (uq,...,u,) € Uy X -+ x U,.
Dann definieren wir

U ® - @u, € Mult(Uy, ..., U,; K)*
durch

UL Q- Uy (@) = o(Ur,y ..., Up).

Das Tensorprodukt Uy ® - -- ® U, ist die lineare Hiille von

{1 @ - Q@uy |uy € Uy, ... u, € Uy}
in Mult(Uy, ..., Uy; K)*.

Sartz 13.34. Seien Uy, ..., U,,V K-Vektorrdaume. Dann gilt:

(1) Die Abbildung @) : X?Zl Ui—- U, ®- - U, mit
QRur, ..., uy) =u @+ Quy,
ist eine multlineare Abbildung von X?:1 U, nachU1 @ --- ® U,.
(2) Fiir alle (uy, ..., up), (v1,...,0,) € X?Zl U; sind dquivalent:
(2) M @ QU =11 @ Q V.
(b) Fir alle Vektorraume W und fir alle h € Mult(Uy, ..., U,, W) gilt h(uq, ..., u,) =
h(’Ul, ce ,Un).
(3) Fir jedes h € Mult(Uy, ..., Uy,; V) gibt es ein h € Homg (U @ --- ®@ Uy, V), sodass fiir
alle (uy,...,u,) € X?Zl U; gilt:

~

h(ul®®un) :h(U1,...,Un)-
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BewEs. (1) Wir fixieren (ug, ..., u,) € X_, U; und zeigen, dass f(z) :=2Qua ®--- @u,
linear ist. Seien dazu z,y € U; und a € K. Fiir alle ¢ € Mult(Uy, ..., U,; K) gilt
T4y Qua® -+ @uy (@) = @(x +y,ug, ..., U,) = @(x, U, ..., up) + ©(Y, us, ..., Uy,)
—TQUy @ Qup () +YQuz @+ ®Up (¢)

und

() @us @ -+ @ uy, (p) = plax, ug, . .., uy)
= ap(T,ug, ..., Uy) = (T @ ug,...,uy)) ().

Die Linearitédt in den anderen Komponenten zeigt man genauso.
(2): (2a)=(2b) Um h(us,...,u,) = h(vy,...,v,) zu beweisen, zeigen wir, dass fiir alle v €
W+ gilt, dass y(h(ui,...,u,)) = vy(h(v1,...,v,)). Sei dazu v € W*. Dann gilt vy o h €
Mult(Uy, ..., U,; K). Nun gilt

(voh)(up,...;up) = (W1 @+ @uy)(yoh)=(11® - @v,) (yoh) =(yoh)(v1,...,v,).
Also gilt h(uq,...,u,) = h(vy, ..., v,).
(2b)=-(2a) Wegen (1) gilt

& € Mult(Uy,...,U,; Uy @ --- @ U,)
und somit wegen (2b), dass
UR - QUp=11 R R Up,.

(3) Sei

b= {(t1 ® -+ @up), Mur, ..., un)) | (ur,...,u,) € )j(UZ}

Wegen (2) ist & funktional. Die Menge A ist als Bild des Homomorphismus H : @7, U; —
(i, U;) x V, H(u) := (u,v) ein Unterraum von (Q)._, U;) x V. Unterrdume, die gleichzeitg
funktionale Relationen sind, sind Homomorphismen. Folglich ist h ein Homomorphismus. [

Tensorprodukte konnen helfen, Algorithmen zum Multiplizieren von Matrizen zu verbessern.
Wir fassen hier nur die Idee kurz zusammen und verweisen auf die detailliertere Darstellung in
[Kau23].

Wenn wir zwei n X n-Matrizen geméafl unserer Definition der Matrixmultiplikation multiplizie-
ren, so fithren wir n® Multiplikationen und n?(n — 1) Additionen aus. Ziel ist, die Anzahl zu
reduzieren. Dazu stellen wir die Matrixmultiplikation durch einen Tensor dar. Sei V := K™*™.
Wir definieren auf V' ein Skalarprodukt durch (A4, B) := Y7, Y77 | A;;Bi;. Mit E(7) be-
zeichen wir die Matrix, deren (i, j)-ter Eintrag 1 und deren andere Eintrége alle 0 sind. Wir
definieren nun eine multilineare Abbildung

p€ Mult(V, V, V; Mult(V, V; V)
durch
u(A, B, C) (X,Y) = ({4, X)(B,Y)) - C.
Da p multilinear ist, gibt es wegen Satz 13.34(3) eine lineare Abbildung
v:VeVvVeV - Mut(V,V;V),

sodass

V(A® B® C)(X,Y) = u(A,B,C)(X,Y)
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fir alle A,B,C, X,Y € V. Sei nun T' = 22:1 AR @ B o C*) ¢ VoV ® V. Die zu T
assoziierte Multiplikation von n x n-Matrizen 7 ist definiert durch

Es gilt dann

XxpY = Z

fiir alle X, Y € K™, Die Multlphkatlon *7 hédngt nicht von der Darstellung

X*TYZ:

V(T (X,Y).

A® Xy (BW v)).c®

(A®, B, C™) e 1y

des Tensors ab; die die konkrete Darstellung liefert aber einen Algorithmus zur Berechnung von
*7, der, falls alle A®), B®) C®) ¢ 77 gind, | Multiplikationen braucht.

LEMMA 13.35. Die mit dem Tensor M,, :=
Multiplikation ist die Matrixmultiplikation.

BEwEIS. Es gilt

X*Mn

n n

Y=Y ) > (B, X)(EC), V)BT,

ZZ:1 22:1 23:1 E@b) @ B0 @ ) gssozijerte

a=1 b=1 c=1
0
Wir betrachten nun den Fall n = 2. Sei der Tensor S € V@ V ® V' gegeben durch
S = (E(1,2) _ E(2’2)) ® (E(Q,l) + E(2’2)) ® E(l,l)
+ (EGY + EA2) g E(22) ® (—EGY 4 p(2)
+ E(22) ® (_E(l,l) + E(271)) ® (E(Ll) + E(Q»l))
+ (E(Q,l) 4 E(Q,Q)) ® E(l’l) ® (E(Q’l) _ E(2,2)) (134)
4 (_E(lvl) + E(Qvl)) ® (E(Ll) + E(172)) ® E22)
+ (BOD 4+ EG2) g (EOD 4 ER2) g (EGD 4 pE2)
4 E(Ll) ® (E(1,2) _ E(272)) ® (E(LQ) 4 E(2’2)>.
Wenn man diesen Tensor mithilfe von Satz 13.34(1) ausmultipliziert, so erhdlt man
S = EBULD o pl) o pl)
+ (12 o pEH o gL
+ Y o B2 & RgL2)
+ (12 o B2 & RpL2)
+ EpCY ¢ ELD & E&
+ (22 o EBQH & Rp&L
+ (2L o B2 g g2
+ E22 ¢ E22 g Fp22

Also gilt S = M,. Wie man auf diese, Strassens', Darstellung von M, in (13.4) kommt, ist

keineswegs offensichtlich.

Wolker Strassen, *1936.
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Somit ist die zu S gehorende bilineare Abbildung v(S) die Matrixmultiplikation. Sie ldsst sich
nun mit

(a12 — agz) - (21 + ba2)

(a1,1 +ai9) - bao

ms3 = dag2- (—=b11+b21)

53
[l

my = (az1+azz) b1y
ms = (—ap1+asy)- (b1 +bio)
me = (a11+ az2) - (b11 + ba2)
m7z = Q11° (b1,2 - 52,2)
und
Ci11 = MMy — M2 + ms + meg
Cip = M2 + mry
Co1 = M3+ My
Coo = —My+ M5+ mg+my

ausrechnen. Somit brauchen wir nicht mehr 8, sondern 7 Multiplikationen und 8 Additio-
nen/Subtraktionen. Wenn man nun zwei 2% x 2¥-Matrizen miteinander multipliziert, so kann
man diese Matrizen als 2 x 2-Matrizen iiber K2~ 2" sehen und das oben angefithrte Schema
verwenden. Wenn f(k) die Anzahl der Operationen dafiir ist, so gilt

9

fk) =Tf(k—1)+18- 222 =7f(k —1) + 3 4k,

Wir zeigen mit Induktion, dass dann f(k) < 7-7% — 6 - 4%, Wegen f(0) = 1 gilt die Aussage
fir £k = 0, und fir &k > 1 gilt f(k) = 7f(k:—1)+%-4’“ < 7-(7-7’“*1—6-4’“’1)—1—3-4’€ =
7.7k — 42 LR % 4k = 7.7 — 6. 4% Also braucht man fiir die Multiplikation von zwei
n x n—Matrlzen mit n = 2* hochstens 7n'°82(7) < 712808 Operationen.

DEFINITION 13.36. Sei T € U; ® - -+ ® U, ein Tensor. Der Tensorrang von T, trk(T'), ist das

minimale k& € Ny, fiir das eine Familie (ugj), e ug))je{l ,,,,, Ky € (X:;l Us)F mit

i () & (j)

existiert.

Der Tensorrang des Matrixmultiplikationstensors My ist also wegen der Darstellung in (13.4)
hochstens 7.

SaTz 13.37. Sei n € N, und seien Uy, ..., U, endlichdimensional Vektorrdume, und sei T" €
Uy ®---®U,. Dann gilt:

(1) Wennn =1, so gilt trk(T) <1

(2) Wennn =2, so sei B = (by,...,b;) eine Basis von Uy, C := (cq,...,cn) eine Basis
von Uy, und sei M(T) € K*™ definiert durch M(T)[i, ] T(n(b;,c;)). Dann gilt
trk(T) = rk(M(T)).

(3) Fiir alle j € {1,...,n} gilt trk(T) < H dim(U,
i#]
Bewers. (1) Es gilt Hom(Uy, K)* = U;*. Die Abbildung h : Uy — Uy mit h(u)(p) := ¢(u)

fir u € Uy, ¢ € Uy ist injektiv und daher wegen dim(U;) = dim(U;*) surjektiv. Somit gibt es
ein u; € Uy mit T = h(u,). Dann gilt T = @,_, u;. Also gilt tk(f) < 1
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(2) Sei trk(T') = s. Dann gibt es wy,...,us € Uy und vy,...,v, € Uy mit T = 37 u; @ v;.
Nun gilt fiir v € U und v € V, dass M(u ® v)[i,j] = v @ v (7(b},c})) = 7(bj,c}) (u@v) =
b2(u) - 5 (v) = (u)sl] - (v)cls). Folglich il

(w1
Mo = () (el - b

und daher rk(M(u ® v)) < 1. Somit gilt M(T) = >, M(u; ® v;) und folglich rk(M(T')) < s.
Das beweist rk(M (T)) < trk(T).

Fiir die andere Ungleichung nehmen wir an, dass rk(M (7)) = r. Dann gibt es X € K**" und
Y e K7 mit X -Y = M(T). Sei Y; € K™™ die Matrix, deren i-te Zeile die i-te Zeile von Y
ist, und deren andere Zeilen 0 sind. Dann gilt X -Y =37 | X -V;. Fiiri € {1,...,r} ldsst sich
die Matrix X - Y; als z; - y! schreiben, wobei x; die i-te Spalte von X und y! die i-te Zeile von
Y ist. Somit gilt X - Y =" 2; - yF. Wenn wir nun v und v@ so withlen, dass (u®)p = z;
und (v9)e = y;, dann gilt M (u® @ v®) = z; - yI' und somit M(T) = M(Y_;_, v @ v?), also
T=>"_u ®v® und folglich trk(T) < r. Das beweist trk(T) < rk(M(T)).

(3) Sei B; eine Basis von U;. T lésst sich als Linearkombination der dim(U;) - - - dim(U,,) Ten-
soren by ® --- ® b, schreiben. Dadurch erhalten wir dim(U;) - - - dim(U,) Summanden. Durch
Zusammenfassen der Tensoren mit gleichem bq,...,b;_1,b41,...,b, und Herausheben erhilt

man dim(U;) - - - dim(U;_;) - dim(Uj44) - - - dim(U,,) Summanden. O
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ANHANG A

Programme, die vorrechnen

Die Mathematica-Files GaussDemo7.m und RowRed12.m enthalten Mathematica-Funktionen,
die folgende Probleme mit Zwischenschritten vorrechnen:

> Losen eines linearen Gleichungssystems (Gauss[A,b]).

> Bestimmen einer Matrix in Treppenform, die den gleichen Zeilenraum wie die einge-
gebene Matrix hat (RowEchelonForm[A]).

> Bestimmen einer Matrix in Treppennormalform, die den gleichen Zeilenraum wie die
eingegebene Matrix hat (RowEchelonNormalForm[A]).

> Bestimmen der Determinante einer Matrix (DeterminantenDemo [A]).

Die Programme koénnen von Mathematica aus mit << GaussDemo7.m und << RowRed12.m
geladen werden. Sie sind auf http://www.algebra.uni-linz.ac.at/Students/MathInf/vlw
s05/MathematicaProgramme/ erhiltlich.
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