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Teil 1

Kommutative Ringe



KAPITEL 1

Mengenlehre

1. Geordnete Mengen

Eine geordnete Menge (M, <) ist ein Paar aus einer Menge und einer Ordnungsrelation (also
einer reflexiven, transitiven und antisymmetrischen bindren Relation) auf M. Die Relation ist

< ist linear, wenn fiir alle z,y € M gilt: x <y oder y < x. Man nennt dann M eine Kette.

DEFINITION 1.1. Eine geordnete Menge (M, <) erfiillt die Mazimalbedingung, wenn jede nicht-
leere Teilmenge von M ein maximales Element hat.

(M, <) erfiillt also die Maximalbedingung, wenn
VNCM:N#@=3dneN:(VreN:n<zx=n=uz).
gilt.

DEFINITION 1.2. Eine geordnete Menge (M, <) erfiillt die aufsteigende Kettenbedingung
(ACC), wenn es keine injektive Funktion f : N — M mit der Eigenschaft f(i) < f(i + 1)
fiir alle 7 € N gibt.

(M, <) erfiillt also die (ACC), wenn es keine streng mononton wachsende Folge (m; | i € N)
aus M gibt.

Fiir die folgenden Sétze setzen wir voraus, dass die Axiome der Zermelo-Frénkelschen Mengen-
lehre mit Auswahlaxiom erfiillt sind.

PROPOSITION 1.3. Fine geordnete Menge (M, <) erfillt die (ACC) genau dann, wenn es fir
jede schwach monoton wachsende Folge (m; | i € N) aus M ein N € N gibt, sodass fiir alle
ke N mit k>N gilt: mp = my.

Beweis: Sei (M, <) eine geordnete Menge mit (ACC), und sei (m; | ¢ € N) eine schwach mono-
ton wachsende Folge aus M. Wenn es kein N mit der gewiinschten Eigenschaft gibt, so gibt es
fiir alle N € N ein £ > N mit my < my. Wir definieren nun eine Funktion g : N — N rekursiv.
Sei g(1) := 1. Fiir n € N definieren wir g(n + 1) als ein £ € N mit mgy(,) < my. Dann ist die

Folge (mgy(, | n € N) eine eine streng monoton wachsende Folge aus M, im Widerspruch zur

(ACC).

Wenn (M, <) die (ACC) nicht erfiillt, so gibt es eine streng monoton wachsende Folge aus M.
Diese Folge wird aber nie konstant. 0

SATz 1.4. Fir eine geordnete Menge (M, <) sind dquivalent:

(1) (M, <) erfillt die (ACC).
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(2) (M, <) erfillt die Mazimalbedingung.

Beweis: (1)=(2): Wir nehmen an, dass (M, <) die (ACC) erfiillt. Wenn (M, <) nun die Maxi-
malbedingung nicht erfiillt, so besitzt M eine nichtleere Teilmenge T° ohne maximales Element.
Wir definieren nun eine Funktion f : N — T rekursiv. Wir wéhlen ¢ € T und definieren
f(1) :=t. Fiir n € N definieren wir f(n+ 1) folgendermafien: Da f(n) kein maximales Element
von T ist, gibt es ein Element ¢, € T, sodass f(n) < t;. Wir definieren nun f(n + 1) := ;.
Die Funktion f ist streng monoton wachsend, im Widerspruch dazu, dass (M, <) die (ACC)
erfiillt. (2)=-(1): Wir nehmen an, dass (M, <) die (ACC) nicht erfiillt. Dann gibt es eine streng
monoton wachsende Funktion f von N nach M. Die Menge T := {f(i) | ¢ € N} hat dann kein
maximales Element. Also erfiillt (M, <) die Maximalbedingung nicht. U

Eine Moglichkeit, maximale Elemente einer Menge zu finden, bietet oft das Lemma von Zorn.

SATZ 1.5 (Lemma von Zorn). Sei (M, <) eine geordnete Menge. Wir nehmen an, dass jede
linear geordnete Teilmenge L von M eine obere Schranke in M hat. (Das heifit, dass es fir
jede linear geordnete Teilmenge L ein m € M gibt, sodass fir alle | € L die Relation | < m
gilt.) Dann besitzt (M, <) ein mazximales Element.

Beweis: Siehe etwa [Hal76).



KAPITEL 2
Ringe

1. Definition und Beispiele

DEFINITION 2.1. Eine algebraische Struktur R = (R, +, —, -, 0) ist ein Ring, wenn +, - binére
Operationen auf R sind, — eine unére Operation auf R ist, und 0 ein Element aus R ist, sodass
fiir alle x,y, 2 € R die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

(1) 4+ 0 = (0 ist rechtsneutral fiir +).

(2) x + (—2) = 0 (—z ist additiv rechtsinvers zu x).
(3) (x4+y)+2=a+ (y+ 2) (+ ist assoziativ).
(4) v +y =y +x (+ ist kommutativ).

() (z-
(6) =

(7)

7

y)-z=x-(y-z) (- ist assoziativ).
(y+2) =z -y +x- 2z (Linksdistributivgesetz).
x+y) z=1x-2z+y-z (Rechtsdistributivgesetz).

SATz 2.2. Sei (R,+,—,-,0) ein Ring, und seien x,y € R. Dann gilt
(1) =(=(z)) =2
(2) x-0=0-2=0.
B) —(z-y)=(=2) y=2-(-y).

PROOF. (1): =(=) = =(=2) + 0 = 0+ (=(=2)) = (z + (=2)) + (=(=2)) =z + ((=2) +
(—(—z)=24+0=2. 2): Esgilt - 0=2-(0+0)=2-0+2-0,also0=2-0+(—(z-0)) =

(- 0+2-0)+(—(x-0)=2-0+(z-0+(—(x-0))) =2-0+0=2-0. Die Identitdt 0-z =0
beweist man genauso. (3): Es gilt (—z) - y+z-y=((—2)+2z)-y=(x+(-2))-y=0-y =0,
also (—x) -y = —(x - y). Die Identitit x - (—y) = —(z - y) beweist man genauso. O

Beispiele fiir Ringe: Sei V' ein Vektorraum. Dann ist (Hom(V, V), +, —, 0,0) ein Ring, der En-
domorphismenring von V. Fiir einen Korper K und n € N ist die Menge der Matrizen K"™*"

ein Ring.
DEFINITION 2.3. Sei R = (R, +, —,-,0) ein Ring.

(1) e € R ist ein Einselement von R, wenn fiir alle r € R gilt, dass e-r =171 -e = r. Wir
bezeichnen dann die Struktur (R, +, —,-,0,1) mit 1 := e als Ring mit Eins.

(2) Ein Ring mit Eins R ist ein Schiefkorper, wenn |R| > 2 gilt und es fiir alle x € R mit
r#0einy e Rmitz-y=y-x =1 gibt.

(3) R ist kommutativ, wenn fiir alle r;s € R gilt: r-s = s - 7.

(4) Ein Korper ist ein kommutativer Schiefkorper.

3



4 2. RINGE

(5) Ein kommutativer Ring mit Eins R ist ein Integrititsbereich, wenn |R| > 2 und fiir
aller,s € Rgilt: r-s=0= (r=0Vs=0).

Wir werden statt R oft auch einfach R fiir die algebraische Struktur (R, +, —, -, 0, 1) schreiben;

mit ab meinen wir a - b.

Beispiele fiir kommutative Ringe mit Eins: Z, Q, R, C, Z[i] = {a+bi | a,b € Z}, der Polynom-
ring Q[X] iiber Q in einer Variablen, der Polynomring Q[Xj, ..., X,,| in n Variablen.

2. Ideale

DEFINITION 2.4. Sei R ein Ring, und sei I eine Untergruppe von (R, +). I ist ein

(1) Linksideal von R, wenn fiir alle r € R und i € I gilt, dass ri € 1.
(2) Rechtsideal von R, wenn fiir alle » € R und i € [ gilt, dass ir € I.

(3) Ideal von R, wenn es ein Links- und ein Rechtsideal ist.

Aus dieser Definition sieht man, dass der Durchschnitt von Idealen von R wieder ein Ideal von
R ist.

DEFINITION 2.5. Sei R ein Ring, und sei A eine Teilmenge von R. Dann ist das von A erzeugte
Ideal (A) definiert durch

(A == ({I | I Ideal von R und A C I}.

Fiir kommutative Ringe mit Eins beschreiben wir nun, welche Elemente in dem von A erzeugten

Ideal liegen.

SATZ 2.6. Sei R ein kommutativer Ring mit Fins, und sei A C R. Dann gilt

n
<A)R:{Zriai | n € No,ay,...,a, € Ajry,...,7, € R}
i—1

PROOF. Sei J :={>_)" ra; | n € Ny,ay,...,a, € A;r1,...,7, € R}. Da 0 € J, und da J
abgeschlossen unter + und unter Multipkation mit Elementen von R ist, ist J ein Ideal von R.
AuBlerdem gilt offensichtlich A C J. J ist also ein Ideal von R mit A C .J. Aus der Definition
von (A)p als Durchschnitt aller solchen Ideale sieht man also (A), C J.

Um die Inklusion J C (A), zu zeigen, wihlen wir ein Element j € J. Es gibt also n € Ny,
ar,...,a, € Aund ry,...,r, € R, sodass j = Y | 7;a;. Aus der Definition von (A), schen
wir, dass A C (A)p gilt. Damit liegt jedes a; in (A),. Da (A)p ein Ideal von R ist, liegt also
auch jedes Summand r;a; in (A),, und schliefllich auch die Summe j. O

UBUNGSAUFGABEN 2.7

(1) (Ideale im Matrixring) Zeigen Sie, dass der Ring R := Q2*2 aller 2 x 2-Matrizen iiber Q nur die
Ideale {0} und R hat, und dass jedes Linksideal von der Form {L € Q**? | row(L) C U} fiir einen

Unterraum U von Q2 ist. Dabei ist row(L) = coim(L) der von den Zeilen von L erzeugte Unterraum
von Q2.
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(2) (Erzeugen von Idealen) Bestimmen Sie jeweils, ob das von der Menge S erzeugte Ideal (S) des Rings
R gleich dem ganzen Ring R ist!
(a) R=12, S = {105,70,42,30}.
(b) R=ZxZ,S={(4,3),(6,5)}.
(¢) R="Z101, S ={[75]101}-
(3) (Erzeugen von Idealen) Bestimmen Sie jeweils, ob das von der Menge S erzeugte Ideal (S) des Rings
R[X,Y] gleich dem ganzen Ring R[X, Y] ist!
(a) S ={XY, X3 +1}.
(b) S ={X?%Y,XY?+1}.
() S={XY +X,1+Y?}.

DEFINITION 2.8. Sei R ein Ring, und sei I ein Ideal von R. Dann ist I endlich erzeugt, wenn es
eine endliche Menge A C R gibt, sodass I = (A) ;. Wird ein Ideal von einem einzigen Element
a erzeugt, so schreiben wir I = (a). Ein Ideal von solcher Form heifit Hauptideal.

Wir bezeichnen die Menge aller Ideale eines Rings R mit Id (R).
SATZ 2.9. Sei R ein Ring. Dann sind dquivalent:

(1) Jedes Ideal von R ist endlich erzeugt.

(2) Es gibt keine Folge (Iy)ren von Idealen mit Iy, C Iyy1 fiir alle k € N. (Die Menge der
Ideale erfiillt die aufsteigende Kettenbedingung (ACC)).

(3) Jede nichtleere Teilmenge I von Idealen von R besitzt ein mazimales Element M, das
heifst

VICI(R): (I42= (BMETIVYNET:MCN=M=N)).

PROOF. (2)=(1): Sei [ ein Ideal von R, das nicht endlich erzeugt ist. Wir konstruieren nun
rekursiv eine Folge (i | k& € N) von Elementen von I. Wir setzen i, := 0. Fiir n € N definieren
wir nun 4,41. Da das Ideal ({i1,...,i,})p endlich erzeugt ist, gilt ({i1,...,9,})z # I. Es gibt
also j € I mit j & ({i1,...,in})p- Sei 4,41 ein solches j.

Wir definieren nun fiir £ € N das Ideal I, durch

[k = <{7,-1, N 7ik}>R'

Dann ist die Folge (I, | kK € N) eine streng monoton wachsende Folge von Idealen von R, im
Widerspruch zur (ACC). (1)=-(2): Sei (I | k € N) eine beziiglich C streng monoton wachsende
Folge von Idealen von R. Dann ist [ := |J{Ix | £ € N} ebenfalls ein Ideal von R. Dieses
Ideal I ist nach Voraussetzung endlich erzeugt. Seien m € N und ay,...,a,, € I so, dass
I = {a1,...,an) 5. Es gibt dann ein N € N, sodass {a1,...,a,,} C Iy. Dann gilt aber auch
Ini1 €I C Iy, im Widerspruch zu Iy C Iy4;. Somit erfiillt (Id R, C) die (ACC). (2)=-(3): Sei
7 eine nichtleere Menge von Idealen ohne maximales Element. Dann gibt es fiir jedes M € 7
ein N € Z mit M C N. Wir konstruieren nun eine Folge aus Z rekursiv: Sei [; ein Element
aus Z, und fiir n > 1 sei [, so, dass [, C I,,y1. Dann ist (I,),en eine aufsteigende Kette
von Idealen, also erfiillt Id R die aufsteigende Kettenbedingung nicht. (3)=-(2): Sei (I,,)nen eine
Folge von Idealen mit I,, C I, fiir alle n € N. Dann hat Z := {I,, | n € N} kein maximales
Element. U
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UBUNGSAUFGABEN 2.10

Eine geordnete Menge (M, <) ist ein Paar aus einer Menge und einer Ordnungsrelation (also einer
reflexiven, transitiven und antisymmetrischen binéren Relation) auf M. Eine geordnete Menge (M, <)
erfiillt die aufsteigende Kettenbedingung (ACC), wenn es keine injektive Funktion f : N — M mit der
Eigenschaft f(i) < f(i + 1) fiir alle ¢ € N gibt.

(1) Zeigen Sie: Eine geordnete Menge (M, <) erfiillt die (ACC) genau dann, wenn es fiir jede
schwach monoton wachsende Folge (m; | i € N) aus M ein N € N gibt, sodass fiir alle k € N
mit £ > N gilt: mp = my.

(2) Zeigen Sie: Eine geordnete Menge M erfiillt die (ACC) genau dann, wenn jede nichtleere
Teilmenge T" von M ein in T' maximales Element enthélt.

DEFINITION 2.11. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. R heiit noethersch®, wenn jedes
Ideal von R endlich erzeugt ist.

DEFINITION 2.12. Sei R ein Ring. Ein Ideal I von R ist mazimal, wenn I # R ist und es kein
Ideal J mit I C J C R gibt.

In einem noetherschen Ring R ist jedes Ideal, das ungleich R ist, in einem maximalen Ideal
enthalten. Aus dem Zornschen Lemma? folgt, dass das sogar fiir alle Ringe mit Eins gilt:

SATzZ 2.13. Sei R ein Ring mit Eins, und sei I ein Ideal von R mit I # R. Dann gibt es ein
maximales Ideal M von R mit I C M.

PROOF. Sei
E:={J| Jist Ideal von Rund I C J # R}.

Um zu zeigen, dass (£, C) ein maximales Element hat, verwenden wir das Lemma von Zorn.

Sei dazu K eine nichtleere Teilmenge von &, die beziiglich C linear geordnet ist. Wir setzen
S:=|J{K| K ek}

Wir zeigen nun, dass S ein Ideal von R ist. Seien 7,7 € Sund r € R. Dai € S, gibt es K; € K,
sodass ¢ € K;. Ebenso gibt es Ky € I, sodass 7 € K,. Da K linear geordnet ist, gilt K; C Ko
oder Ky C K. Wenn K; C K, so liegen i + 7 und r -7 in Kj; falls Ky C K7, liegen 7 4+ 7 und
r -1 in K;. In beiden Féllen liegen also ¢ + j und r -4 in .S. Somit ist S ein Ideal von R.

Nun zeigen wir, dass S in £ liegt. Es gilt I C S. Es bleibt also zu zeigen, dass S # R. Nehmen
wir an, S = R. Dann gilt 1 € |J{K | K € K}. Es gibt also ein K € K mit 1 € K. Dann gilt
K = R. Somit gilt R € £, im Widerspruch zur Definition von £. Es gilt also S # R, und somit
Sef.

Das Zornsche Lemma liefert nun ein maximales Element M von £. O

'Emmy Noether (1882-1935)

2Das Zornsche Lemma (Max Zorn (1906-1993), Kazimierz Kuratowski (1896-1980)) besagt:
Sei (M, <) eine geordnete Menge. Wir nehmen an, dass jede linear geordnete Teilmenge L
von M eine obere Schranke in M hat. (Das heifit, dass es fiir jede linear geordnete Teilmenge
L ein m € M gibt, sodass fiir alle [ € L die Relation I < m gilt.) Dann besitzt (M, <) ein

maximales Element.
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UBUNGSAUFGABEN 2.14

(1) Sei R ein Ring, sei I ein endlich erzeugtes Ideal von R, und sei J ein Ideal von R mit J C I. Zeigen
Sie, dass R ein Ideal M mit J C M C I besitzt, sodass es kein Ideal N mit M C N C [ gibt.

3. Faktorringe und Homomorphiesatz

Sei R ein Ring mit Eins, und sei [ ein Ideal von R. Wir definieren eine Relation ~; auf R durch
a~rb:=sa—belfirabeR.
LEMMA 2.15. Sei R ein Ring mit Eins, sei I ein Ideal von R, und seir € R. Dann gilt:

(1) Die Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation auf R.
(2) Die Aquivalenzklasse von v modulo ~g ist gegeben durch r/~y :={r+i| i€ I}. Wir

schreiben fir diese Klasse auch [r]; oder r + I.

DEFINITION UND SATZ 2.16 (Faktorring). Sei R ein Ring mit Eins, sei I ein Ideal von R, und
set

R/I:={r+1|re€R}

die Faktormenge von R modulo ~;. Wir definieren nun

r+D)®(s+1) = (r+s)+1
or+1) = (-r)+1
(r+1)o(s+1) = (r-s)+1.

Dann sind die Operationen &, © und © “wohldefiniert”, und die algebraische Struktur
(R/1,®,0,©,0+ 1,1+ 1) ist ein Ring mit Fins.

ProOF. Wir zeigen nur die Wohldefiniertheit von ©. Sei dazu
m:={((r+1I,s+1I),r-s+1I)|rseR}

Wir zeigen, dass m eine Funktion von R/I x R/I nach R/I ist. Dazu zeigen wir, dass fiir alle
a,b,c1,co € R/I gilt: Wenn ((a,b),c;) € m und ((a,b),cz) € m, so gilt ¢; = ¢y. Seien also
a,b,c1,co € R/I. Dann gibt es r1,81 € R, sodassr1 +1 =a, s+ =bund r; - s; + 1 = ¢1.
Ebenso gibt es 15,59 € R, sodass ro+1 =a, sSo+ 1 =bund ry-so+1 =cy. Dary € ro+ 1, gilt
auch ro € ry + I. Somit gibt es ¢ € [ mit 7 = r; + . Ebenso gibt es 7 € I mit s = s1 + j. Es
giltnunry-so =(r1+1i)-(s1+j)=ri-s1+ri-j+i-si+i-j.Fiwid:=r-j+i-s9+1-J
gilt i' € I. Folglich gilt
ry-so+ 1= (ry s +74)+1.

Nun gilt fiir allet € R, dass (t+4¢)+ [ =t+ 1, da(t+7¢)+iy =t+ (" +14) €t+ 1 und
t+ia=t+i+(ia—1) € (t+7)+ 1. Also gilt ro - so+ 1 = ry - s1 + I. Folglich gilt ¢; = 3.
Die Relation m ist also wirklich funktional, somit ist ® wohldefiniert. O

UBUNGSAUFGABEN 2.17
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(1) Auf der Menge Q definieren wir die Relation
a~b:slal =[b].

Wir definieren:
[a]~ © [b]~ == [ab]~

Was ist das Problem an dieser “Definition”?

Fiir zwei Ringe mit Eins R, S ist die Abbildung h : R — S ein Homomorphismus, wenn fiir
alle 1,79 € R gilt, dass h(ry 4+ re) = h(r1) + h(ra), h(—r1) = —h(r1), h(ry - 1r2) = h(ry) - h(r2),
h(0r) = 0s und h(1g) = 1g. (Die Bedingungen h(—r1) = h(ry) und h(0g) = h(0g) sind insofern
iiberfliissig, als sie sich aus den anderen Bedingungen ergeben.) Bijektive (injektive, surjektive)
Homomorphismen heiflen auch Isomorphismen (Monomorphismen, Epimorphismen), Mono-
morphismen heiflen auch Finbettungen. R ist ein Unterring von S, wenn R C S, Og € R,
ls € R, 11 +Rr1ro=11+g72, 11 g7 =71 -5 1o fiir alle ri, 7y € R gilt.

SaTz 2.18 (Homomorphiesatz). Seien R, S Ringe mit Eins, und sei h : R — S ein Homomor-
phismus. Dann ist ker(h) := {r € R | h(r) = 0} ein Ideal von R, im(h) := h(R) ein Unterring
von S, die Ringe R/ker(h) und im(h) sind isomorph, und h mit h(r 4+ ker(h)) := h(r) ist ein

Isomorphismus.

SATZ 2.19 (Korrespondenzsatz). Sei R ein Ring mit Eins, und sei I ein Ideal von R. Sei
o:{Jeld(R)|ICJ}=Id(R/I), ®(J):={j+1|je€ J}. Dann ist & bijektiv, und es gilt
fiir alle Ideale Jy, Jo von R mit I C Jy, I C Jy: Jy C Jy & O(J;) C P(Js).

PROOF. Wir zeigen zunéchst, dass fiir jedes J € Id (R) mit I C J die Menge ®(J) ein Ideal
von R/I ist: Die Abbildung ¢ := {(r + 1,7 + J) | r € R} ist ein Homomorphismus von R/
nach R/J, und es gilt ker(p) ={r+I|r+J=0+J}={r+1|r e J} = ®(J). Als Kern

eines Homomorphismus ist ®(.J) daher ein Ideal von R/I.

Wir definieren ¥ : Id(R/I) — Id(R), ¥(K) .= U{r+I|re Rr+1¢€ K} =|JK. Die
Abbildung ¢ = {(r,(r + 1) + K) | r € R} ist ein Homomorphismus von R nach (R/I)/K und
esgilt ker(p) ={re R|(r+ 1)+ K=0+K}={reR|r+1¢e€ K} =JK. Fiir die letzte
Gleichheit beobachten wir, dass fiir jedes r € R mit r + 1 € K gilt, dass r € r+ I € K, also
r € |JK; fir jedes s € [ JK gibt eseint € Rmit s € t + 1 € K. Wegen s+ [ =t + I gilt dann
s+ 1€ K und somit s € {r € R|r+ 1 € K}. Somit ist V(K) ein Ideal.

Sei J ein Ideal von R mit I C J. Dann gilt W(®(J)) =V({j+I1|jeJ)=U{i+1|je J}.
Wegen I C Jgilt | J{j+1|j € J} =J. Seinun K ein Ideal von R/I. Dann gilt ®(V(K)) =
QUK)={j+I|jeUK}={j+I|IreR:jer+lcK}={j+1|j+1c K} =K.
Daher sind ® und ¥ zueinander inverse Bijektionen.

Fiir Ideale I C J; C Jy von R gilt offensichtlich ®(.J;) C ®(J;). Seien nun Ji, J; € Id (R) so,
dass I C Jy, I C Jyund ®(J;) C ®(Jy). Dann gilt auch W(®(J;)) C U(P(Jy)) also J; C Jo. O

Ein Ring mit Eins R ist einfach, wenn er nur die Ideale {0} und R hat. Beispiele fiir einfache
Ringe sind Korper und die Matrixringe K™*™ iiber einem Koérper K.
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SATz 2.20. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins mit |R| > 2. Dann ist R genau dann einfach,
wenn R ein Kérper ist.

PROOF. Sei R ein Korper, und sei [ ein Ideal von R. Wenn I # 0, dann gibt es ¢ € I mit
i # 0. Dann gilt fiir jedes r € R, dass r =ri~'i € I, also R = I.

Wenn R einfach und r» € R mit r # 0 ist, so ist [ := {rs | s € R} ein Ideal mit I # {0}, also
1 € I. Somit gibt es s € R mit rs = 1. Folglich ist R ein Korper. U

KOROLLAR 2.21. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei M ein maximales Ideal von
R. Dann ist R/M ein Korper.

4. Ringkonstruktionen

4.1. Polynome und Potenzreihen. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, sei n € N,
und seien
S = A{f|f:N" = R}
P = {feS|{eeNy"|f(e)#0} ist endlich}.

Auf S definieren wir Addition und Subtraktion durch

(f +9)(e):= f(e) +g(e), (f—g)(e):=f(e) —g(e)

fir f,g € S, e € Ny". Fiir @, b € Ny" setzen wir §(a, b) := 1, wenn @ = b und é(a, b) := 0,
wenn a # b. Die Multiplikation ist definiert durch

(2.1) f-gle) > dla+b,e)f(a)g(b).

(a,b)ENp™ xNo™

Fiir jedes e € Ny" gibt es nur endlich viele (a,b) € Ny" x Ny" mit @ + b = e, daher hat
die Summe in (2.1) nur endlich viele Summanden # 0 und ist somit sinnvoll definiert. Fiir
e1,...,en € N, schreiben wir X° = X ... X% fiir die Funktion mit X (e) =1, X (a) = 0
fiir @ # e. Wir schreiben dann f € S als

f=2 flex"
eeNp™
Mit 1 := 1X7---X? und O der konstanten O-Funktion von Np" nach R gilt dann, dass
(S,+,—,-,0,1) ein kommutativer Ring mit Eins ist, der Ring der formalen Potenzreihen mit
Koeffizienten in R in n Variablen. Er wird mit R[[X}, ..., X,]] bezeichnet. Die Menge P bildet

einen Unterring von .S, den Polynomring in n Variablen iiber R. Dieser Polynomring wird mit
R[X3, ..., X,] bezeichnet.

LEMMA 2.22. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, seien ¢,d € Ny und r,s € R. Dann gilt
—c+d

(rX%) - (sX?) = (rs)X
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PROOF. Sei f:=7rX  und g := sX*. Dann gilt
(f-9)(e)= >  dla+b,e)f(a)g(b)
(a,b)eNp™ xNp"™
=d(c+d,e)f(c)g(d)
=d(c+d,e)rs,

und somit f-g = reX e, O

Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, sei 7' ein kommutativer Ring mit Eins, der R als
Unterring enthélt, und sei p € R[X4,...,X,]. Seien t1,...,t, € T. Dann ist die Abbildung
e: R[Xy,..., X, =T,

E:( Z C(elf~~~7en)Xf1 e in) = Z C(el,...7en)t§1 tt t;in

(e1ye-sn)EE (e1y....en)ERE
ein Homomorphismus. Die interessante Eigenschaft ist dabei, dass (p - q) = e(p) - e(q) gilt;
diese Eigenschaft ist der Grund, dass wir die Multiplikation wie in (2.1) definiert haben. Wir
bezeichnen dann €(p) auch als p(t4, . .., t,) oder einfach als p(t1, . .., t,) und nennen p(tq, ..., t,)
die Auswertung von p an der Stelle (¢y,...,t,). Sei nun U C T'. Der von R und U erzeugte Ring
R[U] ist definiert als der Durchschnitt aller Unterringe V' von 7' mit RUU C V. Dann gilt

R[U] = {f)(ul,...,un) ’ nENo,ul,...,un c U,pER[Xl,...,Xn]}.

4.2. Quotientenkodrper. Wir verallgemeinern jetzt die Konstruktion von Q aus Z. Sei
dazu D ein Integrititsbereich. Auf der Menge {(a,b) € D? | b # 0} definieren wir eine Relation
durch (a,b) ~ (c,d) < ad = bc. Diese Relation ist eine Aquivalenzrelation, und wir kiirzen die
Klasse (a,b)/~ mit ¢ ab. Mit Q(D) bezeichnen wir die Faktormenge {(a,b) € D* | b # 0} /~.

Auf Q(D) definieren wir + durch § + £ := “dbzbc, — durch —% := 3%, und - durch ¢ - £ := .
SATZ UND DEFINITION 2.23. Sei D ein Integrititsbereich. Dann ist (Q(D),+, —,-, Y, %) ein

Kérper. Er heifst der Quotientenkorper von D.

SATZ 2.24. Sei D ein Integrititsbereich, sei K ein Korper, und sei ¢ ein Monomorphismus
von D nach K. Dann ist ¢ : Q(D) — K, ¥(%) := ¢(a) - (¢(b))~" wohldefiniert und ein
Monomorphismus vom Quotientenkéorper von D nach K.

Sei K ein Korper. Den Quotientenkorper des Polynomrings K[Xj, ..., X,] bezeichnet man als

den Korper der rationalen Funktionen vom Transzendenzgrad n tber K, und kiirzt ihn mit
K(Xy,...,X,) ab.

UBUNGSAUFGABEN 2.25

(1) Sei D ein Integritétsbereich, und sei S C D \ {0} eine unter - abgeschlossene Teilmenge von D mit
1 € S. Zeigen Sie, dass S7'D := {2 | s € S} ein Unterring von Q(D) ist. Man nennt diesen Unterring
die Lokalisierung von R nach S.

(2) Beschreiben Sie fiir D =Z und S = {z € Z : 21z} jene Elemente von Q, die in S~1D liegen.

(3) Beschreiben Sie fiir D = Z und S = {2" | n € Np} jene Elemente von Q, die in S~ D liegen.

(4) Welche reellen Zahlen liegen in S~!Z fiir S = {10 | n € N}?



KAPITEL 3

Teilbarkeit in Integritidtsbereichen

1. Teilbarkeit und prime Elemente

DEFINITION 3.1 (Teilbarkeit). Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und seien a,b € R. Dann
gilt a | b, wenn es ein r € R gibt, sodass b = ra. In diesem Fall ist a ein Teiler von b und b ein
Vielfaches von a.

DEFINITION 3.2. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins.

e Fin Element v € R ist tnvertierbar, wenn es ein v € R mit uv = 1 gibt.

e Ein Element p € R ist prim, wenn es nicht invertierbar ist, und fiir alle a,b € R mit
p | ab gilt: p| a oder p | b.

e Ein Element r € R ist irreduzibel, wenn es nicht invertierbar ist, und fiir alle s,t € R
mit r = st gilt: s ist invertierbar oder ¢ ist invertierbar.

e Zwei Elemente a,b € R sind assoziiert, wenn es ein invertierbares Element u € R gibt,

sodass au = b. Wir schreiben dann a ~ b oder a ~p b.

LEMMA 3.3. Sei R ein Integritdtsbereich, und sei p ein primes Element von R mit p # 0. Dann
1st p irreduzibel.

PROOF. Sei p prim, p # 0, und seien s,t € R so, dass p = st. Dann gilt p | st. Da p prim
ist, gilt p | s oder p | t. Im Fall p | s gibt es ein s; € R, sodass ps; = s. Durch Multiplikation
dieser Gleichung mit ¢ erhalten wir psit = st = p. Also gilt p(sit — 1) = 0. Wegen p # 0 ist

also t invertierbar. Im Fall p | ¢ erhalten wir analog, dass s invertierbar ist. O

UBUNGSAUFGABEN 3.4

(1) Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Zeigen Sie jeweils, dass die angefiihrte Implikation fiir alle
z,y, 2 € R gilt.
(a) (@ lyund | 2) =z | (y+2).
(b) z|y=z] 2y.
(¢) (z|yundy|z) =2z =
(d) z|y= zz| 2y.
(2) Sei R ein Integritiitsbereich, und seien x,y, z € R mit z # 0. Zeigen Sie:
(a) |y und y | * & = und y sind assoziiert.
(3) (Invertierbare Elemente) Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Zeigen Sie:
(a) Das Produkt invertierbarer Elemente ist wieder invertierbar.
(b) Jeder Teiler eines invertierbaren Elements ist invertierbar.

(¢) Ein Element r € R ist genau dann invertierbar, wenn das von r erzeugte Ideal (r) gleich R ist.

11
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(4) (Invertierbare Elemente) Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, sei u invertierbar, und seien vy, vg
0, dass uv; = uvg = 1. Zeigen Sie v; = vs.
(5) (Assoziierte Elemente) Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und a1, as,b1,bs € R. Wenn a; ~g as
und by ~g ba, so gilt a1by ~g asbs.
(6) (Integritiitsbereiche) Zeigen Sie, dass jeder endliche Integrititsbereich ein Kérper ist. (Hinweis: Be-
trachten Sie fiir r # 0 die Abbildung z — r - z.)
(7) (Integrititsbereiche) Zeigen Sie: Jeder Integritéitsbereich, der kein Korper ist, besitzt eine unendlich
absteigende Kette von Idealen Iy D Io D I3 D ---.
(8) (Prime Elemente) Sei R ein Integritétsbereich. Ein Ideal I von R ist prim, wenn I # R und fiir alle
a,be Rgilt: a-be I = (a€loderbdel). Zeigen Sie:
(a) Ein Element r ist genau dann prim, wenn das Hauptideal (r) prim ist.
(b) Wenn r prim und u invertierbar ist, so ist auch r - u prim.
(9) (Einfache Ringe) Ein Ring R ist einfach, wenn er keine Ideale aufler {0} und R hat. Zeigen Sie, dass
die beiden folgenden Behauptungen dquivalent sind:
(a) R ist ein einfacher kommutativer Ring mit Eins, und |R| > 2.
(b) R ist ein Korper.
(10) (Irreduzible Elemente) Sei R ein Integritéitsbereich, und sei r € R mit r # 0.
(a) Zeigen Sie, dass folgende Bedingungen dquivalent sind.
(i) r ist irreduzibel.
(ii) Das Ideal (r) ist ein maximales Element in der Menge aller Hauptideale von R, die
ungleich R sind.
(b) Zeigen Sie: Wenn r irreduzibel ist, ist auch jedes zu r assoziierte Element irreduzibel.

2. Groflte gemeinsame Teiler

DEFINITION 3.5. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei A eine Teilmenge von R. Ein
Element d € R ist ein grdfiter gemeinsamer Teiler von A, wenn

(1) fir alle a € A gilt d | a.
(2) fir alled € Rgilt: (Vae€e A:d' |a)=d | d.

Fiir zwei groite gemeinsame Teiler d;, dy von A gilt also, dass d; | dy und dy | d;. Wenn R ein
Integritétsbereich ist, sind dy und dsy assoziiert.

LEMMA 3.6. Sei R ein Integrititsbereich, sei A eine Teilmenge von R, und seient € R\ {0},
dy,dy € R. Wir nehmen an, dass di ein gréfster gemeinsamer Teiler von A und dy ein grif$ter
gemeinsamer Teiler von tA = {ta | a € A} ist. Dann sind tdy und dy assoziiert.

PROOF. Da td; jedes Element von tA teilt, gilt td; | da. Da t ein gemeinsamer Teiler von
tA ist, gilt ¢ | do. Sei d3 € R so, dass tds = dy. Da tds jedes Element in tA teilt und ¢ # 0, teilt
d3 jedes Element in A, und somit gilt ds | d; und somit tds | tdy, also dy | td;. O

UBUNGSAUFGABEN 3.7

(1) Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei A eine Teilmenge von R. Ein Element v € R ist
ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von A, wenn fiir alle a € A gilt, dass a | v, und wenn fiir alle
v' € R, die von allen a € A geteilt werden, gilt, dass v | v’. Zeigen Sie: Wenn jede Teilmenge von R
einen grofiten gemeinsamen Teiler hat, so hat auch jede Teilmenge von R ein kleinstes gemeinsames
Vielfaches.
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3. Euklidische Integritidtsbereiche

DEFINITION 3.8. Sei R ein Integritédtsbereich. Der Integritdtsbereich R ist ein Euklidischer
Bereich, wenn es eine Funktion 0 : R\ {0} — Ny gibt, sodass folgendes gilt.

(1) Fiir alle a,b € R\ {0} gilt 6(a) < d(ab).

(2) Fiir alle a,b € R mit a # 0 gibt es ¢, € R, sodass
(a) b=aq+r, und
(b) 7 =0 oder d(r) < d(a).

SATZ 3.9. Der Ring 7 ist ein Euklidischer Bereich.

PRrOOF. Die Funktion §(z) := |z| fiir z € Z \ {0} leistet das Gewiinschte. O

SAaTz 3.10. Sei K ein Korper, und sei K[X| der Polynomring iber K. Dann ist K[X] ein
Euklidischer Bereich.

PROOF. Wir setzen 6(f) := deg(f). O
DEFINITION 3.11. Sei Z[i] die Teilmenge der komplexen Zahlen, die durch
Zli] :={x+yi|z,y €L}

definiert ist. Als Operationen verwenden wir die Addition und Multiplikation der komplexen

Zahlen. Dann nennen wir Z[i| den Ring der Gaufschen ganzen Zahlen.

SATZ 3.12. Z][i] ist ein Euklidischer Bereich.

PRrOOF. Als Unterring des Korpers C ist Z[i] ein Integritdtsbereich. Wir definieren nun
§(x +yi) = 2? 4+ y? fiir alle x,y € Z. Dann gilt §(21 - 22) = 0(21) - §(22) fiir alle 21, 29 € Z]i],
und somit ist Eigenschaft (1) von Definition 3.8 erfiillt.

Seien nun b, a € Z[i] mit a # 0, und seien v',v" € Q so, dass b = a - (v/ + v’ i). Wir wihlen nun
u,v € Z, sodass |u — /| < 3 und [v —¢'| < L. Sei nun

g:=u-+viund r:=b—qa.

Fiir alle 2,y € Q definieren wir §(z + y i) := 2% + 2 = det((i _xy>). Dann gilt

o(r)y=06((v+vi)-a—(ut+wvi)-a)=0d(a- (v —u)+ (v —v)i))

= 8(a) - 0((u' —u) + (v =) i) = 8(a) - (' — u)* + (v = )*) < b(a) -

N —

Da a # 0, gilt 6(a) = aa # 0, und somit gilt §(r) < d(a). O

DEFINITION 3.13. Ein Integrititsbereich R ist ein Hauptidealbereich, wenn es fiir jedes Ideal I
von R ein a € R gibt, sodass I = (a).

SATz 3.14. Jeder Euklidische Bereich ist ein Hauptidealbereich.
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PROOF. Sei R ein Euklidischer Bereich, und sei I ein Ideal von R. Wenn I = {0}, so gilt
I = (0). Wenn I # 0, so wihlen wir ein a € I\ {0}, fiir das 6(a) minimal ist. Sei nun b € I,
und seien ¢,r € R so, dass b = ga + r und (r = 0 oder §(r) < é(a)). Dar =b—qa € I, kann
d(r) < d(a) wegen der Minimalitdt von d(a) nicht gelten. Also gilt » = 0 und b = ga € (a).
Somit gilt I = (a). O

SATZ 3.15. Sei R ein Hauptidealbereich. Dann besitzt jede Teilmenge A von R einen grofiten

gemeinsamen Teiler.

PROOF. Sei d € R so, dass (d) das von A erzeugte Ideal ist. Da jedes Element von A in (d)
liegt, gilt Va € A : d | a. Sei nun d’ ein weiterer gemeinsamer Teiler von A. Da d € (A), gibt
esn €Ny, ar,...,a, € Aund rq,...,r, € Rmit d ="  ra;. Da d jedes a; teilt, gilt dann
auch d' | d. Somit ist d ein grofiter gemeinsamer Teiler von A. O

In einem Euklidischen Bereich kann fiir eine endliche Menge die Menge aller groiten gemein-
samen Teiler ggTM(A) von A = {a4,...,a,} dadurch ausrechnen, dass

(1) ggTM(2) = {0}, ggTM(A) = ggTM(A \ {0}),
(2) ggTM({as,...,a,}) = ggTM({ry,as,...,a,}), wenn a; # 0, ay # 0, d(ay) > d(ag),
und a; = gas + 7 mit ¢ € R und (r; = 0 oder 6(r1) < d(az)).

Die Gleichheiten der Form ggTM(B) = ggTM(C) gelten dabei stets deswegen, weil B und C'
die gleichen gemeinsamen Teiler haben. Durch diese Gleichheiten erhélt man ein d € R mit
geTM(A) = ggTM({d}), also ist d ein grofiter gemeinsamer Teiler. Durch Buchfithrung erhélt
man auch 71,...r, € Rmit )" ra; = d (erweiterter Euklidischer Algorithmus).

Beispiel: Wir berechnen ggT (147, 33), und schreiben das so:
147 33

147 1 0 (147=1-147+0-33)
33 0 1 (33=0-147+1-33)
)
)

15| 1 —4 (15=1-147—4-33
3/ =2 9 (3=-2-147+9-33
0

Das ermdglicht noch nicht alle ggT-Berechnungen: obwohl es in Q[X, Y] stets grofite gemeinsa-
me Teiler gibt, kann man diese nicht (direkt) mit dem Euklidischen Algorithmus ausrechnen.

BEISPIEL 3.16. Der Polynomring Q[X, Y] ist kein Hauptidealbereich.

PROOF. Sei I := {p € Q[X,Y]| p(0,0) = 0}. Dann gilt X € [ und Y € I. Wenn [ ein
Hauptideal ist, so gibt es f € I mit f | X und f | Y. Also gilt deg(f) = 0 und degy (f) =0,
und somit ist f ein konstantes Polynom. Da f € I, gilt £(0,0) = 0, und somit f = 0. Das ist
ein Widerspruch zu f | X. Somit ist / kein Hauptideal. O

SATz 3.17. Sei R ein Hauptidealbereich, und sei p € R ein irreduzibles Element von R. Dann
15t p prim.
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PROOF. Seien a,b € R so, dass p | ab. Sei J :={sp+ta| s,t € R} das von {p,a} erzeugte
Ideal von R. Da J ein Hauptideal ist, gibt es ¢ € J mit (¢) = J. Dann gilt ¢ | p und ¢ | a.
Sei d € R so, dass cd = p. Da p irreduzibel ist, ist ¢ invertierbar oder d invertierbar. Wenn ¢
invertierbar ist, so gilt 1 € J. Also gibt es §',¢' € R mit s'p+t'a = 1. Dann gilt s'pb+ t'ab = b,
und somit p | b. Wenn d invertierbar ist, so gilt wegen ¢ | a auch p = ¢d | ad. Da d invertierbar
ist, gilt ad | a, und somit p | a. O

UBUNGSAUFGABEN 3.18

(1) Sei R ein Hauptidealbereich, und sei r ein irreduzibles Element von R.

(a) Zeigen Sie, dass (r) ein maximales Ideal von R ist.

(b) Zeigen Sie, dass R/(r) ein Integritéitsbereich ist. Was bedeutet das fiir das Element r?
(2) Zeigen Sie, dass Z[X] kein Hauptidealbereich ist.

4. Eine Anwendung in der Zahlentheorie

Wir brauchen zunéchst folgende Beobachtung:
LEMMA 3.19. Sei p eine ungerade Primzahl. Dann gilt:

(1) Fiir jedes x € {1,...,p—1} gibt eseiny € {1,...,p—1} mit -y =1 (mod p).
(2) Fiir jedes v € 7 gilt: wenn z* =
—1 (mod p).

(3) (p—1)!' = —1 (mod p) und (E)? = (=1)"2" (mod p).

(mod p), so gilt x = 1 (mod p) oder x =

Proor. (1) DaggT(x,p) =1, gibt es u,v € Z mit ux+vp = 1. Somit gilt fir y := umod p,
dass yz =1 (mod p). (2) Die Zahl p ist als Primzahl in Z irreduzibel, und folglich ein primes
Element von Z. Wenn also p | 22 — 1 = (x + 1)(z — 1), so gilt p | # + 1 oder p | x — 1. (3) Fiir
jedes x € {2,...,p—2} gibt esein y € {2,...,p— 2} mit xy = 1 (mod p). Dieses y erfiillt
y # . Somit gilt [[’-7i = 1 (mod p), also (p — 1)! = —1 (mod p). Fiir i € {1,.. 1) gilt
—i=p—1 (mod p), also gilt
~1= -0 =] [o-9
i=1

1

-.
Il

Wir beweisen nun den folgenden Satz:

SATZ 3.20. Seip eine Primzahl mit p =1 (mod 4). Dann gibt es a,b € N, sodass a*> + b*> = p.

PROOF. Sei x := ’%1!. Wegen Lemma 3.19 gilt dann
(3.1) = —1 (mod p).

Im Ring Z[i] gilt natiirlich ebenfalls p | (1 +2?), also p | (1 +x i) - (1 — z4). Da jedes Vielfache
von p im Ring Z[i] einen durch p teilbaren Realteil hat, gilt in Z[i] weder p | (1 + x4) noch
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p | (1 — ). Im Ring Z[i] ist p also nicht prim. Wegen Satz 3.12 und Satz 3.14 ist Z[i] ein
Hauptidealbereich. Somit ist wegen Satz 14.29 jedes irreduzible Element von Z[i] prim. Also
ist p in Z[i] nicht irreduzibel. Es gibt folglich a,b,c¢,d € Z, sodass p = (a + bi)(c + di), und
a+bi und ¢+ di nicht invertierbar sind. Sei N(u + vi) := u* + v? fiir alle u,v € Z. Dann gilt

p*=N(p) = N((a+bi)(c+di)) = N(a+bi)- N(c+di) = (a* + b*)( + d?).

Alle Elemente z € Z[i] mit N(z) = 1 sind invertierbar. Somit muss a® + b* = p gelten. Die
Zahlen o’ := |a| und 0’ := |b] leisten also das Gewiinschte. O



KAPITEL 4

Faktorielle Integritédtsbereiche

1. Definition und Zerlegung in irreduzible Elemente

DEFINITION 4.1. Sei R ein Integritédtsbereich. R ist faktoriell, wenn folgendes gilt:

(1) Fiir alle r € R\ {0}, die nicht invertierbar sind, gibt es ein s € N und irreduzible
fi,..., fs € R, sodass

r=fifs
(2) Fiir alle m,n € N und fiir alle irreduziblen fi,..., fi,91,..., 9, € R mit

fl"‘fm:gl"'gn

gilt m = n, und es gibt eine bijektive Abbildung 7 : {1,...,m} — {1,...,n}, sodass
fiir alle i € {1,...,m} gilt: fi ~r gr()-

DEFINITION 4.2. Sei R ein Integritidtsbereich, und sei I C R. I ist eine vollstindige Auswahl
wrreduzibler Elemente, wenn alle ¢ € I irreduzibel sind und es fiir jedes irreduzible f € R genau

ein ¢ € I mit f ~g 1 gibt.

DEFINITION 4.3 (Zerlegung). Sei R ein Integritédtsbereich, und sei I C R eine vollstdndige
Auswahl irreduzibler Elemente von R. Sei a € R\ {0}. Eine Funktion o : I — Ny ist eine
Zerlegung von a, wenn

(1) {i € I'| a(i) # 0} ist endlich.
(2) a~r Hie[ i,

Dabei definieren wir fiir alle ¢ € I, dass i° := 1 ist. Ebenso ist ein Produkt [,

1. Wir schreiben [[;; 7 nur, wenn {i € I | i # 1} endlich ist, und meinen damit [[;.; . ., 7.

r; immer gleich

LEMMA 4.4. Sei R ein faktorieller Integrititsbereich und sei I eine vollstindige Auswahl irre-
duzibler Elemente von R. Seien a,b € R\ {0}, sei a eine Zerlegung von a beziglich I und

eine Zerlequng von b beziiglich I. Dann sind dquivalent:

(1) a|bd.
(2) Fiir alle i € I gilt a(i) < B(1).

PROOF. Wir beweisen nur (1)=(2). Sei r € R so, dass ar = b. Wir nehmen an, dass es ein
ip € I gibt, sodass a(ig) > B(ip). Dann gilt

T_i(o;(io)_ H i@ ~p Z-g(io)_ H 8@

i€l iel
i#ig i#io
17
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Es gibt also ein invertierbares u; € R, sodass

up - ig‘(i“) . H i) — ig(i‘)) . H B
el

el
1#£10 1#10

Da R ein Integritatsbereich ist und z'g (io) # 0, gilt

Uy T Z-gé(io)*ﬁ(io) H o) H B
el el

ii ii
Der Ring R ist faktoriell. Also gibt es ein invertierbares Element uy € R und ein s € Ny und
irreduzible Elemente 7, ..., 7y € R sodass r = ugry - - - 5. Es gilt dann

(4.1) uwgﬁ---rs-ig(i‘))_ﬁ(i‘)) H i) = H P,

iel i€l

1#10 1#10
Falls {i € I| (i) > Ound i # ig} = &, so ist ig invertierbar, im Widerspruch dazu, dass
ip irreduzibel ist. Wenn die rechte Seite von (4.1) aus einer positiven Anzahl von Faktoren
besteht, konnen wir verwenden, dass R faktoriell ist. Wir erhalten dann ein iy € I mit i; # g

und i1 ~g 79. Das ist unmoglich, da I keine verschiedenen assoziierten Elemente enthalt. [

KOROLLAR 4.5 (Eindeutigkeit der Zerlegung). Sei R ein faktorieller Integrititsbereich und sei
I eine vollstindige Auswahl irreduzibler Elemente von R. Sei f € R\ {0}. Dann gibt es genau
eine Zerleqgung o - I — Ny von f.

ProoOF. Wir zeigen zunéchst, dass es ein a mit den geforderten Eigenschaften gibt. Wenn f
invertierbar ist, so definieren wir a durch a(i) = 0 fiir alle 7 € I. Es gilt f ~g 1, also ist (2) aus
Definition 4.3 erfiillt. Wenn f nicht invertierbar ist, so gibt es s € N und irreduzible Elemente
g1,---,9s € R, sodass

f=091gs
Seien nun ,...,7s € I und wuq,...,us invertierbare Elemente von R, sodass fiir alle j €
{1,...,s} gilt: g; = uji;. Es gilt dann f = (uy - - - us)- (i1 - - - i5). Fir i € I definieren wir (i) als
die Anzahl der Elemente von {j € {1,...,s} | i; = ¢}. Um die Eindeutigkeit zu zeigen, fixieren
wir a, f : I — Ny, sodass beide Funktionen nur an endlich vielen Stellen nicht 0 sind, und
H 0 H i8G)
iel iel

Wegen Lemma 4.4 gilt dann o = . O

SATZ 4.6. Sei R ein faktorieller Integrititsbereich, und sei A C R. Dann besitzt A einen grofiten

gemeinsamen Teiler.

PROOF. Sei I eine Auswahl irreduzibler Elemente, und sei fiir jedes Element a € I die
Abbildung «, : I — Ny eine Zerlegung von a. Wenn A = &, ist 0 ein grofiter gemeinsamer
Teiler. Im Fall A # @ ist wegen Lemma 4.4 das Element d := [],_, imn{ea(]9€4} ein groBter

gemeinsamer Teiler. O
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In einem faktoriellen Integritdtsbereich besitzt auch jede Menge A ein kleinstes gemeinsames
Vielfaches, also ein v, das Vielfaches aller a € A ist und das jedes weitere gemeinsame Vielfache
von A teilt. Wenn fiir unendlich viele ¢ € I gilt, dass max{a,(i) | a € A} > 0, so ist v = 0,

ansonsten kann v mit v = [, im*>{e«(919€4} berechnet werden.

UBUNGSAUFGABEN 4.7

(1) Sei R ein faktorieller Integritédtsbereich, seien a,b € R, sei d ein grofiter gemeinsamer Teiler von {a, b},

und sei v ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von {a, b}. Zeigen Sie, dass dv ~g ab.

2. Beschreibung faktorieller Integrititsbereiche

Faktorielle Integritédtsbereiche lassen sich in folgender Weise charakterisieren:
SATZ 4.8. Sei R ein Integritdtsbereich. Dann sind dquivalent:

(1) R erfillt die (ACC) fiir Hauptideale, und jedes irreduzible Element von R ist prim.
(2) R ist faktoriell.

PROOF. (1)=(2). Wir zeigen zuniichst, dass sich jedes nicht invertierbare Element r # 0 in
ein Produkt von irreduziblen Elementen zerlegen ldasst. Dazu nehmen wir an, dass es ein nicht
invertierbares Element r # 0 gibt, das sich nicht zerlegen lasst. Wir wéhlen r € R\ {0} so,
dass (r) maximal in der Menge

{(r") | 7’ ist nicht invertierbar und nicht Produkt von irreduziblen Elementen}

ist. Da 7 nicht invertierbar ist, gilt (r) # R. Nun wéhlen wir s € R so, dass (s) maximal in der

Menge
{(s) | (r) € () # R}

ist. Wir zeigen als erstes, dass s irreduzibel ist. Wenn s = s12, so gilt (s) C (s1) und (s) C (s2).
Wenn s; nicht invertierbar ist, so gilt wegen der Maximalitiat von (s) die Gleichheit (s) = (s;).
Folglich gibt es t € R, sodass s; = ts, also s; = tsysy. Da s; # 0, ist s invertierbar. Somit
ist s irreduzibel. Da r € (s), gibt es t; € R, sodass r = t;s. Wenn {¢; invertierbar ist, so ist
r irreduzibel, im Widerspruch zur Wahl von r. Wenn ¢; nicht invertierbar ist, so gilt (r) C
(t1) # R. Wenn nun (r) = (t1), so gibt es ein s; € R mit t; = s;7 = s1t135. Da t; # 0, ist
dann s;s = 1 und s somit invertierbar. Also gilt (r) # (t1). Wegen der Maximalitédt von (r)
lasst sich t; als Produkt von irreduziblen Elemente schreiben. Fiigen wir zu diesem Produkt
noch s dazu, haben wir auch r als Produkt irreduzibler Elemente geschrieben, im Widerspruch
zur Wahl von r. Somit lésst sich jedes nicht invertierbare Element # 0 in irreduzible Elemente

zerlegen.

Nun zeigen wir die Eindeutigkeit. Seien m,n € N, und fi,..., fin, 91, ..., gn irreduzible Ele-
mente, sodass fi - fi, = g1 gn. Wir zeigen durch Induktion nach min(m,n), dass sich die
fi und g; zueinander assoziieren lassen. Wenn m = 1, so gilt, da f; irreduzibel ist, auch n = 1,
und somit f; = g;. Wenn n = 1, so gilt analog m = 1 und f; = g;. Wenn m > 2 und n > 2,
dann gilt f | g1 - - - g». Da fi nach Voraussetzung prim ist, teilt es eines der g;. Da g; irreduzibel
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ist, gilt fi; ~g ¢;. Es gibt also ein invertierbares u € R, sodass ¢g; = u - f;. Wir wenden nun die
Induktionsvoraussetzung auf (ufe) - f3-« frn =91 gi—1Gis1 - - gn an.

(2)=-(1): Sei R ein faktorieller Integritdtsbereich, und sei (a1) C (a2) C (a3) C ... eine Kette
von Hauptidealen. Wir nehmen an (a;) # (0). Dann gilt a,, | an—1 | --- | a3 | ag | a;. Sei
I eine vollstdndige Auswahl von irreduziblen Elementen, und sei a4 eine Zerlegung von ay
beziiglich /. Es gilt dann nach Lemma 4.4 fiir alle ¢ € I: ax(i) < a;(i). Da es nur endlich viele
B : I — Ny mit der Eigenschaft (i) < (i) fiir alle ¢ € I gibt, und da die Folgen (o (7))ren
wegen Lemma 4.4 fiir alle ¢ € I schwach monoton fallend sind, gibt es ein N € N, sodass fiir
k> N gilt: a = ay. Dann gilt aber auch (ax) = (ay).

Wir zeigen nun, dass jedes irreduzible Element von R prim ist. Sei dazu f irreduzibel, und
seien a,b € R so, dass f | ab. Zu zeigen ist, dass f mindestens eines der Elemente a oder b teilt.
Wegen f | ab gibt es r € R, sodass

fr = ab.
Wenn a = 0, so gilt f | a; wenn b = 0, so gilt f | b. Wir nehmen nun an, dass a # 0 und b # 0.
Wenn a invertierbar ist, dann gilt fra™! = b, und somit f | b; wenn b invertierbar ist, gilt f | a.

Es bleibt der Fall, dass a, b beide # 0 und beide nicht invertierbar sind. Dann gibt es m,n € N
und irreduzible Elemente aq,...,a,,,b1,...,b, € R, sodass

a=ai  Qy,und b=>5by---b,.

Falls r invertierbar ist, dann ist fr irreduzibel, und wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung zu
einem a; oder b; assoziiert. Wenn fr zu einem a; assoziiert ist, dann gilt fr | a, und somit f | a;

wenn fr zu einem b; assoziiert ist, dann gilt f | b.

Wenn r nicht invertierbar ist, dann gibt es [ € N und irreduzible Elemente rq,...,7 € R,
sodass

frl"'rl:al"'am'bl"'bn-

Wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung ist f zu einem a; oder b; assoziiert. Es gilt also wieder
flaoder f|o. d

DEFINITION 4.9. Ein Integritdatsbereich R ist ein Hauptidealbereich, wenn es fiir jedes Ideal I
von R ein a € R gibt, sodass [ = (a).

SATZ 4.10. Jeder Hauptidealbereich ist faktoriell.

PROOF. Sei R ein Hauptidealbereich. Da jedes Ideal von R endlich erzeugt ist, erfiillt R
die (ACC) fiir Ideale, also insbesondere fiir Hauptideale. Wegen Satz 14.29 ist jedes irreduzible
Element von R prim. 0

3. Teilbarkeit in Polynomringen

In diesem Kapitel zeigen wir, dass fiir einen faktoriellen Integritidtsbereich R der Polynomring
R[X] ebenfalls ein faktorieller Integritdtsbereich ist.
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DEFINITION 4.11. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, sein € No, und sei f = > | ;X" €

R[X]. Das Polynom f ist primitiv, wenn es kein primes p € R gibt, das alle Koeffizienten f;
(i=0,...,n) teilt.

LEMMA 4.12 (Gaufisches Lemma). Sei R ein kommutativer Ring mit Fins, und seien f,g €
R[X] primitiv. Dann ist f - g ebenfalls primitiv.

ProoF. Wir nehmen an, dass f - g nicht primitiv ist. Dann gibt es ein primes p € R, das
alle Koeffizienten von f - g teilt. Wir bezeichen mit [f],) das Polynom S04/ (f; + (p))X? im
Ring R/(p) [X]. Es gilt also dann [f - g],) = 0. Da (p) prim ist, ist R/(p) ein Integritétsbereich.
Daher ist auch R/(p)[X] ein Integritiatsbereich (der fithrende Koeffizient des Produkts zweier
Polynome ist das Produkt der fithrenden Koeffizienten dieser zwei Polynome). Da [f - ¢]() =
[flw) - [9](p), muss also [f]) oder [g]() gleich 0 sein. Wenn [f](,) gleich 0 ist, dann teilt p alle
Koeffizienten von f, und f ist somit nicht primitiv; [¢],) = 0 bedeutet, dass g nicht primitiv

ist. O

Fiir einen faktoriellen Integritdtsbereich fixieren wir eine Funktion ged : P(R) — R mit der
Eigenschaft, dass fiir jedes A C R das Element ged(A) ein grofiter gemeinsamer Teiler von A
ist. Fiir ein Polynom f =" fiX" € R[X] ist c(f) := ged({fo, f1,. .., fu}) der Inhalt von f.
Wenn f # 0, so gibt es dann genau ein Polynom f mit f = c(f) - f. Dieses Polynom f heift
der primitive Anteil von f. Wir definieren 0 := 1.

LEMMA 4.13. Sei R ein faktorieller Integrititsbereich, seien f,g € R[X]| und sei r € R. Dann
qgilt:

—_—

Wenn f # 0 und g # 0, so gibt ein invertierbares u € R mit u (fg) = f3§.

PROOF. (1) Wegen Lemma 3.6 gilt c¢(rf) = ged({rfo,...,7fu}) ~r rged({fo, .-, fu}) =
rec(f).
(2) BEs gilt ¢(f) = c(c(f)f) ~r c(f)c(f). Sei u ein invertierbares Element von R mit c(f)u =
¢(f)c(f). Dann gilt c(f)(u — c¢(f)) = 0. Wenn ¢(f) = 0, dann gilt f = 0 und somit f = 1,
somit ist f primitiv. Wenn ¢( f ) = u, so teilt jedes prime p € R, das alle Koeffizienten von f
teilt, auch u und ist somit invertierbar und damit nicht prim. Also ist f primitiv.

(3) Es gilt c(fg) = c(c(f)f c(9)g) = c(c(f) c(9)[g) ~r c(f) c(g) c([§). Wegen Lemma 4.12 ist
fg primitiv, also ist ¢(fg) ein invertierbares Element von R, und somit gilt ¢(f)c(g) c(fg) ~r

c(f)c(g)-

(4) Es gilt fg = c(fg)@ und fg = c(f)c(g), )f§. Wegen (3) gibt es ein invertierbares u € R
mit ¢(fg) = wc(f)c(g), also gilt uc(f)c(g)(fg) = c(f)c(g)fg und wegen f,g # 0 somit auch
u(fg) = f3. O
SATz 4.14. Sei R ein faktorieller Integrititsbereich, seien f,g € R[X]|, und sei Q(R) der Quo-
tientenkorper von R. Dann sind dquivalent:
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(1) f g in RIX].
(2) f1g in QR)[X] und c(f) | ¢(g).

PROOF. (1)=(2): Sei ¢ € R[X] so, dass g = ¢f. Dann gilt c¢(g) = c(qf) ~r c(q)c(f), also
gilt ¢(f) | c(g)-

(2)=(1): In Q(R)[X] gilt f | f | g. Sei h € Q(R)[X] so, dass g = hf, und sei r € R\ {0} so,
dass 7h € R[X]. Dann gilt g = (rh)f. Es gilt dann

c(rh) ~g c(rh) c(f)
~R C(Thf )
= c(rg)
~rT¢(9),
Also gilt 7 | ¢(rh). Also sind alle Koeffizienten von rh durch r teilbar, und somit gilt h €
RX]. O

KOROLLAR 4.15. Sei R ein ein faktorieller Integrititsbereich, und seien f,g € R[X]|. Wir
nehmen an, dass f primitiv ist und dass f | g in Q(R)[X] gilt. Dann gilt f | g auch in R[X].

PROOF. Da c(f) invertierbar ist, ist Bedingung (2) von Satz 4.14 erfillt. O

LEMMA 4.16. Sei R ein faktorieller Integrititsbereich, sei Q(R) sein Quotientenkdrper, und sei
f € R[X]. Dann sind dquivalent:

(1) f ist ein irreduzibles Element von R[X].
(2) Es gibt ein irreduzibles Element r € R mit f = rX°, oder f ist primitiv und f ist ein
irreduzibles Element von Q(R)[X].

PROOF. (1)=(2): Sei f ein irreduzibles Element von R[X]. Es gilt

f=chf,
daher ist einer der Faktoren c(f) und f invertierbar in R[X].
Im Fall, dass c(f) invertierbar ist, zeigen wir, dass f in Q(R)[X] irreduzibel ist.

Wenn f in Q(R)[X] invertierbar ist, so so gilt deg(f) = 0 und daher gilt f ~g c(f)X°, und f
ist damit auch in R[X] invertierbar, im Widerspruch dazu, dass f irreduzibel in R[X] ist.

Sei nun g ein Teiler von f in Q(R)[X]. Es gibt dann a € Q(R) \ {0}, sodass ag primitiv ist.
Dann gilt in Q(R)[X], dass ag | f und wegen der Primitivitdt von ag daher auch ag | f in
R[X]. Wenn ag invertierbar in R[X] ist, so gilt deg(ag) = 0 und damit deg(g) = 0. Wenn ag
zu f in R[X] assoziiert ist, so gilt f | ag in R[X], also auch f | g in Q(R)[X], und somit sind
f und g assoziiert in Q(R)[X]. Somit ist f irreduzibel in Q(R)[X].

Im Fall, dass f invertierbar in R[X] ist, gilt wegen f = ¢ ff, dass f und ¢(f) in R[X] assoziiert

sind. in R[X]. Somit ist auch c(f) ein irreduzibles Element in R[X], und damit auch irreduzibel
in R.
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(2)=-(1): Wenn r ein irreduzibles Element von R ist, so ist r X irreduzibel in R[X]. Wir nehmen
nun an, dass f in Q(R)[X] irreduzibel ist und ¢(f) in R invertierbar ist. Da f in Q(R)[X] nicht
invertierbar ist, ist f auch in R[X] nicht invertierbar. Um zu zeigen, dass f irreduzibel in
R[X] ist, wéhlen wir einen Teiler g von f in R[X]. Es gilt dann c(g) | c¢(f) in R, also ist
c¢(g) invertierbar, und ¢ somit primitiv. Wenn deg(g) = 0, so ist g daher gleich uX° fiir ein
invertierbares v € R, und somit ist ¢ invertierbar in R[X]. Wenn deg(g) = deg(f), so gilt f | g
in Q(R)[X] und somit wegen Satz 4.14 und c¢(f) | ¢(g) in R, auch f | g in R[X]. Somit sind f
und g assoziiert in R[X]. Also ist f irreduzibel in R[X]. O

SATz 4.17. Sei R ein faktorieller Integrititsbereich. Dann ist auch R[X]| faktoriell.

PROOF. Wir zeigen als erstes, dass R[X]| die (ACC) fiir Hauptideale erfiillt. Sei a; € R[X]\
{0}, und sei (a1) C (ag) C --- eine Folge von Hauptidealen. Fiir jedes ¢ € N wéhlen wir r; € R
und ein primitives b; € R[X] so, dass a; = r; b;. Wegen Satz 4.14 ist dann (r1)gr C (r2)g C - -
eine aufsteigende Kette von Idealen in R und (b1)gr)x] € (b2)or)x] € - - eine aufsteigende
Kette von Idealen in Q(R)[X]. R ist faktoriell, und erfiillt daher die (ACC) fiir Hauptideale. Der
Ring Q(R)[X] ist ein Polynomring iiber einem Koérper. Als solcher ist er ein Hauptidealbereich
(jedes Ideal I wird von jedem Polynom kleinsten Grades in 7\ {0} erzeugt), und somit faktoriell.
Es gibt also ein V € N, sodass fiir alle £ > N gilt: (ry)r = (7%)r und (bx)or)x] = (br)o(r)x]-
Es gilt also by | by in Q(R)[X] und rx | 7% in R. Somit gilt ay | ar in R[X], und somit
(ak>R[X] = (aN)R[X]-

Nun zeigen wir, dass jedes irreduzible Element in R[X] prim ist. Sei dazu f € R[X] irreduzibel,
und seien a,b € R[X]\ {0} so, dass f | a-b. Wir wollen nun zeigen, dass f in R[X] entweder a
oder b teilt. Wir unterscheiden zwei Félle nach Lemma 4.16.

Wenn f = X" mit einem irreduziblen r € R ist, so gilt 7 = ¢(f) | c(a)c(b). Da R faktoriell
ist, ist  prim in R, und somit gilt r | c(a) oder r | ¢(b), und folglich rX° | a oder rX° | b.

Im anderen Fall ist f wegen Lemma 4.16 primitiv und irreduzibel in Q(R)[X]. Der Ring
Q(R)[X] ist ein Polynomring iiber einem Korper, folglich euklidisch, daher ein Hauptideal-
bereich und somit faktoriell. Also ist f prim in Q(R)[X] und es gilt daher f | a oder f | b in
Q(R)[X]. Wegen Korollar 4.15 gilt dann f | a oder f | b in R[X].

Also ist f prim in in R[X]. O

KOROLLAR 4.18. Sei R ein faktorieller Integrititsbereich und k € N. Dann ist R[Xy, ..., X]
faktoriell.

4. Grofite gemeinsame Teiler im Polynomring

SATz 4.19. Sei R ein faktorieller Integrititsbereich, und seien f1, ..., fn € R[X]\ {0}. Es sei
dy ein grofiter gemeinsamer Teiler von c(f1),...,c(fn) in R, und dy ein grofiter gemeinsamer
Teiler von f1,..., fn in Q(R)[X]. Wir nehmen an, dass dy primitiv in R[X] ist. Dann ist dids
ein grofiter gemeinsamer Teiler von fi,..., f, in R[X].
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PROOF. Wir zeigen zunéchst, dass dyds alle f; teilt. Sei i € {1,...,n}. Da d; | ¢(f;) in R
und dy | f; in Q(R)[X], liefert Satz 4.14 auch dids | f; in R[X].

Sei nun d’ € R[X] so, dass d’ in R[X] alle f; teilt. Dann gilt wegen Satz 4.14, dass c¢(d’) alle
¢(f;) in R teilt, und dass d’ alle f; in Q(R)[X] teilt. Da d; ein gréBter gemeinsamer Teiler in
R ist, gilt ¢(d') | dy in R. Da dy ein groBter gemeinsamer Teiler in Q(R)[X] ist, gilt d’ | dy in
Q(R)[X]. AuBerdem gilt d; | c(dyds). Wegen Satz 4.14 gilt daher d' | dyds in R[X]. O

UBUNGSAUFGABEN 4.20

(1) (GroBter gemeinsamer Teiler) Seien f, g € Q[X,Y] gegeben durch
f XY?2 + X2y3
g = Y+XY +XY?24+ X272

(a) Bestimmen Sie einen grofiten gemeinsamen Teiler von f und g in Q(X)[Y].
(b) Bestimmen Sie einen groBten gemeinsamen Teiler von f und g in Q(Y)[X].
(¢) Bestimmen Sie einen grofiten gemeinsamen Teiler von f und ¢ in Q[X,Y].
(d) Bestimmen Sie einen grofiten gemeinsamen Teiler von f und ¢ in Q(X,Y).
Dabei ist Q(X) der Quotientenkérper von Q[X].

(2) (Grofiter gemeinsamer Teiler) Seien f, g € Q[X,Y] gegeben durch

fo= XY +X% 4+ X224 XY?

g = X+X3+Y +2X?%Y +2XY? +V?

(a) Bestimmen Sie einen grofiten gemeinsamen Teiler von f und g in Q(X)[Y].
(b) Bestimmen Sie einen grofiten gemeinsamen Teiler von f und g in Q(Y)[X].
(c) Bestimmen Sie einen grofiten gemeinsamen Teiler von f und ¢ in Q[X,Y].

(d) Bestimmen Sie einen grofiten gemeinsamen Teiler von f und g in Q(X,Y).
(3) (Grofiter gemeinsamer Teiler) Berechnen Sie grofite gemeinsame Teiler von f = 3220 4+ 5520X +

2300X2 + 460X3 + 460X* und g = —230 — 230X + 46X3 4+ 46X* in Z[X] und Q[X].



KAPITEL 5

Restklassenringe

1. Restklassenringe von Z

DEFINITION 5.1 (Z,). Sei Z der Ring der ganzen Zahlen, sei n € N, und sei (n) das von n
erzeugte Hauptideal von Z. Dann bezeichnen wir den Ring Z/(n) als den Ring der ganzen
Zahlen modulo n, und kiirzen ihn mit 7Z,, ab.

Wir bezeichnen das Element x + (n) auch mit [z],; Z, hat genau die n Elemente
0],., [1]n, - - -, [ — 1],. Wir schreiben a =,, b oder a = b (mod n), wenn n | a — b.

THEOREM 5.2 (Invertierbarkeit). Sein € N und a € Z. Dann ist [a],, genau dann invertierbar
in Ly, wenn ged (a,n) = 1.

PrROOF. Wenn ged(a,n) = 1, so gibt es nach dem Euklidischen Algorithmus « und v in Z,
sodass ua+vn = 1. Dann gilt [u],[a], = [1],. Wenn [a],, invertierbar ist, dann gibt es ein z € Z
mit [z],[a], = [1],, also n | za — 1. Dann gilt auch ged(a,n) | za — 1 und wegen ged(a,n) | za

auch ged(a,n) | 1, also ged(a,n) = 1. O

Da in jedem kommutativen Ring mit Eins das Produkt invertierbarer Elemente wieder inver-

tierbar ist, erhalten wir:
LEMMA 5.3. Seien a, b invertierbare Elemente aus Z,,. Dann ist auch a - b invertierbar.

DEFINITION 5.4 (Euler’sche p—Funktion). Sei n € N. Wir definieren ¢(1) := 1 und, wenn
n>1,

¢ (n):=|{a € Z, : ainvertierbar}| = [{z € {1,2,...,n— 1} : ged (z,n) = 1}].

Beispiele: ¢ (12) = |{1,5,7,11}| =4 und ¢ (8) = [{1,3,5,7}| = 4.
THEOREM 5.5 (Satz von Euler). Sein € N, n > 1, a € Z, ged (a,n) = 1. Dann gilt:

a?™ =1 (mod n).
So gilt etwa 7902 = 74 =, 1 und 3*0) = 3* =; 1.

PROOF. Beweis von Satz 5.5: Seien n € N und a € Z. Wir nehmen an, dass ged (a,n) = 1.
Sei
I:={x € Z, | x ist invertierbar} .
Wir wissen bereits, dass |I| = ¢ (n). Wir definieren
f 1 — 1
r — x-[a,

25



26 5. RESTKLASSENRINGE

und zeigen, dass f injektiv ist. Dazu fixieren wir x,y € I mit f(z) = f(y). Das heifit: x -
la], = y - [a],. Da ged(a,n) = 1, gibt es b € Z mit [a], - [b], = [1],. Wir erhalten also
x-[a], - [b],, =v-la], - [b], und damit x = y. Daher ist f injektiv. Die Funktion f ist folglich
eine bijektive Abbildung von I nach I. Es gilt also:

T~ 1 ) - et - (1)

zel zel xzel zel

n

Sei y € Z, das Inverse zu [], ., ». Dann gilt:

zel zel
und somit (1], = ([a]n)“p(n) und folglich 1 = a*™ (mod n). O
KOROLLAR 5.6. Sei p eine Primzahl, und sei z € Z. Dann gilt
2P =z (mod p).
Falls p kein Teiler von z 1st, gilt
7' =1 (mod p).
ProOOF. Wir wihlen eine Primzahl p und z € Z und nehmen an, dass p die Zahl z nicht
teilt. Wir wissen, dass ¢ (p) = p — 1, und daher gilt nach dem Satz von Euler
"' =1 (mod p).
Da p | (2?71 — 1), gilt auch p | (2” — 2), und somit 2P = z (mod p).
Wenn p | z, dann teilt p sowohl z als auch z”. 0]

UBUNGSAUFGABEN 5.7

(1) ([RUB8T]) Zeigen Sie, dass fiir jede natiirliche Zahl n die Zahl n® — n ein Vielfaches von 30 ist.
(2) Zeigen Sie, dass fiir alle a,b € Z, gilt:

(a+b)P =aP + P,

(3) Seien m,n natiirliche Zahlen. Wann ist 2™ — 1 ein Teiler von 2" — 17

2. Das RSA-Verfahren

THEOREM 5.8. Seien p,q Primzahlen, p # q und seien a € Z, s € Ny. Dann gilt:

a' eV = ¢ (mod pq) .

Bewezs:

e 1. Fall: ged(a,pq) = 1: Wir wissen, dass a?~' = 1 (mod p) gilt (Satz von Euler),
daher gilt auch (apfl)(q_l)'s =1 (mod p). Somit ist p ein Teiler von P~ @1 1

und damit auch von a®~D-(@=Ds+1 _ 4 Ebenso zeigen wir



3. DIE MULTIPLIKATIVITAT DER EULERSCHEN ¢-FUNKTION 27

Damit gilt insgesamt:

»q | q®P~D-(a=Ds+1 _

2. Fall: ged (a, pq) = p: Da der ged (a, q) = 1 ist, gilt mit dem Satz von Euler a?~! =
1 (mod ¢), und somit @@ ®=1) =1 (mod ¢). Das heift

Wir wissen, dass p | a. Daher gilt pq | (a2~D @D —1) . q.

3. Fall: ged (a, pq) = q: Beweis genauso wie im 2. Fall.
4. Fall: ged (a, pq) = pq: Dann ist zu zeigen, dass 0 = 0 (mod pgq). d

Beim RSA-Verschliisselungsverfahren wihlt der Systementwerfer zwei Primzahlen p, ¢, sodass

n = pq nicht in verfiigharer Zeit faktoriserbar ist, berechnet ¢ := (p — 1)(¢ — 1), wéhlt fiir e
eine beliebige Zahl mit 1 < e < ¢ und ged(e, ¢) = 1, und berechnet d so, dass de =1 (mod ¢).

Der offentliche Schliissel ist (n, e), der private Schliissel (n, d). Die Verschliisselungsfunktion ist
gegeben durch E : Z,, — Z,, E(m) := m®, die Entschliisselungsfunktion durch D : Z,, — Z,,

D(c) := .

d

UBUNGSAUFGABEN 5.9

(1)

(2)
3)

(4)
()

Sein =p;-ps----- pg, wobei die p; lauter verschiedene Primzahlen sind, und sei s € N. Zeigen Sie,
dass fiir alle a € Z gilt:

a1+s~l_[?:1(17i—1) =aqa (mOd n) .

Fiir das RSA-Verfahren wiihlen wir p = 5,¢ = 11 und k& = 13. Chiffrieren Sie (01,22,03,08) und
dechiffrieren Sie das Ergebnis!

Frau Huber sendet Herrn Miiller mit dem RSA-Verfahren die Nachricht PMOXY. Herr Miiller weif3,
dass Frau Huber das RSA-Verfahren mit (n = 35,k = 5) verwendet hat (A=0, Z=25). Entschliisseln
Sie die Nachricht! (Bemerkung: Warum ist es iiberhaupt ungiinstig, einzelne Buchstaben zu ver-
schliisseln?)

(Mathematica) Entschliisseln Sie (verbotenerweise) die Nachricht (2,3,5,7,11,13), die mit £ = 13
und pq = 1334323339 verschliisselt wurde.

(Mathematica) [LP98, p. 265] In einem RSA-System ist n = pg = 32954765761773295963 und k =
1031. Bestimmen Sie ¢, und entschliisseln Sie die Nachricht

899150261120482115

(A =0,7Z=25).

Sei n eine ungerade Primzahl, und seien r,s € N so, dass n — 1 = 2° - r und r ungerade ist. Sei a
eine ganze Zahl, die kein Vielfaches von n ist. Zeigen Sie, dass dann o =1 (mod n) gilt, oder dass
esein j € {0,1,...,s — 1} mit a? " = —1 (mod n) gibt. Hinweis: Dieser Satz ist die Basis fiir den

Rabin-Miller Test, um nachzupriifen, ob eine Zahl eine Primzahl ist.

3. Die Multiplikativitéit der Eulerschen p-Funktion

THEOREM 5.10 (Multiplikativitdt der ¢-Funktion). Seien n,m € N. Wenn ged(n,m) = 1,
dann gilt ¢ (nm) = @ (n) - o (m).

Wir benutzen im Beweis das direkte Produkt von Ringen:
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SATZ UND DEFINITION 5.11. Seien Ry und Ry Ringe mit Eins. Wir definieren auf der Menge
Ry x Ry Operationen durch

+ . —
$(12) Frocrs (3) = (i ) s () mocrs (30) = (E2) s —mosms () 1= (Z007).

Dann ist (Ry X Ro, 4R xRys — Ry xRas *RyixRas <82> , (12 )) ein Ring mit Eins. Er ist das di-
rekte Produkt von R; und R».

In Z4 x Z5 rechnet man zum Beispiel < ) (E}‘;) <[2]4> .

[2I5
THEOREM 5.12. Seien n,m € N mit gcd (n,m) = 1. Dann ist die Abbildung
b Zom 7o X 7.

N
[w]nm — (], [#],,)

ein Isomorphismus dieser Ringe mit Eins.

ProoFr. Wir zeigen als erstes, dass 1 wohldefiniert ist. Dazu zeigen wir, dass fiir alle y, 2 € Z
mit [y],.. = [2],,, auch die Gleichheiten [y], = [z], und [y],, = [2],, gelten. Seien dazu y, z € Z

mit [Y]pm = [2]am. Dann gilt nm |y — z, alson | y — z und m | y — z und somit [y],, = [z], und

[]m = [2]m-
Wir zeigen nun, dass ¢ ein Homomorphismus ist und iiberpriifen dazu die Homomorphismus-

eigenschaft fiir +. Es gilt

O ([ + W) = ¥ ([ + 0])
= [z + 4l [z +4l,)
= ([, + [yl - [, + [9],)

= ([51]71) T ([[yy}}i)
=¥ ([2],) + ¥ ([Yl,) -

Die Homomorphismuseigenschaft fiir - zeigt man genau so.

Als néchstes zeigen wir, dass ¢ bijektiv und damit ein Isomorphismus ist. Da beide Mengen

endlich und gleich grof} sind, reicht es, zu zeigen, dass v injektiv ist. Wir nehmen also ¢ ([z],,, )
Y ([y],,,) an. Dann gilt ([z],,[z],,) = ([vl,,v],,), und somit n | z —y und m | x —y. Da
ged (n,m) = 1, gilt dann nm |  — y, und folglich [z],, . = [y],,,- Die Abbildung 1 ist also

injektiv, somit surjektiv und damit bijektiv. 0

BEWEIS VON SATZ 5.10. Seien n,m € N so, dass ged(n, m) = 1. Wir berechnen als erstes
die Anzahl der invertierbaren Elemente von Z, X Z,,: Wir zeigen, dass (Z) € Ly X Ly, genau
dann invertierbar ist, wenn a invertierbar in Z, und b invertierbar in Z,, ist. Dazu fixieren wir
zunéchst (Z) € Z,, X Ly, und nehmen an, dass (‘;) invertierbar ist; es gibt also (fl) € Ly X Loy,
sodass (§) - (5) = lz.xz, = ([[11]];). Daher ist a in Z, invertierbar (mit Inversem c), ebenso b
in Z,, (mit Inversem d). Nun fixieren wir a € Z,, b € Z,,, beide invertierbar. Falls ac = [1],,
und bd = [1],,, dann ist () das Inverse zu (}). In Z, gibt es ¢ (n) invertierbare Elemente, in
Z, gibt es ¢ (m) invertierbare Elemente, und somit gibt es in Z, X Z,, genau ¢ (n) - ¢ (m)

invertierbare Elemente.
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Wir bestimmen nun die Anzahl der invertierbaren Elemente in Z,,,: Der Ring Z,,,, besitzt nach
der Definition von ¢ genau ¢ (nm) invertierbare Elemente.

Wegen Satz 5.12 sind die Ringe Z,,, und Z, X Z,, isomorph und besitzen somit gleich viele
invertierbare Elemente. Somit gilt ¢ (nm) = ¢ (n) - ¢ (m). O

Aus der Primfaktorzerlegung von n = [[,., pi"* mit ; > 1 fiir alle 7 € A und aus p(p*) =

(e}

p® — p®~! fiir Primzahlen p und a > 0 kann man jetzt leicht ¢(n) durch
pn) = ¢ ILicari)
= Ilica® (0i")
= [Licapy” (1 - p%>
[lear? Tiea (1 2)
= nelliea (1-3)

berechnen.

BEISPIEL 5.13. ¢ (12) =12- (1 —-1) - (1-3)=4=2-2=0(3) - ¢ (4).

4. Zerlegungen

LEMMA 5.14. Sei R ein Ring, und seien A, B Ideale von R. Dann ist A+ B :={a+b]|a €
A, b€ B} ein Ideal von R.

SATZ 5.15. Sei R ein Ring, und seien A, B Ideale von R mit A+ B = R. Dann sind die Ringe
R/(ANB) und R/A x R/B isomorph.

PROOF. Seih: R — R/AxXR/B, h(r) := (r+A,r+B). Dann gilt ker(h) = ANB. Wir zeigen
nun, dass h surjektiv ist. Seien dazu r,s € R. Wegen A+ B = R gibt esa € A und b € B mit
a+b=r—s. Also gilt s+b = r—a und somit gilt h(r—a) = (r+a+A,s+b+B) = (r+A, s+ B).
Wegen des Homomorphiesatzes sind R/ ker(h) und h(R) isomorph. O

Der Chinesische Restsatz (Satz 5.17) bestimmt die Losbarkeit bestimmter Systeme von Kon-
gruenzen. Dazu brauchen wir zunéchst einen Zusammenhang zwischen ged, lem und der Summe
und dem Durchschnitt von Hauptidealen.

SATZ 5.16. Sei R ein Hauptidealbereich, und seien a,b € R.

(1) (a) + (b) = (ged(a,b)).
(2) (@) (b)=(1 ( b))
(3) (a) +((b) N

/\
\_/
~—
—~
—~
Q
~—
—
=
~—
~—
D)
—~
—~
Q
~—
—~
o
~—
~—

PROOF. (1) Sei d ein Erzeuger von (a) + (b). Dann gilt a € (d) und b € (d), also d | a
und d | b. Sei d ein weiterer Teiler von a und b. Dann gilt (a) C (d') und (b) C (d'), also
(a) + (b) C (d') und somit (d) C (d’). Folglich gilt d € (d'), also d' | d. Daher ist d ein
grofiter gemeinsamer Teiler von {a,b}. Da ged(a,b) auch ein grofiter gemeinsamer Teiler von
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{a,b} ist, sind d und ged(a, b) assoziiert in R und erzeugen daher das gleiche Ideal. Somit gilt
(d) = (ged(a, b)).

(2) Sei v ein Erzeuger von (a) N (b). Dann gilt v € (a) und v € (b), also a | v und b | v. Sei
v ein weiteres gemeinsames Vielfaches von {a,b}. Dann gilt v' € (a) N (b), also v" € (a) N (b).
Somit gilt v" € (v), also v | v’. Daher ist v ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von {a,b}. Da
alle kleinsten gemeinsamen Vielfachen zueinander assoziiert sind und daher das gleiche Ideal

erzeugen, gilt (v) = (lem(a, b)).

(3) Sei I eine Auswahl irreduzibler Elemente von R und sei a = [[,_,i®?, b = [],., ",
¢ = [I;c;7"". Dann gilt

(@) + () N (c)) = (a) + (lem(b, c))
— (a) + ([ 02
i€l
— (ged(a, [ imeGa60))
el
_ (gcd(H ia(i)’ H Z-maX(rB(i)ﬁ(i))))
i€l i€l
_ (H jmin(a(i), max(ﬂ(i)ﬂ’(i))))
i€l
— ([ imestmine(.310), mintat) 16
el
— (lem( ] amin(e @00, T iminte@a))
icl el
— ([ iminte@8) (T amine@)
icl el
= (ged(a, b)) N (ged(a, )
= ((a) + (0)) N ((a) + (c)).

0

Fiir n € Ny ist n:= {1,2,...,n}. In einem Ring R schreiben wir x =y (mod m), wenn x — y
in dem von m erzeugten Hauptideal liegt.

SATz 5.17 (Chinesischer Restsatz). Sei R ein Hauptidealbereich, sei n € N, und seien
A1y.vnyQp, My, ..., My € R. Dann sind dquivalent:

(1) Es gibt x € R mit x = a; (mod m;) fir alle i € n.
(2) Fir alle i,5 € n liegt a; — a; im Ideal (m;) + (m;).

ProoOF. (1)=(2): Es gilt aj—a; = (a,—x)+(z—a;) € (m;)+(m;). (2)=(1): Induktion nach
n. Wenn n = 1, so leistet x := a; das Gewiinschte. Sei nun n > 2. Nach Induktionsvoraussetzung
gibt es ein xy mit x9 = a; (mod m;) firi € n — 1. Fiiri € n — 1 gilt o =(m,) @ =(my)+(mn) ns
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also zo — a, € (m;) + (m,). Somit gilt

Wegen Satz 5.16 gilt daher auch
w0 —an € (1) (ma)) + (ma).

ien—1

Seien y € (;c,_1(m;) und z € (my,) so, dass x9 — a, = y + 2. Dann gilt 9 —y = a, + z, und
somit erfiillt = := a,, + z die Bedingung = = a; (mod m;) fiir alle ¢ € n. O

Algorithmisch kann man Systeme von Kongruenzen iiber einem Euklidischen Bereich R mit
linearer Algebra iiber R, also mit der Hermite-Normalform l6sen.



KAPITEL 6

Ubersicht iiber einige Klassen von Ringen

Wir fassen die wichtigsten Eigenschaften von Integritéitsbereichen zusammen.

SATZ 6.1. Sei R ein Integrititsbereich. Dann gilt:

(1) R ist Korper = R ist ein Euklidischer Bereich.
(2) R ist ein Euklidischer Bereich = R ist ein Hauptidealbereich.
(3) R ist ein Hauptidealbereich = R ist faktoriell.

PRrROOF. (1) Wir setzen §(z) =1 fiir alle x € R\ {0}.
(2) Satz 3.14.
(3) Satz 4.10. O

Ubersicht iiber einige Klassen von Ringen:

Kommutative Ringe mit Eins:
Es gilt: Produkt primitiver Polynome ist primitiv (Lemma 4.12). Faktorringe modulo maxima-

len Idealen sind Korper.

Beispiele fiir kommutative Ringe mit Eins, die keine Integritdtsbereiche sind: Z,, fiir n ¢ {0} U
PU{-p|peP}, QXi,...,X,]/(f), wenn f nicht 0 und nicht irreduzibel ist.

Integritédtsbereiche:
Es gilt: prime Elemente # 0 sind irreduzibel; a | b und b | a impliziert, dass a und b assoziiert
sind.

Beispiele fiir Integrititsbereiche, die nicht faktoriell sind: Z[v/=5] = {a + bv/5i | a,b, € Z} =
ZIX]/(X? +5) & {<\;5b _\f’b> | a,b € Z}. Da X? + 5 irreduzibel und somit prim ist, ist
dieser Ring ein Integritdtbereich. Wegen det(AB) = det(A) det(B) gilt fiir jedes invertierbare
Element det((\/%b _‘fb>) € {—1,+1}, also a® + 5b* = 1, und somit a € {—1,+1} und b = 0.
Die Elemente 2,3,1 + v/5i,1 — /5i sind alle irreduzibel, nicht assoziiert, und es gilt 2 - 3 =
(14 v/5i)(1 — V/5i).

Faktorielle Integritiatsbereiche:

Es gilt: irreduzible Elemente sind prim, (ACC) fir Hauptideale, ged’s und lem’s existieren

immer.

Beispiele fiir faktorielle Integritiatsbereiche, die keine Hauptidealbereiche sind: Z[X],
Q[Xy,...,X,] firn > 2.

Hauptidealbereiche:
Es gilt: (ACC) fiir Ideale, Idealverband ist distributiv, also I +(JNK) = (I + J)N (I + K)
32
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und IN(J+ K)=({INJ)+ (INK) fiir alle Ideale I, J, K, Chinesischer Restsatz (Satz 5.17),
ged(A) ist in der Form " r;a; mit n € Ny, a1,...,a, € Aund r,...,7, € R darstellbar.

Beispiel fiir einen Hauptidealbereich, der nicht Euklidisch ist: Z[HT‘/@] (J. C. Wilson, 1973).
Euklidische Bereiche:

Es gilt: ged’s konnen mit dem Euklidischen Algorithmus ausgerechnet werden.
Beispiele fiir Euklidische Bereiche, die keine Korper sind: Z, Z[i], Q[ X], Q[[X]].
Korper:

Es gilt: Fiir einen Korper K ist der Polynomring K[X] euklidisch, K ist einfach.

Beispiele: Q, Z,, fur p prim, D/(r) fiir einen Hauptidealbereich D und ein irreduzibles Element
r, also etwa Q[X]/(X?%—2), R/M fiir einen kommutativen Ring mit Eins R und ein maximales
Ideal M, Quotientenkorper eines Integritéitsbereiches.
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Multiplikative Idealtheorie in kommutativen Ringen

1. Noethersche Ringe

DEFINITION 7.1. Ein kommutativer Ring mit Eins R ist noethersch, wenn die geordnete Menge
(Id R, C) die ACC erfiillt.

LEMMA 7.2. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Dann sind dquivalent:

(1) R ist noethersch.
(2) Jedes Ideal von R ist endlich erzeugt.
(3) Jede nichtleere Menge von Idealen von R hat ein beziiglich C maximales Element.

Beweis: Nach Satz 1.4 sind (1) und (3) dquivalent. Satz 2.9 liefert, dass R genau dann noethersch
ist, wenn jedes Ideal von R endlich erzeugt ist. 0

SaTz 7.3 (Hilberts Basissatz). Sei R ein noetherscher kommutativer Ring mit Fins. Dann ist

auch der Polynomring R[x] noethersch.

Beweis: Wir zeigen, dasss jedes Ideal von R|x] endlich erzeugt ist. Sei dazu I ein Ideal von
Rlz]. Fiir jedes n € Ny bilden wir nun die Menge

I,.={reR|3peR[z] :deg(p) <n—1und rz" +pel}.
I,, enthélt also 0 und alle fithrenden Koeffizienten von Polynomen vom Grad n in I.
Wir zeigen nun als erstes, dass jedes I, ein Ideal von R ist. Seien dazu n € Ny, 7,7 € I, und
r € R. Es gibt dann p,q € R[z| mit deg(p) < n — 1 und deg(q) < n — 1, sodass iz™ +p € [
und jz™ 4+ ¢ € I. Da dann auch (i + j) 2" + (p + ¢) in [ liegt, gilt i + j € I,. Ebenso gilt
(ra®) - (iz" + p) € I. Folglich gilt rix™ + rp € I. Daher gilt ri € I,,. I,, ist also wirklich ein
Ideal von R.
Nun zeigen wir, dass fiir alle n € Ny gilt:

[n g [n+1-

Sei dazu r € I,,. Dann gibt es p € R[z] mit deg(p) < n — 1, sodass rx™ + p € I. Folglich gilt
r-(ra"+p) €l alsoraz™ +z-pe . Dadeg(x-p) <mn,liegt r in I,,,;. Da R noethersch ist,
erfiillt die Menge der Ideale von R die (ACC). Es gibt also ein N € N| sodass fiir alle m > N
die Gleichheit [, = Iy gilt.

Wir bilden nun eine endliche Erzeugermenge von I. Da die Ideale I, endlich erzeugt sind,
kénnen wir fiir jedes i € {0,..., N} ein m; € Ny und Elemente

731,132y - > Tim; € 1; \ {0},
34
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so wahlen, dass

(Tig,Ti2s - Timi) p = Li-
Fiir jedes r;; mit ¢ € {0,..., N} und j € {1,...,m;} wihlen wir nun ein f;; € I so, dass es
ein p € R[z] mit deg(p) <i— 1 und

fig=riga' +p
gibt. Wir bilden nun die Menge
Fo={fi;|0<i<N,1<j<m}.

Nun zeigen wir, dass die Menge F' das Ideal I erzeugt. Dazu zeigen wir die folgende Behauptung
durch Induktion nach n.

Fiir alle n € Np liegen alle g € I mit deg(g) < n in (F) .

Sei dazu n = 0 und g € I mit deg(g) = 0. Dann gibt es ein gy € R, sodass g = go°.
Da g = gox° + 0 in I liegt, gilt g9 € Iy. Iy wird von 7o1,...,70m, erzeugt. Daher gibt es

QQ1s -y O mg, SOdass

m;
g o iT0,5 = Yo-
Jj=1

Fiir alle j € {0,...,mo} gilt fo; = ro;2°. In R[z] gilt also
Zao,j 2’ - fO,j =90 2 = g.
j=1

Daher gilt g € (F) .

Fiir den Induktionsschritt wéihlen wir n € N. Sei g = >"""  ¢g; @' ein Polynom in I mit deg g = n.
Dann gilt g, € I,.

Wir behandeln nun zuerst den Fall n < N. Da g, in I,, liegt, 148t es sich durch die ausgewéhlten
Erzeuger von I,, darstellen; es gibt also a1, ..., Gy m, € R, sodass

Mn
gn = E Qnj-Tnj-
Jj=1

Jedes Polynom f,, ; hat Grad n und fithrenden Koeffizienten 7, ;. Daher hat das Polynom

mn
o 0
s = E Qni T - fnj
j=1

Grad n und fiithrenden Koeffizienten g,,. Daher gilt deg(g — s) < n — 1. Da g und s beide in
I liegen, gilt auch g — s € I. Nach Induktionsvoraussetzung gilt also g — s € (F'),. Da s als
Summe von Vielfachen der f,; in (F) liegt, gilt auch g = (9 — s) + s € (F). Somit ist die
Behauptung im Fall n > N gezeigt.

Im Fall n > N liegt g, in Iy. Es gibt also an1,...,anm, € R, sodass

mN
In = E :O‘N,j "TNj-
7=1
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Jedes Polynom fy ; hat Grad /N und fiihrenden Koeffizienten ry ;. Daher hat das Polynom
my
S = ZaN’j IO . fN,j
j=1

Grad N und fiihrenden Koeffiziente g,,. Das Polynom 2"~ - s hat daher Grad n und fithrenden
Koeffizienten g,. Daher gilt deg(g — 2"~ -s) <n —1. Da g und 2" % - s beide in I liegen, gilt

"N . s € I. Nach Induktionsvoraussetzung gilt also g — 2" - s € (F),. Da s als

auch g — x
Summe von Vielfachen der f,; in (F) liegt, gilt auch g = (g — 2™ N - s) + 2"V - s € (F)p.

Daher gilt auch im Fall n > N, dass g in (F), liegt.

Somit wird das Ideal I von der endlichen Menge F' erzeugt. 0
KOROLLAR 7.4. Sei k ein Korper, n € N. Dann ist der Polynomring k[x1, ..., x,] noethersch.
Beweis: Wir zeigen durch Induktion nach n, dass k[xq,. .., x,] noethersch ist.

Fiir n = 0 ist k[z1, . .., z,] eine isomorphe Kopie von k. Da der Kérper k nur die Ideale {0} und &
hat und diese durch {0} beziehungsweise {1} erzeugt werden, ist k noethersch. Fiir n > 1 ist der

Polynomring k[zy,...,x,] isomorph zu k[zi,...,z,_1][z,]). Da nach Induktionsvoraussetzung
k[x1,...,2,—1] noethersch ist, ist wegen des Hilbertschen Basissatzes auch klxy, ..., z,_1][x,],
und somit k[xy, ..., 2, 1, x,] noethersch. O

2. Summen, Produkte und Quotienten von Idealen

DEFINITION 7.5. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und seien I, J Ideale von R. Wir
definieren I + J durch
I+J:={i+jliel,jeJ}

LEMMA 7.6. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und seien I, J Ideale von R. Dann I + J
ein Ideal von R. Auflerdem ist I + J das von I U J erzeugte Ideal.

DEFINITION 7.7. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und seien I, J Ideale von R. Wir
definieren [ - J durch

I-J:= {Z’Lk]k | nGNO,il,...,inEl,jl,...,jnE J}
k=1

BEMERKUNG 7.8. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und seien I, J Ideale von R. Dann
ist I - J ein Ideal von R. Auflerdem gilt I -J C I NJ.

DEFINITION 7.9. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei [ ein Ideal von R. Dann
definieren wir fiir jedes n € Ny ein Ideal I™ durch

I =R I*=1"1.1 fir k> 1.

DEFINITION 7.10. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, sei A ein Ideal von R, und sei B
eine Teilmenge von R. Wir definieren

(A:B)p:={reR|Vbe B:rbe A}.
(A : B)g ist der noethersche Quotient von A und B.
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Wenn B = {b}, so schreiben wir fiir (A : {b})r auch einfach (A : b)g.

UBUNGSAUFGABEN 7.11

(1) (Quotienten von Idealen) Berechnen Sie:
() ((12) : (4).
(b) ((4): (12).
() ((12) : (30)).
(d) Berechnen Sie fiir alle a,b € Z:((a) : (b)).

(2) (Produkt von Idealen) Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und seien A, B Ideale von R mit A =
(a1,...,am) und B = (b1, ...,b,). Zeigen Sie, dass das Ideal A- B von der Menge S = {a;b; | (i,5) €
{1,...,m} x{1,...,n}} erzeugt wird.

(3) (Berechnen des Schnitts zweier Ideale) Sei R ein kommutativer Ring mit 1, und seien I und J Ideale
von R. Seien I und J die Ideale von R[z], die durch

[ {ZZ:Oika |n€N07i07"'7in€I}a
J = {ZzzojkxklneNO;jOv"'ajnGJ}
gegeben sind.

(a) Zeigen Sie, dass I ein Ideal von R[z] ist.

(b) Nehmen Sie an, dass {aj,...,am,} eine Basis von I ist. Geben Sie eine Basis von I an!
(c) Nehmen Sie an, dass {by,...,b,} eine Basis von .J ist. Geben Sie eine Basis von .J - (z — 1) an!
(d) Zeigen Sie

{reR|ralel-(@)+J-(x—1)}=1InNJ

LEMMA 7.12. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, sei A ein Ideal von R, und sei B eine
Teilmenge von R. Dann ist (A : B)g ein Ideal von R.

3. Priméir- und Primideale

DEFINITION 7.13. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei () ein Ideal von R. @) ist

primdr, wenn

(1) @ # R,
(2) Fiir alle a,b € R mit ab € @ gilt a € @, oder es gibt ein n € N, sodass b" € Q.

DEFINITION 7.14. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei P ein Ideal von R. P ist

Prim, wenn
(1) P£R,
(2) Fiir alle a,b € R mit ab € P gilt a € P oder b € P.

DEFINITION 7.15. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei I ein Ideal von R. Dann ist
das Radikal von I gegeben durch

VI={reR|3IneN:r"el}

SATZ 7.16. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei I ein Ideal von R. Dann ist /T
ein Ideal von R, und es gilt I C\/I. Wenn I # R, gilt auferdem VI # R.

SATz 7.17. Sei R ein kommutativer Ring mit Fins, und sei () ein primdres Ideal von R. Dann
qgilt:
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(1) V/Q ist prim.
(2) Fiir jedes prime Ideal P von R mit Q C P gilt auch /Q C P.

4. Zerlegung von Idealen

DEFINITION 7.18. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei [ ein Ideal von R. Das Ideal
I ist schnitt-irreduzibel wenn fiir alle Ideale A, B von R mit AN B =1 gilt: A= 1 oder B=1.

SAaTz 7.19. Sei R ein noetherscher kommutativer Ring mit Fins. Dann ist jedes Ideal von R

Durchschnitt endlich vieler schnitt-irreduzibler Ideale.

SATZ 7.20. Ser R ein noetherscher kommutativer Ring mit Fins, und ser I ein schnitt-

irreduzibles Ideal von R mit I # R. Dann ist I primdr.

Beweis: Nehmen wir an, dass I nicht primér ist. Dann gibt es a,b € R, sodass ab € I, a & I
und fiir alle n € N auch b" ¢ I gilt.

Fiir jedes n € N ist die Menge (I : b")g ein Ideal von R. Auflerdem gilt fiir alle n € N
(7.1) (I:0"rC(I:0")pg.

Um (7.1) zu zeigen, wihlen wir n € N und r € (I : b")g. Dann gilt 70" € I. Dann gilt auch
rb"tt € I, also r € (I : b"™')g. Das beweist (7.1). Da R noethersch ist, gibt es also ein k € N
mit (1 :bF)p = (1 : b*+1)R. Sei nun

B = <bk>R

A = (a)p.
Wir zeigen nun als erstes, dass sich [ als Schnitt zweier Ideale darstellen 1&8t. Es gilt ndmlich
(7.2) I=(I+A)nN(+B).

Die Inklusion C von (7.2) gilt, da I sowohl Teilmenge von I + A als auch I 4+ B ist. Um 2 zu
zeigen, wihlen wir z € (I + A)N (I + B). Daz in [ + A und in I 4+ B liegt, gibt es iy,ip € [
und ry,79 € R, sodass

T =iy + 7110 =iy + rob”.
Dann gilt

xb = 11b + riab.

Daab € I, gilt b € I. Da b = iyb + rob*+1, gilt auch rob* ! € I. Somit liegt ry in (I : b¥*1) g,
und somit auch in (I : b*)p. Dann gilt 7b* € I. Damit liegt aber auch x = iy + 72" in I. Das
beweist (7.2).

Daacl+Aunda &I, gilt I #1+A Dabk €I+ Bund b* & I, gilt I # I + B. Die
Gleichung (7.2) zeigt also, dass I nicht schnitt-irreduzibel ist. O

UBUNGSAUFGABEN 7.21

(1) (Prime Ideale) Zeigen Sie, dass jedes prime Ideal eines kommutativen Ringes mit Eins auch schnitt-
irreduzibel ist.
(2) (Prime Ideale) Sei R := Q[z,v, z]. Zeigen Sie:
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(a) (z, y) ist prim.
(b) (2%y, zy?) ist nicht prim.
(3) (Primére Ideale) Sei R := Q|x,y]. Bestimmen Sie fiir jedes der folgenden Ideale, ob es primér und ob
es schnitt-irreduzibel ist.
(a) A= (", %y, 7).
(b) B = (a4, ).

(c) C= (a%y).
Satz 7.22. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, sei n € N, seien Q1,...,Q, primdre
Ideale von R mit \/Q1 = -+ = Q. Sei Q = Q1N ---NQ,. Dann ist Q primdr, und

V@ =@ ==V,

5. Eindeutigkeit der Zerlegung in priméire Ideale

DEFINITION 7.23. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, sei n € N, und seien @q,...,Q,
und / Ideale von R mit I # R. Die Folge (Q1,...,Q,) ist eine Darstellung von I durch grifste

Primdrkomponenten [vdWG67|, wenn

(1) Alle @; sind primér,
(2) I=QiN--NQy,
(3) Fiir alle i € {1,...,n} gilt
QN NQi-1NQia N---NQy € Qs
(4) Fiir alle 4,7 € {1,...,n} mit i # j gilt vVQ; # /Q;.

SATz 7.24 (Lasker-Noether). Sei R ein noetherscher kommutativer Ring mit Fins, und sei I ein
Ideal von R mit I # R. Dann gibt es eine Darstellung von I durch gréfite Primdrkomponenten.

PROPOSITION 7.25. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, set B ein primdres Ideal von R,
und sei A ein Ideal von R mit A ¢ v/B. Dann gilt (B : A)r = B.

Beweis: Sei x € (B : A)g. Wir wihlen a € A mit a ¢ v/B. Es gilt za € B. Da B primir ist,
gilt entweder z € B oder es gibt ein n € N, sodass a” € B. Im zweiten Fall gilt a € v/B. U

PROPOSITION 7.26. Sei R ein kommutativer Ring mit Fins, sei n € N, sei [ ein primdres
Ideal, und sei (Q1,...,Qn) eine Darstellung von I durch gréfite Primdrkomponenten. Dann

gilt n = 1.

Beweis: Wir nehmen n > 2 an. Sei ¢ € {1,...,n} so, dass \/Q); minimal in {,\/Q;|Jj €
{1,...,n}} ist. Wir zeigen nun, dass fiir alle i € {1,...,n} mit j # i gilt:

(7.3) V@i € VQi.
Sei dazu j so, dass 1/Q; C /@;. Wegen der Minimalitét von /@Q); gilt dann /Q; = /Q;

und somit j = ¢. Das beweist (7.3). Es gibt also ay,...,a;_1,a;41,...,a, € R, sodass fiir alle
Jje{l,...,n}\ {i} gilt

a; € /Q; und a; & \/Q;.
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Sei p; so, dass af’ € Q;, und sei

pimmax {p; | j € {1,...,n}\ {i}}.
Falls ; C I, so konnen alle anderen (); aus der Darstellung von I weggelassen werden. Also
gilt in diesem Fall n = 1 im Widerspruch zur Annahme n > 2.
Somit gilt also Q; € I. Sei q € Q; mit g &€ I. Es gilt
qlar -+ @101 an)’ € QLN NQy = 1.
Da I primér ist, gibt es ein o0 € N mit
(ay---a;i_1a;41---a,)" € 1.

Da I C Q; C /Q;, gilt

(a1 ai1ai1 - an)™ € Qs
Das Ideal 1/Q); ist prim, also liegt ein a; in +/@Q;. Das ist ein Widerspruch zur Wahl der a;. Der

Fall n > 1 kann also nicht eintreten. O

LEMMA 7.27. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, seien m,n € N, und sei I ein Ideal von
R mit I # R. Seien (Q1,...,Qm) und (K,...,K,) Folgen von Idealen von R. Wir nehmen
an, dass (Q1,...,Qm) und (K1, ..., K,) Darstellungen von I durch grifite Primdrkomponenten
sind, und dass \/Q1 minimal in

{(VQilied{j...,m}}
ist. Dann gilt m = n, und es gibt es eine bijektive Abbildung = : {1,...,m} — {1,...,n},
sodass Q1 = Ky und fir allei € {1,...,m} gilt:

VQi= v K-

Beweis: Wir gehen mit Induktion nach min(m,n) vor. Sei min(m,n) = 1.

Wir betrachten zuerst den Fall m = 1. Dann gilt wegen Proposition 7.26 auch n = 1. Somit
gilt I = @, und I = K, also leistet m = idy;y das Gewiinschte. Ebenso gilt im Fall n = 1
nach Proposition 7.26 m = 1, und somit I = ¢); = K;. Damit haben wir den Induktionsanfang
min(m,n) = 1 gezeigt.

Fiir den Induktionsschritt nehmen wir nun an, m > 2 und n > 2. Sei M die Menge der

maximalen Elemente in

(7.4) (VQilie{l,.... m}yU{VEK; | je{l,...,n}}.

Wir zeigen nun, dass es ein P € M mit P # /Q; gibt. Nehmen wir im Widerspruch dazu an,
dass /@1 das einzige einzige maximale Element der Menge in (7.4) ist, Dann gilt v/@Q1 > /Qo,
und wegen der Minimalitit von /Q; somit v/Q; = v/Q2. Das steht im Widerspruch dazu, dass
(@1, ..,Q,) eine Zerlegung in groBte Primédrkomponenten ist.

Wir zeigen als erstes, dass P in beiden der in (7.4) vereinigten Mengen enthalten ist. Nehmen
wir dazu an, dass k € {1,...,m} so ist, dass P = \/Qg und P nicht in {\/K; | j € {1,...,n}}
liegt. Es gilt nun:

(7.5) Fiir alle i € {1,...,m} mit i # k gilt Qx Z \/Q;.
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Um (7.5) zu beweisen, nehmen wir Q) C 1/@Q; an. Dann gilt v/Qy C 1/Q;, und somit erhalten
wir aus der Maximalitdt von /@), die Gleichheit /@ = /Q;, im Widerspruch zu einer der
Zerlegungseigenschaften. Das beweist (7.5). Ebenso gilt

(7.6) Fir alle j € {1,...,n} gilt Qr € \/Kj.

Denn /@i € 1/ K; bedeutet wegen der Maximalitdt von \/Qy, dass /@i = 1/ K;, im Wider-
spruch dazu dass P nicht in {\/K; | j € {1,...,n}} liegt. Das beweist (7.6). Es gilt

(L2 Qp) = (1 :Q),
also
(@i NQup: Qr) = (KiN---NEK, Q)
und folglich

(V@i Qi) lie{1,.comp\ {k}} = (K, Qi) | j € (L. .n}.

Nach Proposition 7.25 gilt daher

(Wi lie{t,..om}\{k}} = {E; | jefl....,n}}.

Also gilt ({Qi | i € {1,...,m} \ {k}} = I C Qf, im Widerspruch zu einer Zerlegungseigen-
schaft. Ebenso fiihrt der Fall, dass P unter den /K, aber nicht unter den /(); vorkommt, auf
einen Widerspruch.

Wir wissen also, dassesein k € {2,...,m} undeinl € {1,...,n} gibt, sodass P = /Qr = VK.
Wir zeigen nun, dass fiir alle i € {1,...,m} und alle j € {1,...,n} mit i # k, j # [ gilt:

Qr- Ki € /Qiund Q- K £ \/ Kj.
Dazu zeigen wir als erstes Qr € /Q;. Wenn @, C 1/Q;, so gilt /Qr C +/Q;, und daher wegen

der Maximalitidt von P auch /@ = +/Q;, im Widerspruch zu k # i. Also gilt Q) € /Q;.

Ebenso gilt K; € +/Q;. Denn wenn K; C /Q;, so gilt v/K; C /Q; und somit wegen der
Maximalitit von P = /K; auch /K; = +/Q;. Dann gilt \/Q) = /@Q; und somit k = 7, im
Widerspruch zu k # i. Es gibt also ¢; € Qx \ vQ; und ¢ € K; \ v/Q;. Da /Q; prim ist, gilt
q1q2 € Q- K; und q1q2 € v/ Q;. Ebenso beweist man Q- K; € \/E fiir 7 # 1. Es gilt

I=(WQilie{l,...om}} = |K;|je{l,. .. .n}}

Wir berechnen (I : Q- K;). Nach Proposition 7.25 erhalten wir

Q1N NQr1 N (Qr: Q- K)NQprr NN Qi
:Klﬂ'”ﬂKl_lﬂ(KlZQk'Kl)ﬂKH_lﬂ"'ﬁKn.

Da Q- K; C Qy, gilt (Qk : Q- K;) = R, und ebenso (K : Q- K;) = R. Wir erhalten also zwei
Darstellungen von (I : Qy, - K;), eine durch m — 1 und eine durch n — 1 Primérkomponenten.
Nach Induktionsvoraussetzung gibt es also ein «’ : {1,...,m} \ {k} — {1,...,n} \ {{}, sodass
Q1 = Ky und Q; = /Ky fiir alle i € {1,...,m} \ {k}. Daher leistet m := =’ U {(k,[)}
das Gewiinschte. O
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THEOREM 7.28 (Erster Eindeutigkeitssatz). Sei R ein kommutativer Ring mit FEins, und
sei I ein Ideal von R mit I # R. Seien (Q1,...,Q,) und (Ki,...,K,,) Folgen von Idea-
len von R. Wir nehmen an, dass (Q1,...,Qn) und (Ki,...,K,,) Darstellungen von I durch
grofite Primdrkomponenten sind. Dann gilt n = m, und es gibt es eine bijektive Abbildung
m:{1,...,n} = {1,...,m}, sodass fir allei € {1,...,n} gilt:

VQi= v Ko

THEOREM 7.29 (Zweiter Eindeutigkeitssatz). Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei
I ein Ideal von R mit I # R. Seien (Q1,...,Qn) und (Ky,...,K,,) Folgen von Idealen von
R. Wir nehmen an, dass (Q1,...,Q,) und (Ki,...,K,) Darstellungen von I durch grifte

Primdrkomponenten sind, sodass fir alle j € {1,...,n} gilt:

V0 = VE;.

Seii € {1,...,n} so, dass \/Q; minimal in {,/Q; | j € {1,...,n}} ist. Dann gilt Q; = K.

Beweis: Wir betrachten die Folgen (Q,...,Q!) und (K,...,K]), die durch Q] = Q,
Q; = @1, Q) = Qy fir j € {1,...,n} \ {1,i} wnd K} = K;, K] = K, K = Kj fiir
je{l,...,n}\ {1,i} gegeben sind. Wegen Lemma 7.27 gibt es eine bijektive Abbildung ,
sodass /@ =, /K;r(j) fir alle j € {1,...,n} und Q] = K;T(l). Daraus erhalten wir eine bijek-
tive Abbildung o, sodass fiir alle j € {1,...,n} die Gleichheit \/Q; = \/Ko(;) gilt, und weiters

Qi = Ko(). Es gilt also /K, = VQi = VK;. Da (K, ..., K,) eine Darstellung durch grofite
Primérkomponenten ist, gilt i = o(i). Also gilt Q; = K. O



KAPITEL 8

Ringerweiterungen

1. Determinanten

Determinanten kann man nicht nur fiir Matrizen iiber Korpern, sondern auch fiir Matrizen iiber
kommutativen Ringen mit Eins definieren. Die Menge 5,, sei die Menge aller Permutationen
der Menge {1,...,n}. Fiir jede Permutation 7 definieren wir die Signatur von = durch

sgn(m) := H M

ey
(i.4)€{1,....,n}>
i>j
DEFINITION 8.1. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei A eine n x n-Matrix. Dann

definieren wir die Determinante von A durch
n

det(A) = Y (1) O T Aimer.

TES, i=1
Wir werden im folgenden drei Eigenschaften der Determinante brauchen. Fiir vy,...,v, € R"
schreiben wir (vy,...,v,) fir die n x n-Matrix, deren Spaltenvektoren vy, ..., v, sind.
SATz 8.2. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und seien aq,...,a,,v,w € R" und r € R.
Dann gilt:
(1) (Multilinearitdt)
det ((a1,...,a;i—1,v + W, ai11,...,a,))
=det ((a1,...,a;-1,0,a41,...,a,)) +det ((a1,...,a;_1,w,a;41,...,a,))
(2) (R-Homogenitdt)
det ((a1, ..., qi—1,7 0, Q41 ..., a))
=r-det((a1,...,a0-1,0,Gi11,-..,0p)).

(3) Wenn esi,j € {1,...,n} miti+#j gibt, sodass a; = a;, so gilt
det ((ay,...,a,)) = 0.

Beweisskizze: Da in jedem Summanden in der Definition der Determinante genau einer der

Faktoren Ay ;, As;, ..., An; vorkommt (némlich A;-1(;);), gelten (1) und (2). Fiir den Beweis

von (3) sei A die Matrix (a4, ..., a,). Da die i-te und die j-te Spalte der Matrix gleich sind, gilt

fir alle k € {1,...,n} und alle 7 € S, dass Ay, (i jjor (k) = Ak, =(k). SOmit unterscheiden sich die

Summanden in der Definition der Determinante fiir 7 und (¢, j) o 7 nur durch das Vorzeichen

und kiirzen sich also weg. U
43
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SATZ 8.3. Sei R ein kommutativer Ring mit Fins Sei A eine n X n Matriz mit Fintrdigen aus

R. Dann gibt es eine n X n-Matriz B mit Fintrdgen aus R, sodass

det(A) 0 0 ... 0

0 det(A) 0 ... 0

B-A= 0 0 0
0 0 cee .. det(A)

Wir werden als Abkiirzung fiir die n x n-Matrix

r 0 0 ... 0
Or 0 ... 0
00 - 0
00 ... ... r
mit r € R auch oft kiirzer r I,, schreiben.
Beweis von Satz 8.3: Fir ¢ € {1,...,n} sei
0
e; = 1 < i-te Zeile
0
der i-te Einheitsvektor. Die Vektoren aq, ..., a, seien die Spaltenvektoren der Matrix A; es gilt

also A = (a,...,a,). Sei nun B die Matrix, die durch

B(i,j) :=det ((a1,...,0,-1,€j,Qi41, ..., an))

definiert ist. Sei C':= B+ A, und seien i, k € {1,...,n}. Wir berechnen nun den Eintrag C(i, k).
Es gilt

C(i, k) = ZB(@}J’) - A, k)

= Zdet ((ay,...,6i—1,€5,Qit1, ..., ap)) - A(J, k).
j=1
Somit erhalten wir aus dem Satz 8.2

C(Z, k) = Zdet ((al, N 7 €j7 Ait1y- - - ,an)) . A(], ]{I)
j=1

= det ((al, N 7 ZA(], k?) €j,CL2‘+1, Ce ,an)).

j=1
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Der Vektor > 7| A(j, k) e; ist genau der k-te Spaltenvektor aj, von A. Wenn k = i, so ist C(i, k)
also genau det(A). Wenn k # i, so sind in der Matrix

(al, ey i1, Ak, CLH_l, ceey an))

die i-te und k-te Spalte gleich. Diese Matrix hat nach Satz 8.2 die Determinante 0. U

2. Ganze Erweiterungen

Seien A, B kommutative Ringe mit Eins. Wir schreiben A < B, wenn A ein Unterring von B
(mit dem gleichen Einselement) ist.

DEFINITION 8.4. Seien A, B kommutative Ringe mit Eins mit A < B, und sei S = (s; | i € I)
eine Folge von Elementen von B. Dann ist A[S] der Durchschnitt aller Unterringe R von B
mit AU{s; |ie I} CR.

DEFINITION 8.5. Seien A, B kommutative Ringe mit Eins, sodass A < B, und sei x € B. Das
Element x ist ganz dber A, wenn x Nullstelle eines Polynoms in A[t] mit fithrendem Koeffizi-
enten 1 ist.

DEFINITION 8.6. Seien A, B kommutative Ringe mit Eins, sodass A < B. B ist ganz tber A,
wenn alle b € B ganz iiber A sind.

Fiir einen kommutativen Ring mit Eins B, A C B und b € B definieren wir
A-b:={ab|aec A}.

SATz 8.7. Seien A, B kommutative Ringe mit Eins, sodass A < B. Wenn x ganz tiiber A ist,
so gibt esn € N und by, ...,b,_1 € B mit by = 1, sodass

(8.1) Ale] = A1+ A b4+ A-byy.

Beweis: Sei n der Grad eines Polynoms mit fithrendem Koeffizienten 1, das x als Nullstelle hat,
und sei b; := z*. Fiir die Inklusion 2 der Gleichung (8.1) beobachten wir, dass A C AJx] und
x € A[z]. Da Az] ein Ring ist, liegt folglich jedes Element auf der rechten Seite von (8.1) in
Alzx].

Fiir C zeigen wir, dass die rechte Seite ein Unterring von B ist. Die Abgeschlossenheit unter +
und — ist offensichtlich. Wir zeigen nun, dass auch das Produkt zweier Elemente aus A-2%+- - -+
A2 wieder in A-20+- - -4+ A-2" ! liegt. Seien dazu 30—, a;af und S0 ajat € ST Ao
Das Produkt dieser beiden Elemente ist

n—1 n—1

.
E g a;a; "

i=1 j=1

Wir zeigen nun, dass fiir alle m € Ny gilt: 2™ € Z?:_ll A - 2. Wir gehen mit Induktion nach m
vor. Wenn m < n — 1, so liegt 2™ = 1 - 2™ klarerweise in A - ™. Wenn m > n, so wahlen wir
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ein Polynom p(t) = 1t" + p,_1t" ' 4+ - - + pot® € A[t], das = als Nullstelle hat. Dann gilt

g =" —zm "0

::Em_xm—n(l‘n _’_pn_lxn—l_f__“_}_poxO).

m—1 m—n
= —Pn-1T — - — Pox .

Nach Induktionsvoraussetzung liegt jedes ' mit # < m — 1 in 3.7-' A - 2, und folglich auch
—Pp1 ™t — oo — poz™ ™. Also gilt 2™ € Z::ll A -zt

Damit haben wir gezeigt, dass Z;:ll A - 2" abgeschlossen unter - ist. Z?:_ll A - 2% ist also ein
Unterring von B, der A und z enthélt. Daher gilt auch C in (8.1). O

SATZ 8.8. Seien A, B kommutative Ringe mit Eins, sodass A < B. Seix € B so, dass esn € N
und by, ...,b,—1 € B gibt, sodass

(1) bo - 1,

(2) S0 A-b; ist abgeschlossen unter -,
n—1

B)zed s A b

Dann ist x ganz tiber A.

Beweis: Sei i € {0,...,n —1}. Aufgrund der Voraussetzungen liegt auch zb; in Z;:Ol A-b;. Es

gibt also a;,...,a;,—1 € A, sodass
(82) ZL‘bZ = (l@obo + -+ ai,n_lbn_l.
Sei M die n x n-Matrix iiber A, die durch

Qo0 T ap,n—1

Ap—-10 ' QOp—1n-1

definiert ist. Die Gleichungen aus (8.2) lassen sich mit dieser Matrix zusammengefasst als

bo bo
b b
. ‘1 _ . 1
bn—l bn—l
schreiben. Es gilt also
x 0 0
bo
0 x 0 0 )
(8.3) (| o 0 | —M) to =0
: bn—l
0 0 T
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Aus Satz 8.3 erhalten wir eine n x n-Matrix L mit Eintrdgen aus B, sodass

det(z I, — M) 0 0o ... 0
0 det(z I, — M) 0 ... 0
L-(zI,—M)= 0 0 0
0 0 cee oo det(x I, — M)
Durch Multiplikation der Gleichung (8.3) von links mit L erhalten wir
det(z I, — M) 0 0 ... 0
0 det(x I, — M) 0 ... 0 ZO
0 0 - 0 1 | =o.
. : : : by,
0 0 oo oo det(z I, — M)

Da by = 1, folgt aus dieser Gleichung
(8.4) det(z I, — M) = 0.

Wir betrachten nun das Polynom p € At], das durch

t 0 0 ... 0
0ot 0 ... 0

p(t) :=det(| 0 0 "-. 0| —M)
00 ... ... 1

gegeben ist. Die Matrix auf der rechten Seite der letzten Gleichung ist dabei eine Matrix mit
Eintragen aus dem Polynomring A[t]. Aus der Definition der Determinante sieht man, dass p
ein Polynom vom Grad n mit fithrendem Koeffizienten 1 ist. Wegen der Gleichung (8.4) gilt
p(z) = 0. Das Polynom p bezeugt also, dass x ganz iiber A ist. O

SATZ 8.9. Seien A, B kommutative Ringe mit Eins, sodass A < B. Sei x € B so, dass x ganz
tiber A ist. Dann ist AJx] ganz iber A.

Beweis: Seiy € Alz]. Da x ganz iiber A ist, gibt es wegen Satz 8.7 n € N und by, ...,b,_1 € B,
sodass Afz] => 0 ;A-b;und by =1. Dayin >, A-b; liegt, ist y nach Satz 8.8 ganz iiber
A. O

Allgemeiner gilt:

SaTz 8.10. Seien A, B kommutative Ringe mit Eins, sodass A < B, und seien x,y € B. Wenn

x ganz iber A ist, und y ganz iber Alz] ist, so ist y ganz iber A.

Beweis: Da y ganz iiber Afz] ist, gibt esn € Nund cq,...,¢,—1 € B mit ¢y = 1 und

n—1

(AlsDyl = ) Ale] - <.

=0
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Da x ganz iiber A ist, gibt esm € N und bg,...,b,,_1 € B mit by = 1 und
m—1
Ale] =Y A-b;.
§=0

Insgesamt gilt also

n—1m—1
(ADIY] =D > A- (e
=0 j=0
Da y in dieser endlichen Summe liegt, ist y nach Satz 8.8 ganz {iber A. U

UBUNGSAUFGABEN 8.11

(1) Sei g € Q eine rationale Zahl, die ganz iiber Z ist. Zeigen Sie ¢ € Z.

(2) Sei R := Q[x,y]/I, wobei I := (2% + xy + 1). Mit Q bezeichnen wir den Unterring {q + I | ¢ € Q}.
Zeigen Sie:

(a) x+ I ist nicht ganz iiber Q.
(b) =+ I ist ganz iiber Qy + I].

(3) Sei R := Z[V/2], und sei z := 5+ /2. Da z € Z + Z+/2 + Z(3/2)? und da Z + Z+/2 + Z(3/2)? ein
Unterring von R ist, ist auch x ganz iiber Z. Im folgenden Beispiel konstruieren wir ein Polynom in
Z[t] mit fithrendem Koeffizienten 1, das x als Nullstelle hat.

(a) Sei by :=1, by := v/2, by := (/2)2. Finden Sie eine 3 x 3-Matrix A, sodass

bo.]? bo
blx =A- bl
bQLE b2

(b) Berechnen Sie das charakteristische Polynom von A.

(4) (Ringerweiterungen) Wir betrachten den Ring Q[z] und seine Unterringe Q[z® — 322 + 2z] und Q.
(a) Ist Q[z] ganz iiber Q[z® — 322 + 2x]?
(b) Ist Q[z® — 322 + 2] ganz iiber Q?

SATZ 8.12. Seien A, B, C' kommutative Ringe mit Fins, sodass A < B < C. Wenn B ganz tber
A, und C ganz tber B ist, so ist C' ganz tber A.

Sei x € C. Da x ganz iiber B ist, gibt esn € N und by, ...,b,_1 € B, sodass

(8.5) 2"+ ) bt =

Diese Gleichung belegt, dass = ganz tiber A[by,...,b,—1] ist. Da by ganz iiber A ist, ist by
auch ganz iiber A[by,...,b,_1]. Da also z ganz iiber A[by,...,b,_1][bo] und by ganz iiber
Alby, ..., b,—1] ist, ist z wegen Satz 8.10 auch ganz iiber A[by, ..., b,_1]. Wir zeigen nun allge-
mein mit Induktion nach i, dass fir alle i € {1,...,n} gilt:
(8.6) x ist ganz tiber A[b;, bit1,...,b,1].
Fiir + = 0 ergibt sich das aus der Gleichung 8.5. Wir nehmen nun an, dass ¢ < n — 1 und =
ganz iiber Alb;, biv1,...,bp1] = (A[bis1, ..., bo_1])[bs] ist. Da b; ganz iiber A ist, gilt auch:

b; ist ganz iiber A[biy1,...,by_1].

Somit ist x nach Satz 8.10 auch ganz tiber A[b;y1,...,b,—1]. Somit gilt (8.6) fiir alle i €
{0,...,n}. Fiir ¢ := n erhalten wir, dass x ganz iiber A ist. O
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3. Algebraische Erweiterungen

DEFINITION 8.13. Seien A, B kommutative Ringe mit Eins mit A < B, und sei e € B. Das
Element e ist algebraisch iiber A, wenn es ein p € A[t] mit p # 0 gibt, sodass p(e) = 0. B ist
algebraisch iiber A, wenn alle b € B algebraisch iiber A sind.

UBUNGSAUFGABEN 8.14

(1) Sei R ein Ring, der C[t] als Unterring (mit demselben Einselement) enthélt. Wir nehmen an, dass R
ganz iiber C[t] ist. Zeigen Sie, dass R kein Korper ist. Hinweis: Wenn R ein Korper ist, so ist % in R.
Also ist } ganz iiber C[t]. Verwenden Sie jetzt das Polynom in C[t][t1], dessen Nullstelle 1 ist, um zu

zeigen, dass t algebraisch iiber C ist — Widerspruch.
LEMMA 8.15. Seien A, B Integrititsbereiche mit A < B. Dann sind dquivalent:

(1) B ist algebraisch iber A.
(2) Q(B) ist algebraisch tiber Q(A).

Beweis: (1)=(2): Seien p,q € B mit g # 0. Wir zeigen, dass £ algebraisch tiber Q(A) ist. Da ¢
algebraisch iiber A ist, gibt es ein Polynom f € A[t] vom Grad n > 1, sodass
fl@)=o.

Fiir g(z) := 2" - f(1) gilt 5(5) = 0. Also ist % algebraisch tiber A, und somit ganz iiber Q(A).
Das Element p ist ganz iiber Q(A), also auch iiber Q(A)[[é]]. Also ist Q(A)[[%]] [p] ganz iiber
Q(A). Da £ € Q(A)[[é]] [p], ist 2 ganz iiber Q(A). (2)=(1): Sei b € B. Dann ist b Nullstelle
eines Polynoms f in Q(A)[t] \ {0}, und nach Multiplikation mit den Nennern der Koeffizienten
von f auch eines Polynoms g € A[t] \ {0}. O

PROPOSITION 8.16. Seien A, B,C' Integrititsbereiche mit A < B < C. Wenn B algebraisch
tiber A und C' algebraisch iiber B ist, so ist C' algebraisch tiber A.

Beweis: Nach Lemma 8.15 ist Q(B) algebraisch, also ganz, iiber Q(A), und Q(C) ganz iiber
Q(B). Also ist Q(C) ganz iiber Q(A), und somit ist C' algebraisch iiber A. O

SATz 8.17. Seien A, B Integritdtsbereiche mit A < B, set x € B. Wenn x algebraisch tiber A
ist, so ist auch Alx] algebraisch iiber A.

Beweis: Da x algebraisch iiber A ist, gibt es ein n € N und ein Polynom p = >""  p; t* € A[t]

zn:pi z' = 0.
i=0

von Grad n, sodass

In Q(B) gilt dann

n P
im0 Pn
Es gilt Q(A) < Q(B). Nach (8.7) ist § ganz iiber Q(A). Wegen Satz 8.9 ist also Q(A)[{] ganz
iiber Q(A).

(8.7) —0.
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Wir zeigen nun, dass A[x] algebraisch iiber A ist. Sei dazu y € A[z]. Dann liegt ¥ in Q(A)[F].
Es gibt also ein Polynom ¢ € Q(A)[t] vom Grad n > 1, sodass g(¥) = 0. Durch Multiplikation
mit allen Nennern der Koeffizienten von ¢ erhalten wir ein Polynom ¢’ € A[t] vom Grad n > 1,
sodass ¢/(y) = 0. Daher ist y algebraisch iiber A. O

LEMMA 8.18. Seien A,C' Integrititsbereiche mit A < C. Dann ist die Menge B = {b €
C'| b ist algebraisch iber A} ein Unterring von C.

Beweis: Seien x1,x9 € B. Da x4 algebraisch iiber A ist, ist xo auch algebraisch iiber A[z;]. Somit
ist nach Satz 8.17 auch Az, [[x2] = Afx1, z2] algebraisch tiber Ax;]. Ebenso ist nach Satz 8.17
der Ring A[z] algebraisch iiber A. Nach Proposition 8.16 ist daher Az, z5] algebraisch iiber
A. Da {x1 + x9,x1 — T2, 21 - 12} C Afxy, x2], liegen Summe, Differenz und Produkt von z; und
xo in B. Daher ist B ein Unterring von C'. U

DEFINITION 8.19. Seien A, B kommutative Ringe mit Eins mit A < B. Eine Folge S = (s; | i €
Iy von Elementen aus B ist algebraisch unabhdngig iber A, wenn fiir alle n € N, fiir alle
p € Alty,...,t,] \ {0} und fiir alle paarweise verschiedenen iy, ..., € I gilt:

2_9(51'17 . .,Sin> 7& O

DEFINITION 8.20. Seien A, B kommutative Ringe mit Eins mit A < B, und sei S eine Folge
von Elementen aus B. S ist eine Transzendenzbasis von B iiber A, wenn S maximal unter den

algebraisch unabhéngigen Folgen aus B ist.

PROPOSITION 8.21. Seien A, B kommutative Ringe mit Fins mit A < B. Dann besitzt B eine
Transzendenzbasis tiber A.

Beweis: Sei S eine Kette iiber A algebraisch unabhéngiger Folgen, und sei S :=JS.

Wenn S = (s; | ¢ € I) algebraisch abhéngig ist, gibt es iy,...,i, € I, und p € A[ty, ..., t,] mit
p # 0, sodass D(Si,, ..., ;) = 0. Es gibt nun ein Element S’ € S, das (s;, | k € {1,...,n})
enthélt. Daher ist S’ algebraisch abhéngig.

Also ist S algebraisch unabhéngig. Somit liefert das Zornsche Lemma eine Transzendenzbasis
von B. [

SATZ 8.22. Seien A, B kommutative Ringe mit Fins mit A < B, und sei S = (s; | i € I) eine
tiber A algebraisch unabhdngige Teilfolge von B. Seie € B, und sei j & I. Sei S" := SU{(j,e)}.
Dann sind dquivalent:

(1) S’ ist algebraisch abhingig iber A.
(2) e ist algebraisch iber A[S].

Beweis: (1)=-(2): Seien n € Ny, iy,...,1, paarweise verschiedene Elemente aus I und f €

Alty,. .. tpy1] s0, dass f # 0 und f(s;,,...,si,,e) =0. Sei nun

f(t17 . ,tn+1) = Zu]'(tl, e ,tn)tn+1j.
7=0
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Dann gilt

m

Zu_j(sil, ,8)el = 0.

=0
Fiir das Polynom g := 377" (@;(si,, - . -, 8:,)t) € A[S][t] gilt, da S algebraisch unabhéngig ist,
g # 0 und g(e) = 0. Somit ist e algebraisch tiber A[S].

(2)=(1): Sei g € A[S][t] so, dass g # 0 und g(e) = 0. Jedes Element in A[S] ldsst sich in der

Form w(s;,,...,s;,) mit n € Nund u € A[ty,...,t,] schreiben. Also ldsst sich das Polynom g
schreiben als
deg(g)
g = Z Ug(Siy, - - -, 84, )"
k=0

wobei m € N und die i; paarweise verschieden sind. Wir betrachten nun das Polynom ¢’ €
Alty, ..., tyaa], das durch

deg(g)
gt tmin) = D wlty, bty
k=0
definiert ist. Es gilt ¢ # 0 und ¢/(s4,...,S;,,,e) = 0. Folglich ist S U {(j,e)} algebraisch
abhéngig iiber A. O

Die Voraussetzung, dass S algebraisch unabhéngig ist, wird fiir die Implikation (1)=-(2) wirklich
gebraucht. Wenn namlich A < B Integritétsbereiche sind, und by, by € B algebraisch abhéngig
sind, so muss deswegen aber by nicht algebraisch iiber A[b;] sein. Als Beispiel sei A := R,
B := C(t), by := i,by := t. Fiir f(t1,ts) := t3ty + ty gilt f(i,t) = 0. Trotzdem ist ¢ nicht
algebraisch tiber R[i] = C.

LEMMA 8.23. Seien A, B Integrititsbereiche mit A < B, und sei X C B so, dass A[X] = B.
Ser U eine maximale Teilfolge aus X mit der Eigenschaft, dass U algebraisch unabhdngig ist.
Dann ist U eine Transzendenzbasis von B iiber A.

Beweis: Wegen Satz 8.22 ist jedes x € X algebraisch iiber A[U]. Die iiber A[U] algebraischen
Elemente von B bilden nach Lemma 8.18 einen Unterring von B. Dieser Unterring enthélt alle
Elemente von X und A. Somit enthélt dieser Unterring ganz A[X], und ist somit gleich B. O

SaTz 8.24. Seien A, B Integrititsbereiche mit A < B, sei (1, ...,xy) eine Transzendenzbasis
von B idber A, sei r € N, und sei (wy,...,w,) eine dber A algebraisch unabhdingige Folge
von Elementen aus B. Dann gibt es fir alle i € {0,1,...,min(r,m)} eine injektive Abbildung

m:{i+1,...,m} = {1,...,m}, sodass B algebraisch iiber

A[[wl, e, Wiy ZEﬂ(H_l), e ,xﬂ(m)]]

18t.

Beweis: Induktion nach i. Fiir 7 = 0 setzen wir 7 := idyy, . m}. Da (21,...,2,,) eine Transzen-
denzbasis von B iiber iiber A ist, gilt fiir jedes e € B, dass

(x1,...,Tm,e) algebraisch abhéngig iiber A ist. Dann ist e nach Satz 8.22 algebraisch iiber
Alzy, ... xm].
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Sei nun ¢ > 1. Wir nehmen an, dass
(8.8) B algebraisch iiber Afws, ..., wi 1, () - - s Ta(m)]

ist. Wir wollen nun eines der x(;) durch w; ersetzen. Dazu wéhlen wir eine Menge K =
{k1,...,k} als eine Teilmenge von {i,i + 1,...,m}, die maximal beziiglich C mit der Eigen-
schaft ist, dass

(W1, -+ Wim1, Wiy Ty, - - - » Tr(ky)) dlgebraisch unabhéngig

ist; da (wy,...,w;) algebraisch unabhéngig ist, gibt es ein solches K.

Falls K = {i,i+ 1,...,m}, so ist
(wlv'"7wi>$7r(i)7"'7$7r(m))

algebraisch unabhéngig. Wegen (8.8) ist w; algebraisch iiber
Alwi, ..., Wii1, Tr(ys - - - Ta(m)]- Nach Satz 8.22 ist dann (wy, ..., ws, T, - . -, Ta(m)) algebra-
isch abhéngig iiber A.

Daher gibt es ein j € {i,7 +1,...,m}, sodass j ¢ K. Wegen der Maximalitét von K gilt also

(Wi, Wi, Tr(ky)s - - - Tu(ky)) it algebraisch unabhéngig tiber A, und

(Wi, Wi, Ty} - - - Telly)» Trr(y)) it algebraisch abhingig iiber A.
Daher ist nach Satz 8.22 x.(;) algebraisch {iber Afw,..., Wi, k), - -, Tr)], folglich iiber
Alwy, .. Wi, Ty, -, Tr(—1) Tr(jt1)s - - - » Tr(my] - Wi definieren nun

o:{i,....om}—A{1,...,m}
durch o(j) := 7(i), o(i) == 7(j), und o(r) = «(r) fir r € {,...,m} \ {¢,7}. Nun ist also z,;
algebraisch iiber
C:= A[[wl, Ce ,wi,xg(i+1)7 ce ,xg(m)]].

Wegen (8.8) ist B algebraisch itber Afwy, ..., wi—1,To(it1),-- -, Tom)][To@], und daher erst
recht iiber Afwy, ..., wi—1, W, To(it1)s - - - Tom)| [To@)] = ClTow]. Da wegen Satz 8.17 der Inte-
grititsbereich C[z,(;] algebraisch iiber C ist, folgt nach Proposition 8.16, dass B algebraisch

iber C ist. Somit leistet o|(;11, . .m) das Gewiinschte. O
KOROLLAR 8.25. Seien A, B Integrititsbereiche mit A < B, und sei (x1,...,T,) eine Trans-
zendenzbasis von B iiber A. Sei (wy,...,w,) eine iber A algebraisch unabhingige Folge von

Elementen aus B. Dann gilt r < m.

Beweis: Wir nehmen an r > m. Aus dem Austauschsatz (Satz 8.24) erhalten wir, dass B alge-
braisch iiber Afwy, ..., wy,,] ist. Also ist w41 algebraisch iiber Afwy, ..., w,]. Nach Satz 8.22

ist (w1, ..., Wy, Wwy,y1) dann algebraisch abhéngig. O

DEFINITION 8.26. Seien A, B Integritdatsbereiche mit A < B. Wenn B eine endliche Transzen-
denzbasis iiber A besitzt, so ist der Transzendenzgrad von B iiber A die Anzahl der Elemente
dieser Basis. Andernfalls ist der Transzendenzgrad oo.
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4. Noethersche Normalisierung

LEMMA 8.27. Sei k ein unendlicher Kéorper, n € N, und sei p € k[t1,...,t,] mit p # 0. Dann
gibt es ein v € k™ mit p(v) # 0.

Beweis: Wir verwenden Induktion nach n. Falls n = 1, ist p ein Polynom in einer Variablen, das
nicht das Nullpolynom ist. Ein solches Polynom hat nur endlich viele Nullstellen; da k£ unendlich
ist, bleibt also eine Nichtnullstelle iibrig. Falls n > 1, so schreiben wir mit [ := deg, (p)

l
p = Zpl(tla s 7tn—1)t;-

1=0

Nun hat p; nach Induktionsvoraussetzung eine Nichtnullstelle (vy, ..., v,_1). Das Polynom

!
p = Zﬁ(vl, e Up )T
=0

in k[t] ist also nicht das Nullpolynom, da sein Koeffizient vom Grad [ ungleich 0 ist. Ein
univariates Polynom, das nicht das Nullpolynom ist, hat nur endlich viele Nullstellen; es bleibt
vom unendlichen Kérper k also eine Nichtnullstelle v, tibrig. Der Vektor (vy,...,v,) ist also

dann eine Nichtnullstelle von p. O

LEMMA 8.28. Sei k ein Korper, und sei B ein kommutativer Ring mit Eins mit k < B. Sei
neN, z = (xy,...,z,) eine Folge von Elementen aus B, und sei p € klty, ..., t,] so, dass

p(x1, ..., 2,) =0

und p # 0. Dann gibt es Polynome fa, ..., fu € k[t1,.. ., ty] und g1, ..., g, € k[t1, ..., t,], sodass
folgendes gilt:

(1) xy dst ganz iiber k[f2(x), ..., fu(x)],
(2) Fir alle j € {1,...,n} gilt

tj :gj(tl,fg(tl,...,tn),...,fn<t1,...,tn>>.
(Das bedeutet, dass k[fo(x), ..., fu(z), 2] = k[z1,...,2.].)

Wenn k unendlich ist, so kann man alle f; linear wdhlen.

Beweis: Wir betrachten zunéchst den Fall, dass k£ unendlich ist. Sei I eine endliche Teilmenge
von Ny, und sei (¢; | i € I) : I — k so, dass

p= Z Cliv, ... i)ttt

Fiir ein passendes (ao, ..., a,) € k"1 gilt nun, dass das Polynom

q(tl, c. ,tn) = p(tl,tg -+ Oégtl, e ,tn + Oéntl)
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von der Form byt + Zi]\:ol bi(ta, ..., t,)t mit by € k, b; € k[ta, ..., t,] ist. Um das zu zeigen,

bilden wir ein Polynom ¢ in k[ty, ..., t,, ao, ..., ay].

q, = p(tlatQ +a2t17 ce 7tn + a/ntl)

= Y clin,. i)t (b agty)? - (B + agty)

Sei N der totale Grad von p. Dann erhalten wir den Koeffizienten K von t in ¢’ durch

_ : N i
K = E ity ... ip)aas - a".
(il,‘..,in)GI
i1 tin=N

Das Polynom K € kfas,...,a,] ist nicht das Nullpolynom, also gibt es nach Lemma 8.27 ein
(g, ...,0p) € k"1, sodass K(aa,...,a,) # 0. Das Polynom ¢ := ¢'(t1,...,tn, 2, ..., ) ist
also ein Polynom in k[ty, ... ,t,], das von der Form byt + STV 1V by(ty, ... 1)t ist.

Es gilt
(1, w9 — Q1. .., Ty — apzy) = 0.

Das bedeutet

N-1
N T i
byzy + E bi(xe — oy, ..., T, — ayry)z] = 0.

i=0

Also ist z1 ganz iiber k[zy — aoy, ..., T, — ape]. Somit leisten f; := x; — ajzy und g1 := ¢4,
g;j = x; + a;x; das Gewiinschte.

Wenn k endlich ist, so kann man g; := t; + ¥ mit d > max{i; | i € I,j € {1,...,n}} und
fji=t; — t¥" wihlen. O

SATZ 8.29 (Noethersche Normalisierung). Sei k ein Korper, sei B ein kommutativer Ring
mit Eins mit k < B, und seien xi,...,x, € B so, dass k[z1,...,x,] = B. Dann gibt es
r€{0,....,n} und fi,..., fn €k[t1,... ta], sodass firy; == fi(x1,...,7,) gilt:

(1) (y1,.-.,y) ist algebraisch unabhdingig tiber k,
(2) B ist ganz iber klyi, ..., y].

Beweis: Induktion nach n. Wenn (z1, ..., x,) algebraisch unabhéngig ist, so gilt fiir 7 :== n und
fi=t; (j €{l,...,n}) das Gewiinschte.

Wenn & = (z1,...,x,) algebraisch abhingig ist, so gibt es ein p € k[ty,...,t,] mit p # 0,
sodass
p(z1,...,x,) =0.

Daher gibt es nach Lemma 828 fi,...,f,.1 € k[t1,...,t,], sodass x, ganz iiber
E[fi(z1, ... 20), . fa—1(z1, ..., 2,)] ist, und

FIfi(@),.., Foi(@), 2] = B.
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Nach Induktionsvoraussetzung gibt es nun g¢i,...,9, € klti,...,t,_1], sodass
klfi(x),..., fo_1(x)] ganz tiber

Klgi(fu(z), o faa(2), - 5 (fa(2), - faa ()]
ist
Fir h; = g;(f1,..., fu—1) € E[t1, ..., t,] gilt also:
E[fi(x),..., fu_i()] ist ganz iiber k[hi(x), ..., h.(z)].

Da z,, ganz iiber

k[[fl(w)> ce fn—l(w)]]

ist, gilt:
E[fi(x),..., fo_i(2)][z.] ist ganz iiber k[hi(x),..., h.(z)].

Folglich ist B ganz iiber k[hi(x), ..., h.(z)]. O

UBUNGSAUFGABEN 8.30

(1) Finden Sie eine Noethersche Normalisierung von R = Q|x,y, z]/I iiber Q, wobei I = (z° + zyz + 1).
Finden Sie also r € Ny und y1, ...,y € R, sodass (yi,...,y,) algebraisch unabhéingig ist und R ganz

iiber Q[y1,--.,y] ist.

(2) Finden Sie eine Noethersche Normalisierung von R = Q[z,y, 2]/ iiber Q, wobei I = (zxyz + 1).
Hinweis: Zeigen Sie, dass R ganz iiber Q[(y — ) + I, (z — ) + I] ist. Um zu zeigen, dass ((y — z) +
I,(z — z) + I) algebraisch unabhéngig ist, verwenden Sie, dass (z + I,y + I) eine Transzendenzbasis
von R iiber Q ist.

5. Der Hilbertsche Nullstellensatz

SaTz 8.31 (Hilberts Nullstellensatz — Schwache Form). Sei k ein Kdrper, und sei I ein Ideal
von klty,...,t,] mit 1 & I. Dann gibt es eine algebraische Kdorpererweiterung K von k und

x € K", sodass fir alle f € I gilt: f(x) = 0.

Beweis: Sei M ein maximales Ideal von kl[ty, ..., t,] mit I C M # k[t], und sei K := k[t]/M. K
ist ein Korper, und (z1,...,x,) := (t1 + M, ..., t, + M) ist eine Nullstelle aller Polynome in I.
Es bleibt zu zeigen, dass K algebraisch iiber k ist: Seien dazur € {0,...,n} und y1,...,y, € K
so, dass K ganz iiber k[yy, ..., y.] ist, und (y1,...,y.) algebraisch unabhéngig ist. Wenn r = 0,
so ist K ganz iiber k, also algebraisch. Wenn r > 1, so gilt wegen der Unabhéngigkeit der y;,
dass y; # 0+ M. Also gibt es ein z; € K mit z; -y; = 1+ M. Da z; ganz iiber kfyy, ..., y.] ist,
gibt esm € Nund fi,..., fru_1 € k[tq, ..., t,.], sodass

m—1

2T+Zﬁ(y1,...,yr)zi =0+ M.

=0
Durch Multiplikation mit y{* erhalten wir

m—1

L+ filyr, oy )y ™ =0+ M.

1=0
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Das Polynom g € klty,...,t,], das durch
m—1

g = 1+ Z f’i(tla s 7t7‘)t;n7i

=0

gegeben ist, erfiillt g # 0 und g(ys,...,y,) = 0. Dann ist (y,...,y,) algebraisch abhéangig. O

SaTz 8.32 (Grundlage des automatischen Beweisens geometrischer Sétze). Sei k ein algebraisch
abgeschlossener Korper, seienn € N, r;s € Ny,
fi,ooos fsshay oo hyy g € Kfty, ... t,]. Dann sind dquivalent:

(1) Fir alle € k™ gilt:

(filw) == f(x) =0, hi(z) #0,...,h(z) #0) = g(z) = 0.
(2) 1 liegt in dem von

(fl;"'afsahl'ul_lw--vhr'u'r‘_]-ag'v_l)

erzeugten Ideal von k[ty, ... ty,uy, ..., Up, v].

Beweis: (1)=(2): Wenn 1 nicht in dem Ideal liegt, so haben die Polynome nach Satz 8.31 eine
Nullstelle (z,y, z) in k""" Es gilt dann fi(z) = ... = fi(x) = 0,hi(x) #0,...,h.(x) #
0,9(zx) # 0, im Widerspruch zu (1). (2)=-(1): Wenn & € k" soist, dass fi(z) = ... = fi(x) =0,
hi(xz) #0, ..., h.(x) # 0, und g(x) # 0, so hat jedes Polynom in der Erzeugermenge des Ideals

1 1

die Nullstelle (x1,...,Zn, Y1, .-, Yr, 2), Wobei y; := e und z := O Somit hat auch 1 diese

Nullstelle, ein Widerspruch. ([l

SaTz 8.33 (Rabinowitschs Trick). Sei k ein Kérper, s,n € N, und seien fi,...,fs €

k[t1,...,t,]. Dann sind dquivalent:

(1) g € V/{frs-o s fuy-

(2) le <f17---7fs>g'u_ 1>k[t,u}

Beweis: (1)=(2). Sei I := (f1,..., fs; g 1 — 1) Wegen (1) gibt es ein r € N, sodass g" € I.
Folglich gilt auch ¢"-u" € [. Dag-u=1 (mod I), gilt auch (g-«)" = 1" (mod ), und somit
1e1. (2)=(1) Wenn g = 0, so liegt g klarerweise im Radikal. Wenn g # 0, so gibt es Polynome
ai,...,as,b € k[t,u], sodass

s

> ailty, -t u) filty ) F (bt u) (gt ) cu— 1) =1

i=1
Wir werten jetzt beide Seiten im rationalen Funktionenkorper Q(k[z1,...,2,]) an der Stelle
(X1, ..., Tn, m) aus, und erhalten

S

Zai(xl,...,xn,l/g(:pl,...,mn))fi(atl,...,xn) = 1.

i=1

Es gibt nun » € Nund hy, ..., hs € k[xy, ..., z,], sodass

hi(l’l,...,[)’}n)
gy, ... xy)"

Dann liegt ¢" in dem von (f1,..., fs) erzeugten Ideal von k[ty, ..., t,].

ai(x1, ..., Tn, 1/g(x1,. .. 2,)) =
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SAaTz 8.34 (Hilberts Nullstellensatz — Starke Form). Sei k ein algebraisch abgeschlossener
Korper, sei n € N, und seien f1,...,fs € k[ty,...,t,]. Wenn fir alle x € k™ mit fi(x) =
.= fo(x) =0 gilt, dass g(x) = 0, so liegt g im Radikal von (fi, ... T k-

Beweis: Sei u eine neue Variable. fi = ... = f, =0, g-u = 1 ist unlosbar, also gilt wegen der
schwachen Form des Nullstellensatzes 1 € (f1,..., fs, - u — 1)gt.). Also liegt nach dem Satz
von Rabinowitsch (Satz 8.33) g im Radikal von (f1,..., fo)r- O

6. Ein Satz iiber injektive und surjektive polynomiale Abbildungen

Wir beweisen in dieser Sektion den folgenden erstaunlichen Satz.

SaTz 8.35 (Satz von Ax und Grothendieck [Ax68]). Sei k ein algebraisch abgeschlossener
Korper, n € N, fi,...,fn € klt1,...,t,] so, dass die Abbildung F : k™ — k", (xq,...,x,)
(fi(x), fa(x), ..., fo(x)) injektiv ist. Dann ist F' auch surjektiv.

Wir brauchen fiir diesen Satz einige einfache Lemmata.

LEMMA 8.36. Seien A, B kommutative Ringe mit Fins mit A < B, und sei x € B algebraisch
iiber A. Dann gibt es a € A\ {0}, sodass ax ganz iber A ist.

Beweis: Sei p =Y i a;t" so, dass a, # 0 und p(z) = 0. Dann gilt
n
=a"t. Z a;x’
i=0
n—1
=ayz" + Z a;a’ " talat.
i=0

Folglich gilt fiir ¢ := " + S0~ a;a? 't dass ¢(anz) = 0. O

LEMMA 8.37. Sei D ein faktorieller Integrititsbereich, sei Q(D) sein Quotientenkérper, und
sei © € Q(D) ganz iber D. Dann gilt x € D.

Beweis: Sei x = ¥ mit y,2 € D so, dass y, z keinen primen Teiler gemeinsam haben. Wenn z in
D invertierbar ist, so gilt x = y-i(z) € D. Wenn z in D nicht invertierbar ist, gibt es ein primes
p € D mit p | z. Es gilt dann p { y. Seien a,_1,...,a, € D so, dass (£)" + 3", az( )t = 0.
Dann gilt y" = — >~ 01 y'2"* und somit z | y" und somit p | y™. Da p prim ist, gilt p | y.
Widerspruch. O

LEMMA 8.38. Seien A, B kommutative Ringe mit Fins mit A < B, sei B ganz tiber A, und
seien by,...,b, € B so, dass B = Alby,...,b,]. Sei I ein Ideal von A. Wir nehmen an, dass
(I)p = B. Dann gilt I = A.

Beweisskizze: Durch wiederholte Anwendung von Satz 8.7 erhalten wir m € Nund x4, ..., 2, €
B,sodass t;y =1lund B=3Y " A ;.



58 8. RINGERWEITERUNGEN

Wir zeigen nun, dass es fiir jedes y € B Elemente i1, ... ,1%,, € I gibt, sodass
=1

Wegen y € (I)p gibtesr € N, by,...,b. € Bund ji,...,j, € I, sodass y = Y ,_, beji. Da by €

Doy Ay, gibtoes agy, ..oy apm € A, sodass y =30 (300 akim) e = D00 (D ks akadk) T
Wir setzen nun 4; := 22:1 a1 jk, und erhalten so die Darstellung in (8.9).

Aus dieser Darstellung fiir y € {z1,...,z,,} erhalten wir eine Matrix T" € I"™*"™ sodass
I T
—T. :
T T

Da z; = 1, erhalten wir det(E,, —T) = 0. Wenn wir diese Gleichung im Faktorring A/I
betrachten, so gilt 1 =0 (mod 7). Also gilt 1 € I. O

LEMMA 8.39. Sei k ein endlicher Korper, und sei B ein kommutativer Ring mit Eins mit
k < B. Wir nehmen an, dass esn € Ny und 1, ...,x, € B gibt mit B = k[xq,...,x,]. Dann
hat B ein Ideal J mit J # B, sodass B/J nur endlich viele Elemente hat.

Beweis: Nach Satz 8.29 gibt es r € Ny und %y,...,y. € B, sodass (y,...,¥,) algebraisch
unabhéngig iiber k sind, und B ganz iiber kfyi,...,y.] ist. Da k[yi,...,y.] isomorph zum
Polynomring k[t,...,t,] ist, gilt fir das von {y1,...,y,} erzeugte Ideal I von k[y1,...,y.],
dass 1 ¢ I. Nach Lemma 8.38 (fiir A := k[yi,...,y]) gilt daher auch fiir das von {y1,...,y,}
erzeugte Ideal J von B, dass 1 ¢ J. Dal & J, gilt kNJ = {0}. Folglich ist &' := {a+J | a € k}
zu ein zu k isomorpher Unterring von B/J. Wir wissen, dass fiir jedes i € {1,...,n} das Element
x; ganz iber k[yi, ..., y,] sind. Folglich ist jedes z; + J ganz iiber k[yi,...,y.]/J = k'. Wegen
B = k[x,...,x,] gilt auch B/J = K'[xy + J,...,z, + J]. Sei d; der Grad eines Polynoms p;
in &'[t] mit fithrendem Koeffizienten 1 und p;(z; + J) = 0. Daher lésst sich jedes Element von
B/J in der Form (@ + )0 (2, + J)™ mit allen o, € k" schreiben.

'i1<d1 ,,,,, Zn<dn 7777

Somit hat B/J nur endlich viele Elemente. O

.....

LEMMA 8.40. Sei B ein Integrititsbereich mit 72 < B, und seien x1,...,x, € B so, dass
B =Z[x,...,xz,]. Dann hat B ein Ideal J mit J # B, sodass B/J nur endlich viele Elemente
hat.

Beweis: Sei Y =: (yi, ..., y,) eine maximale Teilfolge von (x1, ..., z,) mit der Eigenschaft, dass
Y algebraisch unabhéngig iiber Z ist. Dann ist nach Satz 8.22 jedes x; algebraisch tiber Z[Y].
Also gibt es wegen Lemma 8.36 q1,...,q, € Z[Y] \ {0}, sodass jedes g;x; ganz iiber Z[Y] ist.
Sel ¢ :=q1q2 -+ qn. In Q(B) gilt B = Z[xy, ..., x,] < Z[Y][q121, - - ,qnxn]][[%]].
Da ¢ € Z[Y] und da Y algebraisch unabhéngig iiber Z ist, gibt es genau ein ¢’ € Zl[ty,...,t,]
mit ¢ = ¢'(y1,-..,y,). Sei p eine Primzahl, die zumindest einen Koeffizienten von ¢’ nicht teilt.
Wir zeigen nun, dass p in B nicht invertierbar ist. Nehmen wir an, dass es i(p) € B gibt, sodass

i(p) - p = 1. Dann gilt i(p) € F[[ﬂ mit F = Z[Y][q21, - . ., gu2,]. Somit gibt es m € N und
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fo,- -, fm € F, sodass

und somit ¢" - i(p) = Y iv, fig™ " € F. Wir betrachten nun das Element % € Q(B). Wegen
g i(p)p = q™, gilt ¢ -i(p) = L-. Nun gilt ¢ € Z[Y] und p € Z[Y]. Also gilt - € Q(Z[Y]).
Da F ganz iiber Z[YT] ist, ist % ganz iiber Z[Y]. Da Z[Y] isomorph zu Z[t, . .., t,] und somit
faktoriell ist, gilt wegen Lemma 8.37 auch % € Z[Y]. Daher teilt p alle Koeffizienten von (¢’)™.
Folglich teilt p auch alle Koeffizienten von ¢/, im Widerspruch zur Wahl von p. Somit ist p in

B nicht invertierbar.

Sei I das von p erzeugte Ideal von B. Dann gilt INZ = p-Z. Sei k' := {z+1 | z € Z}. Dann ist
k' ein Korper mit p Elementen, und es gilt B/I = k'[z1 + I,...,x, + I]. Wegen Lemma 8.39
hat B/I ein Ideal K, sodass (B/I)/K endlich ist. Sei J := [J,pep b + 1. Dann ist B/J
isomorph zu (B/I)/K, und somit endlich. O

KOROLLAR 8.41.

(1) Sei R ein endlich erzeugter kommutativer Ring mit Eins. Dann hat R ein Ideal J mit
1 & J, sodass R/J ein endlicher Ring ist.
(2) Ein Korper K, der als Ring endlich erzeugt ist, ist endlich.

Beweis: Wir beweisen zunéchst (2). Der von 1 erzeugte Unterring von K ist ein Integritdtsbe-
reich, also isomorph zu Z, mit p Primzahl, oder zu Z. Nun ergibt Lemma 8.39 oder Lemma 8.40,
dass K ein Ideal J mit J # K besitzt, modulo dem K endlich ist. Als Korper besitzt K nur die
Ideale 0 und K, also gilt J = 0 und K ist endlich. Fiir (1) wihlen wir ein maximales Ideal M
von R. Dann ist K := R/M ein durch endlich viele Elemente erzeugter Korper, also nach (2)
endlich. U

Beweis von Satz 8.35: Wir nehmen an, dass F' injektiv und nicht surjektiv ist. Da F' injektiv ist,
gibt es nach dem Nullstellensatz fiir jedes i € {1,...,n} ein m; € N und Polynome py,...,p, €
klxy, ..., Tn, Y1, ..., Yn) = k[x, y], sodass

(8.10) (2 = wi)™ = D _pi(@,y) - (fi(=) = f().

Da F' nicht surjektiv ist, gibt es ein (a4, ..., a,), das nicht im Bildbereich von F' liegt. Folglich
gibt es wegen des Nullstellensatzes q1, ..., g, € k[t1,...,t,], sodass

(8.11) 1:qu(t)-(fj(t1,...,tn)—aj).

Sei nun B der von 1 und den Koeffizienten von p;, f;,q; (j € {1,...,n}) und a4, ..., a, erzeugte
Unterring von k. Nach Korollar 8.41 hat B ein Ideal J # B, sodass B/J ein endlicher Korper
ist. Wir betrachten nun die Abbildung

Foo (B)I)" s (B)I), (21, s 2) o (Fi(2)s s fal2)).
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Wegen (8.11) gibt es kein z € (B/J)", sodass Fi(z) = (a1 +J,...,a,+J). Wegen (8.10) ist die
Abbildung F} injektiv. Die Abbildung F} ist also injektiv und nicht surjektiv, im Widerspruch
zur Endlichkeit von B/J. Somit kann es keine injektive und nicht surjektive Abbildung F
geben; jede injektive Abbildung F': k™ — k™ ist also surjektiv. U

7. Unterkorper des Korpers univariater rationaler Funktionen

LeEMMA 8.42. Sei K ein Korper, und seien p,q € K[t] mit ggT py(p, q) = 1. Sei K(Z) der von
§ erzeugte Unterkorper von K(t). Sei m := deg(p),n := deg(q). Wenn max(m,n) > 1, so ist
K(t) algebraisch iber K (%), und es gilt [K(t) : K(2)] = max(m,n).

Beweis: Wir definieren ein Polynom f € K(t)[z] durch f(z) := q(z) - f]% — p(z). Es gilt
f e K(®)[z] und f(t) = 0. Wenn m > n, so ist der filhrende Koeffizient von f gleich —pyn,
wenn m < n, so ist der fithrende Koeffizient von f gleich —qn’é. In jedem dieser beiden Félle
ist der Grad von f gleich max(m,n). Wenn m = n, so gilt fiir den Koeffizienten f,, von " in
f, dass f, = p, — }—;qn. Wenn f,, = 0, so gilt Z—: = 150‘ Dann gilt wegen ggT;(p,¢) = 1, dass
degp = deg ¢ = 0, im Widerspruch zu max(m,n) > 1. Insgesamt gilt also deg(f) = max(m,n).

Wir zeigen nun, dass f ein irreduzibles Polynom in K(2)[z] ist. Der Korper K(?) ist isomorph
zum Korper K (s). Es reicht also zu zeigen, dass f = q(z)s — p(x) irreduzibel iiber K(s) ist.
Sei dazu a ein Teiler von f in K (s)[z] mit deg,(a) > 1. Wir nehmen an, dass a ein primitives
Element des Rings K[s] [z] ist. Da a | f in K(s)[z], gilt wegen Satz 4.14 auch a | f in K|[s][x].
Folglich gilt deg,(a) € {0,1}. Wenn deg,(a) = 0, so gilt a|g und a|p in K|[z], also deg,(a) = 0,
im Widerspruch zu deg(a) > 1. Wenn deg,(a) = 1, so schreiben wir a = ay(z)s + ag(z). Es
gibt dann b € K[z] mit a-b = f. Dann gilt b|p und b|q, folglich ist b konstant, und somit
deg,(a) = deg,(f). Damit hat f in K(s)[x] keine Teiler, deren Grad verschieden von 0 und von
deg, (f) ist, und ist somit irreduzibel iiber K (s). O

SATz 8.43 (Satz von Liiroth). Sei K ein Korper, und sei L ein Unterkirper des Korpers K (t)
mit L # K. Dann ist L isomorph zu K (t).

Beweisidee: Siehe [Gar86, p. 145]. Wir geben hier so viel vom Beweis an, wie fiir die algo-
rithmische Bestimmung eines u € K(t) mit K(u) = L nétig ist. Sei s € L\ K. Dann gibt es
Polynome p,q € K[t] \ {0}, sodass s = %, und ggTy(p,q) = 1. Da s ¢ K, ist t algebraisch
iiber K(s), und folglich auch iiber L.

Sei nun m € L[x] das Minimalpolynom von ¢ iiber L, und sei n sein Grad. Wegen m € L[z] C
K(t)[z] gibt es po, ..., Pn-1,0,-- -, qn—1 € K[t], sodass alle % in L liegen, und

n—1

i(t)
m=az" + p<)x’.

i=0 ai(t)
Durch Multiplikation mit go(t) - g,—1(t) und Herausziehen des grofiten gemeinsamen Teilers der
Koeffizienten erhalten wir § € K(t) \ {0} und ay, ..., a, € K[t] mit Sm = f und

f= Z a;(t) 2,
=0
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sodass f ein primitives Polynom in Kt] [z] ist. Wegen 8 = a, gilt a,2* = a;, und somit &+ € L
fiir alle i € {1,...,n—1}. Zumindest ein ;* liegt nicht in K: denn wiéren alle ;- Elemente von
K, so ldge das Minimalpolynom m von ¢ iiber L in K[z], und ¢ wére algebraisch iiber K. Wir

wihlen nun 7 so, dass # ¢ K, setzen u := . Man kann dann zeigen, dass K(u) = L.
n

n
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KAPITEL 9

Resultants

Resultants reduce some problems on polynomials to linear algebra. Let R be a commutative
ring with unit, let m € N, and let R.,,,[x] be the R-module of univariate polynomials over R
of degree less then m. Let f,g € R[z] with deg(f) < m, deg(g) < n. We define a mapping

®: R_,[z] X Rep|z] = Repimlz]
by ®(v,w) = fv + gw. Let

B = ((z"1,0),...,(z%0),(0,2™71),...,(0,2°)),
C = (amtt 0 20).

For (v,w) € Replz] X Reml], let (v, w)p be the coordinates of (v, w) with respect to B, and
for u € Repym|x] let (u)e be the coordinates of u with respect to C. The Sylvester matriz is
the transpose of the representation matrix of ® with respect to B and C', and hence defined by
the identity

Syl (f )" - (v,w)p = (fo+ gw)c.
The resultant of f and g is defined by res™"l(f, g) := det(Syl[m’”](f, 9))-
As an example, let f := 2* — 1123 4+ 4222 — 642 + 32, g = 22 — 8x + 15. Let m = 4,n = 2. Then

1 —11 42 —64 32 0
0 1 —11 42 —64 32
1 -8 15 0 0 0
Sy (f,9) = 0 1 -8 15 0 0
0O 0 1 -8 15 0
0

0 0 1 -8 15

For f = fox™+- -+ frn2® and g = goz" +- - -+ ¢,2°, the Sylvester matrix is an (n+m) x (n+m)-
matrix of the following form:

foocri i fm

fo o ool fm
Syl[m’n}(f,g): Jgo - - GOn

THEOREM 9.1. Let R be a commutative ring, let m,n € N, and let f, g € Rlx| with deg(f) < m,
deg(g) < n. Then res™™(f, g)a® lies in the ideal of R[x] generated by f and g.
64
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Proof: Let S := Syl™"(f ¢). Since $*1S = rest™(f g) I ., we have ST -y =
(0,...,0,res™™(f g))", where y is the last row of S*!. Let v,w be polynomials in R[z]
with (v,w)p = y. Then (0,...,0,res!™"(f,g))7 = STy = (fv + gw)c, and therefore
fv+ gw = rest™™(f, g)a”. O

THEOREM 9.2. Let k be a field, let m,n € N, and let f =>"1" fmix" and g =Y\ gn—ix’ be
polynomials in k[x] with fo # 0 or go # 0. Then f, g have a common divisor d € k|x] of positive
degree if and only if res™"(f, g) = 0.

PRrROOF. If d is a divisor of positive degree, then f(g/d) — g(f/d) = 0 and deg(f/d) < m,
deg(g/d) < n. Hence Syl"™"(f, )T (g/d, —f/d) g = 0. Thus the rows of Syl™"(f, g) are linearly
dependent, and hence the determinant of this matrix is 0.

For the “if” direction, we assume det(Syl™"(f,¢)) = 0. Then the rows of Syl™"(f, g) are
linearly dependent, and therefore there is y € k™™™ with y # 0 and Syl™"(/, g)T -y =0. Let
a € keylz], b € kepy[x] with (a,b)p = y. Then

(9.1) fa+gb=0

and (a # 0 or b # 0). Let d be the ged of f and g in k[z].

Case fy # 0: Then f/d divides (g/d)b, and since f/d and g/d are coprime, f/d divides b.
If b =0, we have fa = 0 and thus a = 0, a contradiction. If b # 0, we have deg(f/d) =
deg(f) — deg(d) < deg(b) < m, and thus deg(d) > 1.

Case gy # 0: Then g¢/d divides (f/d)a, and since f/d and g/d are coprime, g/d divides a.
Hence deg(g/d) < deg(a) < n, which implies deg(d) > 0. O

LEMMA 9.3. Let R be the polynomial ring Zlay, . .., am,b1,...,b,], and let f = T[~,(x — a;)
and g = [[_,(z — b;) € R[z]. Then res™"l(f, g) = I a; — b;j).

j=1 i-j)emxn
Proof: By expanding [[;_,(z — a;) and [[}_, (¢ — b;) and computing the resultant, we obtain
r € Z[ay,. .., am, b1, ... by with r(aq,...,qm, B, ..., Bn) = rest™(f, g). By Theorem 9.2, for
all (a1, ,am, B1,..., ) € C™™ i € m, j € n with a; = B;, we have (@, 8) = 0. Hilbert’s
Nullstellensatz implies that for all i, j, we have r € , /{a; — bj)«:[a,b}- Since the total degree of
a; —b; is 1, the polynomial a; — b; is irreducible in Clay, . .., @y, b1, . . ., b,]. Thus a; — b; divides
rin Clay, ..., am, by, ..., b,]. Since Clay, ..., am, by, ..., b,] is a unique factorisation domain and
—b;) | r.

all mn polynomials a; — b; are coprime, we have H(i, j)EmXﬂ(ai

Let | € m. When computing r = res!™"™([](z — a;), [](z — b;)), we see that a; occurs in n rows
of Syl™™ (TT(z—as), [](x—b;)), and in each entry of the Sylvester matrix, a; occurs with degree
a; — bj),
we see that ¢ has degree 0 in each of its variables, and must therefore by a constant in k. It

1. Hence deg,,(r) < n. Similarly, deg, < m for all [ € n. Writing r = ¢ - [],

i,j)Eng(

remains to prove that ¢ = 1. To this end, we set ag = ... =a,, =0and by =... =10, = 1. The
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matrix Syl™" (2™ (z —1)") is equal to

1 0 0
1 o e 0
* x (=)
and therefore res™" (2™, (z — 1)") = (—1)™". This implies ¢ = 1. [

THEOREM 94. Let R be a commutative ring with wunit, let m,n € N,
f079070517“'705m7517"'7/811 € R with f = fOH;’il<x - ai) and g = gOH?:l(x - 51)
Then rest™(f, 9) = f3.95" T yemxn(@i = Bi)-

Let S be the subring generated by {«; | i € m}Up; | j € n}. Then S is a homomorphic image of
Zlay, ..., Gy, by, ..., by] via the homomorphism given by ¢(a;) = o; and ¢(b;) = ;. Applying
this homomorphism to the result of Lemma 9.3, we obtain res™"([T",(z — a), [T\, (z —
Bi)) = I jyemxn(ci — B;). Since the coefficients of f appear in n rows of the Sylvester matrix,
multiplying [, (z — o;) with f, leads to a multiplication of the resultant with f'. A similar
argument for gy yields the result. 0]

UBUNGSAUFGABEN 9.5

(1) Let f:=a* — 1123 + 4222 — 642 + 32, g := 2% — 8z + 15. Find v, w € Z[z] such that fv + gw = 242°.

1-11 42 —64 32 0 1667 —2085 —1643 7278 —10080 4448

0 1 —11 42 —64 32 139 555 —139 —114 1440 —1184

o o_ |18 15 0 o0 o ad _ | —37 435 37 —546 1440 —928 4,2 _

Hint: S= {07 2% 15 0 o0 |5 =1 22 195 29 —os2 o672 —416 |- resl ](f» g) = 24.
00 1 -8 15 0 ~13 75 13 —114 264 —160

00 0 1 —815 -5 27 5 —42 96  —56
(2) Using resultants, find a polynomial f in {ap + bq | a,b € Q[z,y]} N Q[y] with f # 0.

p=ay+2zy, q=22%+zy+1.
For the following problems, we set
B = ((z"%0),...,(z°0),(0,2m1),...,(0,2")),
C = (zmtnl . 20).

(3) Let k be a field, m,n € N, deg(f) = m, deg(g) = n, and let d be the ged of f and g in k[z]. Show
that the row space of Syl™" (f,g) is equal to

{(p)c | P € k<man|z], p lies in the ideal of k[z] generated by f, g},

and also equal to
{()c | p € kamenlz], d| p}.

(4) Let k be a field, m,n € N, f, g € k[z] with deg(f) = m, deg(g) = n, and let d be the ged of f and g
in k[z]. Show that the rank of Syl™™(f, g) is m + n — deg(d).

(5) (Ged-computation via linear algebra) Let k be a field, m,n € N, f,g € k[z] with deg(f) = m,
deg(g) = n, and let d be the ged of f and g in k[z]. Let H be a matrix in row echelon form such that
the row space of H is equal to the row space of Syll™™ (f,g9). (For example, H could be the Hermite
normal form of Syl[m’”] (f,g).) Show that the last nonzero row r of H contains the polynomial d (in
the sense 1 = (d)¢).
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Compute ged(z® — 223, 2* — 22 — 2) in Q] by finding a matrix in echelon form with the same row
space as the Sylvester matrix of these two polynomials.

Compute ged (223 + 52? — 4z — 3, 2% + 223 — 2 + 4z — 6) in Q[z] by finding a matrix in echelon form
with the same row space as the Sylvester matrix of these two polynomials.

Let k be a field of characteristic 0, let f € k[z] with deg(f) = m > 1, and let K be a field in which
f splits into linear factors. Show that f has a double root o € K (meaning that (z — «)? | f) if and
only if res™™=H(f ) = 0.

Give a criterion when x? + pz + ¢ € Q[z] has a double root in C.

Give a polynomial p € Cla, b, ¢, d] with p # 0 such that every matrix (: g) € C?*2 with p(a, B,7,8) #
0 is diagonalisable over C. Hint: It is sufficient that all eigenvalues are distinct.

In Q[z,y], the polynomials x and y have only constant common divisors. Nevertheless, there are no
a,b € Q[z,y] with 1 = az + by. Show the following statement:

If f, g € Q[z,y] have no nonconstant common divisor in Q[z, y], then there are a, b € Q[z, y]
with af +bg € Q[z] \ {0}.



KAPITEL 10

Grobnerbasen

1. Grundlagen aus der Mengenlehre und der Ordnungstheorie

Sei X eine Menge, und sei p eine natiirliche Zahl. Dann bezeichnen wir mit (i,f ) die Menge
aller p-elementigen Teilmengen von X, also

(g):{Y|YQXund Y| =p}.

SaTz 10.1 (Satz von Ramsey, [Ram?29]|). Sei X eine unendliche Menge, und seien p,t € N.
Sei F : (f) — {1,...,t}. Dann gibt es eine unendliche Teilmenge Y von X, sodass F auf

(};) konstant ist.

Beweis: Induktion nach p. Fiir p = 1 sehen wir, dass X = J._,{z € X | F({z}) = i}. Da X
also Vereinigung von ¢t Mengen ist, muss eine dieser Mengen unendlich sein. Diese unendliche
Menge ist das gesuchte Y.

Induktionsschritt: Sei p > 2, und sei F' eine Farbung der p-elementigen Teilmengen von X mit
t Farben. Fiir jedes a € X definieren wir eine Farbung G, der (p — 1)-elementigen Teilmengen
von X \ {a} durch

Go(M) := F(M U{a})

fiir alle M € (*\{*}). Nun definieren wir eine Folge (z;);en, aus X, und eine Folge (Y;);cn, von
Teilmengen von X. Wir definieren Y, := X, und wihlen z( als ein Element von X. Wir werden
nun die Folgen (z;);en, und (Y;);en, so definieren, dass jedes Y; eine unendliche Teilmenge von X
ist, und dass z; € Y;. Wir definieren die Folgen rekursiv. Sei dazu i € Ny. Da Y; \ {x;} unendlich
ist, gibt es nach Induktionsvoraussetzung eine unendliche Teilmenge Y;,; von Y; \ {z;}, sodass
alle (p — 1)-elementigen Teilmengen von Y;,; die gleiche Farbe unter der Farbung G, haben.
Das Element z;,; wihlen wir aus Y;;.

Wir betrachten nun die Menge
Z = {Q?l | 1€ No}

Fiir jede p-elementige Teilmenge A von Z definieren wir den kleinsten Index in A, ind(A), als
das kleinste j € Ny, sodass z; € A. Wir zeigen nun:

Fiir alle A, B € (%) mit ind(A) = ind(B) gilt F(A) = F(B).

Sei dazu ¢ := ind(A). Alle z; mit j > i liegen in Y;;;. Folglich ist A eine Teilmenge von
Y1 U{x;}. Ebenso ist B eine Teilmenge von Y; 1 U{z;}. Wegen der Konstruktion von Y;; ist
G, (A\{z;}) = G,,(B\ {x;}). Also gilt F(A) = F(B).

68
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Nun betrachten wir die Abbildung h : Ng — {1,...,t}, die durch

h(i) == F({zi, ..., Tisp-1})

fiir i € Ny definiert ist. Es gibt eine unendliche Teilmenge J von Ny, sodass h|; konstant ist.
Wir behaupten nun, dass

Vi={z;|jeJ}
die gewiinschten Eigenschaften erfiillt.

Seien dazu C' und D p-elementige Teilmengen von Y, und seien ¢; < --- < ¢, und d; <
- < dp so, dass C' = {&¢,,%cy, .-, 2e,} und D = {x4,,24,,...,24,}. Da ind(C) = ¢, =

ind({xcmxcﬁrlv oo 7x61+17*1}>7 gﬂt
F(O) = F({xcl7 Lep+1s -+ - 7-rc1+p71})

und ebenso

F(D) = F({xdnxdl-l—h s 7Id1+p—1}>'
Also gilt F(C) = h(c1) und F(D) = h(dy). Da z., in Y liegt, gilt ¢; € J; ebenso gilt d; € J,
und folglich h(c;) = h(d;). Also haben C' und D die gleiche Farbe. O

Eine geordnete Menge (M, <) erfiillt die (DCC) (absteigende Kettenbedingung, descending
chain condition), wenn es keine unendliche echt absteigende Folge m; > my > mg3 > .-+ von
Elementen aus M gibt. Zwei Elemente s,t € M sind unvergleichbar, wenn weder s < t noch
t < s gilt. Wir schreiben dafiir s || ¢. Eine Teilmenge 7" von M ist eine Antikette, wenn alle
t1,to € T mit t; # ty unvergleichbar sind.

Sei m € N. Auf Ny" definieren wir die Ordnungsrelation C. Seien @ = (a4,...,a,) und
b= (by,...,b,). Dann gilt a C b, wenn fiir alle i € {1,...,m} gilt: a; < b;. Wir betrachten
nun die geordnete Menge (Ny™, C).

LEMMA 10.2. Seim € N und sei S = (@' | i € N) eine Folge von Elementen aus No™. Dann
gibt es eine unendliche Folge t; < ty < --- wvon natirlichen Zahlen, sodass (a®) | i € N) eine
beziiglich T schwach monoton wachsende unendliche Teilfolge von S ist.

Beweis: Fiir i € Nund k € {1,...,m} bezeichnen wir die k-te Komponente von a? mit ak(f).

Wir farben nun jede 2-elementige Teilmenge {7, j} von N mit ¢ < j mit einer von 2™ Farben.
As Farben wihlen wir die Funktionen von {1, ..., m} nach {1,2}. Wir definieren nun die Farbe
C({i,j}) der Menge {4, j} durch

1 wenn a,gi) < a,gj ),

2 wenn a,gi) > a,ij ).

C{ig}) (k) = {

Nach dem Satz von Ramsey, Satz 10.1, hat N eine unendliche Teilmenge T, sodass alle 2-
elementigen Teilmengen von 7 die gleiche Farbe C' haben.

Wir zeigen nun, dass C'(k) = 1 fur alle k € {1,...,m} gilt. Nehmen wir an, es gibt ein k mit
C(k) = 2. Seien t; <ty < t3 < ... die Elemente von 7. Wenn C(k) = 2, dann gilt

a,,gtl) > a,ib) > a,it3) > e
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im Widerspruch dazu, dass (N, <) die (DCC) erfiillt.
Da also C'(k) = 1 fiir alle k, gilt a®) C a®) C a® C ..., O

SaTz 10.3 (Dicksons Lemma, cf. [Dicl3, Lemma A]). Sei m € N. Dann sind alle Antiketten
in (No™, ) endlich.

Beweis: Nach Lemma 10.2 kann (Ny™, C) keine unendliche Antikette enthalten. U

UBUNGSAUFGABEN 10.4

(1) (Satz von Ramsey) Zeigen Sie, dass jede reelle Zahlenfolge eine streng monoton fallende, eine streng
monoton steigende oder eine konstante (unendliche) Teilfolge enthilt.
Using Ramsey’s Theorem, prove that every sequence (z;);ecn of real numbers has a strictly monoto-
nically increasing, a strictly monotonically decreasing, or a constant subsequence. Hint: Colour the
two element subsets of N.

(2) (Geometrie) Wir nennen eine Teilmenge T von N x N eine Viertelebene, wenn es m,n € N gibt, sodass
T={(z,y) e NxN|z>mundy > n}.

Zeigen Sie, dass jede Vereinigung von beliebig vielen Viertelebenen eine Vereinigung von endlich vielen
Viertelebenen ist.

We call a subset T' of N x N a quarter plane if there are m,n € N such that T' = {(z,y) e Nx N |
2 > m and y > n}. Show that every union of arbitrary many quarter planes is a union of only finitely

many of these quarter planes.

DEFINITION 10.5. Eine Teilmenge I von Ny™ ist ein Ordnungsfilter, wenn fiir alle @ € I und
b € Ny mit a C b auch b € I gilt.

Fiir eine Teilmenge I von Ny™ bezeichnen wir mit M(I) die Menge aller minimalen Ele-
mente von /. Fiir eine Teilmenge M von N definieren wir U (M) durch U(M) = {a €
N | es gibt z € M, sodass z < a}. U(M) ist stets ein Ordnungsfilter.

LEMMA 10.6. Sei I C No™ ein Ordnungsfilter beziiglich C. Dann ist M(I) endlich, und es gilt
I=UM(I)).

Beweis: M(I) ist eine Antikette, und daher wegen des Dicksonschen Lemmas (Satz 10.3) end-
lich. Sei nun ¢ € I. Da (N, C) keine unendlich absteigenden Ketten hat, gibt es ein minimales
Element z € [ mit z < 4. Daher gilt 4 € U(M(I)). Da M(I) C I, erhalten wir die Inklusion
U(M(I)) C I unmittelbar aus der Tatsache, dass I ein Ordnungsfilter ist. O

SATZ 10.7. Let m € N. Dann hat die Menge Ni' keine unendliche aufsteigende Kette Uy C
Uy C Us... von Ordnungsfiltern.

Sei U := |J{U; | i € N}. Die Menge U ist ein Ordnungsfilter. Daher ist die Menge M(U) der
beziiglich T minimalen Elemente von U endlich. Es gibt also ein j € N, sodass M(U) C Uj.
Daher gilt U(M(U)) € U(U;), und folglich U C U;. O

UBUNGSAUFGABEN 10.8
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(1) Let (A, <) be a partially ordered set, and let ¢/ be the set of upward closed subsets of A. Show that
the following are equivalent:
(a) (A, <) has no infinite descending chain and no infinite antichain.
(b) (U, C) has no infinite ascending chain.

2. Multivariate Polynomdivision

DEFINITION 10.9. Sei n € N, und sei < eine Ordnung auf Ny". Die Ordnung < ist zuldssig,
wenn folgendes gilt:

(1) < ist linear.
(2) Fiir alle , 5 € Ny" mit a C 3 gilt auch o < 5.
(3) Fiir alle , 5,7 € Ny" mit o < 8 gilt auch o +~v < 8 + .

LEMMA 10.10. Sei n € N, und sei < eine zuldssige Ordnung auf No". Dann erfillt (Ny", <)
die (DCC).

Sei @l > a® > ... eine beziiglich < unendliche absteigende Kette in Ny". Nach Lemma 10.2
gibt es t1,t, € N mit t; < to, sodass a®) T a®). Da < zuldssig ist, gilt a®) < a() im
Widerspruch zu a®) > g(t2). O

DEFINITION 10.11. Sei k£ ein kommutativer Ring mit Eins, und sei R der Polynomring
klxy,...,z,). Fir a = (aq,...,a,) € Ny" definieren wir * durch
o ai | «

Tr =2 XL, .

DEFINITION 10.12. Sei n € N, sei k ein kommutativer Ring mit Eins, sei I eine endliche
Teilmenge von Ny", sei ¢ : I — k, sei

f= anma

ein Element von k[z,...,x,], und sei < eine zuléssige Ordnung auf Ny". Dann definieren wir
den Multigrad von f beziiglich < durch
DeG(f) :=(—1,...,—1), wenn f =0,

und
DEG(f) := max <{a € Ny" | ¢, # 0}, wenn [ # 0.

DEFINITION 10.13. Sei n € N, sei k ein kommutativer Ring mit Eins, und sei

f= Z CaZ”

aeNp™
ein Element von k[zy,...,x,] mit f # 0, und sei < eine zulédssige Ordnung von Ny". Sei v der
Multigrad von f. Dann definieren wir
LMm(f) = z7,
Le(f) = ¢,

Lr(f) = c,x".
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DEFINITION 10.14. Sei n € N, sei < eine zuldssige Ordnung von Ny", sei s € N, und seien

f7f17-~

. fs € k[ry,...,2,]. Eine Folge (ai,...,as1r) € klxy,...,2,]°"" ist eine Standarddar-

stellung von f durch (fi,..., fs) beziiglich <, wenn folgendes gilt:

(1)
(2)

(3)

f= 2;1 a; fi +r.

r = 0, oder es gibt eine endliche Teilmenge I von Ny", sodass
r= Z Cax®

gilt, und dass fiir alle « € I und alle i € {1,...,s} mit f; # 0 das Monom z“ kein
Vielfaches von LM(f;) ist.
Fir alle ¢ € {1, ..., s} gilt DEG(a;f;) < DEG(f).

Das Polynom r heifit auch Rest der Darstellung.

UBUNGSAUFGABEN 10.15

(1)

3)

Seien f,p,q € Q[z,y] gegeben durch

f = 23341
p = 1+43z+22%+2%y+ 23y
g = x4+ a2y

Wir ordnen die Monome lexikographisch mit > y. Finden Sie a1,as,7 € Q[x,y], sodass f =
a1 p + ag q + r, DEG(a1 p) < DEG(f), DEG(az2 ¢) < DEG(f) und kein Term in r ein Vielfaches von
Lt(p) oder Lr(g) ist.

Let f,p,q € Q[z,y] be defined by

f = 22341
p = 1+3z+22%+2%y+ 23y
g = 12+ 2%?

We order the monomials lexicographically with = > y. Find ay,as,r € Q[z,y] with f =ay p+asq+r,
DEG(a1 p) < DEG(f), DEG(azq) < DEG(f) such that no monomial in r is a multiple of LT(p) or
Lr(q).

Seien f,p,q € Q[x,y] gegeben durch

f — z3y2
p = 1+23y+32%°
q = 22%y+ 2%y’

Wir ordnen die Monome lexikographisch mit > y. Finden Sie a1,as,7 € Q|x,y], sodass f =
a1 p + ag q + r, DEG(a1 p) < DEG(f), DEG(az2 q¢) < DEG(f) und kein Term in r ein Vielfaches von
Lt(p) oder Lr(g) ist.

Let f,p,q € Q[z,y] be defined by

fo=a%
= 1423y +32%9°
q = 2%y + x2y?

We order the monomials lexicographically with z > y. Find a1, as,r € Q[z,y] with f = a1 p+asq+r,
DEG(ay p) < DEG(f), DEG(azq) < DEG(f) such that no monomial in r is a multiple of LT(p) or
L1(q).

Sei f =22y +2y® +42, fL =xy—1, fo = y?> — 1. Wir ordnen die Monome lexikographisch mit = > y.
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(a) Zeigen Sie, dass der Rest r bei einer Darstellung f = a; f1+a2 fo+7 wie in den vorigen Beispielen
nicht eindeutig bestimmt ist.
(b) Finden Sie ein Polynom im Ideal (fi, f2), das nicht das Nullpolynom ist und das keinen Term
enthilt, der ein Vielfaches von zy oder 32 ist.
Let f = 2%y +xy?> + 9%, fi = xzy — 1, fo = y?> — 1. We order the monomials lexicographically with
T >.
(a) Show that the remainder 7 in a standard expression f = ajf1 + aafo + 7 as in the previous
examples is not uniquely determined.
(b) Find a polynomial p # 0 in the ideal (f7, f2) that contains no term that is a multiple of zy or
Y2
(4) TIm folgenden Beispiel zeigen wir, dass der Rest der Division von f durch ein Hauptideal {f;) eindeutig
bestimmt ist. Zeigen Sie also: Sei < eine zuldssige Ordnung, sei k ein Korper, n € N, und seien
fif1 € k[zy,...,x,], f1 # 0. Seien a,b,r,s € klxy,...,2,] so, dass f = afi +r =bf1 +s. Wir
nehmen an, dass kein Term von r und kein Term von s durch Lr(f7) teilbar ist. Zeigen Sie r = s!

SaTz 10.16. Set n € N, sei < eine zulissige Ordnung von Ng", sei s € N, und seien
fofiy- oy fs € k[z1,...,2,]. Dann gibt es eine Standarddarstellung (aq, ..., as,r) von f durch

(fla"'afs)'

Beweis: Seien s € Nund fi,..., fs € k[xy,...,z,]. Wir zeigen nun, dass jedes Polynom f eine
Standarddarstellung durch (fi,..., fs) besitzt. Als zuldssige Ordnung erfiillt < die (DCC),
folglich enthélt jede nichtleere Teilmenge von Ny" ein beziiglich < minimales Element.

Sei nun f ein Polynom mit minimalem Multigrad (beziiglich <), das keine Standarddarstellung

durch (fy,..., fs) besitzt.
1. Fall: f =0:Da0=>""_, 0f;+0 eine Standarddarstellung ist, kann dieser Fall nicht eintreten.
2. Fall: f # 0: In diesem Fall gehen wir so vor: sei g € k[x] so, dass

f=1Lr(f)+g

Wir werden aus einer Standarddarstellung von g eine Standarddarstellung von f bauen. Dazu
unterscheiden wir zwei Félle.

2.1. Fall: Es gibt eini € {1,...,s}, sodass f; # 0 und LMm(f;)|LM(f): Dann gilt

Lr(f)
DEG(f — — ) < DEG(f).
( Lr(f;) ) )
Wegen der Minimalitéit von f gibt es by, ..., bs € k[x], sodass folgendes gilt:

Lr(f) . <
= Yot o

fir alle j € {1,...,s} gilt DEG(b; f;) < DEG(f — f;r((}‘)) fi), und kein Monomom in r ist durch
ein LM(f;) mit j € {1,..., s} teilbar.

f_

Dann gilt

F=0 >, bify)+ (b¢+ IE:EJ{%) fit+r
je{1,...,s}
i



74 10. GROBNERBASEN

Da DEea(b;f; + Lr(f) fi) hochstens gleich dem Multigrad eines der Summanden ist, und

Lr(f;)
DuG(b:f;) < DEG(f) und DEG(£HH f;) = DEG(f), ist
Lr(f)
(by,....bi_1, bi+ m, bit1,...,bs,7)

eine Standarddarstellung von f durch (fi,..., fs), im Widerspruch zur Wahl von f.

2.2. Fall: Es gibt keini € {1,...,s}, sodass f; # 0 und LM(f;)|LM(f): Es gilt DEG(f—Lr(f)) <
DEG(f). Wegen der Minimalitét von f besitzt f — Lr(f) eine Standarddarstellung

foLa(f) =3 bifs+r
=1
Da das Mononom LM(f) durch kein LM(f;) teilbar ist, ist
f=>_bifi+ (r+1Lr(f))
j=1

eine Standarddarstellung von f, im Widerspruch zur Wahl von F'. Folglich besitzt jedes Poly-
nom eine Standarddarstellung beziiglich (fi,. .., fs). O

3. Monomiale Ideale

DEFINITION 10.17. Sei n € N, sei k ein Korper, und sei I ein Ideal von k[z1, ..., x,]. Das Ideal
I ist monomial, wenn es eine Teilmenge A von Ny gibt, sodass [ = ({z | a € A}), .

SATz 10.18. Sein € N, sei k ein Korper, sei I ein monomiales Ideal von k[x, ..., x,], und sei
A CNy" so, dass
I={z"|a€A}l),-

Dann gibt es eine endliche Teilmenge B von A, sodass
I=({z"|Be B}>km :

Beweis: Wir nehmen an, es gibt keine solche endliche Teilmenge B von A. Wir wihlen o € A.
Nun konstruieren wir rekursiv eine Folge («; | i € N) aus A in folgender Weise: Sei i > 2. Es

gilt nun
{z |ae A} (™, ..., 2" ") -
Nehmen wir an, es gilt C: Dann gilt [ = (z®,..., %) Kz]’ im Widerspruch zur Annahme,

dass es keine solche endliche Teilmenge von A gibt. Wir wéhlen «; als ein o € A, sodass

& (..., a:"”'*l)k[w]

Wegen Lemma 10.2 gibt es nun £,/ in N mit £ < [ und o C ;. Dann gilt % €
(1. .., wal—1>k[z], im Widerspruch zur Wahl von «;. O

KoRoOLLAR 10.19. Sei n € N, sei k ein Korper, und sei I ein monomiales Ideal von
klx1,...,x,). Dann ist I endlich erzeugt.
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DEFINITION 10.20. Sei n € N, k ein Korper, und sei < eine zuldssige Ordnung auf Ny". Sei [

eine Teilmenge von k[z1, ..., z,]. Dann definieren wir
Lr(1) = {Le(f) | el f#£0).

SATZ 10.21. Sein € N, k ein Korper, und sei < eine zulissige Ordnung auf No". Sei I ein
Ideal von klzy, ..., x,]. Dann gibt es t € No und gi,...,g € I\ {0}, sodass (LT(I))y, =

(L1r(g1), - - -, L(9e)) o) -

Beweis: Sei J 1= (LT(I))(, = (LM(I)),,)- Klarerweise gilt dann fiir

A:={aeNy" | esgibt f €1, sodass LM(f) = x°}
die Gleichheit J = ({z* | & € A});, - Es gibt also nach Satz 10.18 eine endliche Teilmenge
B ={pB,...,5:} von A, sodass

J = <{ar:5 |ie{1,... ,t}}>km :
Fiir jedes ¢ € {1,...,t} withlen wir nun ein g; € I, sodass g; € I und LM(g;) = «”. Dann gilt
J=(Lr(g1), -, L(ge)) e - O
LEMMA 10.22. Sein € N, sei k ein Korper, sei I ein monomiales Ideal von klzy,. .., x,], und
sei A C Ny" so, dass
I'={z"|a€A}b),-

Sei B eine endliche Teilmenge von No", und sei f = Y g pcgx’ € klxy, ..., 2,]. Dann sind
dquivalent:

(1) fel
(2) Fir alle 8 € B mit cg # 0 gibt es ein o € A, sodass o C 3.

Beweis: (2)=>(1): Da jeder Summand csz® nach Voraussetzung in I liegt, liegt auch f in I.
(1)=(2): Sei f € I. Dann gibt es m € Ny, ay,...,, € Aund py,...,pn € klz1,..., 2],

sodass
m
= E pi -z
i=1

Durch Ausmultiplizieren der rechten Seite sieht man, dass es fiir jedes in f auftretende Monom
x” ein j und v € Ny" gibt, sodass
x? =z,

Also gilt a; T 5. O

SATz 10.23. Sein € N, sei k ein Korper, sei I ein Ideal von k[xq, ..., x,]. Seit € Ny, und seien
g1s- - g € IN{O} so, dass (LT(1)), ) = (LT(g1), - - -, LT(G1)) gy - Dann gilt I = (g1, ..., Ge)ypy) -

Beweis: Die Inklusion D folgt aus der Tatsache, dass jedes g; in I liegt. Fiir den Beweis von
C wéhlen wir f € I. Sei f = Zle a;g; + r eine Standarddarstellung von f durch (gi,..., ).
Wenn r = 0, so liegt f im von {gi,..., g} erzeugten Ideal. Wir nehmen nun an, r # 0. Es gilt
r=f—3"_ ag € I. Folglich gilt Lr(r) € Lr(I). Nach Voraussetzung gilt also

LT(T) < <LT<91)7 R LT(gt>>k[:c] :
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Wegen Lemma 10.22 gibt es also ein ¢ € {1,...,t}, sodass Lr(g;)|Lr(r). Dann kann r aber
nicht der Rest einer Standarddarstellung von f durch (gi, ..., g;) sein. Der Fall r # 0 kann also
nicht eintreten. U

SaTz 10.24 (Hilbertscher Basissatz fiir Polynomringe iiber Kérpern). Sei k ein Kdrper, n € N.
Dann ist jedes Ideal von k|xy, ..., xz,| endlich erzeugt.

Beweis: Sei I ein Ideal von k[z1, ..., x,]. Nach Satz 10.21 gibt es t € Ny und g1, ...,9; € I\ {0},
sodass (LT(1))y,) = (LT(g1), - .., LT(g¢)) ) - Wegen Satz 10.23 erzeugen dann die Polynome
g1, ..., q: das Ideal I. O

UBUNGSAUFGABEN 10.25

(1) (Monomial ideals) Let A be a subset of Ny™, let I be the ideal of k[x1,...,x,] that is generated by
{z*|a€ A}, and let f =3 5.y » cpx? € k[x1,...,2,]. Show that the following are equivalent:

(a) fel.
(b) For each 8 € No™ with cg # 0, there is an o € A such that o C .
(c) For each B € Ny", the term csz? is an element of I.
(2) Find the leading term ideal (LT([)),,, for the following ideals I.
(a) I = (a%+ 52" — 23 — 152% — 6z, 2" — 3x5>Q[x] in the univariate polynomial ring Q[x].
(b) I ={f€Q[z,y]| f(—1,2) = 0}, lexicographic ordering, = > y.
(3) Show the following result:
Let k be a field, let n € N, let (f1,..., fs) be a sequence of polynomials from k[z1, ..., z,],
let f € k[x1,...,2,], and let r be the remainder of a standard expression of f by

(f1,---,fs). Show that 0 is a remainder of a standard expression of f by (fi,..., fs,7).

4. Grobnerbasen

DEFINITION 10.26. Sei k ein Korper, n € N, und sei < eine zulédssige Ordnung auf Ny". Sei [
ein Ideal von k[zy,...,z,]. Eine endliche Teilmenge G = {g1,...,g:} von k[zy,...,x,] ist eine
Grobnerbasis von I beziiglich <, wenn

(1) G € 1\ {0},
(2) (LT(1)) 41y = (LT(g1), -, LT(96)) 40

Nach Satz 10.21 besitzt jedes Ideal eine Grobnerbasis. Wenn nun [ ein Ideal von k[xy, ..., z,],
und G eine Grébnerbasis von I ist, so gilt nach Satz 10.23 auch (G), = I.

SaTz 10.27. Sei k ein Kérper, sei n € N, und sei I ein Ideal von klzy,...,x,]. Seit € Ny,
und sei G = {g1,...,9:} eine Grobnerbasis von I. Seir € I so, dass kein Monom in r durch

irgendein Liv(g;) teilbar ist. Dann gilt r = 0.

Beweis: Wenn r # 0, so liegt Lr(r) € Lr([), also in (LT(G)); - Wegen Lemma 10.22 gibt es
also ein i € {1,...,t}, sodass L1(g;)|L1(r). Das steht im Widerspruch zu den Voraussetzungen

an r. ]

SATz 10.28. Sei k ein Korper, sein € N, und sei I ein Ideal von k[xq, ..., x,]. Seit € Ny, und
sei G ={g1,...,9:} eine Grobnerbasis von 1. Seien ri,ro € klxy,...,z,] so, dass
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(1) T —Ty € ];
(2) Kein Monom in ry ist durch irgendein Liv(g;) teilbar,
(3) Kein Monom in ry ist durch irgendein Liv(g;) teilbar.

Dann gilt r1 = ry.

Beweis: Wir nehmen an, r — 7y # 0. Dann gilt LM(r; — r2) € LT(I). Da G eine Grébnerbasis
ist, gilt also LM(rq — r2) € (LT(G)),,). Das fiithrende Monom von 71 — 7> muss auch in einem
der Polynome 7, oder r vorkommen. Somit enthélt eines der r; ein Monom in (LT(G));,-
Nach Lemma 10.22 ist dieses Monom durch eines der LM(g;) teilbar. Das steht im Widerspruch

zu den Voraussetzungen an r; und rs. ]
KOROLLAR 10.29. Sei k ein Kdrper, sein € N, und sei I ein Ideal von k[z1, ..., x,]. Seit € Ny,
und sei G =A{q1,...,q:} eine Grébnerbasis von I. Sei f € k[xq,...,x,], und seien

t t
F=Y agi+r =) bigi+r
i=1 =1

Standarddarstellungen von f durch (gi,...,q:). Dann gilt 1 = ro. Wenn auflerdem f € I, so
gilt ry =19 = 0.

Beweis: Da ry —ry € I, folgt die erste Behauptung aus Satz 10.28. Wenn [ € I gilt, so folgt

ry = 0 aus Satz 10.27. ]
DEFINITION 10.30. Sei n € N, sei < eine zuldssige Ordnung von Ny", sei s € N, und seien
fofi,--o, fs € klz1,...,x,]. Ein Polynom r € k[xq,...,x,] ist ein mdglicher Rest bei einer
Standarddarstellung von f durch (fi,...,fs) beziglich <, wenn es eine Standarddarstellung

f=>"_afi+rvon f durch (fi,...,fs) beziiglich < gibt.

SATz 10.31. Sei k ein Korper und G eine Grobnerbasis des Ideals I von k[zy,...,x,]. Sei
X ={z%a € No"}. Dann ist X \ (L1(G)),, eine Basis des k-Vektorraumes kfzy, ..., x,]/1.

Beweis: Sei f € k[x]. Da f eine Standarddarstellung durch G' mit Rest r besitzt, und da in
einer Standarddarstellung kein Monom des Rests 7 in (LT(G))y, liegt, liegt f+ 1 =r + 1
in der linearen Hiille von X \ (LT(G)),,)- Sei M eine endliche Teilmenge von X \ (LT(G))
und >y m(m 4+ 1) = 04 1. Dann gilt f := > _,a,m € I. Somit ist f = 0+ r mit
T =Y er @mm eine Standarddarstellung von f durch G mit Rest 7, und somit r = 0. Also

sind alle o, = 0 und X \ (LT(()),,) daher linear unabhéngig. O
KOROLLAR 10.32. Sei k ein Kéorper und G eine Grobnerbasis des Ideals 1 von klzy,. .., x,].
Der k-Vektorraum klxy, ..., x|/ ist genau dann endlichdimensional, wenn es fir jedes j € n

ein d; € Ny gibt, sodass x?j € Lr(G).
Beweis: Sei X = {x*|a € Ny"}. Wenn alle [E;lj € L1(G) sind, so gilt X \ (LT(G)), € {=* |
a; < d; fir alle j}. Somit hat k[xy,. .., z,] eine endliche Basis.

Wenn k[zy,...,2,]/] Dimension d hat, so sind fiir jedes j € n die Restklassen 1+ I,z; +
I,...,x} + I linear abhéingig, und es gibt somit f € k[z;] mit f # 0 und f € I. Somit gibt es
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e; € No mit Lm(f) = 27, Also gilt 2}’ € (LT(1)) 4 = (LT(G))y), und somit gibt es ein dj,
sodass x;lj € Lr(G)

SATz 10.33. Sei k ein Korper, sei I ein Ideal von kx| mit 1 ¢ I. Dann sind dquivalent:

(1) k[zy,...,x,]/1 ist ein endlichdimensionaler Vektorraum tber k.
(2) kl[zq,...,2,]/1 ist algebraisch iber k.
(3) Jedes prime Ideal P von k[z] mit I C P C k[x] ist mazimal.

Beweis: (1)=(2). Sei f + I € k[x]/I und sei d die Dimension von k[z]/I als Vektorraum iiber
k. Dannsind 141, f+1, f2+1,..., f*+1 linear abhéngig, und folglich gibt es p(t) = S0, a,t’

mit p(f + 1) =0.

(2)=-(3). Wir zeigen, dass fiir jedes y ¢ P das Element y + P invertierbar in k[z]/P ist.
Es gibt f(t) = > " ait’ € k[t] \ {0} mit f(y + P) = 0+ P, also f(y) € P. Sei | minimal
mit oy # 0. Dann gilt f(y) = S, ayt = ¢! >, apy™ ! Da P prim ist und y; ¢ P, gilt
ar+y(ia+ - Fapy™ 1) € Pound somit st (y+P)- (= (qup+e o apy™ T P) = 1+ P
Also ist k[x]/P ein Korper, und P somit maximal.

(3)=-(2). Sei M ein maximales Ideal von k[x] mit M > I. Wegen des Nullstellensatzes gibt es
einen Korper K, der algebraisch iiber k ist, und in dem M eine Nullstelle (§1,...,&,) € K"

hat. Dann ist k(¢1, . . ., &,) isomorph zu k(zy, . .., z,)/M,und k(x1, ..., x,)/M somit algebraisch
iiber k.

Sei nun u € k[x]. Aus der Priméarzerlegung von I erhalten wir prime Ideale Py, ..., P, von k[x]
mit
VIi=P .. NP,

Fiir jedes j € m ist P; maximal. Also ist k(z1, ..., z,)/P; algebraisch tiber k, und es gibt somit
fi € k[t]\ {0} mit fi(u) € P;. Also gilt (T[}, f) (u) € VI, und somit gibt es n € N mit
(T2 fi)" (w) € 1.

(2)=(1). Sei G eine Grobnerbasis von I. Fiir jedes x; gibt es ein Polynom p; € k[t| mit
pj(x;) € I. Sei dj der Grad von p;. Dann gilt x?j € Lr(I) C (L1(G))})- Wegen Korollar 10.32
ist k[xy,...,z,|/I daher endlichdimensional. O

UBUNGSAUFGABEN 10.34

(1) Let k be a field , and let FF = {f1,..., fs} C k[z1,...,2,] \ {0}
(a) Show the following statment: If F' is a Groebner basis of (F') and

Lr(fi) € (Lr(fr), - Lo (fica), LT (figa), - - LT (f)),

then F'\ {f;} is a Groebner basis of (F), too.
(b) TIs this assertion still valid if one replaces the words “Groebner basis” both times by “basis”?

5. Die Eliminationseigenschaft von Grobnerbasen

Wir werden im folgenden oft Ordnungen verwenden, in denen Terme, die bestimmte Variablen
enthalten, stets gréfler als jene Terme sind, die diese Variablen nicht enthalten.
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DEFINITION 10.35. Sei < eine zulissige Ordnung der Monome in k[z, y]. Wir sagen, dass <
eine Blockordnung mit & vor y ist, wenn sodass fiir alle « € Ny und g € Ny" mit « # (0,...,0)
die Eigenschaft £« > y”? gilt. Wir schreiben dann, dass die Ordnung = >> y erfiillt.

SATZ 10.36. Sei k ein Korper, sei I ein Ideal von k[xy, ..., Tm, Y1, ..., Ynl], sei < eine Blockord-
nung mit © >> y der Monome von klx,y], und sei G eine Gribnerbasis von I beziiglich dieser
Ordnung. Dann ist G N kly] eine Grobnerbasis des Ideals I N kly] von kly].

Beweis: Sei Gy := G Nk[y]. Wir zeigen nun, dass fiir alle f € I Nk[y] mit f # 0 auch L1(f) €
<LT(Gy)>k[y} gilt. f = 3°1_, a;g; eine Standarddarstellung von f durch G. Da fiir alle i mit
a;g; # 0 gilt, dass DEG(a;9;) < DEG(f), und da in f keine der Variablen z, ..., z,, vorkommt,
kommt wegen der Eigenschaft der Ordnung auch in a;g; keine der Variablen x4, ..., x,, vor. Es
gilt also

t
f= Z ;9
i=1

a;g;#0

wobei alle in dieser Summe auftretenden a; und g¢; in k[y] liegen.

Fiir zumindest einen der Summanden muss DEG(a;g;) = DEG(f) gelten. Dann gilt
Lr(g;)|LT(f) in k[y], und somit liegt LT(f) in (LT(Gy)) - O
6. Existenz universeller Grobnerbasen (optional)

Wir zeigen in dieser Sektion den folgenden Satz.
SaTz 10.37. Sei k ein Korper, sei n € N, und sei I ein Ideal von k[xy, ..., z,|. Dann gibt es
eine endliche Teilmenge G von k[z1, ..., x,], sodass G beziiglich jeder zulissigen Ordnung von

Ny" eine Grobnerbasis ist.

Dazu brauchen wir zunéchst einen Satz {iber die Ordnungsfilter auf N'. Aus Satz 10.7 wissen
wir bereits, dass es keine unendliche aufsteigende Kette U; C Us C --- von Ordnungsfiltern
auf No™ gibt. Wir zeigen nun, dass es auch keine unendlichen Antiketten von Ordnungsfiltern
auf Ny gibt.

SATZ 10.38 (cf. [Mac01, Theorem 1.2]). Sei m € N, und sei L die Menge der Ordnungsfilter
von Ni'. Dann hat (L, C) keine unendliche Antikette.

Beweis: Wenn m = 1, so ist die Menge der Ordnungsfilter linear geordnet; Antiketten haben
hochstens ein Element.

Sei nun m > 2. Fiir jedes Ordnungsfilter F' of NJ* definieren wir eine Funktion ®5 : NJ* 1 —

Ny U {oo} durch

min{c € Ny | (a,c) € F} wenn es ein ¢ € N mit (a,c) € F gibt ,
<I>F(a,) =

oo sonst.
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fiir @ € N{'~'. Wir zeigen zuerst, dass fiir alle a, b € NJ'"' mit @ < b auch ®r(a) > ®5(b) gilt.
Sei dazu ¢ := ®p(a). Wir nehmen an, dass ¢ # oo. Es gilt (a,c) € F. Da F ein Ordnungsfilter
ist, gilt auch (b,c) € F, und folglich ®p(b) < ¢ = ®p(a). Auerdem gilt fiir Ordnungsfilter
F,G of N die Inklusion F' C G genau dann, wenn ®x(a) > ®¢(a) fiir alle a, b € NJ* .

Sei nun (F; | ¢ € N) eine unendliche Antikette in £. Fiir 4,5 € N mit ¢ < j gilt daher F; € F;.
Daher gibt es ein @™ € NJ" ! sodass

O, (a(i,j)) < @Fi(a(i,j))'

Fiir 4,7,k € N mit ¢ < j < k firben wir nun die 3-elementige Menge {i, j, k} mit einer von
2m~1 Farben. Als Farben wihlen wir die Funktionen von {1,...,m — 1} nach {1,2}. Fiir
1 €{1,...,m—1} bezeichnen wir die I-te Komponente von a7/ mit al(i’j ). Wir definieren jetzt
die Farbe von {4, j, k} durch

1, wenn ™ < a0,
j7k)

C({i,j,k}) (1) = {

2 , wenn a,l(” ) > a,l(

Nach dem Satz von Ramsey (Satz 10.1 hat N eine unendliche Teilmenge T, sodass alle 3-
elementigen Teilmengen von T' die gleiche Farbe C' haben. Wir zeigen nun, dass C(l) = 1 fiir
alle l € {1,...,m — 1} gilt.

Im Widerspruch dazu nehmen wir an, dass es ein [ mit C'(I) = 2 gibt. Seien t; < ty < t3...
die Elemente von T'. Wenn C(l) = 2, so gilt

(t1,t2) (t2,ts)
1

a, > a > al(tS’t“) >

Damit haben wir eine unendliche absteigende Kette natiirlicher Zahlen konstruiert, was
unmoglich ist.

Es gilt also fiir alle 7 € N die Ungleichung a®~+1) < a(t+1t+2) Sei nun r € N. Wegen der
Wahl von a{*tr+1) gilt nun

Da a(t7'7t7‘+1) S a(tT+1’tT+2)7 gllt auCh

g » (a(tr,trﬂ)) > oy » (a(tr+1>tr+2)>_

Damit ist die Folge (5, (a"+) | i € N) eine unendliche absteigende Kette Ng U {oc}, was
unmoglich ist.

Folglich kann es keine unendliche Antikette (F; | ¢ € N) von Ordnungsfiltern von Nj* geben. [

KoroLLAR 10.39. Sei k ein Kirper. Dann besitzt die Menge der monomialen Ideale von
klxy,...,z,] keine unendliche Antikette.

Beweis: Wir ordnen jedem monomialen Ideal I von k[zy,...,z,| das Ordnungsfilter F(I) :=
{a e N" | z* € T} zu.

Fiir monomiale Ideale mit F(I) C F(J) gilt auch auch I C J: Sei dazu p € I. Wegen Lem-
ma 10.22 liegt jedes Monom von p in I. Also liegt der Exponent jedes Monoms in F'(I). Wegen
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F(I) C F(J) liegt der Exponent eines jeden Monoms von p auch in F(J). Also liegt jedes
Monom von p in J, also gilt auch p € J.

Aufgrund dieser FEigenschaft ist F  injektiv. Einer unendlichen Antikette in
k[zy,...,x,] wird also durch F' eine unendliche Antikette von Ordnungsfiltern auf Ny"
zugeordnet. Eine solche unendliche Antikette gibt es aber wegen Satz 10.38 nicht. U

Beweis von Satz 10.37: Wir bilden fiir jede zuléssige Ordnung < auf Ny" die Menge

(<) = (Lr<(]))yy) -

Die Menge

F={F(<)| < ist zuléssig }
ist eine Menge von monomialen Idealen. Sei Fy,.x die Menge der maximalen Elemente von F.
Wegen Korollar 10.39 ist F. endlich.

Seien nun <j,...,<,, zulidssige Ordnungen, sodass Fnax = {F(<41),...,F(<.n)}. Nach
Satz 11.17 besitzt I nun beziiglich jeder dieser Ordnungen <; eine reduzierte Groébnerbasis
G;. Seinun G =G U...UG,,.

Es bleibt zu zeigen, dass G beziiglich jeder zuldssigen Ordnung auf Ny" eine Grobnerbasis
von [ ist. Sei also < eine zuldssige Ordnung. Wir zeigen, dass fiir alle f € [ mit f # 0
gilt, dass LT<(f) in (LT(G));, liegt. Sei also f € I. Da F die (ACC) erfiillt, ist (<) in
einem maximalen Element von F als Teilmenge enthalten. Es gibt also ein i € {1,...,m},
sodass F(<) C F(<;) Klarerweise gilt Lr<(f) € Lr<(]), also auch Lr<(f) € (LT<(1)),-
Da (LT<(1))yy € (LT<, (1))}, gilt LT<(f) € (LT<,(I));,). Nun ist G; eine Grobnerbasis
beziiglich <;. Somit liegt LT<(f) in <LT§i<Gi)>k[m]' Es gibt also ein g € G}, sodass

Lre,(9)[Lr<(f).
Wir betrachten nun Lt<(g). Da g € I, gilt L1<(g) € L1<(I). Da (LT<(1))1,) € (LT<,(1)) 41y,

gilt somit auch

Lr<(g) € (Lr<, (1)),
Da G; eine Grobnerbasis von I beziiglich <; ist, gibt es ein h € G, sodass LT<,(h)|LT<(g).
Nun ist G; eine reduzierte Grobnerbasis. Daher ist kein Monom in g durch ein LT, (¢') mit
g € G; \ {g} teilbar. Also gilt ¢ = h. Dann gilt aber Lr<,(g)|LT<(g). Da LT<,(¢g) maximal
beziiglich Teilbarkeit unter den in ¢ auftretenden Monomen ist, gilt Lt<,(g) = Lr<(g). Also

gilt auch Lr<(g)|Lr<(f), und somit LT<(f) € (LT<(G))41y- O



KAPITEL 11

Konstruktion von Grobnerbasen

1. Subtraktionspolynome und Buchbergers Algorithmus

Wir fixieren fiir die Sektionen 1 und 2 eine zulédssige Ordnung < auf Ny".

DEFINITION 11.1. Sei k ein Korper, n € N. Seien a = (ay,...,a,) und g = (51,...,0,) €
No". Seien v = (v1,...,7,) und 6 = (61,...,6,) definiert durch ~; := max(ay, ;) und
6 = min(qy, ;) fiir i € {1,...,n}. Wir definieren und durch Lom(z®, zf) = 7 und
Gep(z®, 2P) := 2% Wir schreiben fiir Lom(z®, %) auch kiirzer £ V 2? und fiir Gep(z®, )
auch z% A zP.

DEFINITION 11.2. Sei k ein Korper, n € N, und seien f, g € k[xy,...,z,]\{0}. Das S-Polynom
oder Subtraktionspolynom von f und g ist definiert durch

_ Lm(f) Vv Lm(g) Lm(f) v Lm(g)

ET g T T aw
Das S-Polynom kann auch durch
B LMm(g) 1 LM(f) 1
SU9) = Tx() A Latg) o)~ L)) A Lailg) Lolg)?
oder
(1L1) Lo(f) S(fg) = —M9) ___p Lely)  Lm())

" Lm(f) ALM(g) T Tolg) Tm(f) ALm(g)?

berechnet werden.

LEMMA 11.3. Sei k ein Korper, n € N, und seien f,g € k[zq,...,2,] \ {0}. Sei v so, dass
x” = LoMm(LM(f),LM(g)). Dann gilt DEG(S(f,g)) < 7.

Beweis: Seien f1, g1 € k[z] so, dass f = Lt(f) + f1 und g = L1(g) + ¢;. Dann gilt

S(F. ) 27— DEG(f) ; xY—DEc(g)
) = A "9
Lc(f) Le(g)
27~ DEG(f) p—DEG(g) Y~ DEC(f) x7~Pralo)
= Ir(f)-"—— L)+ 11— F—— g
Lc(f) (£) Lc(g) (9) Lo(f) ' Lo(g)
y—DEa(f) Y~ Drc(g)
_ 7—DEG(f) | LM _ pY—DEG(9) | LM :1}— . -
x (f) —= (9) + Lo(f) h Lc(g) 9
27—DEG(f) Y~ DrG(9)
= R v — < . - < N
' —x" + ) fi T.o(g) g1
£7—DEG() 7~ DEc(9)

82
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Diese beiden Summanden haben wegen der Zuldssigkeitseigenschaft (3) aus Definition 10.9
Multigrad < =; keiner dieser Summanden hat Multigrad = 7. Die Summe hat also Multigrad
<. ]

LEMMA 11.4. Seien f, g, u,v € k[z]\{0} so, dass LM(uf) = LM(vg). Dann gibt es a,b, c € k[x],
sodass

uf =aS(f,g)+bf+cg,
DEG(aS(f,g)) < DEG(uf), DEG(bf) < DEG(uf) und DEG(cg) = DEG(uf).

Beweis: Es gilt

uf =Lr(u)f + (u— Lr(u))f.
Wir setzen b := w — Lr(u). Weiters gilt Lr(u)f = Lc(u)Lm(u)f. Da LM(u)LMm(f) =
LMm(v)LM(g), gilt LM(g) | LM(u)LMm(f). Sei d so, dass

x’ = Gop(LM(f), Lm(g)).

Dann gilt 29 | Lv(u) 22 Bs gilt also 242 | Lm(u), und somit gibt es ¢ € N2, sodass
Lm(g)
° = LM(u).
09) g — L

Daher gilt DEG(u) = DEG(g) — § + €. Nun gilt

Le(u)LMm(u) f = LC(u)Ll\i—gg)mgf

_ Lc(u)mf(“‘;gg) f).

Nach (11.1) ist das gleich

Lo(f) LM(f)g)

(112) Le(a®(Le(NS(9) + oy~

_ . -Lo(f) Lm(f)
= Le(w)Le(f)z=S(f, g) + Le(u)x Lo(g) o g.
Wir bestimmen nun die Grade der Summanden: Es gilt DEG(z°S(f, g)) < e+ DEG(S(f,9)) <

e + DEG(f) + DEG(g) — 0 = DEG(f) + DEG(u) = DEG(uf). Weiters gilt DEG(2° 24 ) =

0
e + DEG(f) + DEG(g9) — 0 = DEG(uf). Somit leisten
= Lc(u)Lo(f)xe,
b = (u—Lr(u)),
o Le@Lo(f) pe ()
Le(g) xo
das Gewiinschte. O

SATz 11.5 (Buchbergers Kriterium, cf. [Buc70]). Sei k ein Kdrper, seien n,t € N, und sei I
ein Ideal von klxy,...,x,]. Sei G = {g1,..., gt} eine endliche Teilmenge von I \ {0}, sodass
folgendes gilt:

(1) (Gl =1,
(2) Fiir allei,j € {1,...,t} mit i < j ist O ein moglicher Rest einer Standarddarstellung

von S(gi, g;) durch (g1, .., gt).
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Dann ist G eine Grobnerbasis von 1.

Beweis: Sei f € I mit f # 0. Wir zeigen, dass L(f) im Ideal (LT(g1), ..., LT(g¢)),) liegt. Da
G das Ideal I erzeugt, gibt es hY, ..., h} € k[z1,...,x,], sodass

t
[ = Z h;gi-
i=1

Fiir jede solche Darstellung sei
¢ := max{DEG(hig;) | i € {1,...,t}}

und

n' =#{ie{1,...,t} | DEG(h.g;) = d'}.
Wir wéhlen nun jene Darstellungen von f als Z:i:l R.f; aus, fur die ¢’ minimal beziiglich
der zuldssigen Ordnung < ist. Unter diesen Darstellungen mit Maximalgrad ¢ wéhlen wir
hi,...,hy € k[xq, ..., 2,] so aus, dass auch 1’ minimal ist. Sei also

§ = max{DEG(h;g) | i€ {1,...,t}},
Es gilt dann f = >0, hig;.
1. Fall: n=1:Seii € {1,...,t} so, dass DEG(h;g;) = ¢. Da fiir j # i gilt, dass DEG(h;g;) < 6,
erhalten wir DEG(f) = 0, und somit Lt(g;) | LT(f).
2. Fall: n > 2: Seien i,j € {1,...,t} so, dass i < j und DEG(h;9;) = DEG(h;g;) = §. Nach
Lemma 11.4 gibt es a,b, ¢ € k[z] mit DEG(aS(gi, ;) < 0, DEG(bg;) < 0, DEG(cg;) = 6 und
higi = aS(gi, g;) + bgi + cg;-
Da S(gi, g;) nach Voraussetzung eine Standarddarstellung mit Rest 0 besitzt, gibt es Polynome
di,...,d; € k[z], sodass

t
S(gu g]) = Z dlgl7
=1

und DEG(d;g;) < DEG(S(gs, g;)) fiir alle I € {1,...,t}. Dann gilt hg; = (3,_, adigi) +bg; + cg;

und somit
t

¢
=0 Y hg)+ () adig)+bgi + cg;
I=1 1{1,.. 1\ {i} I=1
= Y (mtad)g + (b+adi)g + (hy + c + ady)g;.
141, t N\ {i,}
Fir alle [ € {1,...,t} gilt DEG(ad;g;) < DEG(aS(gi,9;)) < DEG(h;g;) = 9. AuBerdem gilt
DEG(bg;) < 0 und DEG((hj + ¢+ ad;)g;) < d. Im Fall

(11.3)

DEG((h]’ +c+ adj)gj) <0
erhalten wir also eine Darstellung mit kleinerem ¢’; im Fall
DEG((hj +c+ adj)gj) =0

eine Darstellung von f mit gleichem ¢’, aber kleinerem 7'. O
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Das Hinzufiigen eines moglichen Restes des betrachteten S-Polynoms bewirkt, dass dieses S-
Polynom 0 als moglichen Rest hat:

LEMMA 11.6. Sei k ein Korper, n € N, sei (f1,...,fs) eine Folge von Polynomen aus
klxy,...,x,). Sei f € k[xy,...,x,], und sei r € k[xy,...,x,] ein mdglicher Rest von f bei
einer Standarddarstellung von f durch (fi,..., fs). Dann ist O ein mdoglicher Rest von f bei
einer Standarddarstellung von f durch (fi,..., fs,7).

Beweis: Sei f = Y7, a;fi + r eine Standarddarstellung von f durch (fi,...,fs). Da r =
f=>"0_aifi, gilt DEG(r) < DEG(f). Alsoist f = >"7_, a;f; + 1r+0 eine Standarddarstellung
von f durch (f1,..., fs,r) mit Rest 0. O

ALGORITHMUS 11.7 (Buchbergers Algorithmus zur Konstruktion einer Grobnerbasis).
Eingabe: f1,..., fs € klxy,...,2z,] \ {0}.

Ausgabe: g1,...,q¢ € k[zy,...,x,] so, dass G = {gi1,...,9:} eine Grobnerbasis fiir
LG+ (fi,. o fs)
2 P+ o

3: while 3f,g € G: f #gund {f, g} € P do

4: P<—PU{{f,g}}

Ein moglicher Rest von S(f, g)
bei Standarddarstellung durch G
6: if » # 0 then

T G (Gor)

5: r <

Satz  11.8. Sei k ein Korper, wund seien fi,....fs €  k[ry,...,x,] \ {0}.

Der  Algorithmus  11.7  terminiert und liefert als FErgebnis eine  Grobnerbasis

fiir (frs -5 fo) ypy-

Beweis: Wir zeigen als erstes, dass der Algorithmus terminiert. Wir betrachten am Beginn jedes
Durchlaufs der while-Schleife das Paar ((LT(G)),,,1(5) \ P|). Nehmen wir an, die Schleife
wiirde unendlich oft durchlaufen. Wegen des Hilbertschen Basissatzes gibt es keine unendlichen
aufsteigenden Ketten von Idealen von k[xq,. .., x,)].

Ab irgendeinem Durchlauf bleibt also (LT(G)),,) konstant. Ab diesem Durchlauf der Schleife
kann aber der Fall 7 # 0 nicht mehr eintreten. Wenn néamlich r ein méglicher Rest von S(f, g)
bei einer Standarddarstellung durch G ist, und r # 0, so liegt LT(r) nicht in (LT(G)); - Dann

gilt aber (LT(G))yy # (LT(GUA{r}))y)-
Folglich erniedrigt sich ab diesem Durchlauf die zweite Komponente | (§) \ P|. Diese Kompo-

nente kann nicht negativ werden.

Somit kann die while-Schleife nicht unendlich oft durchlaufen werden, also terminiert der Al-
gorithmus.

Wir zeigen nun die Korrektheit des Algorithmus: Am Beginn jedes Durchlaufs der while-Schleife
gilt, dass fiir alle f, g € G mit {f, g} € P das S-Polynom S(f, g) eine Standarddarstellung durch
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G mit Rest 0 hat. Das gilt offensichtlich beim ersten Betreten der while-Schleife wegen P = &.
Im weiteren Verlauf garantiert Lemma 11.6, das diese Bedingung erhalten bleibt.

Wenn die while-Schleife verlassen wird, liegen alle Elemente aus (§) in P. Folglich haben
alle S-Polynome von Paaren von Polynomen aus G das Polynom 0 als moglichen Rest bei
Standarddarstellung durch G. Nach Satz 11.5 ist G daher eine Grobnerbasis von (G) .1 (G)
ist aber wiahrend des gesamten Verlaufs des Algorithmus stets (fi,..., fs) K] O

Das folgende Kriterium erspart die Uberpriifung der S-Polynome jener Paare, deren fiihrende

Monome keine gemeinsamen Variablen enthalten.

LEMMA 11.9. Sei k ein Kdorper, sei F' eine endliche Teilmenge von k[xy, ..., x,], und seien
f,g € F\A{0} so, dass LeMm(Lm(f), LM(g)) = Lm(f) - LMm(g). Dann ist O ein maglicher Rest
von S(f,g) bei Standarddarstellung durch F.

Beweis: Sei p := f — L1(f) und ¢ := g — Lt(g). Dann gilt

S(f,g9) = LMéfif— ((5))9
_ Lr(g) f— Lt(f) g
~ Lo(f)Le(g)”  Le(f)Lo(g)
1
= W(LT(Q)JC —L1(f)g).

Es gilt
Lr(g)f —Lr(f)g=(9—q)f — (f —p)g
= —qf +py.

Wir behaupten nun, dass (—¢q)f + pg + 0 eine Standarddastellung von Lt (g)f — L1(f)g durch
(f,g) ist. Wenn p = 0, so ist (—q) f + 0 eine Standarddarstellulng von —qf = Lit(g)f — LT(f)g.

Wir nehmen nun an, dass p # 0 und betrachten zuerst den Fall, dass DEG(qf) = DEG(pg).
Dann gilt LMm(f) | LM(p)LM(g). Da LM(f) und LM(g) keine gemeinsamen Variablen enthalten,
gilt LMm(f) | LMm(p). Das steht aber im Widerspruch zu DEG(p) < DEG(f).

Somit gilt DEG(¢qf) # DEG(pg). Damit gilt aber DEG(—¢qf+pg) = max(DEG(—¢f), DEG(pg)).
Somit gilt DEG(—¢qf) < DEG(—¢f + pg) und DEG(pg) < DEG(—qf + pg). Damit ist aber
(—q)f + pg + 0 eine Standarddarstellung von —qf + pg durch (f, g) mit Rest 0. O

UBUNGSAUFGABEN 11.10

(1) Use Buchberger’s criterion to check whether the following sets F' are Groebner bases for the ideals
(F)g[q) they generate.
(a) F = {m y+z,yz + 1}, lexicographic order, x >y > z.
(b) F = {a%y+ z,yz + 1}, lexicographic order, z > y > x.
(©)
(d) F = {z?y® zy, 23y 23y}, lexicographic order, = > y.
(2) Let k be a field, and let f € k[z1,...,z,]. Show that {f} is a Groebner basis for the ideal (f)
Can you give a proof that does not use the S-polynomial criterion?

F = {2°y3, 32 + xy}, lexicographic order, y > x.
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Let G be a finite set of monomials. Show that these monomials form a Groebner basis for the ideal
they generate (with respect to every monomial order).

Berechnen Sie eine Grobnerbasis des Ideals (—1 — xy + % + 2 y?, —1 + y?) mit lexikographischer
Ordnung z > y.

Berechnen Sie eine Grobnerbasis des Ideals (—1+ab+ a? ¢, 2+ bc?), mit lexikographischer Ordnung
a>b>c

Seien f1, fa, f5 € R[t1, t2] gegeben durch

filti, ) = 47
falti,ta) = t°
fa(tr,t2) = t1-ta.

Sei I das Ideal von R|xy, za, 23, t1, t2], das durch {1 — f1(t1, t2), x2 — fa(t1,ta), x3 — f3(t1,12)} erzeugt
wird. Berechnen Sie mit Hilfe der Eliminationseigenschaft von Grobnerbasen Erzeuger von INR[t1, to]
und I NRzy, z2, 23]

In this exercise, we verify the claim of Lemma 11.4 in a concrete example. Let
zy +4

x3—|—xy
= 2%y—3x

Q@ < - &
Il

% + xy?.
Find a,b,c € Q[z,y] such that

uf =aS(f,g)+bf +cg,

DEG(aS(f,9)) < DEG(uf), DEG(bf) < DEG(uf), and DEG(cg) = DEG(uf).
Compute a Grobner basis of the following ideal I of Q[z, y] with respect to the lexicographic ordering,
x >y, where

I=(-1-zy+y’+ay’, —1+y°).
Compute a Grobner basis of (a?b+c+1,a%c+b) in Q|a, b, ] with respect to the lexicographic ordering,
a>b>c
A binomial is a polynomial which contains exactly two monomials, such as zy? + 5zy>z. Show that an
ideal that is generated by monomials and binomials has a Grébner basis containing only monomials
and binomials.
Let I be the ideal of Q[z,y] generated by {x + y* + 2, xy + 3}. Find generators of the ideals I N Q|x]
and I NQ[y] of Q[z] and Q[y], respectively.

2. Konstruktion von reduzierten Groébnerbasen

In dieser Sektion stellen wir einige Resultate zusammen, die es uns erlauben, die Zwischenergeb-
nisse beim Berechnen einer Grobnerbasis zu vereinfachen. Als Resultate erhalten wir “reduzierte
Grobnerbasen”.

LEMMA 11.11. Seien fi,..., fs paarweise verschiedene Elemente von klxy,...,x,|, und sei
F:={fi,..., fs}. Seii € {1,...,s}, und sei r; € k[x1,...,x,] ein méglicher Rest von f; bei
einer Standarddarstellung durch F\ {f;}. Sei G := (F\ {f:}) U{r:}. Dann gilt:

<G>k[z] = <F>k[zp
Wenn r; # 0 und Lm(r;) # LM(f;), so gilt Lr(r;) & (LT(F)}H
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(4) Fir alle q € k[x] gilt: Wenn 0 ein mdglicher Rest von q bei einer Standarddarstellung
durch F ist, so ist 0 auch ein mdéglicher Rest von q bei einer Standarddarstellung durch

G.
Beuweis: (1) Fiir C beobachten wir, dass r; in (F),; liegt. Somit gilt G C (F), . Fiir 2 zeigen
wir, f; € <G>k[m]. Wir wissen, dass es ay,...,a; 1,041, .. .,as € k[z] gibt, sodass

fi = Z ajfj +Ti-
j=1
J#i
Dar; € G, gilt f; € (G)y-
(2) Es reicht zu zeigen, dass im Fall f; # 0 gilt, dass L1(f;) € Lr(G) liegt. Wir wis-
sen, dass f; eine Standarddarstellung durch F \ {f;} mit Rest r; besitzt. Somit gibt es

A1y .oy @iy, Qig1, - - -, 05 € k[x], sodass
fi= Z a;fj =+ i,

j=1

JF
und alle Summanden auf der rechten Seite Multigrad < DEG(f;) haben. Einer der Summanden
muss daher Multigrad DEG(f;) haben. Ist das a;f; fiir ein j # 1, so gilt Lr(f;)|L1(f;), und
somit LT(f;) € (LT(G));,). Wenn DEG(r;) = DEG(f;), so gilt L1(r;)|LT(f;), und folglich
Lr(fi) € (LT(G))y1q-
(3) Wir nehmen an, dass r; 7 0. Wenn nun LT(r;) € (LT(F)),,, so gibt es ein k € {1,..., s},
sodass Lit(fy)|Lr(r;). Da r; ein moglicher Rest einer Standarddarstellung durch F'\ {f;} ist,
muss k = ¢ sein. Es gilt also Lr(f;)|LT(r;), und folglich DEG(f;) < DEG(r;). Da r; Rest
einer Standarddarstellung von f; ist, gilt aber auch DEG(r;) < DEG(f;). Somit gilt DEG(r;) =
DEG(f;), und somit Lm(r;) = LMm(f;).

(4) Wir nehmen an, dass ¢ eine Standarddarstellung

¢=2 a;f;+0

j=1
durch F' mit Rest 0 besitzt. Weiters besitzt f; eine Standarddarstellung durch F'\ { f;} mit Rest
r;; es gibt also by, ..., b;_1,bi11, ..., bs, sodass

fi=)_ bifitr
=1

I#£i

Insgesamt gilt also
¢= aifj+a( Y bufi+ri),
j=1
=1

I£i
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also

(11.4) g= Y (a;+ab)f; +amr:.
j=1
J#i

Es gilt DEG(b;f;) < DEG(f;), also auch DEG(a;b;f;) < DEG(a;f;) < DEG(g). Wegen
DEeG(r;) < DEG(f;) gilt auch DEG(a;m;) < DEG(a;f;) < DEG(q). Also ist die Darstellung
von ¢ in (11.4) eine Standarddastellung von ¢ durch G. O

DEFINITION 11.12. Sei F' eine endliche Teilmenge von k[zy,...,z,]\ {0}, und sei f € F. Dann
ist f reduziert in F', wenn kein Monom in f durch ein Lr(g) mit g € F'\ {f} teilbar ist.

Das Polynom f ist also reduziert in F', wenn

=2 0g+f

geF
g#f

eine Standarddarstellung von f durch F'\ {f} mit Rest f ist.

DEFINITION 11.13. Sei F eine endliche Teilmenge von k[z1, ..., z,])\ {0}. F ist reduziert, wenn
alle f € F reduziert in F' sind.

Wir betrachten nun folgende Prozedur zur Erzeugung einer Grobnerbasis.

ALGORITHMUS 11.14 (Erzeugen einer Grobnerbasis mit Vereinfachung).
Eingabe: fi,..., fs € k[z1, ..., z,) \ {0}

Ausgabe: ¢1,...,9¢ € k[zy,...,x,] so, dass G = {gi1,...,9:} eine Grobnerbasis fiir
{fi,---, fs})k[w] ist.

LG (f1, -y fs)

2 P+ o

3: while 3f,g € G: f #¢gund {f, g} € P do

4: P(—PU{{f,g}}

Ein moglicher Rest von S(f, g)
5: T 4
bei Standarddarstellung durch G

6: if » # 0 then

. G+« (G,r)

8: while G ist nicht reduziert und wir wollen G reduzieren do

9: f1 < Ein Element von G, das in GG nicht reduziert ist

Ein moglicher Rest von f;
10: T <—
bei Standarddarstellung durch G \ {f;}

11: if 1 =0 then

12: GG\ {h}

13: else

o GG\ {AN U}
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SATZ 11.15. Unabhdngig davon, wie oft wir im Ablauf des Algorithmus reduzieren wollen, ter-
miniert der Algorithmus 11.14 und liefert eine Grobnerbasis von I := (fy, ..., fs>k[z].

Beweis: Am Beginn jedes Durchlaufs der dufleren while-Schleife gilt fiir alle {f, g} € P, dass
S(f,g) eine Standarddarstellung durch G' mit Rest 0 besitzt, und dass (G) ko) = 1 ist: kla-
rerweise gilt das beim ersten Betreten der while-Schleife. Wegen Lemma 11.6 bleiben diese
Bedingungen auch durch das Hinzufiigen des Restes r des S-Polynoms S(f,¢g) erhalten. Nun
bleibt diese Bedingung auch bei jedem Durchlauf der inneren while-Schleife erhalten: Lem-
ma 11.11 (1) liefert, dass (&), immer gleich dem Ideal I ist. Lemma 11.11 (4) garantiert,
dass die S-Polynome aller Paare aus P auch nach dem Reduzieren 0 als moglichen Rest ha-
ben. Wenn der Algorithmus terminiert, so wurde die duflere while-Schleife verlassen: fiir alle
{f,g} € ($) gilt also {f, g} € P; somit hat S(f,g) eine Standarddarstellung durch G mit Rest
0. Nach Satz 11.5 ist G also eine Grébnerbasis von (G),, = I.

Wir zeigen nun, dass der Algorithmus fiir jede Eingabe terminiert. Sei dazu F' = (f1,..., fs)
eine Eingabe, und seien unsere moglichen Wahlen wahrend des Ablaufs des Algorithmus so,
dass der Algorithmus nicht hélt. Nun betrachten wir zunéchst nach jedem Betreten einer der
while-Schleifen das Ideal (LT(G)),(,. Wegen Lemma 11.11 (2) wird dieses Ideal von einem
Betreten zum néchsten echt grofer, oder es bleibt gleich. Da k[z] die (ACC) fiir Ideale erfiillt,
bleibt dieses Ideal ab irgendwann stets konstant.

Ab diesem Punkt betrachten wir die Anzahl der Elemente von G, die in GG nicht reduziert
sind. Wir behaupten, dass ab diesem Durchlauf die Anzahl der nicht reduzierten Elemente in
G nicht mehr grofler wird. Zunéchst kann ab diesem Durchlauf der Schleife der Fall r # 0 nicht
mehr eintreten. Wenn némlich r ein moglicher Rest von S(f, g) bei einer Standarddarstellung
durch G ist, und r # 0, so liegt L1(r) nicht in (LT(G)),(,). Dann gilt aber (LT(G)),, #
(L(G' U {r}))ys)- Nun tiberlegen wir uns, warum auch die Anweisungen in der inneren while-
Schleife die Anzahl der nicht reduzierten Elemente von G nicht erhohen: Alle in G reduzierten
Elemente von G \ {f1} sind auch reduziert in G \ {f1}. Also konnte nur die Anweisung G <
(G\ {fi}) U {r1} die Anzahl der nicht reduzierten Elemente von G erhohen. In diesem Fall
gilt 7 # 0. Da ja LT(G) konstant bleibt, bleibt wegen Lemma 11.11 (3) nur mehr der Fall
LM(ry) = LM( fy) tibrig. Dann ist aber jedes Element von (G\{ f1})U{r1}, dasin (G\{fi})U{r}
nicht reduziert ist, auch in G nicht reduziert. Keine Anweisung kann also die Anzahl der in G
nicht reduzierten Elemente von G mehr erhéhen. Ab irgendeinem Durchlauf bleibt also auch
die Anzahl der in G nicht reduzierten Elemente von G konstant.

Ab diesem Durchlauf betrachten wir |G|+ (§ )\ P|. Von den Zuweisungen an G kann nun einzig
die Zuweisung G < G \ {f1} noch ausgefiihrt werden, da die Zuweisung G < (G\ {f1}) U {r}
ja bewirkt, dass die Anzahl der nicht reduzierten Elemente von G wegen LM(r) = LM(f1)
um 1 kleiner wird, im Widerspruch dazu, dass die Anzahl der in GG nicht reduzierten Elemente
konstant bleibt. Jede der Zuweisungen G <— G'\ {fi1} und P < PU{{f, g}} bewirkt aber, dass
|G|+1](§)\ P| echt kleiner wird. Das kann aber nur endlich oft Also hélt der Algorithmus nach
diesen endlichen vielen Schritten. O



2. KONSTRUKTION VON REDUZIERTEN GROBNERBASEN 91

Wenn wir immer reduzieren wollen, und die fithrenden Koeffizienten des Ergebnisses auf 1

normieren, so erhalten wir als Ergebnis des Algorithmus 11.14 eine “reduzierte Grobnerbasis”.

DEFINITION 11.16. Sei k ein Korper, und sei G eine endliche Teilmenge von k[z1, ..., x,]\ {0}.
G ist eine reduzierte Grébnerbasis von (G)y,,, wenn:

(1) G ist eine Grébnerbasis von (G)y ),
(2) G ist reduziert,
(3) Alle Polynome g € G erfiillen Lc(g) = 1.

Als Konsequenz aus der Termination und Korrektheit des Algorithmus 11.14 erhalten wir:

SATZ 11.17. Jedes Ideal von k[, ..., xz,| besitzt eine reduzierte Grobnerbasis.

Diese reduzierte Grobnerbasis eines Ideals ist, &hnlich der Zeilenstaffelnormalform eines Unter-
raums, durch das Ideal eindeutig bestimmt.

SaTz 11.18. Sei I ein Ideal von klxy, ..., x,], sei < eine zulissige Ordnung auf No", und seien
G, H reduzierte Grobnerbasen von I beziiglich <. Dann gilt G = H.

Beweis: Wir nehmen an, dass I # 0. Als erstes zeigen wir
Ltr(G) = Lr(H).

Sei G = {g1,...,9-y und H = {hy,...,hs}. Sei nun g € G. Da g eine Standarddarstellung
durch H mit Rest 0 besitzt, gibt es a1,...,as € k[x], sodass ¢ = >_._, a;h;, und fiir alle i
gilt DEG(a;h;) < DEG(g). Fiir zumindest einen Summanden muss DEG(a;h;) = DEG(g) sein.
Da h; eine Standarddarstellung durch G' mit Rest 0 besitzt, gibt es by,...,b, € k[x], sodass
hj =Y ,_, bigi, und fiir alle [ gilt DEG(bg;) < DEG(h;). Sei [ so, dass DEG(h;) = DEG(bg).
Dann gilt Lr(g,)|Lt(h;) und L1(h;)|Lr(g). Es gilt also Lr(g;)|Lt(g). Da G reduziert ist, gilt
g = ¢;. Nun gilt LMm(g;)|LM(h;) und LM(h;)|LM(g). Wegen g, = g gilt also LM(g) = LM(h;).
Folglich gilt L1(g) € Lr(H). Damit haben wir LT(G) C Lr(H) bewiesen.

Ebenso gilt LT(H) C L1(G). Insgesamt gilt also Lt(G) = LT(H).

Wir zeigen nun G C H. Sei dazu g € G. Es gibt nun ein Polynom h € H, sodass Lt(g) = L1(h).
Da G reduziert ist, enthilt g — LT(g) kein Monom, das in (LT(G)),, liegt. Da H reduziert ist,
enthélt o — L1 (h) kein Monom, das in (LT(H)),,, liegt. Wegen LT(G) = L (H) liegt also auch
kein Monom von h — L1 (h) in (LT(G)),,- Somit liegt wegen LT(g) = LT(h) kein Monom von
g —h={(9—Lr(g)) — (h—Lr(h)) in (LT(G)),. Somit ist g —h =37, 0 g, + (g — h) eine
Standarddarstellung von g — h durch G mit Rest g — h. Da G eine Grobnerbasis von [ ist, und
da g — h € I, gilt wegen Korollar 10.29 die Gleichheit g = h. Somit gilt g € H.

Ebenso zeigt man H C G. U

UBUNGSAUFGABEN 11.19
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(1) Bestimmen Sie eine Grobunerbasis des Ideals I = (f1, fa, f3, f4) von

Qlz1, 2, 3, T4, T5).

fi = x1—5xo+ 8x3+ 214 — 275
fo = x1—4x0+ 623 — 214
f3 = —lx1+2x3+ 214
fi = bry— 8o+ 6x3 — dxs.
(Ordnen Sie die Monome lexikographisch mit 1 > -+ > x5.)
(2) Seien fi,...,fs € Clxy,...,x,]. Wir nehmen an, dass f; = fo =--- = f; = 0 unlésbar ist. Sei G eine
Grobnerbasis von (f1, ..., fs). Zeigen Sie, dass G ein konstantes Polynom ungleich 0 enthlt!

(3) Bestimmen Sie eine Grobnerbasis des folgenden Ideals I = (f1, fo) von Q[z].

fi = z—a23+2*—22° 425
fo = x—22242% —2* + 25,

Let A = {21 + 229 + 225 + 224 — 15, — 221 — 4dao + x5 + 11xy — 20, =421 — 89 + 205 + 2224 — 40, 21 + 222 +
Sxg + 11lay — 45}

(1) Compute a reduced Grobner basis for the ideal of Q[x1, z2, 23, x4] that is generated by A. (Lexico-
graphic ordering, x1 > o > x3 > x4.)
(2) Compute a basis for the linear subspace of Q* that is generated by the rows of the matrix

1 2 2 2 =15
-2 -4 1 11 -2
B = 0
-4 -8 2 22 —-40
1 2 5 11 —45

(3) Compute the reduced Grobnerbasis for the ideal of Q[x] that is generated by
{x2 —x—2,23 422 — Gx}.
(4) Let G be a finite subset of Q[z], let f € G, and let r be the remainder in a standard expression of f
by G\ {f}.
(a) Show that if G is a Grobner basis of (G)q,
(Gaa)-
(b) Given an example where (G \ {f}) U {r} is a Grébner basis, but G is not a Grébner basis.
(5) Let F be a finite subset of Q[z1,...,2,], and let f be an element of the ideal J that F' generates in
Clx1,...,2n]. Show that f is also an element of the ideal I that F' generates in Q[z1,...,%,].
(6) Let f1,...,fs € Clzy,...,x,]. Show that the system f; = --- = fs = 0 has no solution in C" if and
only if the reduced Grébner basis of (f1, ..., fs)c(y is {1}

then (G \ {f}) U {r} is also a Grébner basis of

]’

3. Minimalititseigenschaften

Sei < eine zuléssige Ordnung auf Nj. Wir ordnen nun endliche Teilmengen von Ny durch
A<y B& A= Boder max<(AA B) € B.

LEMMA 11.20. Sei < eine zuldssige Ordnung auf Nij. Dann ist <, eine lineare Ordnung auf
der Menge Pgn(A) der endlichen Teilmengen von A, und <, erfillt die (DCC).

PROOF. Reflexivitat und Antisymmetrie von <j; sind unmittelbar klar.

Fiir die Transitivitdt nehmen wir A <p; B und B <j; C an. Sei § := max<(A A B) und
v :=max<(B A C).
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1. Fall: v < B: Dann gilt § € B A C, und somit wegen 5 € B auch g € C'. Wegen [ € B und
B e AN Bgilt 8 ¢ A. Folglich gilt 8 € AA C. Sei nun ' > . Dann gilt §' € A A B und
B¢ BAC, und folglich ' ¢ (AAB)A(BAC)=AAC. Also gilt f = max<(A < C), und
wegen (3 € C' daher auch A <;; C.

2. Fall: v = pB: Wegen § € B und v € C gilt in diesem Fall v € B A C'. dieser Fall kann daher

nicht eintreten.

3. Fall: v > B: Dann gilt v ¢ A A B, und wegen v ¢ B daher auch v ¢ A. Fiir alle ' > v gilt
v EAABundy ¢ BAC,alsoy ¢ (AAB)A(BAC)=AAC. Also gilt v = max<(A<C),
und wegen v € C daher auch A <,; C.

Somit ist <,; transitiv.

Fiir alle A, B C Nj mit A # B gilt max<(AA B) € AU B und folglich B <,; A oder A <, B.
Somit ist <, linear.

Sei nun A; >5; As > --- unter allen unendlichen absteigende Ketten eine mit minimalem
max<(A;). Sei a := max<(A;). Wenn a Element aller A; ist, so ist A1\ {a} >n Ax\{a} >n ---
eine Kette mit kleinerem maximalen Element des ersten Kettenelements, im Widerspruch zur
Minimalitét der gewahlten Kette. Wenn es ein k& mit a ¢ Ay gibt, so sei b := max<(Ag). Wenn
b > a,sogilthbe Ay A Ay und b > max<(A;). Somit gilt max<(Ax A Ay) € Ay, und damit
Ay <pr Ag, ein Widerspruch. Somit gilt b < a. Damit ist aber Ay > Agyq > - -+ eine Kette
mit kleinerem maximalen Element des ersten Kettenelements, im Widerspruch zur Minimalit&t
der gewahlten Kette. Somit erfiillt <,; die (DCC). O

DEFINITION 11.21. Sein € N, f =} » ca®® € k[21, ..., 2,]. Der Support von f ist definiert
durch Supp(f) = {a € Ny" | ¢, # 0}.

Fiir eine zulissige Ordnung < auf No" und f,g € k[xq,...,x,] schreiben wir f <p g, falls
Supp(f) <u Supp(g). Die Relation <p ist reflexiv und transitiv, aber fiir einen Korper k& mit
|k| > 2 nicht antisymmetrisch, und somit eine Quasiordnung. Wie fiir Quasiordnungen iiblich,
schreiben wir f <p g fiir f <p g und g £p f. Sei F eine Teilmenge von k[xy, ..., z,]|. Dann ist
ein Element g minimal in F beziiglich <p, wenn es kein f in F' mit f <p g gibt. Das Polynom
g ist also minimal, wenn fiir alle f € F' mit f <p g auch g <p f gilt.

SATZ 11.22 (Minimalitétseigenschaft von reduzierten Grobnerbasen). Sei G eine reduzierte
Grobnerbasis des Ideals I von k[xy, ..., x,] beziglich der zuldssigen Ordnung < auf Nj. Sei <p
die zu dieser Ordnung gehorende Quasiordnung auf k[, ..., x,]. Sei h € I\ {0}, und sei [ ein

Polynom, das minimal beziiglich <p in der Menge
H={f eI :Lr(f")|Lr(h) und Lc(f') =1}
ist. Dann gilt f € G.
PROOF. Wegen f € I gibt es ein g € G mit Lr(g) | Lr(f). Dann gilt ¢ € H und wegen der
Minimalitéit von f beziiglich <p daher Lr(g) = L1(f).

Wir zeigen nun f = g, und nehmen im Widerspruch dazu an, dass f # g. Wir zeigen als erstes,
dass DEG(f — g) ein Element von Supp(g) ist.
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Im Fall, dass Supp(g) = Supp(f), enthélt f — g nur Monome, die bereits in g vorkommen, und
somit gilt DEG(f — g) € Supp(g).

Im Fall Supp(g) # Supp(f) gilt wegen der Minimalitit von f, dass Supp(g) > Supp(f).
Fir alle @ mit @ > DEG(f — g) verschwindet der Term von x* nach der Subtraktion von
g von f. Folglich muss a entweder sowohl in Supp(f) als auch in Supp(g) vorkommen,
oder in keiner der beiden Mengen. Somit gilt o ¢ Supp(f) A Supp(g). Daraus erhalten wir
max< (Supp(f) A Supp(g)) < DEG(f — ¢). Nehmen wir nun an, dass DEG(f — g) & Supp(g).
Dann muss LM(f — ¢) in f vorkommen, und es gilt folglich DEG(f — ¢g) € Supp(f) A Supp(g).
Also gilt max<(Supp(f),Supp(g)) = DEG(f — g) und DEG(f — ¢g) € Supp(f), und folglich
Supp(g) <ur Supp(f). Da nach Fallannahme Supp(f) # Supp(g), gilt also Supp(g) <u
Supp(f) und somit ¢ <p f, im Widerspruch zur Minimalitit von f. Somit fiithrt die An-
nahme DEG(f — g) ¢ Supp(g) zu einem Widerspruch, und es gilt daher auch im Fall

Supp(f) # Supp(g), dass DEG(f — g) € Supp(g).

Es gilt nun gilt f —g € I\ {0}. Es gibt daher ein ¢ € G mit L1(¢") | LT(f — g). Wegen
DEeG(f — g) < DEG(g) gilt DEG(¢') < DEG(g) und folglich g # ¢'. Da DEG(f — g) € Supp(g),
teilt Lt(¢') ein in g vorkommendes Monom, im Widerspruch dazu, dass G reduziert ist. O

KOROLLAR 11.23. Sei k ein Kdrper, und sei G eine reduzierte Gréobnerbasis des Ideals I von
klzy, ..., 2] beziglich der zuldssigen Ordnung < auf Nj. Sei D := {deg.(f) | f € I}, und sei
M die Menge der minimalen Elemente von D beziiglich C. Dann gilt:

(1) Es gibt fiir jedes « € M genau ein Polynom f, € I, das minimal beziiglich <p in
Io ={f € I'| DEG(f) = a,LC(fs) = 1}

15t.

(2) G ={fa | e M} und |G| = |M].

PROOF. (1) Sei a € M. Die Menge I, ist nicht leer. Seien f, g zwei beziiglich <p minimale
Elemente aus I,,. Da v minimal in D beziiglich C ist, gilt {f' € I : Lr(f’) | LT(g) und Le(f') =
1} = 1,. Folglich liefert Satz 11.22, dass f und g beide Elemente von G sind. Da G reduziert
ist, gilt daher f = g.

(2) D: Wir haben bereits gezeigt, dass fiir jedes & € M jedes minimale Element von I, in G
liegt. Daraus folgt D.

C: Sei nun g € G. Da G reduziert ist, ist « := DEG(g) minimal in D beziiglich =: Wenn § C «
und 3 € D, so gibt es ein Polynom ¢’ € G mit Lm(g')|=”, und somit Lm(g’") | Lm(g). Also
gilt « € M. Es bleibt zu zeigen, dass g = f,. Sei h ein beziiglich <p minimales Element unter
den Elementen h' von I, die ' <p ¢ erfiillen. Dann gilt h = f,, und somit gilt wegen der
bereits gezeigten Inklusion h € G. Da LMm(h) = LM(g), die Polynome g, h beide in G sind und
G reduziert ist, gilt g = h = f,, und somit g € {f, | o« € M}. O



KAPITEL 12

Einige Anwendungen von Grébnerbasen

1. Automatisches Beweisen in der Geometrie

Wir betrachten Sétze in der ebenen Geometrie, wie etwa die Sdtze von Thales, Desargues,
Pappus, .... Wir beschreiben die Punkte der Ebenen mit Elementen aus R2.

Viele geometrische Eigenschaften kann man durch Gleichungen ausdriicken.

SATz 12.1. Es gibt genau dann eine Gerade, auf der jeder der Punkte ('), (32), (32) € R?
Lz
liegt, wenn det(| 1 zo yo |)=0.

I x3 y3

SATZ 12.2. Es gibt genau dann einen Kreis oder eine Gerade, auf der jeder der Punkte (31 ),
(), (35), (3i) liegt, wenn

T oy ?+ oyl
Ty Yo To® + yo?
T3 Y3 3%+ ys?

Ty Ys T4+ ys?

det(

—_ = =

UBUNGSAUFGABEN 12.3
Formulieren Sie die Bedingungen fiir folgende geometrische Eigenschaften der Punkte Py = (31 ), P2 = (32),

Py = (33), Py = (34) als Polynomgleichungen in den Variablen z1, z2, 3, 24, Y1, Y2, Y3, Y4

1
2
3) Pj5 liegt auf der Streckensymmetrale von P P;.
4) P, P, steht senkrecht auf P Ps.

(1) Das Dreieck Py P> Ps ist gleichschenkelig.
(2)
3)
(4)
(5) PiPs = P,P;.
(6)
(7)
(®)
(9)

Pj5 ist der Mittelpunkt von Py Ps.

6) P, liegt auf der Winkelsymmetralen des Dreiecks P, P, P3 durch P;.
7) Py liegt auf dem Umkreis des Dreiecks P Py Ps.

8) P, liegt auf der Schwerlinie des Dreiecks P P, P3 durch P;.

9) P, liegt auf der Hohe des Dreiecks Py P, P53 auf PoPs.

Wir betrachten nun den Satz von Pappus:

Seien A, B, C Punkte auf einer Geraden, und seien D, F, I’ Punkte auf einer
Geraden. Sei H ein Schnittpunkt von AE und DB, sei I ein Schnittpunkt
von AF ubd DC, und sei J ein Schnittpunkt von BF und FC. Dann liegen
H,I,J auf einer Geraden.

Wir konnten den Satz so formulieren:

95
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Seien A, B,C, D, E, F, H, I, J Punkte in der Ebene, sodass folgende Punktetri-
pel jeweils auf einer Geraden liegen: (A, B,C), (D, E, F), (A, H,E), (D, H, B),
(D,1,C), (A 1,F),(E,J,C), (B, J,F). Dann liegen H, I, J auf einer Geraden.

Das stimmt aber nicht. (A= B =C =D = FE = F, H,I,J beliebig, sodass sie nicht auf einer
Geraden liegen.) In folgender Formulierung stimmt der Satz:

SaTz 12.4 (Eine Version des Satzes von Pappus). Seien A, B,C,D,E,F,H,1,J (nicht not-
wendigerweise voneinander verschiedene) Punkte in der Ebene, sodass folgende Punktetripel je-
weils auf einer Geraden liegen: (A, B,C), (D,E,F), (A,H,E), (D,H,B), (D,I,C), (A, 1,F),
(E,J,C), (B, J,F). Wenn es keine Gerade gibt, die A, B, D enthdilt, und keine Gerade, die
A, B, E enthdlt, dann liegen H, I, J auf einer Geraden.

Wir miissen also auch die Bedingung, dass A, B, D nicht auf einer Geraden liegen, ausdriicken.

SATz 12.5 (Grundlage des automatischen Beweisens geometrischer Sétze). Seienn € N, r, s €
No, fi, s fss hiyoooyheyg € Clty, ... t,]. Dann sind dquivalent:

(1) Fir alle x € C" gilt:

Wenn fi(xz) = --- = fs(x) = 0 und hy(x) # 0, ..., h.(x) # 0, dann gilt
g(z) =0.
(2) Es gibt kein (z,y) € C"*+Y  sodass
f1($) = 0
fs(@) =
hr(w> Y =

g(m)‘yrﬂ = 1

Beweis: (1)=-(2): Wir nehmen an, dass das Gleichungssystem (12.1) eine Losung (z,y) in

C++1) hat. Es gilt dann fi(x) = ... = fo(®) = 0,hi(z) # 0,... h(x) # 0,9(x) # 0,
im Widerspruch zu (1). (2)=-(1): Wir nehmen an, dass (1) nicht gilt, also, dass es & € C"
gibt, sodass fi(x) = ... = fi(x) = 0, hy(z) # 0, ..., h(x) # 0, und g(x) # 0. Seien
(Y1 - -+ s Yrs Y1) definiert durch y; := ﬁ fir i € {1,...,r}, und sei y, 41 := ﬁ. Dann ist

(xla cey Ty Y1y - 73/7'7y7“+1>

eine Losung des Gleichungssystems (12.1), also gilt (2) nicht. O
Die Losbarkeit von Gleichungssystemen iiberpriift man mit folgendem Satz.

SATz 12.6 (Hilbert, Buchberger). Seien m,n € N, und seien p1,...,p, Polynome iber R in
den Variablen ty, ..., t,,, und sei G eine Grobnerbasis fir die Polynome py,...,p, (beziglich

irgendeiner Termordnung). Dann sind folgende beiden Bedingungen dquivalent:
(1) Es gibt kein (xq,...,2,) € C™, sodass

pi(zy, .. ) = =pu(T1,...,2m) = 0.
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(2) G enthdlt ein konstantes Polynom ungleich 0.

Beweis: Wenn G ein konstantes Polynom ¢ # 0 enthélt, so wére jede gemeinsame Nullstelle von
P1,--.,pn auch eine Nullstelle von c¢. Da ¢ keine Nullstellen hat, kann also p; = --- =p, =0

keine Losung haben.

Wenn p; = ... = p, = 0 keine Nullstelle in C™ hat, so gilt wegen des Hilbertschen Nullstellen-
satzes, dass 1 € (p1,...,Pn)y(,- Damit muss es ein Polynom g € G' mit LT(g) | LT(1) geben.

Dieses ¢ ist also konstant. 0

Somit beweist folgender (geringfiigig editierter) Mathematica-Dialog den Satz von Pappus.

In[1]:= Collinear[P1_,P2_,P3_]:=Det[{P1,P2,P3}]

AA={0,0,13};

BB={b1,b2,1};
CcC={c1,c2,1};
DD={d1,d2,1};
EE={el,e2,1};
FF={f1,f2,1};
GG={gl,g2,1};
HH={h1,h2,1};
I1={i1,i2,1};
JJ={j1,j2,1};

System={Collinear [AA,BB,CC],Collinear[DD,EE,FF],Collinear [AA,HH,EE],
Collinear[DD,HH,BB] ,Collinear[DD,II,CC],Collinear[AA,II,FF],
Collinear[EE,JJ,CC],Collinear[BB,JJ,FF],

Collinear[AA,BB,DD] *z2-1,Collinear [AA,BB,EE]*z3-1,Collinear [HH,II,JJ]*z1-1}

Out[1]= {-b2 cl+bl c2,-d2 el+dl e2+d2 f1-e2 fi-d1 f2+el £2,
e2 hl-el h2,-b2 di+bl d2+b2 hi-d2 hi-bl h2+dl h2,

~c2 di+cl d2+c2 i1-d2 il-cl i2+d1l i2,

£2 i1-f1 i2,-c2 el+cl e2+c2 jl-e2 jl-cl j2+el j2,

b2 f1-bl £2-b2 j1+£2 jl+bl j2-f1 j2,

~1+(-b2 d1+b1 d2) z2,-1+(-b2 el+bl e2) z3,

~1+(-h2 i1+h1 i2+h2 j1-i2 j1-h1 j2+i1 j2) z1}

In[2] := GB=GroebnerBasis[System,MonomialOrder->DegreeReverselLexicographic]

Out[2]= {1}

UBUNGSAUFGABEN 12.7
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(1) (Automated Geometry Theorem Proving) Thales’s Theorem states that in every triangle, the circum-
centre lies on on one of the sides if and only if the triangle is right-angled. Give a formulation of this
theorem in terms of polynomial equations, and use these equations to prove Thales’s Theorem.

(2) (Automated Geometry Theorem Proving) We consider Desargues’s Theorem:

Let S,A,B,C,D,E,F,H,1,J points of the plane R? such that
(a) S, A, D are collinear.
(b) S, B, E are collinear.

S,C, F are collinear.

A, B, H are collinear.

D, E, H are collinear.

A, C,J are collinear.

)
)
)
)
g) D, F,J are collinear.
) B,C, I are collinear.
) E, F,I are collinear.
) E, A, D are not collinear.
) F, A, D are not collinear
) F, B, E are not collinear
(m) C, A, D are not collinear
Then H,I,J are collinear.
(a) Make a good drawing to explain the content of the theorem.
(b) Prove the theorem using a Grébner bases computation. Remark: Use a computer algebra system.

(3) Let f,g,h,i € Clzy,...,x,]. For each of the following formulae, give a system of polynomial equations
whose solvability /non-solvability is equivalent to the formula.

(a) Vai,...,2, € C: (f(x1,...,2n) =0Ag(x1,...,2p) #0) = h(z1,...,2,) =0.

(b) Vz1,...,20 € C: (f(z1,...,2n) = 0Ag(21,...,20)) =0) = (A(x1,...,2,) # 0AI(Z1,...,2n) #
0).

(¢) Vou,...,2, € C: f(z1,...,2,) =0= g(z1,...,2,) #0.

(d) Vzi,...,z, € C: f(x1,...,2,) #0=g(z1,...,2,) #0.

(4) Wie iibersetzt man die folgende Bedingung in die Frage nach der Losbarkeit eines Gleichungssystems?
Fiir alle z1,...,2, € R gilt: Wenn f(x1,...,2,) = 0 und g(z1,...,2,) # 0, so gilt
h(zy,...,2n) =0.

(5) Beim automatischen Beweisen von geometrischen Sétzen mit der Grobnerbasenmethode fithrt man
die Giiltigkeit einer Aussage auf die Losbarkeit eines (oder mehrerer) Gleichungssysteme zuriick.
Seien f1,..., fry91,--.,9s, h Polynome in Clxy,...,x;]. Wie fithren Sie die folgenden Aussagen auf
die Losbarkeit von Gleichungssystemen zuriick? Geben Sie jeweils die Gleichungssysteme an!

(a) Fir alle zq, ...,z gilt:

filz,...,26) =0 A

fr(l'l,...,xk) =0 A

= h(xy,...,21) = 0.

gl(zl,...,xk)#O A ( ! )
gs(x1,...,25) #0

(b) Fiir alle x4, ...,z gilt:

fl(ml,...,xk):()/\ gl(l'l,...7l‘k)750/\

fr(xla“'vmk):() gs<m1w-~axk)7éo
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(c¢) Fiir alle a1, ...,z gilt:

filz1,...,2k) = 0= g1(z1,...,zk) # 0.

(d) Fiir alle 21, ...,z gilt:

fi(we, .. o) 0= gi(z1,...,2x) #0.

Geben Sie in den Beispielen (3) und (4) einen Beweis fiir die Aquivalenz der ITmplikation mit der
Losbarkeit der Gleichungssysteme.
(6) (Beweisen geometrischer Sétze) Wir betrachten den Satz von Desargues.
Seien S, A, B,C,D,E,F, H,I,J Punkte der Ebene R? mit folgenden Eigenschaften:
(a) S, A, D liegen auf einer Geraden.

B, C, I liegen auf einer Geraden.

i) E,F,I liegen auf einer Geraden.

(m) C, A, D liegen nicht auf einer Geraden.
Dann liegen H, I, J auf einer Geraden.
(a) Machen Sie eine Skizze fiir diesen Satz. (Die Skizze wird schon, wenn Sie S als Ausgangspunkt
dreier Strahlen zeichnen, A niher bei S liegt als D, E niher bei S liegt als B, und C niher bei
S liegt als F'.)
(b) Finden Sie ein polynomiales Gleichungssystem, dessen Unlésbarkeit diesen Satz impliziert.
(¢c) Zeigen Sie dadurch, dass eine Grobnerbasis des Systems ein konstantes Polynom enthilt, dass das

System tatséichlich unlésbar ist. (Himweis: Verwenden Sie dazu ein Computeralgebrasystem.)

2. Schnitt von Idealen

Wir zeigen, wie wir die Generatoren des Schnitts zweier Ideale von k[zy,. .., x,] berechnen.

SATZ 12.8 (Schnitt von Idealen). Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und seien I, J Ideale
von R. Seien (z) und (x — 1) die von x beziehungsweise x — 1 erzeugten Hauptideale von R[z].
Dann gilt

INJ={reR|ra®clz] (x)+ Jz]-(z -1}

Beweis: Fiir C seii € INJ. Es gilt dann i 2° = iz —i(x—1). Fiir D sei ra® = z-> " iz’ + (2 —

1) - qiwt mit 4y, ..., im € L und Ji,. .., J, € J. Wenn wir fiir « := 0 einsetzen, erhalten wir
r = —1jo, also r € J. Wenn wir fiir z = 1 einsetzen, so erhalten wir r = Y _" 4, alsor € I. O
KOROLLAR 12.9. Sei k ein Korper, und seien I,J Ideale wvon klty,..., t,|. Seien

ai, ..., 4., b1, ..., bs € k[t] so, dass I = <a1,...,ar>km und J = (bl,...,bs>k[t}. Sei

H = <a'1y7 ceey Y, bl(y - 1)7 cee 7bs<y - 1)>k[t,y] .
Dann gilt HNk[t] =1NJ.
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Beweis: Wir verwenden Satz 12.8 fiir R := k[¢]. O

UBUNGSAUFGABEN 12.10

(1) Compute the greatest common divisor of f = z*y + 23y? — 222y? — 22y® + v+ y and g = 2%y —

23y® — 222%9% 4 22y* + 2 — y? in Q[x, y] by computing the intersection of (f)Q[ N <g>Q[x7y]. Remark:

@y
Use a computer algebra system. Note that in a UFD, we have (a) N (b) = (Iem(a, b)) and ged(a, b) =

ab/lem(a,b) for a,b # 0.
For an ideal I of k[z1,...,z,] and f € k[z1,...,x,], we define the ideal quotient (I : f) by
(I:f)={geklz]|gf €l}.

(1) Show that (I: f) = {% |h € IN(f)y}-
(2) Let f =22 and I = (a7y?, 2% + 2x8y>k[z]. Compute (I : (f™)) for each n € N.

For an ideal I of k[z1,...,x,] and f € k[x1, ..., z,], the saturation (I : f°°) of I with respect to f is defined by

() =Ja:rm.
neN
(1) Show that (I : f*) = (TU{fy —1})y, ., Nk[z].

(2) Use this fact to compute (I : f°) for f =22 and [ = <m7y2,x9y + 2x8y>k[z].

3. Finden algebraischer Abhéingigkeiten

Die folgenden Sétze bieten Moglichkeiten, zu bestimmen, ob gegebene Elemente eines Rings
algebraisch abhéngig sind. Als Vorbereitung beweisen wir folgendes Lemma:

LEMMA 12.11. Sei k ein Korper, sei € N, sei R ein kommutativer Ring mit Fins mit k < R, und
sei I ein Ideal von R. Sei f € k[ty,...,t], und seien y,z € R! so, dass fiir alle i € {1,...,1}

gilt: y; — z; € I. Dann gilt auch f(y1,...,u) — f(z1,...,2) € 1.

Beweis: Offensichtlich erfiillt jedes konstante Polynom und jedes Polynom der Form f = ¢;
diese Aussage. Wir zeigen nun, dass die Menge der Polynome, die diese Aussage erfiillen,
abgeschlossen unter Addition und Multiplikation ist. Da man alle Polynome als Summen von
Produkten von konstanten Polynomen und Variablen erhalten kann, beweist das das Lemma.
Sei also g = f1+ fo. Dann gilt g(y) —g(z) = fi(y) — f1(2) + f2(y) — f2(z). Nach Voraussetzung
liegen beide fi(y)— fi(z) in I. Wenn g = f1- fo, so gilt g(y) —g(2) = fi(y) f2(y) — fi(2) fa(2) =
fi(y) f2(y) = fi(y) f2(2)+ f1(y) fo(2) = fi(2) fo(2) = fi(y)(fo(y) — fo(2)) + f2(2) (fi(y) — [1(2))-

Beide Summanden liegen in I. O

SATZ 12.12 (Algebraische Abhéngigkeit in k[z1,...,x,]|/I). Sei k ein Korper, seien r € Ny,
n,s €N, sei I = (g1,... ,gr>k[m], und seien fi,..., fs € k[z1,...,x,]. Sei p € k[tq,... ts], und
sei J:=(g1,...,Grst1 — f1,. .., ts — fs)k[m} . Dann sind dquivalent:

(1) p(f1,..., fs) € 1.
(2) pe JNEk[ty,... 1t
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Beweis: (1)=(2): Da fir alle i € {1,...,s} gilt: fi = t; (mod J), gilt wegen Lemma 12.11
auch

p(fh'"afs) Ep(tlv"'ats) (mOd J)
Da I C J, gilt nach (1) auch p(fi,...,fs) € J, und somit p(t1,...,ts) € J. Da p(ty,...,ts)
auch in k[ty, ..., t,] liegt, gilt (2).

(2)=(1): Wenn p € J, so gibt es Polynome ay,...,a,,by,...,bs € k[t, x|, sodass
p(t) = Z%(t x)gi(x) + Zbi(t» z)(ti — fi)-
i=1 =1
Diese Gleichheit gilt auch, wenn man fiir die Variable t; das Polynom f; einsetzt. Wir erhalten

dann
.

P £) =S i fo@)gi(@).
=1

Daher gilt p(f1,...,fs) € I. O

UBUNGSAUFGABEN 12.13

(1) Let R=Q[z%2 +1,2* +2] = {p(z® + 1,2* +2) | p € Q[ty, t2]}.
(a) Show that R is isomorphic to Q[t1,t2]/I, where I = {p € Q[t1,t2] | p(x? + 1,2% + 2) = 0}.
(b) Compute this ideal I, and find an isomorphism ¢ from Q[t1,¢2]/I to R.
(2) We consider the ring Q[z,y, 2]/I with I = (zz,yz).
(a) Find f € Ql[ty,t2,t3] such that f # 0 and f(z,y,2% +x + 1) € (z,y).
(b) Find g € Q[t1,ta,t3] with g # 0 und g(z,y,2% + 2 + 1) € (2).
(c) Find h € Q[t1,t2,t3) mit h # 0 und h(z,y,2° +x+1) € [ =
(3) Find f € Q[t1, ] with f # 0 such that
(a) [(a, y) = 0.
3,7 2_5 3 4 2
(b) plsmemtete: 2y
(4) Wir betrachten den Ring Q[x,y,2]/I mit I = (y3 — 2%, —y? + xz, 2y — 2,22 — y).

(a) Zeigen Sie, dass ((z + y) + I) algebraisch unabhingig iiber Q ist.

(b) Zeigen Sie, dass ((—2z® + z + 3) + I) algebraisch abhéingig iiber Q ist.

(c) Finden Sie ein Polynom f € Q[t,t2] mit f # 0, sodass f((x +y+ 1)+ 1, (x+2)+1)=0+1.
(5) Wir betrachten den Ring Q[z,y, z]/I mit I = (xz,yz).

(z) 0 (2, y)-

)
(a) Zeigen Sie, dass (x + I,y + I) algebraisch unabhéngig iiber Q ist.
(b) Finden Sie f € Q[t1,t2,t3] mit f # 0 und f(z,y,2% +x + 1) € (z,y).
(c) Finden Sie g € Q[t1,t2,t3] mit g # 0 und g(z,y,2° + x + 1) € (2).
(d) Finden Sie h € Q[t1,t,t3] mit h # 0 und h(z,y,2% +x+1) € I; = (2) N (2, 7).
(6) Wir betrachten den Ring Q[z,y, z]/I mit I = (xz,yz).
(a) Zeigen Sie, dass (z 4 I) algebraisch unabhiingig iiber Q ist.
(b) Zeigen Sie, dass fiir alle q(z,y, 2) € Qz, y, 2] gilt, dass (z+ 1, q(z,y, z) + I) algebraisch abhéngig
ist. (Hinweis: (xz,yz) = (z,y) N (z).)
(c) Begriinden Sie durch Zitieren eines passenden Satzes, dass Q[z,y, z]/I algebraisch iiber dem
Unterring Q[z + I ist.
(7) Wir betrachten den Ring Qz,y, z]/I mit I = (xz,yz).
(a) Zeigen Sie, dass fiir alle q(z,y, 2) € Q[z,y, 2] gilt, dass (x + I,y + I,q(z,y, z) + I) algebraisch
abhéngig ist.
(b) Begriinden Sie durch Zitieren eines passenden Satzes, dass Q[z,y, z]/I algebraisch iiber dem
Unterring Q[z + I,y + I] ist.
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(¢) Haben wir jetzt im Widerspruch zu Korollar 8.25 Transzendenzbasen verschiedener Kardinalitét

gefunden?

KOROLLAR 12.14 (Algebraische Abhéngigkeit in k[z1,...,z,]). Sei k ein Kdrper, seien
r € Ny, n,s € N, und seien fi,....fs € klri,...,x,]. Sei p € klt1,...,ts], und sei
J={t1 — fi,...,ts— fs>k[t7m] . Dann sind dquivalent:

(1) p(f1,..., fs) =0.
(2) pe JNk[ty, ...t

SAaTz 12.15 (Algebraische Abhéngigkeit im Quotientenkorper). Sei k ein Kdorper, und sei R
ein Integrititsbereich mit k < R. Seien fi,...,fs € R, und seien gq,...,9s € R\ {0}. Sei
p € klty,...,ts], und sei

J = <f1 _tlgla R fs_tsgsa yng_ ]‘>
=1

Dann sind dquivalent:

R[t,y]

(1) p(%, e ﬁ) = 0. Dabei wird im Quotientenkdorper Q(R) von R gerechnet.

2) pe JNk[t, ... L.

Beweis: (1)=(2): Sei m := max{deg, (p) | ¢ € {1,...,s}}. Wir definieren ein Polynom ¢ €
klay, ..., as b1, ..., bs] durch

_,a Qg
a,b) =5t Y by b)™
(a,b) = P55 - (b ob)

Wegen p(&,..., L) = 0 gilt dann G(f1, ., fs, 915 ,95) = p(2,. . &) - (g1 g,)™ = 0. Da

1 g1 ' gs

q € kla, b], gilt wegen t;g; = f; (mod J) auch

q(tlgla s 7tsgsa g1, - -- 795) € J.

Das bedeutet
p(tl,...,ts) . (gl,...,gs)m € J

Durch Multiplikation mit y™ erhalten wir

p(tl,...7ts>'(gl,...,gs>m‘ym EJ

Wegen Lemma 12.11 gilt (g1,...,9s)™ - y™ — 1™ € J. Also gilt auch p(tq,...,ts) (g1,--.,95)™ "
y" —p(ty,...,ts) € J. Insgesamt gilt also p(tq,...,ts) € J. Somit gilt p € J.
(2)=(1): Seien ay,...,as,by,...,bs € R[t,y] so, dass

S

p(t) = Zai(t,y)(fi —tigi)) + Zbi(tay>(yngi - 1).

=1

1

Diese gilt auch, wenn man in Q(R) fir ¢; := % und fiir y; = oo cinsetzt. Es gilt dann

p(t) =0, also (1). O
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KOROLLAR 12.16 (Algebraische Abhéngigkeit in k(zi,...,x,)). Sei k ein Kdorper, seien
fl;---7fs S k'[xl,...,l’n], gi,...,0s € k[:rl,...,xn] \ {0} S@Zp S k[tl,...,ts]. Sei

J = <f1 _tlgh R fs_tsgs7 yng_ 1>
i=1

Dann sind dquivalent:

E[t,y,x]

(1) p(g—i, . g—z) = 0. Dabei wird im Korper der rationalen Funktionen, also in
Q(klxy,...,z,)) = k(xq,...,2,) gerechnet.
(2) pe JNklty,... t4.

Beweis: Wir verwenden Satz 12.15 fir R := k[xy, ..., z,)]. O

UBUNGSAUFGABEN 12.17

(1) (cf. [CLO92])
(a) Whitney’s umbrella is defined by the parametrization x = uv,y = v,z = u?. Find an equation
of the form p(x,y, z) = 0 with p # 0 that is satisfied by all points of this surface.

(b) Find a (nontrivial) equation satisfied by all points in the plane on the Folium of Descartes

3t 3t? ) =0.

parametrized by x = %, y= % Hint: Find p with p(m, e

4. Zugehorigkeit zu Ring- und Korpererweiterungen

Wir werden uns in dieser Sektion {iiberlegen, wie wir bestimmen koénnen, ob eine rationale

Funktion § € k(t1,...,t,) in einer gegebenen Kérpererweiterung k(é%’ e f) liegt.

Zunéchst beobachten wir, dass wir aus Satz 12.15 und dem Homomorphiesatz ein Ideal I von

%,;—1,...,!%]] isomorph zu klxy,...,zs1]/1 ist. Nun

werden wir uns iiberlegen, wie wir im Restklassenring eines Polynomrings rechnen,

k[xy,..., 2541 finden kénnen, sodass k[

DEFINITION 12.18. Sei k ein Korper, seien n € N, m € Ny, und sei I ein Ideal von k[z, ..., x,].
Das Polynom p = > pi(x2, ..., x,)x% € klzy, ..., z,] ist ein kritisches Polynom fir xy in I,
wenn

(1) pe I, und

(2) es gibt j € {0,...,m}, sodass p;(za,...,2,) & 1.
DEFINITION 12.19. Sei k ein Korper, seien n € N, m € Ny, und sei [ ein Ideal von k[z, ..., x,].
Das Polynom p = Y7 pi(2a, ..., x,)2} € k[z1, ..., 2] ist ist ein kritisches Polynom minimalen

Grades fiir x1 in I, wenn

(1) p ist kritisch fiir z; in I, und
(2) Fiir alle ¢, die kritisch fiir #; in I sind, gilt deg,, (¢) < deg,, (p).

Wenn es ein kritisches Polynom gibt, so finden wir ein kritisches Polynom minimalen Grades
mithilfe der Berechnung einer Grobnerbasis.
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SATz 12.20. Sei k ein Kérper, und sei I ein Ideal von k[xy,...,xz,|. Wir nehmen an, dass
es ein kritisches Polynom fir xy in I gibt. Sei < eine zuldssige Ordnung der Monome, die
¢ >y al fir alle o € N und Bo, ..., 3, € Ny erfiillt. Sei G eine Grébnerbasis von I

beziiglich <. Dann enthdlt G ein kritisches Polynom minimalen Grades fiir x1 in I.

Beweis: Sei f ein kritisches Polynom fiir z; in [, fiir das DEG(f) minimal ist. Da f € I, gilt

Lr(f) € Lr(I). Also gibt es ein g € G, sodass Lr(g)|LT(f). Sei f1 = f — Eg;g Nun hat f;

kleineren Multigrad als f. Wegen der Minimalitidt von f ist f; also nicht kritisch. Es gibt also

m € No und ag, ..., @y € I Nk[xg, ..., x,), sodass fi = > " ai(z2, ..., x,)xt.

Nehmen wir nun an, g ist nicht kritisch. Dann gibt es [ € Ny und by, ..., b € I Nk[xs, ..., z,],

sodass g = S bi(za, ..., x,)7t. Dann ldsst sich auch L) g als Summe Soici(ma, .. wy)ad

Lr(g)
schreiben, wobei alle ¢; € I Nk[xs, ..., x,] liegen. Dann ist f = f; + EEQ

¢ nicht kritisch fiir x4,
im Widerspruch zur Wahl von f.

Also ist g kritisch. Wir zeigen nun, dass g ein kritisches Polynom minimalen Grades ist. Sei
dazu p ein kritisches Polynom. Es gilt DEG(g) < DEG(f) und DEG(f) < DEG(p), insgesamt
also DEG(g) < DEG(p). Da die Monomordnung zuerst nach dem Grad in x; ordnet, gilt also

deg, (g) < deg,, (p). O

Wir finden also in jeder Grobnerbasis beziiglich einer geeigneten Monomordnung ein kritisches

Polynom von minimalem Grad in ;.

LEMMA 12.21. Sei k ein Kérper, und sei I ein Ideal von k[xy,...,x,]. Sei < eine zuldssige
Ordnung der Monome, die z§ > x§2 cooxPn fiir alle « € N und B, ..., B, € Ny erfiillt. Sei
G eine Gribnerbasis von I beziiglich <. Wenn G reduziert ist, so ist jedes Polynom in G mit
deg,, (p) > 1 kritisch fiir z, in I.

Beweis: Sei p =Y (pi(Ta, ..., x,)2i € G mit n = deg,, (p) > 1.
Wenn p,, € I, so gibt es ein g € G mit L1(g)|LT(p,). Wegen der Eigenschaft der Ordnung gilt

Lr(p) = L1(py,) - 2t Also gilt Lr(g)|LT(p). Da G reduziert ist, gilt also g = p. Dann gilt aber
deg,, (p) = 0, im Widerpruch zu den Voraussetzungen an p.

Es gilt also p,, ¢ I. Somit ist p kritisch fiir x; in 1. O

DEFINITION 12.22. Seien A, B kommutative Ringe mit Eins, und sei b € B. Wir nehmen an,
dass b algebraisch iiber A ist. Ein Minimalpolynom von b tiber A ist ein Polynom p minimalen

Grades in At], das p # 0 und p(b) = 0 erfiillt.

LEMMA 12.23. Sei k ein Korper, und sei I ein Ideal wvon kl[zy,...,x,]. Sei p =
S pi(Ta, . )T € K[y, ..., 2], Aquivalent sind:

(1) q(t) = > pi(we + I,... .2, + I) - t* ist ein Minimalpolynom von xy + I iber

klea+1,... 2, + I].
(2) p ist ein kritisches Polynom minimalen Grades fir xy in I.

Beweis: Sei & : klzy,...,x,] — klwo+ I,z +I)[t], OO0 pi(wa, .. wy)al) =
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Zunéchst gilt p € I genau dann, wenn ®(p)(zy1 + I) = 0. Fiir p € I gilt ®(p) = 0 genau dann,
wenn p nicht kritisch fiir z1 in [ ist.

Somit ist p genau dann ein kritisches Polynom minimalen Grades fiir z; in I, wenn ®(p) ein
Minimalpolynom fiir xy + I tiber kfzy + I,. ..z, + I] ist. O

Wir 16sen nun als Anwendung dieser Sétze einige Beispiele.

BEISPIEL 12.24. Bestimmen Sie, ob 2 im Unterkérper Q(x? + 2, 2° + z + 1) liegt. Finden Sie

332 335 X
gegebenenfalls Polynome fi, fo € Q[t1, ts], sodass % — 23

Lisung: Wir betrachten den Ring R := k[z®, 22 + 2, 2% + x + 1]. Sei

¢ klry,xe, 23] —  k[x]
p — p(@®2?+2,2°+x+2)
Die Abbildung ¢ ist ein Ringhomomorphismus mit ¢(z1) = 23, p(z2) = 2% + 2, und p(z3) =
2° + x + 2. Den Kern dieser Abbildung kann man mithilfe von Korollar 12.14 finden. Wir

berechnen dazu eine reduzierte Grobnerbasis von

J = <5L‘1 - ZL’3, Ty — (12 + 2)7 T3 — (.755 +z+ 1)>k[z,ac1,a:2,a:3]

beziiglich der lexikographischen Ordnung mit x > x; > xy > x3. Mathematica liefert diese
Grobnerbasis als

x5 — 1024 + 4223 — 9223 + 10529 — 23 + 223 — 51

T173 — 11 — Ty + 85 — 2513 + 3679 — 20

11735 — 4T Ty + 5Ty — ToT3 + To + 273 — 2

r? — x5+ 623 — 1219 + 8

T+ T109 — 207 — 23+ 1
Das Ideal I = JNk[xy, 29, x3] wird also wegen der Eliminationseigenschaft, Satz 10.36, von den
ersten 4 Polynomen dieser Basis erzeugt. Das Polynom

p =113 — 11 — Ty + 875 — 2513 + 3635 — 20

ist aufgrund von Lemma 12.21 ein kritisches Polynom fiir ;1 in J N k[zy, 9, 23]. Aufgrund von
Satz 12.20 (oder weil p linear in z; ist), ist p auch kritisch minimalen Grades. Also ist wegen
Lemma 12.23
(—w3 + 8z — 2525 + 3629 —20+ 1) t%+ (23— 1+ 1) ¢
ein Minimalpolynom von z; + I iiber k[zo + I, x5 + I]. Wenn wir das in den isomorphen Ring
klz,z* + 2, 2° + x + 1] {ibertragen, so ist mit y := 22 + 2 und y3 := 2° + x + 1 das Polynom
(—ys + 8y3 — 25y3 + 36y, — 20)t° + (y3 — 1)t

ein Minimalpolynom von z® iiber k[z? + 2,2° + z + 1] = k[ys, y3]. Es gilt also

5 Yy — Sys + 25y2 — 36y + 20

ys — 1 .
Also liegt 23 in k(2?2 4+ 2,2° + z + 1), und r(t1,t) := t%_gt%iitj;%tlﬂo erfiillt r(2? +2, 25+ 2+
1) =23 O
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Mit diesen Sétzen haben wir also Algorithmen, fiir a, f1,..., fs € klz] und b, g1, ..., gs € k[x]
folgende Fragen beantworten:

(1) Gilt ¢ € k(L,..., L)?

(2) Ist die Korpererweiterung k(%, ey f,_)(%) algebraisch iiber k:(é%, ey ﬁ)?

(3) Wenn diese Korpererweiterung algebraisch ist, was ist ihr Grad?
Wir finden dazu mithilfe von Satz 12.15 ein Ideal I des Polynomrings k[xy, ..., zsy1], sodass
Elx1, ..., xs41]/I durch ¢ isomorph zu k[, g—i, ey g—]] ist, und p(z1+1) = ¢, o(zi1+1) = ;— fiir
i€ {l,...,s}. Dann bestimmen wir ein Minimalpolynom fiir x1+1 tiber k[zo + I,. .., z51 + I,
indem wir ein kritisches Polynom p minimalen Grades fiir ; in I bestimmen. Wenn es kein
kritisches Polynom fiir xy in I gibt, ist ¢ nicht algebraisch {iber k(g—i, e g—) Ansonsten erhalten
wir aus p ein Minimalpolynom von ¢ iiber k(g—i, e ;—) Wenn deg,, (p) = 1, so liegt ¢ €
k(g—i, e f) Wenn deg,, (p) > 1, so ist ¢ algebraisch {iber k(%, e ﬁ), und deg,, (p) ist der

Grad der Korpererweiterung [k:(g—i, IO k(g—i, ).

) s ) gs
Als letztes fragen wir uns noch, ob zy + I ganz tiber k[xs + I, ..., 2, + I] ist, und, wenn ja,
wie ein Polynom kleinsten Grades mit fithrendem Koeffizienten 1 aussieht, dass das belegt.

SATz 12.25. Sei k ein Kérper, und sei I ein Ideal von k[xy,...,xz,|. Wir nehmen an, dass
x1+ I ganz dber k[zo + 1,. .., x, + I] ist, und dass m der minimale Grad eines Polynoms mit
fiihrendem Koeffizienten 1 ist, das das belegt. Sei < eine zuldssige Ordnung der Monome, die
¢ > x§2 o-aBn fiir alle o« € N und By, ...,B, € Ny erfiillt. Sei G eine Gribnerbasis von I
beziiglich <. Dann gibt es ein Polynom g € G mit LMm(g) = z".

Beweis: Sei f € k[zg +I,...,x, + I][t] ein Polynom minimalen Grades, das belegt, dass z; + [
ganz iiber k[zg 4 I,..., @, + I] ist. Wir schreiben f als 327! fi(wo + I, ...z, + )t + ™
Wegen f(z1 4+ I) = 0 liegt das Polynom p := 3.7 " fi(g, ..., @,) 2 + 27 in I.

Da G eine Grobnerbasis ist, gibt es ein g € G, sodass Lit(g) | LT(p). Dann gibt es ein my € Ny,
sodass Lt(g) = «7". Nun ist g(t,zo + I,..., 2, + I) ein Polynom vom Grad m;, das belegt,

dass z1 + I ganz iiber k[xs + I, ..., x, + I] ist. Wegen der Minimalitét von m gilt my =m. O

Wir beobachten, dass wir in unseren Beispielen ein Ideal I immer so konstruiert haben, dass
klxy,...,x,]/I isomorph zu einem Integritéitsbereich ist. In diesem Fall ist das Ideal I prim.

SATz 12.26. Sei k ein Kérper, und sei I ein Ideal von k[xy,... x,]|. Sei < eine zuldssige
Ordnung der Monome, die x{ > xg" oo abn fiir alle o € N und Ba, . .., Bn € Ny erfiillt. Sei G
eine reduzierte Grobnerbasis von I beziiglich <. Dann gilt:

(1) x1+1 liegt genaw dann in k[xe + I,. .., x, + I], wenn G ein Polynom p mit LM(p) = x,
enthdlt.

(2) @1+ I ist genau dann ganz iber k[xe + 1,. .., z, + I], wenn es ein m € N gibt, sodass
G ein Polynom p mit LM(p) = 7" enthdlt.

(3) z1+1 ist genau dann algebraisch iber k[xe +I,. .., x, + I], wenn G ein Polynom p mit
deg,, (p) # 0 enthdlt. Der Grad des Minimalpolynoms von x,+1 ist min{deg, (p) | p €

G, deg,, (p) # 0}.
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(4) Wir nehmen an, dass I prim ist. Dann ist k[zy + I, ..., x, + I] ein Integrititsbereich.
Sei K sein Quotientenkérper. Dann liegt x1 + I genau dann in k(xe +1,... 2z, + 1),
wenn G ein Polynom p mit deg,, (p) = 1 enthilt.

Beweis: (1) Wenn x; + po(z2,...,x,) € I, so gilt 1 + 1 = —po(za + I,..., 2, + I), also
x4+ 1 € klxa+1,...,0,+1]. Wenn xy + I € k[zo+1,...,2,+ I], so ist x; + I ganz iiber
klxa +1,...,2, + I], und t — (z1 + I) ist ein Polynom vom Grad 1, das das belegt. Somit gibt
es nach Satz 12.25 ein Polynom in G mit LM(g) = ;.

(2) Dieser Teil ergibt sich genauso aus Satz 12.25.
(3) Ergibt sich aus Satz 12.20, Lemma 12.21 und Lemma 12.23.

(4) Wir nehmen an, es gibt ein Polynom r = q(zs, ..., x,) 21 + p(@2, ..., 2,) mit deg, (r) =1

Y

das in G liegt. Nach Lemma 12.21 ist dieses Polynom auch kritisch. Da q(zo + I,..., 2, + 1) #

0+ 1, gilt dann o1 + I = % Wir nehmen nun an x; + I liegt im Quotientenkorper.

Dann ist 27 + I algebraisch iiber k[xe + I,..., x, + I] mit einem Minimalpolynom vom Grad
1. Dann gibt es ein kritisches Polynom p mit deg, (p) = 1 in I, und wegen Satz 12.20 auch in
G. O

UBUNGSAUFGABEN 12.27

(1) Let I := (2% — 3,23 — 2), and let R := Q[zy,x2]/I.
a) Find an Ideal J of Qlt1, to, t3] such that Q[t]/J is isomorphic to R, and an isomorphism ¢ with
14
ot +J)=(x1+a2)+ 1, o(ta+J) =21 + 1, p(ts + J) = 22 + I
(b) Find an ideal K of Q[s1] such that Q[s1]/K is isomorphic to the subring of Q[t]/J generated
by t; + J via an isomorphism ¢ with ¢ (¢, + J) = s1 + K.
(c) Find a polynomial witnessing that x; + xo + I is integral over Q.
(2) Let R = Q[t5,t"]. Find polynomials of minimal degrees that witness that ¢ is algebraic and integral
over R.
3) Find a solution of 6a + 9b + 20c = 53 in N3 by finding a polynomial p(ty,to, t3,t4) = t; — t3t5t5 with
0 2l3tg
p(253, 28,29, 2%°) = 0.
4) Find the ged of 147 and 33 and the cofactors by finding a polynomial p(tq,ts,ts,ts,t5) = t§ —
1
tytty2ty te? such that p(z!, 27, ﬁ, 233, w—ﬁs) = (0 with minimal nonzero d.

(5) Let
3

7= (6 +v)" +2)".

5 2
g= ((a:2—|-y) —|—1>
be polynomials over Q. For each h € {z,2? + y, (2 + y)?}, find an ideal I such that Q[t,,to,3]/I is
isomorphic to Q[A, f, g] and answer the following questions:
(a) Is h an element of Q[f, g]? How can h be expressed as p(f, g)?
(b)
(c) Is h algebraic over Q[f, ¢g]? In this case, find a polynomial in Q[f, g][t] witnessing this fact.
(d) Do we have h € Q(f, g)? In this case, find polynomials p,q € Q[X,Y] with h = p(f,9)/q(f, g)-
(6) Let k be a field, and let R be a subring of k containing 1. Suppose that every a € k is integral over
R. Show that R is a field. Hint: What can you say about % for r € R?
(7) * [Eng41] Let a,b,q,r, f € Q[x] such that deg(f) > 0, b # 0, a = ¢- b+ r and deg(r) < deg(b).
Suppose that a,b € Q[f]. Show that ¢ and r are elements of Q[f].

Is h integral over Q[f, g]? In this case, find a polynomial in Q[f, g][t] witnessing this fact.
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5. Wechsel des Grundkorpers

In dieser Sektion betrachten wir zwei Korper k, K mit k& < K. Fiir ein Ideal I von k[x]

bezeichnen wir mit I das Ideal () (-

SATZ 12.28. Es gilt:

Beweis: (1) Sei G = {g1,..., ¢} eine Grobnerbasis von I. Dann gilt (G) g, = 1. Wegen
Satz 11.5 ist G auch eine Grobnerbasis von I. Let f € I Nk[x]. Dann besitzt f nach Satz 10.16
eine Standarddarstellung 3~ h;g; beziiglich G. Aus dem Beweis von Satz 10.16 sieht man auch,
dass man die h; so withlen kann, dass sie nicht nur in K [z], sondern sogar in k[z] liegen. Daher

gilt fel.

(2) Da I und J sich jeweils von einer endlichen Teilmenge von k[z] erzeugen lassen, gilt das
wegen Korollar 12.9 und Satz 10.36 auch fiir 7 N J. Daher gilt INJ = (INJN k[m]>K[m] =

(3) Es gilt JUJ C I+J und folglich I + J C I+.J. Die Inklusion T+.J C I + J ist offensichtlich.

(4) Sei G eine Grébnerbasis von [ in k[z]. Dann gilt (G) ;) = 1. Aus dem S-Polynom-Kriterium
sieht man, dass G auch eine Grébnerbasis von [ ist. Eine Basis K-Vektorraums K[z]/I wird
von jenen Monomen gebildet, die keine Vielfachen eines Elements in LT(G) sind. Also gilt

dimp (K [z]/T) = dimy,(k[z]/1). O

UBUNGSAUFGABEN 12.29

(1) Let k be a field and let M be a k[x, y]-submodule of k[z, y] X k[x,y]. Let J be the ideal of k[z,y, e, 2]
generated by {e?, ejeq,e3}. Show that I := {(mie; + maes) + J | (m1,m2) € M} is an ideal of
klx,y,e1,ea]/J.

(2) By solving an ideal membership question, determine which of the vectors (0, z?y—xy?) and (2% —zy?,0)
lie in the submodule of Q[z,y] x Q[x,y] that is generated by (z + 1,%) and (zy* + 1,y)

(3) For an m X n-matrix with entries in Q[z], we let row(A) = {vA | v € Q[z]™} be its row module.

Compute generators of the intersection

241 -4 1 —4
row(( a:yo—i— g))ﬁrow(<0 A v ))
T Yy —xy

Hint: Intersect the corresponding ideals of Q[x,y, e, €2, e3].

(4) Compute a set of generators for the module
{(f1, £2) € Qla, y)* [ (%" + 2y + 3w+ 3) f + (2” + 2y + 3y + 3) f> = 0}

and explain how the solution relates to the ged of the given polynomials.
(5) Let n € N and let A and B be submodules of the Q[z]-module Q[z]™. Assume:
(a) ACB
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(b) Vie {17“'3”}; Vg € Q[:E}, vriJrlv"'»Tn € Q[il?]

((0,...,0,g,ri+1,...,rn) €B—=—
~——

i—1
Elsi+l,...’8n€@[w] : (O,...7O,g,8i+1,...78n>EA).

Show that then A = B.
(6) Compute generators for the solution module of the linear system

?y v oy -z -y
22y —x Y+ —y? |-v=0

? oy wi-y —ay

;czy xzy 2> 1000
L T —x Y 0100
M = ,

2

Hint: Let

y37w :L’+y3 a:y27y 0010
—y2 —y2 —zy 0001

and compute row(M) N ({0}3 x Q[z, y]*).

(7) For A € R™*™ let col(A) = {Az | € R"} be the column module of A and ker(A) = {y € R" | Ay =
0} be the module of solutions of Ay = 0. Let I,, be the n X n identity matrix. Prove the following
statement:

Let R be a commutative ring with unit, let I,m,n € N, and let F € R>*", G € R™>*™,
A€ R"™™ Be R™™ be such that FA = G und GB = F. Then we have

ker(F) = {Ay | y € ker(G)} + col(I,, — AB).

Remark: This exercise is used when computing syzygies via the S-polynomial method.
(8) Let A € Q[z,y, 2]*** be defined by

24y z(:c2+y) x? 0

a_| vz z(y — 2) 0 0
B 0 0 22+2y 0
0 0 z 1

(a) Compute a matrix H in echelon normal form that has the same row module as A.
(b) Use this matrix H to compute row(A4) N ({0}" x Q[x,y, 2]*") for r € {1,2,3}.
(¢) Compute module generators for ker(A).

(9) Let
s zr 0 zz+y 1
T\ 2?2 Y 0/

(a) Compute generators for the solution module (over the ring Qz, y, z])
{(v1,02,03,v4) € Q. y, 2" | A+ (01,02, v3,04)" = 0}

(b) Compute a basis for the subvectorspace of Q(z,y,2)* (as a vector space over Q(z,y, 2)) defined
by
{(Ula V2, V3, U4) S Q(.I', Y, Z)4 | A- (Ula U2, U3, v4)T = 0}

with all basis vectors lying in Q[z,y, 2].



KAPITEL 13

Strong Grobner bases over Euclidean domains

1. Introduction

This chapter provides a self-contained introduction to Grobner bases of submodules of
R[z1,...,z,]%, where R is a Euclidean domain, and explains how to use these bases to sol-

ve linear systems over R[z1,...,z,]. It is an almost verbatim copy of the article [Aic24].

The computation of Grobner bases is a broadly applicable method that solves many questions
involving polynomials. One such question is solving systems of linear equations over a commu-
tative ring D. Here, for a matrix A € D"** and b € D", one would like to compute an z € D?*
with Az = b (when it exists) and a basis of the module ker(A) = {z € D* | Az = 0}; then
{z + k| k € ker(A)} is the set of solutions of the linear system. When D is a multivariate
polynomial ring such as Z[z1, xs] or Q[x1, x5|, Grobner bases are a tool to solve these questions.
Being able to solve linear systems over D allows us to determine ideal membership in D (solve
dix1 + -+ + dpx, = d over D to find out whether d lies in the ideal generated by dy,...,d,)
and to compute least common multiples (solve x; — djxs = x; — doxg = 0 for finding z; as
a common multiple of dj,ds), and hence also greatest common divisors when D is a unique

factorization domain.

When D is a field, solving linear equations is accomplished by Gauf}’s algorithm. When D = 7Z,
solving systems of linear diophantine equations can be done computing the Hermite normal
form of a matrix. Both cases are contained in the case that D = R[zy,...,x,] =@ R[z], where
R is a Fuclidean domain, and in the present note, we explain how to solve linear systems over
R[z]. The role of the row echelon form of a matrix (when D is a field) and of the Hermite normal
form (when D is a Euclidean domain) will be taken by a matrix whose rows are a Grobner basis
of the module generated by the rows of the matrix. Our approach includes computing Grobner
bases over Z, allowing us to do linear algebra over Z[z1, ..., x,]. As every finitely generated ring
is isomorphic to a quotient Z[x1,. .., z,] by an ideal I (which is finitely generated by Hilbert’s
Basis Theorem), this will allow us to solve linear systems over all finitely generated rings. In
fact, the Grobner basis algorithm presented here (which is a modification of the algorithm
given in [Lic12]) will contain both Gauf’s algorithm and the Hermite normal form as special

istances.

As we do not presuppose any knowledge on Grobner bases, let us start with a rough description:
Given a submodule M of the D-module D*, a Grobner basis is a set of generators of M
with particularly useful properties. They were introduced by B. Buchberger, who presented
an algorithm to compute such bases when D = k[zy,...,2z,] (k a field) and s = 1 [Buc65,
Buc70] and named them in honour of his supervisor W. Grobner. Generalizing to s > 1

110
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is then straightforward. The case D = Z[x,...,x,] provides additional difficulties, as now
diophantine linear equations over Z are included. For this case, several types of Grébner bases
were introduced. We will use “strong Grobner bases”, and one main source for our development
is [Lic12]. The case that D = R[z1,...,x,] for a Euclidean domain R has also been treated in
[KRK88, Pan89]. What our treatment adds to these is that we:

e consider bases of submodules of D? also for the case s > 1,

e provide self-contained proofs of the Grobner basis criterion Theorem 13.10 and of the
uniqueness of reduced strong Grobner bases,

e explain how reduction and augmentation by S-polynomials can be interleaved in the
course of the algorithm, and

e explicitly state how to solve linear systems over D.

The computations will start from a generating set F' of a submodule of D® and compute a set of
generators G (a Grobner basis) with certain desirable properties. The algorithm is a sequence
of the following steps, which we illustrate here by examples for the case D = Z|x, y]>.

e Augmentation: When f = (102%y* + y,0,2) and g = (4a3y + 22,1,0) are in F, then
add h =z f — 2y g = (22%y* — 22%y + 2y, —2y, 2%) to F. One important property of h
is that the leading coefficient 2 of h is smaller than the leading coefficients 10 of f and
4 of g. Such an h is called an S-polynomial vector (from “subtraction”, cf. [Buc70, p.
376]).

e Reduction: When f = (102%y* + y,0,z) and g = (z — 2y, 1,0) are in F, then replace
f by f'=f—10zy*g = (20zy> + y, —10xy?, x).

When these simple steps are performed in some proper order, the process will eventually termi-
nate and produce a set of generators G that will have the required properties. Termination is
proved using the fact that certain partially ordered sets have no infinite descending chains. The
fact that the final result G' has the desired properties uses a central theorem on S-polynomials
vectors. For the case that R is a field this theorem goes back to [Buc65] (cf. [Buc76, Theo-
rem 3.3]). It has been adapted to other situations. For the case R = Z, its role is taken
by [Lic12, Theorem 10], for Euclidean domains by [KRK88, Theorem 4.1] or [Pan89, Theo-
rem 1.5], and in our presentation by Theorem 13.10. From the vast literature on Groébner bases,
we highlight the monographs [CLO92, BW93, AL94, GP02] and the survey paper [BK10].
The mathematical content of the present note builds upon [KRK88, Lic12]|; our definition of
S-polynomials differs from the one given in [Lic12], was inspired by [Buc84] and is close to
[KRKS88, Definition CP1]. The proof of Theorem 13.10 was modelled after the proof of Theo-
rem 2.3.10 in [Smil4], and the notation using “expressions with remainders” follows [Eis95].
I am indebted to M. Kauers for sharing the unpublished notes for his course on Grébner bases
at JKU in 2011 with me. The presentation of how to solve linear systems in Theorem 13.30
was inspired by his lectures on linear algebra.

The goal of the present note is to provide a self-contained presentation of as much of Grébner
basis theory as is needed to solve linear systems of over Z[zy,...,x,] (or R[zy,...,z,] for a
Euclidean domain R) in Section 8, along with proofs that are ready for the classroom. Some
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facts on partial orders go beyond the material one commonly presupposes in an undergraduate
course. These facts are collected in Section 9. Most of the theory contained in the present note is
well known, but has so far been scattered in various research publications, sometimes also with
variations in the definitions. We aim at providing one coherent presentation of these beautiful

methods.

2. Basic definitions

We write N for the set of positive integers and k for the set {1,...,k}. For a set G, we write
(g) for the set of two-element subsets of G. We write A C B to say that A is a subset of B,

and A C B for (A C B and A # B). An ordered set (W, <) is well ordered if < is a total order
on W and every nonempty subset S of W contains a minimal element.

DEFINITION 13.1. Let R be an integral domain. R is a Fuclidean domain if there is a well
ordered set W and a map § : R — W such that §(0) < d(r) for all » € R, and for all a,b € R
with a # 0, we have that 6(b) < §(ab) and that there exist ¢, € R such that b = ga + r and
d(r) < d(a).

Euclidean domains are often defined with W := N as the codomain of the grading function,
but allowing arbitrary well ordered sets includes more domains (cf. [CNT19]). Let R be a
Euclidean domain. For the polynomial ring R[z| := R[z1,...,z,], we will consider its module
R[z]*, and we will call the elements of this module polynomial vectors. For p € Rlzy,. .., x,]
and i € k, we write pe; for the vector (0,...,0,p,0,...,0) with p at place i. For o € Ny", we
write % for x{* - - - x2". The elements of {aze; | a € R\ {0}, (o, ) € No" x k} are called term

vectors and the elements of
Mon(n, k) := {z%; | (o,7) € Ny" x k}

are called monomial vectors. We say that the monomial vector x%e; divides the monomial

vector mﬁej and write x%; | mﬁej if i = 7 and o, < 3, for all m € n. This holds if and only

. . . . . . [e4
if there is a monomial @7 such that " xz¢; = x’¢;. In this case, we will also write 23

L for
x7. We say that the term vector s = az%¢; divides the term vector t = bx’e; if a divi(]ies b
in R and z%; divides z¢;. In this case we write s | t, and we write L for the term gx® with
(qz*)s = t. We can write every element from R[z]* as a sum > (wiyer Clai)TV€i, where E'is a
finite subset of Ny" x k. A fundamental step working with these polynomial vectors is to order
the terms in this sum so that we can speak about a leading term vector. A requirement for this
ordering is that when Z;”:l t; is a sum of terms that are in decreasing order, then so is the sum
>, t; obtained by multiplying with a monomial 2. This is reflected in Condition (3) of
the following definition. Condition (2) expresses the requirement that for all monomial vectors
my, me With my | mo, we have m; < mso.

DEFINITION 13.2. Let n, k € N, and let < be an order on Mon(n, k). This order < is admissible
if

(1) <is a total ordering;
(2) for all z%;, x’e; € Mon(n, k) with z%; | °¢;, we have z%; < x’e;;
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(3) for all a, 3,7 € Ny" and for all i,j € k with z%; < x’e;, we have £ e; < e,

Seeing M = {z® | a € Ny"} as a (multiplicative) monoid that acts on V' := Mon(n, k),
Condition (2) means v < m-v for allm € M and v € V, and Condition (3) that the ordering is
compatible with the monoid operation, i.e., v1 < vy = m-v; < m-vy forallm € M, v, v, € V.
Sometimes we represent (M, ) simply by the isomorphic monoid (Ny",+) and Mon(n, k) by
Ng" X k; using this viewpoint we say that an ordering <’ on Ny" x k is admissible if the ordering
< defined by z%; < zfe; :& (a,i) <’ (B,7) is admissible. This amounts to claiming that <’
is total, (a,i) <" (a4 ,1) and (a,i) <' (B,)) = (o +7,i) <" (B+7,7) for all a, 5,7 € Ny
and 1, € k.

One such ordering is the lezicographic position over term ordering, where for two distinct (av, 7)
and (,7) € No" x k, we have ((a1,...,a,),1) <jex ((B1,--.,0n),7)ifi > jor (i =7jand o < 5
for [ := min{m € k | ay # Pm}). Other admissible orderings can be defined by choosing a
matrix U € R"*" and a permutation 7 of k such that {y € Q" | Uy = 0} = {0} and the first
nonzero entry in every column of U is positive. Then one can define an admissible order < .

by (a,1) <vx (8,7) & (Ua, 7(i)) <iex (UB, 7(3))-

For a finite subset E of Ny" x k, an admissible ordering < of Ny" x k, a function ¢ : E — R,
and an f € R[zy,...,z,]F with f # 0 given by f = > (aiyer Clai) T e, we define

DEG(f) := max<{(c,i) € No" X k | ¢(a,i) # 0};

DEG(0) is not defined.
Suppose that f # 0 and (v,7) = DEG(f). Then we define

LM(f) :=x"e;, Le(f) == ¢y, LT(f) = crpz’e;

and call them the leading monomial vector, the leading coefficient and the leading term vector,
respectively. All of these are undefined for f = 0. An important fact is that an admissible
ordering on Ny" X k is a well order, i.e., it is total and has no infinite strictly descending
chains. A proof is given in Lemma 13.32. This also implies that for every nonempty subset I
of R[z]*\ {0}, there is at least one f € I such that there is no g € I with DEG(g) < DEG(f).

DEFINITION 13.3. Let R be a Euclidean domain, let I be a submodule of R[zy,...,,]*, and
let < be an admissible order of the monomial vectors. Then G C I\ {0} is a strong Grobner
basis of I with respect to < if and only if for every f € I'\ {0}, there is an element g € G such
that Lr(g) | Lr(f).

We write (G) for the submodule of R[z]* generated by G. When G is a strong Grobner basis
of I, then (G) = I: Suppose that (G) is a proper subset of I, and let f be a polynomial vector
of minimal degree DEG(f) in I \ (G) with respect to the admissible ordering <. The existence
of such an f — under the assumption (G) # I — is justified by Lemma 13.32. Taking g € G
such that Lr(g) | LT(f), we compute f':= f — EEQQ If f/=0, then f = Eggg lies in (G). If

f' # 0, then by minimality, f’ lies in (G), and hence so does f = f' + Eg ; g, a contradiction.
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When R is a Euclidean domain, 6 : R — W is the grading function of R and f € R[zy,. .., x,]*\
{0}, we define the degree with § of f by

DEG;(f) := (DBG(f), 6(Lo(f)));

hence DEG;(f) € (Ng™ x k) x W. For a subset I of R[z]*, we define DEG;(I) := {DEGs(f) |
f eI\ {0}}. On Ny" x k x W we define a partial order by

(13.1) ((a,1),d) C5 ((B,7),€) =z | 2", i =j, d <.

Then the partially ordered set (Ny" x k x W, Cys) is isomorphic to the direct product of n copies
of (Ng, <) with ({1,...,k},=) and (W, <) in the sense that ((a,7),d) s ((8,7),e) if and only
if . < B, for all r € n, i = j and d < e. Therefore the ordered set (Ny" x k& x W, Cs) has no
infinite descending chains and no infinite antichains (Theorem 13.33(1)).

3. Existence of strong Grobner bases

THEOREM 13.4. Let R be a Euclidean domain, let I be a submodule of Rlxy, ..., x,)%, and let
< be an admissible order of the monomial vectors. Then I has a finite strong Gréobner basis
with respect to <.

PrOOF. Let Min(DEG;(I)) be the set of minimal elements of DEGs(I) with respect to the
partial ordering C;. Since Min(DEG4(])) is an antichain of (No™ x k x W, Cy), it is finite (cf.
Theorem 13.33(2)). Let G be a finite subset of I such that for every ((«,7),d) € Min(DEGs(1)),
there is a g € G with (DEG(g),d(Lc(g))) = (o, i), d).

We claim that G is a strong Grobner basis. To show this, let f € I\ {0}. Since
(DEG(f),0(Lc(f))) € DEGs(I), there is an ((«,i),d) € Min(DEGs(I)) with ((a,i),d) Cs
(DEG(f),d(Lc(f))). Hence

L :={g € G| DEG;(g9) Cs DEGs(f)}

is not empty. Let g; be an element of L for which 6(LcC(g1)) is minimal. Since DEGs(g1) Cs
DEGs(f), LM(gy) divides LMm(f). By the Euclidean property, there are ¢,r € R such that
Le(f) = gqLe(gr) + r with §(r) < 6(Lc(gy)). If r = 0, then Lc(gy) | Le(f) and therefore
Lt(g1) divides LT(f). Then g, is the required element from G. If r # 0, we let

Lm(f)
LM(g1)

Then h € I and Lir(h) = r LM(f). Then there is go € G such that DEGs(g2) C5 DEGs(h). Hence
LM(g2) | LM(h) and 6(Lc(ge)) < (), and thus d(Lc(g2)) < 0(Lc(gr)). Since §(Lc(g2)) <
d(Lc(gr)) < o(Le(f)), we have go € L. This go contradicts the minimality of Lc(g;). Therefore
the case r # 0 cannot occur. 0J

h:=Ff-q

gi-
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4. A criterion for being a strong Grobner basis

In this section, we prove a criterion (Theorem 13.10) that guarantees that certain sets are strong
Grobner bases. This criterion is then fundamental for constructing these bases in Section 5.
Throughout Sections 4 and 5, R will denote a Euclidean domain with grading function §. We
first need a generalization of Euclidean division, i.e., of expressing b as ga + r with §(r) < d(a),
from R to R[z].

DEFINITION 13.5. Let G C R[z]*\ {0}, and let f € R[z]*. We say that p = ((a;, M4, gi)ien, )
is an expression of f by G with remainder r if N € Ny and for each ¢ € IV, we have that a; € R,
m; is a monomial, g; € G, r € R[z]* and

N
f=Y " amigi+r.
i=1

An expression is Fuclidean with respect to the admissible monomial vector ordering < if for
all i € N, we have LM(m;g;) < LM(f), and (r = 0 or there is no g € G such that DEGs(g) Cs
DEGs (7’))

Let us give some examples of expressions in R[z]* = (Z[z,y])!, where we order monomials
lexicographically with = > y and use the Euclidean grading function §(z) := |z|. Let G =
{2z e1,3yer}. Then (((—11,y,2ze1), (5,2,3ye1), (4,y,2xey)), zey) is an Euclidean expression
of xye; + x e; by G that corresponds to the equality

xyer +xe; = —11y(2xe;) + 5x(3yer) + 4y(2zey) + v ey.

The expression ze; = 12°(2ze;) + (—x€;) is an Euclidean expression of ze; by G with re-
mainder (—x e;), whereas the expression xe; = —32°(2ze;) + Tre; is an expression of z by
G with remainder 7x e; which is not Euclidean because §(7) € §(2) and thus DEGs(7xe;) =
DEGs(Tz'y % er) = (((1,0),1),7) Zs (((1,0),1),2) = DEGs(2z €1).

We note that in an expression, a; = 0 is allowed. The name ezpression follows the notation of
[Eis95, Definition 15.6]. We will construct such expressions using Euclidean division.

ALGORITHMUS 13.6 (Euclidean division).
Input: f € R[z]*\ {0}, G C R[z]*\ {0}, an admissible order < of Ny" x k.
Ouput: An Euclidean expression ((a;, mi, gi)ien,7) of f by G.
Lr<+f
2: p ()
3: while r # 0 and 3¢9 € G : DEGs(g) C5 DEGs(r) do
4: Find some ¢,s € R with Lc(r) = ¢Lc(g) + s and 0(s) < 0(Lc(g)).
5
6
7

Lwm(r)
Tui(g) 9

Append (g, 7315, 9) to p

: Return (p, )

r<r—gq

LEMMA 13.7. For each input f, G, Algorithm 13.6 terminates and yields a Euclidean expression
of f by G.
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PROOF. We first prove termination. We say that f € R[z]* does not guarantee termina-
tion if there is an infinite sequence rqg = f, 71,75 ... of values of r produced by the algorithm.
Suppose that there is f € R[z]* that does not guarantee termination. Among those f that
do not guarantee termination, we let L be the set of those f for which LM(f) is minimal
with respect to the admissible ordering <. Since the admissible order < is a well order (Lem-
ma 13.32), every nonempty subset of monomial vectors contains a least element with respect
to < and thus L is nonempty. The codomain of the grading function ¢ is also well ordered.
Hence among the elements of L, we can choose an f to be of minimal §(Lc(f)). If in the com-
putation r; = f — ¢ iﬁggg, with s = Lc(f) — ¢Lc(g), we have s = 0, then LM(ry) < LM(f).
Then r; does not guarantee termination, contradicting the minimality of LM(f). If s # 0 and
d(s) < 6(Lc(g)), we have Lir(ry) = s LM(f) and therefore §(Lc(ry)) = 6(s) < §(Lc(g)). Since
DEGs(g9) Cs5 DEGs(f), we have §(Lc(g)) < §(Lc(f)). Thus d(Lc(r)) < d(Le(f)). Since

does not guarantee termination, we have a contradiction to the minimality of §(Lc(f)).

For proving correctness, we observe that throughout the algorithm (p,7) is an expression of
f by G satisfying the degree bound. When the while-loop is left, then r has the required
properties. 0

Expressions with remainder 0 will also be called representations. The importance of represen-

tations in which only one summand has maximal degree was observed in [Lic12].

DEFINITION 13.8. Let f € R[z]*\ {0} and G C R[z]*\ {0}. Then p = (a;, m;, gi)ien is a strong
standard representation of f by G with respect to the monomial vector ordering < if (p,0) is

an expression of f by GG with remainder 0, and in addition,

N > 1, Lm(myg1) = LM(f), and Lm(m;g;) < LMm(f) for all i € N\ {1}.

We will now define S-polynomial vectors; this definition is a slight modification of [KRK88,
Definition CP1]. For a, 8 € No", we let aLl 8 := (max(ay, 1), .., max(ay,, 8,)). Hence 7 is
the least common multiple of ® and = in R|z].

DEFINITION 13.9 (S-polynomial vectors). Let f,g € R[z]* \ {0} with f # g, and assume that
L1(f) = az®e; and L1(g) = bx’e;. Let

o= (alUpB)—pFand 8 = (alf) —a.

Then h € R[z]* is an S-polynomial vector of the pair (f, g) if one of the following two conditions
holds:

(1) i =7, 6(a) > §(b) and there exists ¢ € R such that d(a — gb) < d(a) and
h=a”f - qz"g:
(2) i # jand h = 0.

The polynomial vector h is an S-polynomial vector of the set {f, g} if h is an S-polynomial
vector of (f, g) or of (g, f).
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Concerning item (1), we notice that Euclidean division of a by b in R would yield a ¢ that even
satisfies d(a — gb) < 4(b), but for our purposes the weaker condition d(a — gb) < d(a) suffices.

THEOREM 13.10. Let < be an admissible ordering on Mon(n, k), and let G C R[z]*\ {0}. We
assume that for all f,g € G with f # g, there is an S-polynomial vector h of {f, g} such that
h =0 or h has a strong standard representation by G. Then G is a strong Grobner basis with
respect to < for the submodule I of R[x]* that is generated by G.

PRrROOF. Let f € I\ {0}. We will show that there is ¢ € G with Lir(g) | LT(f). Since f € I,
there is p = (a;, mi, gi)ien such that f = >, a;m;g;. Such a p is called a representation of f by
G. Here, no restriction on DEG(m;g;) is made. We measure the complexity of a representation

p = (ai,mi, gi)icn using the following complexity parameters:
Ci(p) == max {DEG(m,g;) | i € N}

is the maximal degree of m;g; appearing in p, where the maximum is taken with respect to the
admissible ordering of on Ny" x k. We let

Ii(p) = {i € N | DEG(mg;) = C1(p)}

be the set of those indices for which this maximum is attained. We define

Ca(p) = max {0(Lc(g:)) [ i € Li(p)}

as the maximum of the d-grades of the leading coefficients of those g;’s for which DEG(m;g;) is
maximal. The set

Ly(p) := {i € N | DEG(myg;) = Ci(p) and d(Lc(g:)) = Ca(p)}

collects those indices from I(p) for which this maximum of J-grades is attained. Finally,

Cs(p) = #1s

counts the number of elements of I,. Now we choose a representation p = (a;, m;, gi)ien of f for
which the triple (C1(p), Ca(p), C3(p)) is minimal with respect to the lexicographic ordering on
(No" x k) x W x N, where the order on Ny" x k is taken to be the admissible ordering <. This
means that p minimizes C; with respect to the admissible order on Ny" x k, among those that
minimize C7, p minimizes Cy, and so on. Since all three sets Ny" x k, W, N are well ordered, i.e.,
totally ordered without infinite descending chains, such a minimizing p exists. Since for every
permutation of N, the representation p’ = (@), Mx(i), gr())ien of f has the same complexity

parameters as p, we may assume
(13.2) DEG(myg1) > DEG(mags) > - -+ > DEG(mygn).

We now consider several cases:

Case 1: #1;(p) = 1: By the assumption (13.2), we then have I;(p) = {1}. If a; = 0, we take the
representation p’ := (a;, mi, g;)ien\ (13- Then Cy(p") < Ci(p), contradicting the minimality of p.
If a; # 0, then DEG(a1m191) = DEG(f) and Lc(f) = a; Lo(gy). Therefore Lr(gy) | Lr(f).
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Case 2: #I,(p) > 2: Let | := #I,(p). Then LM(myg;) = - -+ = LM(myg;), and we may assume
without loss of generality that
(13.3) 6(Le(gr) = 0(Le(ge)) = - = 6(Lc(gr)-

Case 2.1: g3 = go: Since LM(myg;) = LM(mags), we then have m; = my. Hence p/ =
((ay + ag,ma, g2), (as,ms, g3), ..., (an,mn,gn)) is a representation of f with Cy(p’) = Ci(p
Since 0(Lc(g1)) = 6(Lc(gq)), we also have Cy(p') = Ca(p). Now Cs(p') = Cs(p) — 1 < Cs(p
Then p’ contradicts the minimality of p.

).
).

Case 2.2: g1 # go: Let
L1(g)) = ax®e; and Lr(go) = ba’e;.

Since DEG(m1¢g1) = DEG(mags), we have i = j. By the assumptions, the S-polynomial vector
h coming from {gi, g2} is 0 or has a strong standard representation by G. If d(g1) > 6(g2),
then h is an S-polynomial vector of the pair (g1, gq). If §(LC(g1)) = 6(LC(g2)) and h is an
S-polynomial vector of the pair (gs, g1), we swap the first two entries in the representation p
and obtain a representation p that still satisfies (13.2) and (13.3). This allows us to assume
that h is an S-polynomial vector of the pair (g1, g2). Let

ol = (al—lﬁ)_ﬁv /8/ = (O[U/B)—(]_/7
and let v be such that v+ (o U ) = DEG(m1g;1). Let ¢ € R be such that §(a — ¢b) < d(a) and

h = :L'ﬁlgl — qa:o‘,gg.

Then

z'h = mig1 — qmag,
and thus
(134) migs = xh + qmeaogs.

Case 2.2.1: h = 0: In this case, m1g; = gmago, and thus

p/ = ((alq + a27m2792)7 (CL3, m3ag3)7 cey (aN7mN7gN>>
is a representation of f that satisfies C}(p’) = Ci(p).

Case 2.2.1.1: §(Lc(g1)) > d(Lc(g2)): Then Ca(p') = d(Lc(g2)) < d(Lc(gr)) = Ci(p'). Thus p’
contradicts the minimality of p.

Case 2.2.1.2: 6(Lc(g1)) = d0(Lc(gz)): Then Ca(p') = 6(Lc(ge)) and Cs(p') = Cs(p) — 1,
contradicting the minimality of p.

Case 2.2.2: h # 0: By the assumptions, h has a strong standard representation (b;, n;, h;)iem
with the h;’s in G. Now from (13.4), we obtain

aimyg, = Z arb;(xn;)h; + a1gmago,
ieM
and therefore

a1migir + aamags = Z arbi(x"n;)h; + (a1q + az)mags.
€M
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We claim that the representation p’ coming from

N
f= (Z albi<z’yni)hi) + (a1 + az)mags + Z a;m;g;
ieM i=3

has lower complexity than p. We know that DEG(h) < DEG(2%¢g) and thus DEG(27h) <
DEG(m1g1). We distinguish cases according to whether this inequality is strict.

Case 2.2.2.1: DEG(z7h) < DEG(mqg1): Then for all i € M, we have DEG(x"nh;) <
DEG(my¢;). Since DEG(m1¢1) = DEG(maga), we therefore have C1(p') = Cy(p). If 6(Lc(gr)) >
d(Lc(g2)), we have Cy(p') < Ca(p), and if §(Lc(g1)) = d(Lc(g2)), we have Cy(p') = Ca(p) and
Cs3(p') = Cs5(p) — 1 < C3(p), contradicting the minimality of p.

Case 2.2.2.2: DEeG(z"h) = DEG(mig1): Then DEG(z"nihy) = DEG(mig1) and
DEG(z"n;h;) < DEG(mqg1) for i € {2,...,M}. Hence Cy(p') = Ci(p). Since Lr(bynihy) =
Lr(h), we have §(Lc(hy)) < 6(by Le(hy)) = 6(Le(h)). From the definition of S-polynomial vec-
tors, we have §(Lc(h)) < §(Lc(g1)), and thus d(Lc(hy)) < d(Lc(gr)). If 6(Lc(gr)) > o(Lc(g2)),
we have Cq(p) < Cs(p), and if §(Lc(gr)) = d(Lc(g2)), we have Cay(p’) = Ci(p) and
Cs(p') = Cs5(p) — 1 < Cs3(p), contradicting the minimality of p.

Hence in Case 2, we always obtain p’ with complexity lower than p, showing that the case
#1I1,(p) > 2 cannot occur. O

5. Construction of strong Grobner bases

In this section, we assume that a submodule I of R[z]* is given by a finite set F' of generators.
(By Hilbert’s Basis Theorem, or simply by Theorem 13.4, such a finite F exists.) Our goal is to
construct a finite strong Grébner basis G for I = (F'). We will proceed by adding polynomials
to F'in order to obtain a set G such that each 2-element subset of G has an S-polynomial vector
with a strong standard representation; then Theorem 13.10 guarantees that we have found a
strong Grobner basis. We start by setting G := F. Algorithm 13.11 performs one step of the
augmentation of F' towards a strong Grobner basis. In this step, we consider one 2-element
subset {p, ¢} of G. The augmentation of G using the set {p,q} yields a set H. This set H
can be equal to G, or it is equal to G U {f} for some polynomial vector f € (F), where f is
computed from an S-polynomial vector of {p, ¢}. Compared to G, the set H has the advantage
that in H, either {p, ¢} has an S-polynomial vector that has a strong standard representation,
or {p, ¢} still has no strong standard representation by H, but H is, in some sense, larger than
(G, which also brings us closer to termination. The function AUGMENT also returns a Boolean
value z € {0, 1}, where = 0 indicates that the pair {p, ¢} needs to be reconsidered in a future
augmentation step.

To express this idea of the set becoming larger by augmentation, we let W be the codomain
of the FEuclidean grading function . We consider subsets T of Ny" x k£ x W and we say that
such a subset T is upward closed if for all s € T and t € Ny x k x W with s T4 ¢, we have
t € T. Since (Ng" x k x W,C;s) has no infinite descending chains and no infinite antichains,
there is no infinite ascending chain of upward closed subsets of Ny x k x W with respect to C
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(cf. Theorem 13.33(3)). For G C R[z]*, we will consider the upward closed set
DEGs(G)1 := {((7,9),d) € Ny" x k x W | 39 € G : DEGs(g) Cs ((7,1),d)}.

ALGORITHMUS 13.11 (Augmentation).

Input: A finite subset G of R[z]* \ {0}, a two element subset {p,q} of G, and an admissible
order < of Ny" x k.

Output: A pair (H,z), where H is a finite set with G C H C (G) and = € {0, 1} such that the
following hold:

(1) If x = 1, then {p, ¢} has an S-polynomial vector f such that f = 0 or f has a strong
standard representation by H.

(2) It G # H, then DEGs(G)T C DEGs(H)T.

(3) If G = H, then x = 1.

1: function AUGMENT(G, {p,q})

2: f + some S-polynomial vector of {p, ¢}

3 <+ 0

4 if f =0 then

5: <1

6 else if 3g € G : Lr(g) | Lr(f) then

7 1

o rer-

9: Find a Euclidean expression f’ = sz\i1 a;m;g; +r by G.
10: if » # 0 then

11: L G+ GU{r}

12: else if Jdg € G : DEGs(g) &5 DEGs(f) then

13: Among those g € G with DEG;s(g) Cs DEGs(f), pick g with minimal §(Lc(g)).
14: Find ¢ € R such that 6(Lc(f) — gLc(g)) < 6(Lc(g)).
15: [ f—amBg

16: G+ GU{f'}

17: else

18 G+ GU{f}
19: Return (G, z)

LEMMA 13.12. Algorithm 13.11 is correct.

PRrROOF. For proving the first output condition, we assume that x = 1. We show that then f
is an S-polynomial vector of {p, ¢} with the required conditions. If f = 0, this is clearly the case.

It Elg €G: LT(g) | LT(f)a then in the case r = O’ ((Egg))7 I]j\ég;ag)a (alam17gl)7 ) (aMmMgM))

is a strong standard representation of f by G and in the case r # 0, we note that Lm(r) <

LM(f/) < LM(f) and thus ((igg;; iﬁg%g% (a17m17g1)7 AR (aMmMgM)a (17 wO’ T)) is a StI'Ol’lg

standard representation.

For proving the second output condition, we assume G # H. If there exists g € G with Lir(g) |
Lt(f) and r # 0, then since r is the remainder of a Euclidean division, DEGs(r) & DEGs(G)T,
and thus DEGs(G)T C DEGs(G U {r})T = DEGs(H)T.
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If there is no g € G with L1(g) | LT(f), but there is a ¢ € G such that DEGs(g) Cs DEGs(f),
then we show that DEGs(f’) ¢ DEGs(G)T. Suppose that there is g1 € G with DEGs(g1) Cs
DEG;(f’). Then 6(Lc(gr)) < 6(Le(f’)) and Lm(gy) | Lm(f’). Since Lr(g) 1 Lr(f), we ha-
ve LM(f") = LM(f), and thus LM(g;) | LM(f). Furthermore Lc(f') = Lo(f) — ¢Lc(g)
and thus o(Lc(f")) < o(Lc(g)), and from DEGs(g) Ts DEGs(f) we obtain d(Lc(g)) <
d(Lc(f)). Altogether d(Lc(g1)) < d(Le(f')) < d(Le(g)) < o(Le(f)). From this, we obtain
DEG;s(g1) Cs DEGs(f) and 6(Lc(g1)) < d(Lc(g)), contradicting the minimality of §(Lc(g)).
Thus DEGs(f") € DEGs(G)T, and therefore DEGs(G)T C DEGs(G U {f'})1 = DEGs(H)7T.

Finally, if f # 0 and 39 € G : DEGs(g) Cs DEGs(f) is false, then DEGs(f) & DEGs(g)T, and
thus DEGs(G)1 C DEGs(GU{f})T = DEGs;(H)1T.

For proving the third output condition, we assume G = H. This happens only if f = 0 or if
(f #0,dg € G:Lr(g) | Lt(f) and r = 0) because in all other cases, a polynomial vector gets
added to G. In both of these cases, x is set to 1. O

Replacing lines 14 and 15 of the algorithm by the following lines may reduce the number of

computation steps and still yields a correct algorithm.

14 Compute d := ged(Le(f), Le(g)) = aLe(f) + bLe(g).
150 ff—af + biiﬁgg

ALGORITHMUS 13.13 (Strong Grobner Basis).
Input: F' C R[z]*\ {0}, an admissible order < of Ny™ x k.
Output: G C R[z]* \ {0} such that G is a strong Grébner basis of (F) with respect to the

monomial vector ordering <.

1: G+ F.

2: P+ @.

3: while Ip,q € G : p # q and {p,q} € P do
4:  (G,x) + AUuGMENT(G, {p,q})

5 if © =1 then

6

7

P PU{{pa}}
: Return G

THEOREM 13.14. Algorithm 13.13 terminates on every input and produces a correct result.

ProOF. We first observe that throughout the algorithm, G generates the same submodule
as F. Furthermore, each {p,q} € P has an S-polynomial vector f that is 0 or has a strong
standard representation: The set {p, ¢} can only be added to P when z = 1 and in this case
the output condition (1) of AUGMENT guarantees that {p, ¢} has f as required. Hence if the
algorithm terminates, all two-element subsets of GG have a strong standard representation. Thus
by Theorem 13.10, GG is then a strong Grobner basis.

In order to show termination, we let W be the codomain of the Fuclidean grading function ¢,

and we consider the upward closed subset

Dec;s(G)1 = {((7,1),d) € Ng" x k x W | 3g € G : DEGs(g) T ((7,1),d)}
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of (Ng" X k x W,Cs). Our claim is that in each execution of the while loop, if G; and P; are
the values of G and P when entering the loop and G5 and P, are the values before the next
iteration of the loop, we have DEGs(G1)1 C DEGs(G2)T or (DEGs(G1)T = DEGs(G2)T and
#((2)\ P) < #((9)\ P1)). If G # Gs, then output condition (2) of AUGMENT yields
DEGs(G)T € DEGs(H)T. If G; = G, then by output condition (3) of AUGMENT, we have
z =1 and thus P, = P, U {p, ¢} and therefore #(( %)\ o) < #((%) \ P1).

Now suppose that there is an execution of this algorithm that does not terminate. Then we know
that from some point onwards, DEGs(G)1 stays constant, and from this point on, #((§) \ P)
strictly descends forever, which is impossible. 0

[Lic12, Theorem 11] contains a criterion’ that generalizes [Buc70, p.377, S.2.], which tells that
certain S-polynomial vectors need not be considered. We provide a generalization, which, when
dealing with polynomial vectors, needs the rather restrictive assumption that both polynomial
vectors f, g have entries only in the same component. When speaking of polynomials instead
of polynomial vectors, we write the leading term of p # 0 as 1t(p), the leading monomial as
Im(p), and the degree of p, which is an element in Nf, as deg(p).

THEOREM 13.15. Let f,§ € Rlz|, o, € Ny", i € k, and a,u € R such that u is a unit in R,
16(f) = az® and 1t(§) = ux?®. Let f := fe; and g := Ge;. If * and P are coprime monomials
(which means that for all j € n we have oy = 0 or B; = 0), then {f,g} has an S-polynomial
vector that is 0 or has a strong standard representation by {f,g}.

PROOF. Let fi := f—1t(f) and §; := §—1t(§). Then h = = f —au~'x*g is an S-polynomial
vector of {f, g}. Suppose h # 0. We have

(13.5) h=a"f —au'z%g = (£°f — auv'2%G) e; = v (uz’ f — ax§) e;
= uil(@ - §1)f— (f— fl)g)ei = —u ' f +utfig.

Writing ¢; and fl as sums of terms, we obtain a representation of h. We will show now that
it is a strong standard representation. If f; = 0 or g; = 0, then this representation has only
one summand of degree DEG(h) and is therefore a strong standard representation. Hence let
us assume f; # 0 and g3 # 0. We observe that DEG(Im(g1)f) # DEG(Im(f1)g): Seeking a
contradiction, we assume DEG(Im(g1)f) = DEG(Im(f1)g). Then Im(g;) Im(f) = Im(f;) Im(g),
which means Im(g;)z® = lm(f;)x”. We therefore have £ | Im(f;)z”. By the assumptions on

a and (3, we then have ® | Im(f}), contradicting deg(f1) < a.

Therefore, exactly one of —u g, f and u~' f1g has degree DEG(—u "¢y f + u ™" f1g), which is
equal to DEG(h). Thus by writing §; and g as sums of terms, (13.5) produces a strong standard
representation of h with respect to {f, g}. O

'In the statement of [Lic12, Theorem 11], the assumption ¢; € {—1,+1} is missing. Without adding this
assumption, for p; := 2x+1 and py := 4y+1, we obtain SPoly,(p1,p2) = 2yp; —xp2 = 2y—x, which has no strong
standard representation since 2y and x are not divisible by any of 2z and 4y. — In the proof given in [Licl2,

Theorem 11], the S-polynomial of py, q; is computed (incorrectly) as SPoly,(p1, p2) = 4yp1 — 2xps = 4y — 2z.
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6. Existence and uniqueness of reduced strong Grébner bases

The construction given in Section 5 has the shortcoming that during the process, polynomial
vectors can never be removed from a basis. Also, once we have found a strong Grébner basis
G of I, then we see from Definition 13.3 that every G’ with G C G’ C I\ {0} is also a
strong Grobner basis. Hence a strong Grébner basis of I need not be unique. However, we
obtain uniqueness if we require that the Grobner basis is reduced. In this section, we prove
the existence and uniqueness of such a reduced Grébner basis; Section 7 is then devoted to its

algorithmic construction.

When R is the Euclidean domain Z with grading function 6(z) := |z|, then 6 may be expressed
by 4 either as 6 = 1:44+2 or 6 = 2-4+(—2). In order to be able to prefer one of these expressions,
one introduces some order on the ring R (cf., e.g., [Buc84, p.6] and [Pan89, p.62]). We will
use orderings that come from refining the grading function 6. When R is a Euclidean domain
with grading function § : R — W, we assume that we additionally have an injective function 5
from R into a well ordered set W’ with the property 4(0) < d(a) for all a € R and

(13.6) for all a,b € R: 6(a) < 8(b) = d(a) < o(b).

Throughout Sections 6 and 7, we assume that R is a Euclidean domain with the functions ¢ and
5 as above. From a computational point of view, it may be difficult to define such a function
9, or, equivalently, to provide a well ordering <z on R satisfying o (a) < (b) = a <gb. In the
beginning of Section 7, we will address this computational issue. We point out that the given
conditions on 4, in particular (13.6), have been selected in a way that will allow us to prove

that each submodule has a unique reduced strong Grébner basis.

We will need the following simple fact about Euclidean domains.

LEMMA 13.16. Let a,x € R\ {0} be such that (ax) < §(a). Then x is a unit of R.

PROOF. There are ¢,r € R with a = gax +r and §(r) < é(ax). Then §(r) < 6(a). If r =0,
then a = gaxr and thus gz = 1 and z is a unit. If » # 0, then since r = a(1 — gx), we have
d(a) < d(a(l —gqx)) = 0(r), a contradiction. O

DEFINITION 13.17 (Reducibility). We say that b € R is reducible by A C R if there are a € A
and ¢ € R such that 0(b — ga) < 6(b). Now let G C R[z]* \ {0}. We say that a term vector
bxe; is reducible by G if b is reducible by {Lc(g) : Lm(g) | %;}, and that f € R[z]*\ {0}
is reducible by G if it contains a term vector that is reducible by G.

A polynomial vector p is normalized if p # 0 and §(Lc(p)) < 6(uLc(p)) for all units u of R.
The subset G of R[z]* is normalized if every g € G is normalized.

DEFINITION 13.18. Let G be a strong Grébner basis of the submodule I of R[z]*. Then G is a
reduced strong Grobner basis of I if for each g € GG, g is normalized and g is not reducible by

G\ {g}.

From an admissible ordering of the monomial vectors and the function 5, one can define a total
order <p on R[z]|*. To this end, we order polynomial vectors p,q as follows: for p # ¢, let
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xVe; := LM(p — q), let a be the coefficient of &”e; in p, and let b be the coefficient of x7e; in q.
Then we say p <p ¢ if 3(@) < 5(()) and p <p q if p=q or p <p q. The order <p is a well order
on R[z]* (Lemma 13.34).

THEOREM 13.19. Let I be a submodule of R[z]*, and let Min(DEG4(I)) be the set of minimal
elements of DEGs(I) with respect to the ordering Cs. For every ((«,i),d) € Min(DEGs(I)),
we choose gaiq to be the minimal element in I with respect to <p such that DEGs(gaid) =
((a,i),d). Then

G = {ga,ia | ((a,),d) € Min(DEGs(1))}

is finite, and G 1is the unique reduced strong Grébner basis of 1.

PROOF. As an antichain in the ordered set (No, <)" x ({1,...,k},=) x (W, <), the set
Min(DEGs(1)) is finite (Theorem 13.33(2)), and hence G is finite. As in the proof of Theo-

rem 13.4, we see that GG is a strong Grobner basis.

Now we show that G is reduced. Let g € G. We first show that ¢ is normalized. Supposing
that ¢ is not normalized, there is a unit v € R with d(uLc(g)) < 6(Lc(g)). Since u is a unit,
d(uLc(g)) = 6(Le(g)). Thus DEGs(ug) = DEGs(g), but ug <p g. This contradicts the choice
of g. Hence ¢ is normalized.

Next, we show that g is not reducible by G \ {g}. Seeking a contradiction, we suppose that g
is reducible by G \ {g}. Then there are a term vector az®e; in G, h € G\ {g} and ¢ € R such
that LM(h) | %, and 6(a — g Lo(h)) < 6(a).

Case 1: az®e; = L1(g): Let b be a greatest common divisor of Lc(h) and Lc(g) in R. Since R

is Euclidean, there exist u,v € R with v Lc(h) 4+ v Lc(g) = b. Thus LT(uEﬁ%h +vg) = bx e;.

Since G is a strong Grobner basis of I, there is h; € G with
(137) LT(hl) | bmaei.

Since bx%e; | LT(g), we obtain
Lr(h) | Tr(g).

Thus DEGs(h1) Cs DEGs(g). Since DEGs(g) € Min(DEGs(G)), we then have DEGs(hy) =
DEG;(g). Since G contains only one element f with DEGs(f) = ((a,4),d(a)), we have hy = g.
Now by (13.7), we have Lc(hy) | b. From the definition of b as a ged, we have b | Lc(h), and thus
Lc(hy) | Le(h) and therefore Le(g) | Le(h). Hence there is a 3 € R such that Le(h) = gra.
Therefore,

(13.8) 6(a — qqra) < 0(a).

By (13.6), we then have 6(a — gqia) < d(a), and thus by Lemma 13.16, either 1 — gg; = 0 or
1 —qq is a unit in R.

Case 1.1: 1—gq; = 0: Then ¢ is a unit in R and therefore Lc(h) | Lc(g). Since LM(h) | Lm(g),
we obtain Lir(h) | LT(g) and therefore DEGs(h) C5 DEGs(g). From the minimality of DEGs(g),
we obtain DEGs(g) = DEG;(h). Since G contains only one element f with DEGs(f) = DEG;(9g),
we have h = g, contradicting h € G\ {g}.
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Case 1.2: 1 — gq; is a unit in R: Since ¢ is normalized, we then have d(a(1 — ¢q1)) > 6(a),
contradicting (13.8).

Case 2: ax®e; # L1(g): Then DEG(az®e;) < DEG(g). Since d(a — gLc(h)) < 6(a), we obtain

g— q#?h)h <p g and L1(g — q#?h)h) = L1(g), and therefore DEGs(g — qLﬁ?h)) = DEG;(9).

This contradicts the minimality of g with respect to <p.

This completes the proof that g is not reducible by G \ {g}.

Therefore G is a reduced strong Grobner basis. The uniqueness follows from the following

lemma. U

LEMMA 13.20. Let I be a submodule of R[z]*, and let G, H be reduced strong Grébner bases of
I. Then G = H.

PROOF. By symmetry, it is sufficient to prove G C H. Let ¢ € G. Since g € I, there is
h € H such that Lr(h) | LT(g), and since h € I, there is g; € G with Lr(g1) | Lr(h). If ¢1 # ¢,
then Lc(g) is reducible by Lc(gy), contradicting the fact that G is reduced. Thus ¢; = g, and
therefore Lir(g) | Lr(h) | LT(g) and thus Lc(g) and Lc(h) are associated in R. Since both G
and H are normalized, we obtain Lc(g) = Lc(h), and thus Lt(g) = Lt(h).

We will now show g = h. Seeking a contradiction, we suppose g # h. Since Lir(g) = Lr(h), we
have DEG(g — h) < DEG(g) = DEG(h). Let ax®e; :== Lir(g — h), let b be the coefficient of xe;
in g, and let ¢ be the coefficient of %e; in h. Then a = b—c. Since g—h € I, there is g; € G with
Lr(g1) | Lr(g — h). We already know that Lt(g) = Lr(h), and thus DEG(9 — h) < DEG(g).
Therefore g3 # g. From Lc(g1) | b — ¢, we obtain ¢ € R such that ¢Lc(g1) = b — ¢ and
therefore ¢ = b— ¢ Lc(gy). Since b is not reducible by {Lc(gy)}, we have §(b) < 6(c). Similarly,
since g — h € I, there is hy € H with Lr(hy) | Lt(g — h). Since L1(g) = Lr(h), we have
DEeG(g — h) < DEG(h), and thus hy # h. From Lc¢(hy) | LT(g — h), we obtain ¢ € R with
qLc(hy) = b — ¢, and thus b = ¢ + ¢Lc(hy). Since ¢ is not reducible by {Lc(hy)}, we have
5(b) > 6(c). Altogether, we have 6(b) = §(c) and thus b = ¢, leading to the contradiction a = 0.
Thus g = h and therefore g € H. O

7. Construction of reduced strong Grobner bases

We let R be a Euclidean domain with grading function § and an additional function § as in
Section 6. For reducing coefficients, we will suppose that with respect to ) , we can perform the
following two algorithmic tasks:

(1) For a € R, we can find a unit « in R such that (ua) is minimal in {6(v/a) |
v’ is a unit of R}.
(2) For a,b € R, find ¢ € R such that 6(b — ga) is minimal in {§(b — ¢'a) | ¢ € R}.

For many Euclidean domains, e.g. for the fields R or Q, it is difficult to describe such a function
5. However, on a field k, it suffices to assume that ¢ satisfies 6(0) < 6(1) < d(x) for all €
k\{0,1}. Then for a € k\{0}, u := o~ minimizes §(ua) and ¢ := ba~! minimizes 6(b—qa). For
7., we may take 6(z) := 3|z| — sgn(z), which yields §(0) < §(1) < 6(—1) < §(2) < 6(=2) < ---
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Then for a € Z\ {0}, u := sgn(a) minimizes §(ua) and the unique ¢ € Z with —5<b—qa <3

minimizes 0(b — ga). We note that instead of (2), it would be sufficient to ask for

(2)) For a,b € R, find ¢ € R such that §(b — ga) < 8(b) if such a ¢ exists, and ¢ = 0 if 6(b)
is minimal in {6(b — qa) | ¢ € R}.

In other words, (2’) asks to determine whether b is reducible by {a}, and, if so, provide a
witness ¢ € R with (b — ga) < 6(b). Actually, only (2') is needed in Algorithm 13.22. But it is
clear that iterating a procedure accomplishing (2), we obtain a procedure accomplishing (2).

For reducing polynomial vectors, we follow [Lic12] and use reductions that, when they affect the
leading term of a polynomial, eliminate this leading term in one step. We call such reductions
soft.

DEFINITION 13.21. The polynomial vector f € R[z]*\ {0} is softly reducible by G if f — Lr(f)
is reducible by G or there is g € G such that Lt(g) | LT(f). A set G C R[z)* is softly reduced
if no f € G is softly reducible by G \ {f}.

We will consider the following ordering of finite subsets of R[z]*. We say that G| <g Gy if
there is an injective map ¢ : G; — G such that g <p ¢(g) for all ¢ € GG;. This ordering is a
well partial ordering (Lemma 13.35). One step of a soft reduction is performed in the following
algorithm SOFTLYREDUCE.

ALGORITHMUS 13.22 (Soft reduction).
Input: G C R[z]* \ {0} such that G is not softly reduced.
Output: H C R[z]*\ {0} such that

(1) (H) = (G),
(2) Every g € G has a strong standard representation by H,
(3) H <g G

1: function SOFTLYREDUCE(G)

2: Choose f,h € F and a term ax“e; from f such that f # h, LM(h) | £%¢; and there
is ¢ € R such that (z%; = LM(f) and a — gLc(h) = 0) or (z%; # LM(f) and
5(a — gLc(h)) < é(a)).

re = amamh

if r =0 then

 H<G\{f}

else

C H« G\ {fHu{n

Return H

LEMMA 13.23. Algorithm 13.22 is correct.

Proor. Clearly, H and G generate the same submodule.
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Next, we show that every g € GG has a strong standard representation. Let g € G. If g € H,
then g = 12%¢ is such a representation. If g € H, then g = f and

o4
re;

13. = h+1zr.
(13.9) f qLM(h) + 1x"r
We first assume r # 0. If LT(f) = az“e;, then DEG(L””NT(‘Z)h) = (a,i) = DEG(f) and
DEG(z"r) = DEG(r) < DEG(f). If Lr(f) # az®e;, then DEG(Z55h) = (a,9) < DEG(f)

and DEG(z%) = DEG(r) = DEG(f). In both cases (13.9) is a strong standard representation

of f by H with remainder 0. If » = 0, then f = qL"”J(e}Z')h is a strong standard representation.
For proving H <g G, we define ¢ : H — G by ¢(h) = h for h € H \ {r}, and ¢(r) = f when
r # 0. Since r <p f, the mapping ¢ witnesses H <g G. U

We also need to normalize polynomial vectors. The following procedure normalizes one vector

in G.

ALGORITHMUS 13.24 (Normalization).
Input: G C R[z]* \ {0} such that G' contains an element that is not normalized. Output:
H C R[z]*\ {0}, H # @ such that

(1) (H) = (G),
(2) Every g € G has a strong standard representation by H,
(3) H <p G.

1: function NORMALIZE(G)

Choose g € G such that g is not normalized

Find a unit v in R such that ug is normalized

H < (G\{g}) U{ug}

Return H

LEMMA 13.25. Algorithm 13.2/ is correct.

PROOF. It is clear that H and G generate the same submodule.
Furthermore, g = u~'z°(ug) is a strong standard representation of g by H.

We have ug <p g. Hence ¢(h) := h for h € H \ {ug} and ¢(ug) = g witnesses H <g G. O

THEOREM 13.26. Let G be a softly reduced strong Grobner basis in which every element is

normalized. Then G is reduced.

PROOF. Let g € G. We have to show that ¢ is not reducible by G \ {g}. Suppose that g is
reducible. Then there are h € G\ {g}, a term az®¢; in g and ¢ € R such that LM(h) | %;
and 6(a — qLc(h)) < 0(a). If ax®e; # LT(g), then g — LT(g) is reducible by {h}, and thus
g is softly reducible by G \ {g}. If az®e; = L1(g), then let d := ged(Lc(g), Lc(h)). There
is a polynomial vector f in the module generated by G such that LT(f) = dx®e; and thus
there is g1 € G with Lr(gy) | dz“e;. Since G is softly reduced, we then have g; = g, and thus
a = Lo(g) = Lo(gr) | Le(h). Then Le(g) — g Le(h) is a multiple of a. Since §(a — ¢ Lo(h)) <

A

d(a), (13.6) implies 6(a — g Lc(h)) < §(a), and thus by Lemma 13.16, there is a unit in R such
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that uLc(g) = Le(g) — g Le(h). Since g is normalized, §(Lo(g)) < 0(Lc(g) — g Lo(h)); this
contradicts 6(Lc(g) — g Lo(h)) < d(Lc(g)). O

In the computation of a strong Grobner basis, we may interleave the three steps done in
AUGMENT, SOFTLYREDUCE and NORMALIZE as we wish. However, at some point, we may for
instance enter the while loop with G' normalized and softly reduced: then in this course of the
while-loop, we have to use the procedure AUGMENT. Note that the while-condition guarantees

that we have at least one choice in every execution of the while-loop.

ALGORITHMUS 13.27 (Reduced Strong Grobner Basis).

Input: F' C R[z]*\ {0}, an admissible order < of Ny™ x k.

Output: G C R[z]* \ {0} such that G is a reduced strong Grébner basis of the submodule
generated by F' with respect to the monomial vector ordering <.

G <+ F
P+ o
while (Ip,q € G:p # q and {p,q} € P) or
(G is not softly reduced) or
(G is not normalized) do
Do exactly one out of the possible choices from (1),(2),(3):
(1) (G, z) «+ AUGMENT(G, {p, ¢})
if z=1then P+ PU{{p,q}}
(2) G < SOFTLYREDUCE(G)
~ (3) G <~ NORMALIZE(G)
Return G

THEOREM 13.28. Algorithm 13.27 terminates on every input and produces a correct result.

PRrROOF. We first show that the algorithm terminates. Seeking a contradiction, we consider
an execution that runs forever. In this execution, let GG; be the value of G at the beginning of
the 7 th execution of the while-loop. The output conditions of the three algorithms AUGMENT,
SOFTLYREDUCE and NORMALIZE imply that DEGs(G;)T € DEGs(Gi41)T. Thus there is an
ny € N such that for all i > ny, we have DEGs(G;)1 = DEGs(G11)7.

From this point onwards, the assignments to G in lines 11, 16, 18 in AUGMENT (Algo-
rithm 13.11) will not be executed any more because all of these assignments strictly increase
DEGs(G)T with respect to C. In other words, G will not be changed any more by AUGMENT,
which also follows from output condition (2) of AUGMENT. Hence for all i > ny, we have
Gir1 <g G;. Thus there is ny € N with ny > n; such that for all ¢ > ns, G,1; = G;. From
this point on, SOFTLYREDUCE and NORMALIZE cannot be called any more because both of
them strictly decrease G with respect to <g. Hence, the only remaining possible branches are
the cases f = 0 and and 3¢9 € G : L1(f) | Lr(g) in the execution of AUGMENT. In detail,
only the assignments contained in line 2 to 9 of AUGMENT can be excuted. In both bran-
ches x = 1 (this can also be seen directly from output condition (3) of AUGMENT), and thus
#((G’;l) \ Pi1) < #((GZ) \ P;). Hence, starting from the nyth execution of the while-loop of
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Algorithm 13.27, this nonnegative number strictly decreases forever, which is impossible. Hence
the algorithm terminates on every input.

From Lemma 13.36, we obtain that throughout the execution of the algorithm, the set {f €
R[z]* | f has a strong standard representation by G'} increases with respect to C. By the output
conditions of all three procedures AUGMENT, SOFTLYREDUCE and NORMALIZE, (G) = (F).
Therefore, when the while-loop is left, G is softly reduced and G is normalized. Furthermore,
every two-element subset {p, ¢} of G lies in P and therefore has an S-polynomial vector that is
0 or has a strong standard representation by GG. Thus by Theorem 13.10, G is a strong Grobner
basis of (G), and by Theorem 13.26, G is reduced. O

8. Linear algebra over R|z]

Let D be a commutative ring with unit. By D"*°, we denote the set of r X s-matrices over
D. For A € D™* we define col(A) = {Az | € D*} as the column module and row(A) =
{yA |y € D"} as the row module of A. The set ker(A) = {y € D* | Ay = 0} is the kernel or
null module of A. We will now compute bases for these modules in the case D = R[zy, ..., x,],
where R is a Euclidean domain. We assume that we have the Euclidean grading function ¢
and 0 for R as in Section 6. As an additional assumption, we assume that §(1) is minimal in
{6(u) | uis a unit of R}. For a matrix A € R[x1,...,x,)"* and admissible monomial orders
<4,..., <, on the monomials of R[x], we define the position over term-order < by x%¢; < xe;
if i > jor (i =jand a <; §). We say that a matrix H € R[z]™* is the Grdibner normal form
with respect to (<y,...,<y) for A if the rows of H are a reduced strong Grobner basis of the
module row(A) with respect to <, and the rows are ordered in strictly decreasing order with
respect to the total order <p defined after Definition 13.18. An example of such a matrix is
given in (13.10). The entries of H can be described as follows:

LEMMA 13.29. Let R be a Buclidean domain, let A € R[z]"**, and let H = (h;;)(ierxs €
R[x|"™** be the Griobner normal form of A. Fori € s, we define the ith step of H by

S; = {htﬂ' | ter, ht,i 7é 0, and ht71 == ht,i—l = 0}
The ith fork ideal of row(A) is the set

Fi = {p € R[CB] | Elpi-i-l?' -y Ps € k[m] : (Oa s 707 D, Pit1,--- 7p5) € I'OW(A)}
i—1

Then S; is a reduced strong Grobner basis of the ideal F; of R[x] with respect to <;.

PROOF. Let p € F; with p # 0, and let v = (0,...,0, p, Piy1,...,ps) € row(A). Then
i1

v=Dpe;+ Z;:Hl pje;. Let hq, ..., h, be the rows of H. Since {hy,...,h,} is a strong Grobner
basis of row(A), there is ¢t € r such that Lr(h;) | LT(v) = Lr(pe;). Then Lr(hy) is of the form
ax“e;, and therefore h,; € S;. Hence h; can be written as (0,...,0,hy;, heit1, ..., hs) with
Lr(h:) = 1t(hei)e;. (Recall from Section 5 that we write LT(f) when f is a polynomial vector
in R[z]* and 1t(f) when f is a single polynomial in R[z].) Hence lt(h;;) | 1t(p). Thus S; is a
Grobner basis of F.
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Now suppose that S; is not reduced. Then we have h,;,h,; € S; with u # v, ¢ € R and
a € Ny" such that deg(h,,;) > deg(hy ;) and hy; >p by — qx®hy;, where <, is defined from <;
for polynomials in analogy to the definition of <p for polynomial vectors in Section 6. Then
hy >p hy — qx®h,, contradicting the fact that the rows of H are a reduced Grébner basis. [

This allows us to solve linear systems over R[z|. As an example, we consider the linear equation
(10y)21 + 02y + (42)23 = 423, where we look for the set of all solutions (21, 22, 23) € Z[z, y]>.
We collect the data from this equation in the matrix

—42° 1 0 0 0
v | oy 0100
0 0010
¢ 0 0 0 1

and we compute the Grébner normal form (with respect to the lexicographical ordering with

x >y in all columns) of A’ as

2¢y 0 =z 0 —2y
4z 0 0 0O 1
(13.10) g | W0 00
0 1 0 0 a2
0 0 2¢z 0 —d5y

0 0 0 1 0

Then we can read from this matrix that (0,0, 22) is one solution, and the solution module of
(10y)z1 + 023 + (42)z3 = 0 is generated, as a Z|x, y|-module, by (2z,0, —5y) and (0, 1,0). This
is justified by the following theorem, which explains how to solve linear systems in a style that
follows [AL94, Chapter 3.8].

THEOREM 13.30. Let R be a Euclidean domain, let A € R[z]"™*, let b € R[z]"™*! and let
< 1,<0, <1, ..., < be admissible orders on the monomials of R[x]. Let H € R[z]"*+st1) pe

the Grobner normal form of

T
/
A - AT IS+1
with respect to the monomial orders (<_1,...,<_1,<0,<1,...,<s). We write H as
—_—
r times
B x x
H=1 0 v S |,
0 0 D

where B has exactly v columns, v exactly 1 column and D exactly s columns, and furthermore

the last line of B is not the zero-vector, and the last entry of v is not 0. Then we have:
(1) The entries of v are a reduced strong Grobner basis of the ideal
(col(A) : b) :={p € R[x] | pb € col(A)}.

of R[x] with respect to the monomial order <.
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(2) The system Ax = b has a solution in R[x|® if and only if v = (1). Then the matriz S
has exactly one row s1, and si is the minimal solution of Ax = b with respect to <p,
where <p 1is the total order on polynomaial vectors defined from the admissible order <

that is the position over term order coming from (<y,...,<y).
(3) D is in Grobner normal form and row(D) = ker(A).

ProOF. (1) We first show that {p € R[x] | pb € col(A)} is equal to the (r 4+ 1)th fork
ideal F,,; of A’. To this end, let ay,...,as, € R[x]" be the column vectors of A. For proving
one inclusion, we assume that p,,; € F,y1. Then there are p,io,...,pr1s11 € R[x] such that
(0,...,0,Prs1,Pri2s- -+ Drise1) is in Tow(A’), and thus there is (fo, fi,..., fs) € R[x]*™! such
that

(1311) <f07f17 s 7f8) : A/ = (07 s 707p1“+17p7“+27 s 7pT‘+S+1)'

Considering the first 7 entries of the right hand side of (13.11), we obtain — fob+> ;_; fia; =0,
and hence fob =", fia;, and therefore fob € col(A). The (r + 1) th column of A’ is the first

unit vector in R[z]**!. Hence fy = p,+1, und thus p,,1b € col(A) and therefore p,,; € (col(A) :
b).

Now assume that p € (col(A) : b). Then there is (fi,..., fs) € k[z]® such that >, | fia; = pb.
Therefore the first r columns of (p, fi,..., fs) - A" are 0, and therefore the (r 4 1) th entry of
(p, f1,---, fs) - A" is an element of F, ;. Since this entry is p, we have p € F, ;.

By Lemma 13.29, the entries of v are a reduced strong Grobner basis of F,.,; = (col(A) : b)
with respect to <.

(2) The system Az = b has a solution if and only if b € col(A), which means 1 € (col(A) : b).

This holds if and only if the reduced Grobner basis of (col(A) : b) is {1}. By item (1), the
entries of v are a reduced Grobner basis of (col(A) : b). Altogether, Az = b has a solution in
R[z]® if and only if v = (1).

(3) It is not hard to show that the rows of D are a reduced strong Grobner basis of the module

E = {(fr+2, e 7fr+s+1) € R[CL‘]S | (0, Ce ,0, f7’+27 e fr-i—s—i—l) S I'OW(A,)}.

We now show E = ker(A). For C, we assume (0,...,0, fri2,..., frist1) € row(A’). Then there
is (907 g1, - 795) S R[a)]s+1 with

(1312) (907917 s 7gs> : A, = (07 s 507 fr+27 s 7f1“+5+1)'

Hence go = 0 and (g1, ..., gs) - AT =0, and therefore (gi,...,gs) € ker(A). Since (g1,...,9s) =
(fr42s -, fres1), we obtain that (fryo,..., friss1) € ker(A).

If (¢1,...,9s) € ker(A), then (0,¢1,...,95)- A =(0,...,0,41,...,9s) and thus (g1,...,95) €
E. ]

The Grobner normal form generalizes the row echelon normal form of a matrix A over a field
k as computed, e.g., in Mathematica [Wol24| by RowReduce [A]. To see this, we set R := k
and consider A as a matrix over R[x;] (in which x; never appears). Similarly, it also generalizes
the Hermite normal form of a matrix over Z (with the elements above the pivot elements
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normalized to minimize their absolute values, and preferring 3 over —3). Here we consider A
as a matrix over Z[z], and set R := Z, §(z) := |z| and §(z) = 3|z| — sgn(z) for all z € Z
to obtain §(0) < §(1) < 6(—=1) < §(2) < §(—=2) < ---. Hence Theorem 13.19 also implies the
uniqueness of these normal forms. We note that the Grobner normal form uses a position over
term ordering of the monomial vectors. In the last row of a Grobner normal form, we find a
minimal nonzero element of the row module with respect to the ordering <p: such an element
then has a maximal amount leading zero components. In other applications, minimal elements
with respect to other properties (such as the maximal degree of the components) are searched.
Here, a term over position ordering is useful. Such applications are given, e.g., in [Lic13] and
the fact that a minimal element has been found can often be argued using Theorem 13.19.

9. Partial orders

A partially ordered set (A, p) is a set A together with a partial order, i.e., a reflexive, transitive
and antisymmetric relation p. Often, we write a < b or b > a for (a,b) € p, and a < b or
b > a when (a,b) € p and (b,a) ¢ p. We say that a and b are uncomparable and write a L b
if (a,b) € p and (b,a) & p. The sequence (a;);en is an infinite descending chain in A when
a; > a4y for all © € N, and an infinite antichain when a; L a; for all 4,7 € N with ¢ # j. A
partial ordering < on A is a well partial order if it has no infinite descending chains and no
infinite antichains. It is a well order if it is total (i.e., has no distinct uncomparable elements)
and has no infinite descending chains. For a subset B of the partially ordered set (A, <), b € B
is minimal in B if there is no v/ € B with ' < b. The subset B is upward closed if for all
b€ B and a € A with b < a, we have a € B. The product of (A1, p;) and (As, p2) is the set
A; x Ay partially ordered by the relation p defined by ((aq, as), (by,b2)) € p < (a1,b1) € p1 and
(ag,b2) € po. Our investigation of these partial orderings is facilitated by Ramsey’s Theorem

[Ram29] (cf. [Ne§95]): Denote the two element subsets of N by () and let ¢ be a function

N
2

(g) All results in this section are well known; some are taken from the survey [A A20].

from ( ) into a finite set. Then there exists an infinite subset 7" of N such that ¢ is constant on

THEOREM 13.31 (Dickson’s Lemma [Dic13]). The product of two well partially ordered sets is
well partially ordered.

PROOF. Let (A, <4) and (B, <p) be well partially ordered sets, and let ((a;, b;));en be any
sequence from A x B. We colour the two element subsets of N with one of the nine colours
from {<,>, 1}? as follows: when ¢ < j then C({i,j}) = (<,<) if ¢; < a; and b; < by,
C({i,j}) = (<,>) if a; < aj and b; > b;, .... By Ramsey’s Theorem there is an infinite subset
T of N such that all two-element subsets of 1" have the same color c. If this colour ¢ is not
(<, <), then we find an infinite descending chain or an infinite antichain in either A or B.
Hence ¢ = (<, <). This implies that ((a;,b;))ien is neither an infinite descending chain nor an
infinite antichain. U

LEMMA 13.32. Let <, be an admissible ordering on Mon(n, k). Then there is no infinite de-
scending chain my >, mg >, - -+ with respect to this ordering.
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PROOF. Let (m;);en be a sequence from Mon(n, k). We colour two-element subsets {4, j}
of N with i < j by C({3,5}) = 1 if m; | m;, C({i,j}) = 2 if m; | m; and m; # m;, and
C({i,j}) = 3 if m; t m; and m; { m;. We use Ramsey’s Theorem to obtain an infinite subset
T of N such that all two-element subsets of 7" have the same colour c. If this colour is 2 or
3, then we obtain an infinite descending chain or an infinite antichain in Mon(n, k), which is
order isomorphic to (Ng, <)” x ({1,...,k}, =), contradicting Theorem 13.31. Hence this colour
is 1 and thus there are ¢, € N with ¢ < j such that m; | m;. Then m; <, m;. Thus (m;);en

cannot be an infinite descending chain. O

As another consequence, we obtain that the partial order relation Ty defined in (13.1), which
is the order of the direct product of n copies of (Ny, <) with ({1,...,k},=) and (W, <) has no

infinite descending chain and no infinite antichain:

THEOREM 13.33. Let (W, <) be a well ordered set, and let Cs be the partial ordering on Ny™ x
k x W defined in (13.1). Then we have

(1) The order Cs is a well partial order.

(2) For every subset D of Ng" x k x W, the set Min(D) of minimal elements of D with
respect to Cs is finite, and for every d € D there is d' € Min(D) with d' Cs d.

(3) There is no infinite ascending chain Dy C Dy C --- of upward closed subsets of
(No™ x k x W,Cs).

PrOOF. (1) (Ng" x k x W, Cy) is order isomorphic to the product of n copies of (Np, <)
with (k,=) and (W, <). Since all factors are well partially ordered, Theorem 13.31 implies that
C, is a well partial order. (2) Distinct minimal elements of D of are all uncomparable with
respect Cs. Since Ty is a well partial order and therefore has no infinite antichains, Min(D) is
finite. Now let d € D. If {x € D | x C; d} has no minimal element, we can construct a sequence
(d;)ien with d Js dy Js dy Js -+ - of elements from D; such sequences do not exist because Cy is
a well partial order, and therefore {z € D | # Cs d} has a minimal element, which is then also
minimal in D. (3) Let Uy C Uy C --- be an infinite ascending chain of upward closed subsets
of Ng" x & x W. Then U := J,cy Ui has a finite set of minimal elements Min(U). Thus there is

k € N with Min(U) C Uy, and therefore U C Uy, which yields the contradiction U,y C Uy. O

Next, we see that the order <p of polynomial vectors defined before Theorem 13.19 is a well
order. For f = Z(a’i)eE Clai X ei, we let [x%€;] f := () denote the coefficient of x® of the
i th component of f. Then for p # ¢, we have p <p ¢ if 0([LM(p — q)] p) < o([LM(p — q)] ¢) and
p<pqifp=gqorp<pq.

LEMMA 13.34. The relation <p is a well order on R[z]*.

PROOF. The relation <p is clearly reflexive and antisymmetric. For transitivity, we assume
p<pq<pr.Then LM(p —7) = LM((p — q¢) + (¢ — r)), and thus DEG(p — r) < max(DEG(p —
q), DEG(q—7)). If LM(p—q) = LM(g—7), then 6([LM(p—¢q)] p) < 6([LM(p—q)] ) < d([Lm(p—
q)] ). Hence [LM(p—q)] (p—r) # 0. Thus DEG(p—7r) > DEG(p—q), and therefore DEG(p—7r) =
DEG(p—q). Now 0([LM(p—7)] p) < 0([LM(p—7)] 7), and thus p <p r. If LM(p—q) # LMm(q—r),
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then we first consider the case DEG(p — q) < DEG(¢ — ). Then DEG(p — ) = DEG((p — q) +
(g —r)) = DEG(¢ —r). Since DEG(p — ¢) < DEG(q — ), we have [LM(¢ — )] p = [LM(q —1)] ¢.
Therefore d([LM(g—7)] p) < 6(|[LM(g—7)] ) and thus p <p . The case DEG(p—¢q) > DEG(q—7)
is similar. Thus <p is transitive. It is easy to see that the ordering <p is total. Now let (f;)ien
be an infinite descending chain with respect to <p; among such chains, choose one for which
DEG(f1) is minimal. Then we must have DEG(f1) = DEG(f;) for all i € N, since otherwise
(f;);>i would contradict the minimality. Thus d(Lc(f;)) > d(Lc(fiyq)) for all 4 € N. This
means that there is n; € N such that §(Lc(f;)) = d(Lc(fiy1)) and therefore LT(f;) = LT(fi41)
for all ¢ > ny. Then (f; — LT(f;))i>n, is an infinite descending sequence with respect to <p,
contradicting the minimality of DEG(fi). O

After stating Definition 13.21, we have ordered finite subsets F, G of R[z]* by F <g G if there
is an injective ¢ : F — G with f <p ¢(f) for all f € F.

LEMMA 13.35. The relation <g is a well order on R[z]k.

PRrROOF. Reflexivity and transitivity of <g are immediate. For checking that <g is anti-
symmetric, we assume F <g G and G <g F, witnessed by ¢; : FF — G and ¢ : G — F.
Then defining ¢ := ¢5 o ¢1, we obtain an injective map ¢ : F' — F such that f < ¢(f) for
all f € F. We claim that ¢(f) = f for all f € F. Let f be minimal in F' with respect to <p
such that f # ¢(f). Then f <p ¢(f). Since F is finite, ¢ is surjective, and thus there is g € F'
with ¢(g) = f. Since ¢(f) >p f, we then have g # f and therefore since g <p ¢(g), we have
g <p f. Since we also have g # ¢(g), the polynomial vector g contradicts the minimality of f.
Therefore, ¢ is the identity map on F'. Hence from ¢, o ¢; = id, we obtain that for each f € F,
we have [ <p &1(f) <p ¢2(01(f)) = f, which implies ¢ (f) = f for all f € F. Thus ¢, is the
identity mapping, which implies F' C G. Since F' and G have the same number of elements,
this implies F' = (G, completing the proof that <g is antisymmetric.

Now let (F});en be such that F; >g F4 for all i € N, and we choose such a chain for which # F}
is minimal. By this minimality, we then have #F; = #F; for all « € N. Let ¢; be an injective
mapping from F;,; to F; with f < ¢;(f) for all f € F;,. Because of #F; = #F;,1, the mapping
¢; is bijective, and we have ¢; ' (¢;(7)) = x <p ¢;(z) for all x € F;;;, and thus ¢; '(y) <p ¥y
for all y € F;. Let ¢; := ¢; ' o---0¢,' 0 ¢ ", and fix g € F1. Then (¢;(g))ien, is a decreasing
sequence in (R[z]* <p), and therefore, there is n; € N such that (1);(g))sen is constant. Let
Gi = F,\{¢i-1(9)}. The mappings ¢; \ {(¢i(9), ¥i—1(g))} witness that G, <g G; for all i € N.
Hence by the minimality of #F}, the sequence (G} );en is constant from some ny onwards. Hence

from max(nq, ny) onwards, (F;);en is constant, a contradiction. O

In proving that S-polynomial vectors that have a strong representation still have a strong
representation after applying SOFTLYREDUCE or NORMALIZE, we have needed the following
lemma:

LEMMA 13.36. Let R be a Euclidean domain, let < be an admissible term order of R, and let
F,G,H C Rlxy,...,z,|*. We assume that every f € F has a strong standard representation
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by G and that every g € G has a strong standard representation by H. Then every f € F has
a strong standard representation by H.

Proor. If f = Zf\il a;n;g; is a strong standard representation of f by G and
9 =
Yot Z;w:ll a;b; ; (nym; ;) h;; is a representation of f by H. To show that it is a strong standard
representation, we observe that DEG(nimq1h11) = DEG(ny) + DEG(m1h11) = DEG(n1) +
DEG(g1) because g; = Zj\ﬁl by jmq jhy; is a strong standard representation of ¢; by H. Fur-
thermore, we have DEG(n;) + DEG(g1) = DEG(n19;1) = DEG(f) because of the standard repre-
sentation of f. Similarly, we see that for (4, j) # (1,1), we have DEG(n;m; jh; ;) < DEG(f). O

Z;.”:il b;jm; jh;; is a strong standard representation of g; by H, then f =



KAPITEL 14

Varietiaten

1. Losungsmengen polynomialer Gleichungssysteme

DEFINITION 14.1. Sei k ein Koérper, sei n € N, und sei F' C k[xy,...,z,]. Dann definieren wir
V(F), die durch F beschriebene Varietit, durch V(F) = {a € k" | f(a) = 0 fiir alle f € F}.
Eine Teilmenge V' von k™ ist eine Varietdt, wenn es ein F' C k[xq, ..., z,] gibt, sodass V = V(F).

LEMMA 14.2. Sei k ein Korper, sei M C k[xq, ..., x,], und sei [ = (M>k[m]. Sei F' eine endliche
Menge mit (F), = 1. Dann gilt V(M) = V(I) = V(F) = V(\/I).

DEFINITION 14.3. Sei k ein Korper, n € N, und sei S C k". Wir definieren das zu S gehdrende
Ideal durch I(S) = {f € klx1,...,z,] | Vs € S: f(s) = 0}.

LEMMA 14.4. Sei k ein Kérper, n € N, und sei S C k™. Dann ist 1(S) ein Ideal von
klxy,...,x,), und es gilt I(S) = /1(5).

LEMMA 14.5. Sei k ein Korper, n € N, und seien P,Q C k[xy,...,z,], S,T C k™. Dann gilt:

(1) Wenn P C Q, so gilt V(Q) C V(P).
(2) Wenn S C T, so gilt I(T') C I(S).

LEMMA 14.6. Sei k ein Korper, n € N, und sei P C klxy,...,x,|, S C k™. Dann gilt:

(1) P CI(V(P))

(2) S € V(I(S)

(3) I(V(I(S))) = I(S).
(4) V(I(V(P))) = V(P)

LEMMA 14.7. Sei k ein Korper, sein € N, seien VW C k™ Varietiten, und seien I,J Ideale

von k[xq,...,x,]). Dann gilt:

(1) V(INJ)=V{I)UuV(J),

(2) VI +J)=V(I)NV(J),

B) (VUW)=LV)nLW),

4) (VW) 2 VIV)+L(W).

(5) Wenn k algebraisch abgeschlossen ist, gilt (V. NW) = /I(V) +I(W).

DEFINITION 14.8. Sei k ein Korper, n € N, und sei P C k. Dann ist V(I(P)) der Zariski-
Abschluss von P. P heifit Zariski-dicht in k™, wenn V(I(P)) = k™.

PROPOSITION 14.9. Sei k ein Korper, n € N, und sei P C k™. Sei W C k™ eine Varietdt mit
P CW. Dann gilt V(I(P)) C W.
136
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Der Zariski-Abschluss V(I(P)) von P ist also die kleinste Varietét, die P enthélt.

UBUNGSAUFGABEN 14.10

(1) Wir betrachten M = {(z + 1)?(z + 2)3(22 + 1)?} und studieren die Lésungsmenge in Q! und in C!.
(a) Berechnen Sie I(V(M)) iiber Q.
(b) Berechnen Sie I(V(M)) iiber C.

(2) (cf. [CLO92]) Sei M = {t? +y? + 22 + 2,3t% + 4y*> + 422 + 5} und sei 7(t,y,2) = (v, 2).
(a) Wir rechnen im Kérper C. Sei I := (M)ct,z,,)- Zeigen Sie, dass V(I N Cly, 2]) = n(V(M)).
(b) Wir rechnen im Korper R. Sei I := (M)gjt 4. Zeigen Sie, dass 7(V(M)) = @ und dass V(I N

Ry, z]) unendlich ist.
(3) Sei k ein Korper, sei V' C k™ eine Varietit und sei M eine Menge, die Zariski-dicht in V ist. Zeigen
Sie, dass fiir jedes Polynom f € k[z1,...,x,] mit f|a; = 0 auch gilt, dass f|y = 0.

SATZ 14.11. Sei k ein Kérper, sei n € N, seien W, U Varietiten, und sei (V,, | a € A) eine

Familie von Varietiten. Dann gult:

(1) (W{Va | @ € A} ist eine Varietdt.
(2) WUU ist eine Varietit.

2. Nullstellensatze

SATZ 14.12 (Hilbert). Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper, sei n € N und sei I ein
Ideal von k[zy, ..., x,). Dann gilt I(V(I)) = /1.

LEMMA 14.13. Sei R ein kommutativer Ring mit Fins, und seien My, ..., M, paarweise ver-
schiedene maximale Ideale von R. Sei M := (\;_; M;. Dann ist ¥V : R/M — [],._, R/M;,
r+ M — (r 4+ M,;)ien ein Ringisomorphismus.

Beweis: Wir zeigen, dass die n Einheitsvektoren im Bild von ® liegen. Sei ¢ € n und j # i. Da

.....

---------------

und ¢ =y, 1. Also gilt ®(¢) = (0,0,0,...,0,1+ M;,0,0,...,0). O

LEMMA 14.14. Sei k ein Korper, und sei F' eine endliche Teilmenge von k™. Sei ® definiert
durch @ : klxy, ...z, — k¥, ®(f) = flr. Dann ist ® surjektiv.

Beweis: Fir a € k™ sei ®,(f) := f(a) und M, = ker(®,). Dann ist M, ein maximales Ideal
von k[z] und es gilt ker(®) = (,cp Mo =: M. Nun ist wegen Lemma 14.13 die Abbildung
U Elx]/Npep Ma = Tlaer klz]/M, surjektiv. Ebenso ist € : (14 + My)aer — (Ta(a))aca
surjektiv, und daher auch ® =co V. U

LEMMA 14.15. Sei k ein Korper, und sei S C k™. Dann gilt
dimy (k[zy, ..., 2, /1(S)) < #S.

Wenn S endlich ist, so gilt dimy(k[xy,...,z,]/1(S)) = #S.
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Beweis: Die Abbildung ® : f + I(S) — f|s ist injektiv, daher gilt dimg(k[zy,...,2,]/1(S)) <
#S. Wenn S endlich ist, so ist die Abbildung ® nach Lemma 14.14 sogar surjektiv. O

SATZ 14.16. Sei k ein Korper, K ein algebraisch abgeschlossener Korper mit k < K, und sei I
ein Ideal von k[zy,. .., x,], und sei I das von I erzeugte Ideal von K[z]. Dann ist V(1) genau

dann endlich, wenn k[x]/I ein endlichdimensionaler k-Vektorraum ist. In diesem Fall gilt:
dimy (k[z]/I) = dimg (K [z]/T) > dimg K[zc]/\/: = #Vi(I)

Beweis: Nach Satz 12.28(4) gilt dimy(k[z]/I) = dimg (K[z]/T).

Wir nehmen nun an, dass K[z]/I ein endlichdimensionaler k-Vektorraum ist und zeigen, dass
Vi (I) endlich ist. Wegen Satz 10.33 ist K[z]/I algebraisch iiber K. Also gibt es fiir jede
Variable z; ein f € K[t]\ {0} mit f(z;) € I und f # 0. Somit ist Vg (I) = Vi (I) endlich.

Wir nehmen nun an, dass V(1) endlich ist und zeigen, dass K[x]/I ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum ist. Fiir S := Vg (I) = Vg(I) liefert Lemma 14.15 dimg (K[z]/Ix (Vi (1)) =
#V(I), und mit Satz 14.12 auch

dimg (K[2]/VT) = #Vi (T

Wegen Satz 10.33 ist K[z]/V/T) algebraisch iiber K. Also ist auch K[x]/T algebraisch iiber K,
und daher, wieder wegen Satz 10.33, endlichdimensional iiber K. U

LEMMA 14.17. Sei k ein Korper und X eine endliche Teilmente von k™. Sei J ein Ideal von
klz]. Dann existiert ein f € J mit f(y) =1 fir alley € X \ V(J).

Beweis: Fiir jedes a € X \ V(J) gibt es f, € k[z] mit f, € J und f,(a) # 0. Da ® : k[z] — k¥,
f = flx surjektiv ist, gibt es ein g, € k[z] mit g.(a) := 1/f.(a), go(y) = 0 fiir y € X \ {a}.
Dann leistet f := Zan\V(J) 9o fa das Gewiinschte. O

SaTz 14.18 ([Clal4, Theorem 7], “Finitesatz”). Sei k ein Korper, und X eine endliche Teil-
menge von k™. Sei J ein Ideal von kl[x|. Dann gilt (X NV (J)) = I(X) + J.

Beweis: Die Inklusion D ist leicht zu zeigen. Fiir C wéhlen wir h € I(X NV/(J)). Aus Lem-
ma 14.17 erhalten wir f € J mit f mit f(y) =1 fiir alley € X \ V(J). Fir a € X NV (J) gilt
wegen h(a) =0 auch (h—h- f)(a) =0. Wenn a € X \ V(J), so gilt h(a) = h(a)f(a). Folglich
gilt h —hf € I(X) und daher h = (h — hf) +hf € I[(X)+ J. O
DEFINITION 14.19. Sein € N, f = Y » ca®® € Ek[71, ..., 7,]. Der Support von f ist definiert

durch Supp(f) = {a € Ny" | ¢, # 0}. Das Polynom f besitzt einen dominierenden Term, wenn
es ein a € Supp(f) gibt, sodass fiir alle 8 € Supp(f) gilt, dass « I S.

Ein dominierender Term ist beziiglich jeder zuldssigen Monomordnung der fithrende Term.
Jedes univariate Polynom # 0 besitzt einen dominierenden Term.

LEMMA 14.20. Seien fi,..., fs € klz1, ..., x,]. Wir nehmen an, dass jedes f; einen dominie-
renden Term besitzt. Sei [ € kl[x1,...,x,], und sei B ein maximales Element in (Supp(f),C).
Sei < eine zulissige Termordnung auf k[xy, ..., x,]. Dann gilt £° € (Lt<(f1),. S LT (fo) iy

oder es gibt eine Standarddarstellung f =>"7_, hif; +r mit 5 € Supp(r).
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Beweis: Wir nehmen an, dass ° ¢ (L1(f)),..., LT(f5))41)- Sei f ein Gegenbeispiel, fiir das
DEG(f) minimal beziiglich < ist.

Wenn L1(f) & (Lr(f1), ..., LT(fs))), und DEG(f) = B, so wihlen wir eine Standarddarstel-
lung > h;f; +r von f — LT( f) und erhalten die Standarddarstellung f = > h; f; + (r + L1(f))
von f. Wegen DEG(r) < DEG(f — L1(f)) < DEG(f), gilt § = DEG(f) € Supp(r + L1(f)).

Wenn L1 (f) & (Lr(f1),. .., LT(fs))y und DECG(f) > B, so gilt DeG(f — L1(f)) < DEG(f)
und 5 € Supp(f — L1(f)). Wegen der Minimalitdt von f gibt es eine Standarddarstellung
f—=Lr(f) = >0, hifi +r mit 8 € Supp(r), und folglich ist f = > h;f; + (r + L1(f)) eine
Standarddarstellung von f mit 5 € Supp(r + Lr(f)).

Wenn LT(f) (Lr(f1), - LT(fs))ye), so wihlen wir ¢ € s mit L1(f;) | Lr(f). Im Fall § €
Supp(LT f,) verwenden wir, dass f; einen dominierenden Term besitzt und erhalten daraus

2P| o LT(f) LT(fZ) also f C DEG(LLTT((]{Z)L), und folglich § C DEG(f). Aus der Maximalitat von

in Supp(f) erhalten wir dann 8 = DEG(f). Daher gilt :L'ﬁ = LMm(f) € <LT(f1) o L(fo)) s

) sei [/ = f— LT(f fZ Dann gilt
B € Supp(f’). Wir zeigen nun, dass f maximal in Supp(f’) ist. Sei v € Supp(f’) mit 5 C 7.
LL;((J{?) fi). Da f; einen dominierenden Term besitzt, gilt daher & | Lt(f).
Dann ist # aber nicht maximal in Supp(f), im Widerspruch zur Annahme. Folgich ist 5 maximal
in Supp(f’). Daher gibt es eine Standarddarstellung f* = > 7, h; f; +r mit 8 € Supp(r). Dann

ist f = Zjeﬁ\ w hili+ (h; + f:((]{)))fl + r eine Standarddarstellung von f mit 8 € Supp(r). O

im Widerspruch zur Annahme. Im Fall § ¢ Supp(

Dann gilt v € Supp(

SAaTz 14.21 (Alons kombinatorischer Nullstellensatz, [Alo99]). Sei k ein Korper, seien
S1,...,5, endliche Teilmengen von k mit #S; = t; und sete S = S; X --- X §,. Sei

9i(wi) = [Lses, (i — 5).

Dann gilt:

(1) G:={g1(z1), ..., gn(zn)} ist eine universelle Gribnerbasis fiir I(.S).

(2) Es gibt fir jedes f € I(S) Polynome hy,... h, € k[zy,...,x,] mit f = Y " higi,
sodass fir den totalen Grad gilt: deg(h;g;) < deg(f).

(3) [Las10, Theorem 2| (cf. [Alo99, Theorem 1.2]). Sei f € k[zy,...,x,], und sei a ein
mazximales Element von Supp(f) beziglich C. Wenn «; < t; fiir alle i € n gilt, so gilt

fE1(S).

Beweis: (2) Sei < eine zuldssige Ordnung auf No", und sei J = (G),,- Es gilt J C I(5).
Wegen Lemma 11.9 ist G eine Grobnerbasis von J beziiglich < und wegen Satz 10.31 gilt
dimy(k[z]/J) = [, t;. Wegen Lemma 14.15 gilt auch dimy(k[z]/I(S)) = [[;_, t;. Die Abbil-
dung ¢ : f+ J — f+1(S) ist ein k-Vektorraumepimorphismus von k[x]/J nach k[z]/I(S).
Da beide Vektorrdume die gleiche Dimension haben, ist o daher auch injektiv, und folglich gilt
I(S) C J. Somit gilt I(S) = (G))-

(2) Wir wihlen dazu eine Monomordnung <, die zuerst nach dem totalen Grad ordnet. Die
Standarddarstellung von f beziiglich G leistet dann das Gewiinschte.
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(3) Wir wihlen eine zuléssige Ordnung < auf No". Da z® & ({z’
Lemma 14.20 eine Standarddarstellung von f beziiglich G mit Rest ungleich 0. Daher gilt wegen
Korollar 10.29, dass f & I(S). O

UBUNGSAUFGABEN 14.22

i€ @}>k[$], gibt es wegen

(1) (H. Davenport 1935, cf. [Alo99, Theorem 3.2]) Sei p eine Primzahl, und seien A, B nichtleere Teil-
mengen von Z,. Sei A+ B ={a+b|a€ Abec B}. Zeigen Sie, dass |A + B| > min(p, |A| + |B| — 1).
Hinweis: Der Fall |A| + |B| > p lésst sich relativ elementar 16sen. Im Fall |A| + |B| < p betrachten
Sie C 2 A+ B mit C = |A| + [B| — 2 und das Polynom [[ .o (z +y —c).

(2) [Ter66] Sei k ein endlicher Koérper mit |k| = ¢, und sei I ein Ideal von k[zy,...,x,]. Zeigen Sie
LVi(J)=J+ {zf —a; i€ ) ke

(3) Sei k ein Korper, und X eine endliche Teilmenge von k™. Zeigen Sie, dass jedes Ideal J 2 I(X) die
Gleichung v/J = J erfiillt.

(4) Seien k < K Kérper, und sei X eine endliche Teilmenge von k". Zeigen Sie Ix (X) = (Ix(X)) |

Hinweis: Sei I (X)) := (Ix(X)) k|- Betrachten Sie dimg (K[#]/Ix (X)) und dimg (K[z]/Ix (X)) und

verwenden Sie Satz 12.28.

SATz 14.23. (Nakayamas Lemma) Sei R ein Noetherscher Ring, und seien M, 1 Ideale von R
mit M - I =1. Dann gibt esr € R mit r =p; 1 und rI = 0.

Beweis: Seien I = (iy,...,i,)p. Da M1 = I, gilt i; € MI. Folglich gibt es m;;...m;; mit
i = Zle mj iy Sei M = (mﬂ)f:lf:l. Also gilt (iy,...,ix)" = M - (i1,...,4,)" und daher fiir
r:=det(I;, — M) auch r - (iy,...,ix)" =0, also rI = 0. Es gilt r =5, det(I;) = 1. O
LEMMA 14.24. Sei R ein Noetherscher Ring, sei () ein primdres Ideal von R, und set M ein
Ideal von R mit QQ < M < R. Dann gilt (), .y M"™ C Q.

Beweis: Wir betrachten zunéchst den Fall @ = 0. Sei [ := [, .y M™. Wir zeigen als erstes

neN

(14.1) I1C MI.

Sei MI = Q1N---NQ,, wobei alle Q; primér sind. Wir zeigen nun I C @), fiir alle j € r. Wenn
M C Q)j, so gilt wegen I C M auch I C ();. Wenn M C \/Q_j, so gibt es, da M endlich erzeugt
ist, ein n € N mit M™ C @;. Dann gilt I C Q;. Wenn M ¢ \/Q_j, so gibt esm € M \ \/Q_J
Sei nun 7 € I. Wegen im € M1 C @), gilt ¢ € (); oder es gibt ein n € N mit m" € );. Der Fall
m" € (); kann aber wegen m ¢ \/Q_] nicht eintreten. Somit gilt / C @;, und somit gilt (14.1).
Folglich gilt I = M1 und daher gibt esr € Rmit r =j; 1 und 7/ = 0. Seinun ¢ € [. Da 0
primér ist und ir = 0, gilt entweder dass ¢ = 0 gilt, oder es gibt ein n € N mit " = 0 gibt.
Dann gilt aber auch 1 = 1" =j; ™ = 0 und somit 1 € M; wegen M # R kann dieser zweite

Fall nicht eintreten.

Wir betrachten nun den Fall, dass @) # 0. Dann ist R/Q Noethersch und das Ideal Q/Q primér.
Wegen des bereits gezeigten Falls (fiir den Ring R/Q mit Nullideal Q/Q) gilt (,,.y(M/Q)" =
Q/Q. Sei nun y € [,y M™. Dann gilt y + Q € (,cn(M/Q)™ und somit y + Q € Q/Q, also
Yy € Q. O
SAaTz 14.25 (Perfekter Nullstellensatz [Shal9]). Sei I ein Ideal von k[xy,...,z,| und g € I.
Dann gibt es einen kommutativen Ring K mit k < K, sodass
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(1) dimy K ist endlich.
(2) Es gibt £ € K mit £ € Vi (I) und g(§) # 0.

Beweis: Da g ¢ I gibt es ein priméres Ideal Q mit g & Q). Sei M ein maximales Ideal von k[z]| mit
Q <M. DagégQ,gilt g&(),eyM". Daher gibt es n € N mit g ¢ M". Sei J := M". Wegen
des Nullstellensatzes ist k[zi,...,x,]/M algebraisch iiber k (siehe Beweis von Satz 10.33).
Wegen der Maximalitit von M gilt VM = M. Es gilt also VJ = M. Da klxy, ... ,l’n]/\/j
algebraisch tiber k ist, ist auch k[xy,...,z,]|/J algebraisch iiber k£ und folglich nach Satz 10.33
auch endlichdimensional. Somit leisten K := k[zy,...,2,]/J und £ = (1 + J,..., 2, + J) das
Gewiinschte. O

3. Zerlegung von Varietiten

DEFINITION 14.26. Sei k ein Korper, V' C k™ eine Varietét. Die Varietéat V' ist irreduzibel, wenn

) V4o,
(2) Fiir alle Varietdaten Vi, Vo mit V =V UV, gilt: Vi =V oder Vo = V.

SATZ 14.27. Sei k ein Korper, n € N, und sei V C k™ eine Varietdt. Dann ist V' Vereinigung
endlich vieler irreduzibler Varietditen.

SATZ 14.28. Sei k ein Korper, n € N, und seien Vi, ..., Vi, Wy, ..., Wy, irreduzible Varietdten,
sodass fir allei,j € {1,...,1} miti # j:V; € V; und fir allei,j € {1,...,m}: W; £ W; gilt.
Dann gilt | = m, und es gibt eine bijektive Abbildung m : {1,...,1} — {1,...,m}, sodass fir
alle i die Gleichheit V; = W) gilt.

SAaTz 14.29. Sei k ein Korper, sei n € N, und set V- C k™ eine Varietdt. Dann ist V' genau

dann irreduzibel, wenn I(V') prim ist.

4. Parametrisierte Varietiten und Implizitisierung

DEFINITION 14.30. Sei k ein Korper, sei n € N, sei m € N, und seien
fi,oosfn € K[ty twml, g15---s9n € klti,....tm] \ {0}. Eine Varietdt V ist durch
((f1,91)s- -5 (fu,9n)) parametrisiert, wenn fiir

fils)  fals)

R TONN O

)| s €K™ g gu(s) # 0}
gilt: V' = V(I(9)).

LEMMA 14.31. Sei k ein unendlicher Korper, seien m,n € N, und seien fi,...,f, €
k[tl,...jtm], g1,...,0n € k[tl,jtm]\{O} Sei
fils)  fals) .
S ={(=—=,...,= s €K™ g gn(s) #0},
{(g1<8) gn<8))| 1 ( ) }
und sei p € kl[xy,...,x,]. Dann sind dquivalent:

(1) p e I(S).

(2) p(L,... ) =o0.
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Beweis: Sei | := max{deg, (p) | p € {1,...,n}}. Wir definieren ¢ € k[a, b] durch
)« (by -+ by)T

aq Ap,

iy Oy by, D) = p(—, e —
Q(a’lu , @ 1 ) p( bl bn
Im Ring k[a, b] ist das Polynom ein Vielfaches von by ---b,. Wir beweisen nun als ers-
tes (2)=>(1). Sei dazu s € k™ so, dass g1 - -~ gn(s) # 0. Wegen (2) gilt ¢(f1, ..., fn 91, -, gn) =

0. Also gilt

q(f1(8)7 ceey fn(s),m(S), . ,g_n(s)) =0.
Folglich gilt auch

AT

91(s)" gu(s)

Somit hat p den Punkt (’;il—((ss), . ;;:—EZ;) als Nullstelle. Wir zeigen nun (1)=-(2). Wir beweisen
dazu als erstes, dass fiir alle s € k™ gilt, dass

(14.2) Q(f1(8),..., fa(8),71(8),...,Gn(s)) = 0.

Wenn néamlich gi(s)---g.(s) = 0, so ist eines der g;(s) = 0. Da bj|q, gilt (14.2). Wenn
71(8) -+ n(s) # 0, so gilt wegen p € I(S) auch p( EZ;,,%E;;) = 0, und somit (14.2).
Da k unendlich ist, ist also q(fi(%),..., fa(t),q1(t),...,gn(t)) das Nullpolynom in k[t]. Da

k(t) ein Integrititsbereich ist und alle g; # 0, gilt also p(g%, ce gj;_:> = 0. O

) = 0.

—
oy

2|

Lemma 14.31 und Korollar 12.16 ergeben also einen Algorithmus, der eine Basis des zu ei-

ner parametrisierten Varietdt gehorenden Ideals liefert. AuBlerdem zeigt Lemma 14.31, dass

fiir unendliche k die durch ((fi,91),- -, (fn,9n)) parametrisierte Varietdt nur von (5—1, ce g—z)

abhéngt.

UBUNGSAUFGABEN 14.32

(1) Wir betrachten die Teilmenge P von C3, die durch

t1to
P:{ t1t3 I tl,tg,tge((:}
tats

gegeben ist. Sei J das von {x1 — t1 ta, 29 — t1 t3, 3 — ta t3} erzeugte Ideal von Clty, ta, t3, 1, 2, x3)].
(a) Berechnen Sie J N C[z1,x2, x3].
(b) Berechnen Sie den Zariski-Abschluss V(I(P)) von P.
(c) Gilt P =V(I(P))? (Hinweis: Betrachten Sie den Fall ¢; to = 0).
(2) (cf. [CLO92]) Whitneys Schirmfliche ist durch die Parametrisierung x = uv,y = v, 2 = u? gegeben.
(a) (Uber R) Zeichnen Sie diese Fliiche in einem Computeralgebrasystem.
(b) (Uber C) Finden Sie die Gleichung der kleinsten Varietiit, die Whitneys Schirmfliche enthiilt.

(3) Finden Sie eine (nichttriviale) Gleichung, die von allen Punkten im R? des Folium von Descartes

( 3t 3t ) erfiillt wird. Kénnen Sie alle Losungen der Gleichung durch die Parametrisierung errei-

14+13 1+¢3
chen?
SATZ 14.33. Sei k ein unendlicher Korper, seien (11, ...,1,) € k(t1,...,tn). Dann ist die durch
(r1,...,7rn) parametrisierte Varietdt V irreduzibel.

Beweis: Sei S die Menge aller durch die Parametrisierung erreichbaren Punkte. Das Ideal
J:=Ap€klxy,...,x,) | plr1,...,rm) =0} ist prim. Wegen Lemma 14.31 gilt J =1(S). O
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5. Die Dimension einer Varietit

DEFINITION 14.34. Sei k ein Korper, und sei V' C k™ eine Varietét. Sei I := I(V') das zu V
gehorende Ideal. Die Dimension von V', dim(V'), ist die maximale Anzahl von iiber k algebraisch

unabhingigen Elementen in {zy +I,...,x, + I}.

LEMMA 14.35. Sei k ein unendlicher Korper, sein € N, und sei V' C k™ eine Varietdt. Seien
i1 <ig...<i.in{l,...,n}. Dann sind dquivalent:

(1) Die Menge P = {(viy,...,v;,) | (v1,...,v,) € V} ist Zariski-dicht in k".
(2) (xiy +L(V),... 2 + L(V)) ist algebraisch unabhdngig.

Beweis: (1)=(2): Nehmen wir an, p € k[ty,...,t.] \ {0} ist so, dass p(z;,, ..., ;) € I(V). Sei
q(z1,...,2,) = p(xi,...,2;). Dann liegt ¢ in I(V'), also liegen alle Elemente von P in V(p).
Da k unendlich ist, gilt V(p) # k". (2)=-(1): Nehmen wir an, P ist nicht Zariski-dicht. Dann
ist P in einer Varietdt V(f) enthalten mit f € k[t1,...,t.] \ {0}. Sei nun g := f(x;,, ..., z;).
Dann gilt fur alle (vq,...,v,) € V, dass g(vq,...,v,) = 0. Somit gilt g € (V). Also sind
(i, + L(V),...,x;, +1(V)) algebraisch abhéngig. O

LEMMA 14.36. Sei k ein Korper, sei R ein kommutativer Ring mit Eins mit k < R, und sei
I ein Ideal von R mit I # R. Seien Q1,...,Q, Ideale von R mit Q1 N---NQ, = I, und sei
P, = /Q; firie{l,...,n}. Seien ry,...,r, € R. Dann sind dquivalent:

(1) (ri+1,...,rm + 1) ist algebraisch abhingig.
(2) Fiir allei € {1,...,n} ist (ry + Bi,...,rm + P;) algebraisch abhdngig.

Beweisskizze: Wenn fi(r1,...,7m) € Py, so gibt es n; € N mit f" (ry,...,7,) € Q;. Also belegt
1t fomdie Abhéngigkeit von (ry + 1, ... 1y + ). O

SATz 14.37. Sei k ein Korper, sei R ein kommutativer Ring mit Eins mit k < R, und sei I ein
Ideal von R mit I # R. Seien x1,...,x, € R so, dass R = k[z1,...,x,].

Seien s € Nog und y1,...,ys € R so, dass (y1 + I,...,ys + I) algebraisch unabhingig tiber k,
und R/I ganz dber k[yy +1,...,ys + I] ist.

Seien sy, 82,83 € Ng U {00} definiert durch:

(1) sy ist die mazimale Anzahl von tber k algebraisch unabhingigen Elementen in R/I.

(2) so ist die mazimale Anzahl von iber k algebraisch unabhingigen Elementen in {xi +
I,...;x,+1} in R/I.

(3) s3 ist die mazimale Anzahl von iber k algebraisch unabhingigen Elementen in {x1 +

VI,. ..z, +VI}.

Dann gilt s = s1 = S = S3.
Beweis: Sei (z;+1 | j € J) eine algebraisch unabhéngige Folge in R/I. Seien @, . .., (Q); primér

mit I =Q1N---NEy, und sei P, = /@1, ..., :=+/Q;. Dann gibt es nach Lemma 14.36 ein
m € {1,...,1}, sodass (z; + P,, | j € J) algebraisch unabhéngig ist. Sei nun H C {1,...,n}
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maximal beziiglich C mit der Eigenschaft, dass (x), + P, | h € H) algebraisch unabhéingig ist.
Da P, prim ist, ist der Ring R/P,, ein Integritétsbereich. Daher ergibt sich aus Lemma 8.23,
dass k[x1 + P, ..., x, + P,] algebraisch tiber k[{x, + P,, | h € H}] ist. Wegen Satz 8.22 ist
(xp, + Py, | h € H) eine maximale algebraisch unabhéngige Folge in R/F,,, also eine Transzen-
denzbasis. Also gilt nach Korollar 8.25, dass |J| < |H|. Nun ist auch (x;, + I | h € H) eine
algebraisch unabhéngige Folge in R/I.

Fiir jede |J|-elementige Folge algebraisch unabhéngiger Elemente in R/I kann man also eine
zumindest ebenso lange Folge algebraisch unabhéngiger Elemente in {x;+1, ..., z,+ I} finden.
Folglich gilt s; < s9. Da sy < s1 offensichtlich ist, gilt insgesamt s; = s5.

Die Gleichheit sy = s folgt daraus, dass eine Folge (z; + I | j € J) genau dann algebraisch
unabhingig ist, wenn (z; + /I | j € J) algebraisch unabhingig ist.

Die Ungleichung s < s; ist offensichtlich. Sei nun (z; + I,..., 25, + I) eine algebraisch un-
abhéngige Folge aus R/I. Es gibt also ein m € {1,...,1}, sodass (21 + P, ..., 25, + P,,) eine
algebraisch unabhéngige Folge aus R/P,, ist. Da R/P,, ganz (und somit algebraisch) iiber
klyr + P, ..., ys + Pp] ist, kann man mit Lemma 8.23 aus {y1 + Py, ..., ys + P} eine Trans-
zendenzbasis von R/P,, mit hochstens s Elementen auswéihlen. Also gilt nach Korollar 8.25
auch s; < s. OJ

Wenn V irreduzibel ist, so ist das Ideal I(V') nach Satz 14.29 prim. Dann ist k[zy, ..., x,]/I(V)
ein Integritdatsbereich. Nach Satz 14.37 ist die Dimension von V' genau der Transzendenzgrad
dieses Integritétsbereiches iiber k.

SAaTz 14.38. Sei k ein Koérper, und seien Vi,...,V,, Untervarietiten von k™, und ser V =
ViU---UV,,. Dann gilt dim(V) = max{dim(V;) | i € {1,...,m}}.

Beweisskizze: Es gilt I(V) = ({I(V;) | @ € {1,...,m}}. Nach Lemma 14.36 gibt es fiir eine
algebraisch unabhingige Menge der Form {z, + I(V) | h € H} einen Index i € {1,...,m},
sodass auch {x, + I(V;) | h € H} algebraisch unabhiingig ist. O

SATz 14.39. Sei k ein Korper, und seien V. W C k™ irreduzible Varietditen. Dann gilt:

(1) dim(V) < n.
(2) WennV # 2, VCW undV #W, so gilt dim(V) < dim(W).

Beweis: Sei R := k[z1,...,x,], P, :==1(W)und P, := [(V). Dann gilt P, C P, und P, # P5. Wir
bilden eine Noether-Normalisierung von R/P;. Daraus erhalten wir r € Ny und w;,...,y, € R,
sodass P/P; ganz iber k[y1 + Pi,...,y. + Pi], und (y1 + Pi,...,y. + P1) algebraisch un-
abhéngig iiber k ist. Daher ist R/ P, ganz tiber kfy; + Ps, ...,y + P;]. Wir zeigen nun, dass
(y1 + Py, ..., y. + P5) algebraisch abhéngig ist. Wir wéhlen dazu ein p € P, \ P;. Wir wissen,
dass im Ring R/ P, das Element p+ P, ganz iiber k[y; + P, ..., y, + Pi] ist. Es gibt alson € N,
fo,- oy Ju1 € k[t1, ..., L], sodass

n—1

(p+P)"+> fin+P,....pe+P)(p+P) =0+P

J=0
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Es gilt also
p +Zf] ylv'-'ay’l‘ p]€P1

Wenn alle f;(y1,...,y,) in P, hegen, so liegt auch p™ in P, und, da P; prim ist, auch p, im
Widerspruch zur Wahl von p. Sei also nun j € {0,...,n — 1} minimal mit f;(y1,...,y,) € Pi.
Dann gilt

p" +Zfz yi,-- oy P E Py,
also

”]—l-Zflyl,...,yr ) eP.
Dap ¢ Py, gilt

n]+2fzyla~-'7yr jGPl-

Da p € P, sind alle Summanden mit ¢ > j in P,. Also gilt auch f;(v1,...,y.) € P. Da
fityr, ... y) € P, gilt f; # 0. Das Polynom f; belegt also, dass (y1+ P, . . ., y.+ ) algebraisch
abhéngig tiber k sind. Wegen Lemma 8.23 kénnen wir aus (y;+ P, . . .,y + P») eine Teilfolge als
Transzendenzbasis von R/P; iiber k auswihlen. Da (y; + P, ..., y, + P») algebraisch abhéingig
ist, enthélt diese Folge hochstens r — 1 Elemente. Also ist der Transzendenzgrad von R/ P; iiber
k echt kleiner als r. Somit gilt dim(W) < dim(V). O

SATZ 14.40. Sei k ein Korper, und seien m,n € N. Sei V. C k™ eine Varietit, und seien
fi,.. . fn € k’[tl,,tm] Sei

fi(s)
P:={ : | s eV}

fa(s)
Dann gilt dim(V(I(P))) < dim(V).
SATZ 14.41. Sei k ein unendlicher Korper, und sei W C k™ ein linearer Unterraum von k™. Sei

dimypea(W) die Dimension von W im Sinn der linearen Algebra, also die Anzahl der Elemente
einer Basis von W. Dann gilt dim(W) = dimyeqe (V).

SATZ 14.42. Sei k ein Korper, und sei W C k™ eine Varietdt. Dann sind dquivalent:

(1) W st endlich.
(2) dim(W) = 0.
(3) Der Vektorraum klzy,...,x,]/I(W) hat endliche Dimension tber k.

UBUNGSAUFGABEN 14.43

(1) Sei k ein Korper, n € N, und sei V' C k™ eine Varietdt. Wir nehmen an, dass der Ring
klx1,...,2,]/I(V) algebraisch iiber k ist. Zeigen Sie, dass V nur endlich viele Punkte enthélt. Hinweis:
Beispiele sind n = 1,V = V(22 — 52 + 6) oder n = 2,V = V(2% — 5x + 6,93 + 5y3z* + 28).
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(2) Berechnen Sie jeweils die Dimension der folgenden Varietiiten V(I) in C3, indem Sie eine Teilmenge
von {z + I,y + I,z + I} mit maximaler Kardinalitét finden, die algebraisch unabhingig ist.
(a) I={(y>—22 —y? +az,0y — 2,22 — y).
(b) I =@*+y*+1,z+vy).
(c) I = (zy®—2%2).

SATZ 14.44. Sei k ein algebraisch abgeschlossener Kiorper, und sei W C k™ eine Varietdt der
Dimension s. Dann gibt es eine Basis B = (by, ..., b,) von k™, sodass fir alle (o, ..., o) € k*
die Menge {(ass1, ..., 00) | iy ;b € W} endlich und nicht leer ist.

Beweisskizze: Da k algebraisch abgeschlossen ist, ist k£ unendlich. Sei I := I(W), und sei A eine
reguldre n x n-Matrix iiber k, sodass fiir y; := Y7, A(i, j)z; gilt, dass k[zy,...,z,]/] ganz
iiber kfyq +1,...,ys + I] ist. Mit Ay bezeichnen wir die s x n-Matrix, die aus den ersten s
Zeilen von A besteht.

Sei (a1, ..., a5) € k* Wir betrachten nun das Ideal J von ky; + 1, ..., ys + I], das von {y1 —a;+
I,...,ys — a5+ I} erzeugt wird. Da der Ring kfy; + I, ..., ys + I] isomorph zum Polynomring
klz1,..., 25 ist, gilt J # k[yy +1,...,ys + I]. Folglich gilt nach Lemma 8.38 auch 1 + I ¢
() —on +1,...,ys — ag + I )iz - Daher gilt auch

L (TU{y1 — an, .. Ys — s} kfal.

Somit gibt es wegen des Hilbertschen Nullstellensatzes einen Punkt v = (vq,...,v,) in V(I)

ay
mitAS-v:<:).
as
aq

Wir zeigen nun, dass es nur endlich viele Punkte v € V(I) mit A, - v = ( : ) gibt. Da fiir

t > s+ 1 gilt, dass
m—1
y;n—i_ Zfz(ylaays)y; € [?
=0

gibt es nur endlich viele Losungen fiir y;.

x1 (o3}
Somit hat das lineare Gleichungssystem Aj - ( : ) = ( : ) stets endlich viele Losungen in

Tp Qs

aq

I(V). Der Anfangsteil dieser Losung ist gegeben als A~ - ( : ) Die Spalten von A~! bilden

also die Basis B. O
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