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Teil 1

Logik und Mengenlehre



KAPITEL 1

Aussagenlogik

1. Aussagen

Wir bezeichnen als eine Aussage eine ,Behauptung®, von der man sinnvollerweise fragen kann,
ob sie wahr oder falsch ist. Beispiele:

(1) 5> 2.
Das ist eine Aussage, und sie ist wahr.

(2) b < 2.
Das ist eine Aussage, und sie ist falsch.

(3) 5+2.
Es hat keinen Sinn, zu fragen, ob 5 + 2 wahr oder falsch ist. 5 4+ 2 ist daher keine
Aussage, sondern ein Ausdruck oder Term.

(4) Es gibt eine natiirliche gerade Zahl, deren Quadrat ungerade ist.
Das ist eine Aussage, und sie ist falsch.

(5) Es gibt ein n € N, sodass n gerade und n? ungerade ist.
Das ist eine Aussage, und sie ist falsch. (Wir bezeichnen mit N := {1,2,3,...} die
natiirlichen Zahlen, Ny := N U {0}.)

(6) Fiir alle n € N gilt: wenn n gerade ist, so ist n? gerade.
Das ist eine Aussage, und sie ist wahr.

(7) n ist gerade oder durch 3 teilbar.
Das ist keine Aussage, weil eine Variable, n, vorkommt. Wir bezeichnen eine solche
Behauptung, die noch von Variablen abhéngt, als Aussageform. Obige Aussageform
stimmt fiir manche n, zum Beispiel fiir n = 8 und n = 9, und fiir andere nicht, zum
Beispiel fiir n = 7.

(8) n ist gerade oder n + 1 ist gerade.
Das stimmt zwar fiir alle natiirlichen Zahlen, ist aber keine Aussage, da n vorkommt.

(9) Fiir alle n € N ist n gerade oder n + 1 gerade.
Das ist eine Aussage, und sie ist wahr. Hier kommt zwar n noch vor, aber es ist durch
Hfiir alle“ gebunden.

(10) Jede gerade natiirliche Zahl n mit n > 4 lésst sich als Summe zweier (nicht notwendi-
gerweise voneinander verschiedener) Primzahlen schreiben.
Das ist eine Aussage. Man weifl nicht, ob sie wahr ist. Der Mathematiker Christian
Goldbach hat 1742 in einem Brief an Leonhard Euler (1707-1783) vermutet, dass die-
se Aussage wahr ist. Euler hielt sie fiir ,jein ganz gewisses theorema, ungeachtet ich
dasselbe nicht demonstriren kann“. Diese Aussage heifit Goldbachsche Vermutung.
(11) Jede natiirliche gerade Zahl ist Summe von hochstens 6 (nicht notwendigerweise von-

einander verschiedenen) Primzahlen.
Das ist eine Aussage. Seit 1995 weifl man, dass sie wahr ist.

Wir werden nun genauer untersuchen, wie Aussagen aufgebaut sein konnen.

2



2. DIE JUNKTOREN ,,UND¥, ,ODER“ UND ,NICHT* 3

2. Die Junktoren ,,und®, ,,oder* und ,,nicht*

Atomare Aussagen sind Aussagen folgender Form: 5 > 2, 3=4,2+5 > 6.

Diese Aussagen konnen nun mit logischen Junktoren zu neuen Aussagen verbunden werden.

2.1. Logisches ,,und“.

>5H>2und 3 =4.

Diese Aussage ist falsch.
> 5>2und 3 < 4.

Diese Aussage ist wahr.
> 5H<2und 3 < 4.

Diese Aussage ist falsch.
> 5 <2und 3 =4

Diese Aussage ist falsch,

DEFINITION 1.1. Wenn A und B Aussagen sind, dann betrachten (definieren) wir die neue
Aussage

Aund B

dann als wahr, wenn A und B beide wahr sind.

Diese Festlegung prézisiert die Bedeutung von ,,und® in der Mathematik, schrankt aber gleich-
zeitig ein. Wenn wir im Alltag sagen: ,,Sie ging zum Arzt und wurde krank“, oder wenn wir
sagen: ,,Sie wurde krank und ging zum Arzt“, so schwingt im ersten Satz, neben einer zeit-
lichen Abfolge, auch ,,der Arztbesuch war Schuld“ mit, im zweiten ,,weil sie krank war, ging
sie zum Arzt“. Wenn wir mathematische Zusammenhénge in der Sprache der Priadikatenlogik
ausdriicken, verzichten wir bewusst auf mitschwingende Nebenbedeutungen.

Fiir die Aussage ,,A und B“ schreiben wir auch A A B und bezeichnen sie als die Konjunktion
von A und B.

DEFINITION 1.2. Wir bezeichnen den Wahrheitswert einer Aussage A mit w oder 1, wenn die
Aussage wahr ist, und mit f oder 0, wenn die Aussage falsch ist. Wir kiirzen den Wahrheitswert

von A auch mit W(A) ab.

Wir kiirzen die Menge {(0,0), (0,1),(1,0), (1,1)} mit {0,1}* ab. Sei N die Funktion von {0, 1}?
nach {0,1}, die durch 0M0 =0M1 =110 =0 und 1M1 = 1 definiert ist. Dann ist der
Wahrheitswert von A A B durch

W(AAB)=W(A) NW(B)

gegeben. Wir halten insbesondere fest, dass der Wahrheitswert von A A B nur von den Wahr-
heitswerten von A und B abhéingt.

2.2. Logisches ,,oder*.

> 5> 2 oder 3 =4.

Diese Aussage ist wahr.
> 5> 2 oder 3 < 4.

Diese Aussage ist wahr.
> 5 < 2oder 3 <4.

Diese Aussage ist wahr.
> 5 < 2 oder 3 =4.

Diese Aussage ist falsch.



4 1. AUSSAGENLOGIK

DEFINITION 1.3. Seien A und B Aussagen, und sei C' die Aussage
A oder B.

Dann ist C' genau dann wahr, wenn zumindest eine der beiden Aussagen A und B wahr ist.
Wir schreiben fiir ,, A oder B* auch AV B, und bezeichnen C' als die Disjunktion von A und B.

Wir normieren hier den Gebrauch des Wortes ,,oder*.

Wenn etwa eine Mutter ihrem Kind verspricht: ,Du bekommst ein Eis oder eine Torte“, so
ist das Versprechen auch dann erfiillt, wenn das Kind Eis und Torte bekommt. Es ist aber
vorstellbar, dass die Mutter gemeint hat: ,Du bekommst ein Eis oder eine Torte, aber nicht
beides”. Fiir den mathematischen Gebrauch normieren wir, dass A V B auch dann wahr ist,
wenn beide Aussagen A und B wahr sind.

DEFINITION 1.4. Sei U die Funktion von {0, 1}? nach {0,1}, die durch 0 LU0 =0 und 0L 1 =
1U0=1U1=1 definiert ist. Dann ist der Wahrheitswert von AV B durch

W(AV B)=W(A)uW(B)
gegeben.

Der Wahrheitswert von A V B héngt also nur von den Wahrheitswerten von A und B ab.

2.3. Verneinung.

> 5 ist nicht grofler als 7.
Da 5 > 7 falsch ist, ist diese Aussage wahr.
> Nicht alle Primzahlen sind ungerade.
Die Aussage ,,alle Primzahlen sind ungerade® ist falsch, da 2 gerade und eine Primzahl
ist. Also ist die Aussage ,nicht alle Primzahlen sind ungerade* wahr.
> 5 ist nicht grofler als 3.
Diese Aussage ist falsch, weil 5 grofler als 3 ist.

DEFINITION 1.5. Sei A eine Aussage, und sei C' die Aussage
nicht A.

Dann ist C' dann wahr, wenn A falsch ist, und C ist dann falsch, wenn A wahr ist. Wir schreiben
fiir ,nicht A“ auch —A.

DEFINITION 1.6. Sei ~ die Funktion von {0, 1} nach {0, 1}, die durch ~(0) =1 und ~(1) =0
definiert ist. Dann ist der Wahrheitswert von —A durch

W (=4) = ~(W(4))
gegeben.

Die Bedeutung von ,nicht“ in der Mathematik weicht also nicht vom iiblichen Gebrauch ab.
Verneinungen kénnen aber manchmal durchaus schwierig zu durchblicken sein. Die Behauptung

,nicht alle natiirlichen Zahlen sind nicht ungerade*
lésst sich etwa viel einfacher als

,nicht alle natiirlichen Zahlen sind gerade*
oder

»es gibt ungerade natiirliche Zahlen“
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ausdriicken. Wir werden in Kiirze sehen, wie wir solche Vereinfachungen fast mechanisch
durchfiihren kénnen.

Mehrfache Verneinungen sind logische Stolperfallen: in ,, Emilia Galotti“ von G.E. Lessing warnt
eine Mutter ihre Tochter:

» Wie wild er [der Vater| schon war, als er nur horte, dass der Prinz dich jiingst
nicht ohne Missfallen gesehen!*.

Die Tragodie beruht aber dann darauf, dass der Prinz die Tochter vielmehr ganz ohne Missfallen
gesehen hat.

3. Rechengesetze fiir Junktoren

DEFINITION 1.7. Seien A und B Aussagen. Wir bezeichnen A und B als dquivalent, wenn A
und B beide wahr, oder beide falsch sind. Wir schreiben dafiir A = B.

SATZ 1.8. Seien A, B Aussagen. Dann gilt:

(1) —|(—|A) = A.
(2) =(AAB) = (=A)V (=B) (De Morgansches Gesetz").
(3) =(AV B) = (=A) A (—=B) (De Morgansches Gesetz).

Beweis: (1) Wir betrachten zuerst den Fall, dass A wahr ist. Dann ist —A falsch, also ist =(—A)
wahr. Nun betrachten wir den Fall, dass A falsch ist. Dann ist = A wahr, also ist =(—A) falsch.
In jedem Fall haben A und —(=A) also den gleichen Wahrheitswert.

(2) Wir nehmen zuerst an, dass =(A A B) wahr ist. Dann ist A A B falsch. Das bedeutet, dass
A und B nicht beide wahr sein kénnen; eine der beiden Aussagen ist also falsch. Wenn A falsch
ist, so ist = A wahr, und somit erst recht (—A)V (=B). Wenn B falsch ist, so ist =B wahr. Auch
dann ist (-A) V (- B) wahr.

Nehmen wir nun an, dass —=(AAB) falsch ist. Dann ist AA B wahr, also sind sind beide Aussagen
A und B wahr. Folglich sind beide Aussagen —A und —B falsch; dann ist auch (=A) V (=B)
falsch.

Den Beweis von (3) lassen wir hier aus. O

UBUNGSAUFGABEN 1.9.

(1) Zeigen Sie =(AV B) = (=A) A (—=B). Verwenden Sie dazu &hnliche Formulierungen wie im
Beweis von Satz 1.8 (2).

Wir geben nun eine zweite Variante des Beweises von Satz 1.8 (2) an.

Beweis II: Sei a der Wahrheitswert von A, und sei b der Wahrheitswert von B. Dann gilt
W(=(AANB))=~(W(AAB))

~(W(A)NW(B))

= ~(alb).

Ebenso gilt
W((=A)V (=B)) = W(=A) UW(=B)
= (~(W(A))) U (~(W(B)))
= (~a) U (~D).

1Augustus De Morgan, 1806-1871, englischer Mathematiker.

~
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Nun bleibt zu zeigen, dass fiir alle 4 Belegungen von a und b gilt, dass ~(aMb) = (~a) U (~b).
Wir machen dazu folgende Tabelle; eine solche Tabelle heif3t auch Wahrheitstafel.

a bllanb ~(anb)|~a ~b (~a)U(~b)
0 0 0 1 1 1 1
01 0 1 1 0 1
10 0 1 0 1 1
11 1 0 0 0 0

Da die 4. und die 7. Spalte dieser Tabelle gleich sind, gilt fiir alle
(~a) L (~b). Somit gilt insgesamt W (—(AAB)) = W( (A) Vv —=(
und (—A) V (—B) dquivalent.

SAaTz 1.10. Seien A, B, C' Aussagen. Dann gilt:

,b) € {0,1}?%, dass ~(allb) =
)), und somit sind —=(A A B))

0:1’5

(1) (ANB)VC =(AVC)N(BVC) (Distributivgesetz).
(2) (AVB)ANC =(ANC)V (BAC) (Distributivgesetz).
(3) ANA= A (Idempotenz von A).
(4) Av A= A (Idempotenz von V).
(5) AAN(AV B) = A (Verschmelzungs- oder Absorptionsgesetz).
(6) AV (AN B)= A (Verschmelzungs- oder Absorptionsgesetz).
(7) AN B = BAA (Kommutativitit von A).
(8) AV B = BV A (Kommutativitit von V).
(9) (ANB)ANC = AN (BAC) (Assoziativitit von N).
(10) (AV B)vC = AV (BVC(C) (Assoziativitit von V).

Beweis: Wir beweisen diese Eigenschaften jeweils mit vollkommen verschiedenen Strategien.

(1) Wir nehmen zuerst an, dass (AAB)VC wahr ist und zeigen, dass dann auch (AVC)A(BVC)
wahr ist. Da (A A B) V C wabhr ist, ist entweder A A B wahr, oder C' ist wahr. Wir betrachten
zuerst den Fall, dass A A B wahr ist. Dann sind A und B beide wahr, also sind auch AV C und
BV C beide wahr. Somit ist auch (AV C) A (B V C) wahr. Wir betrachten nun den Fall, dass
C wahr ist. Dann sind AV C und BV C beide wahr, und somit ist (A V C) A (B V C) wahr.

Nun nehmen wir an, dass (A A B) V C falsch ist und zeigen, dass dann auch (AV C)A (B V C)
falsch ist. Wenn (A A B) V C falsch ist, dann ist sowohl (A A B) als auch C falsch. Da A A B
falsch ist, muss zumindest eine der beiden Aussagen A und B falsch sein. Wir betrachten zuerst
den Fall, dass A falsch ist. Da dann A und C' beide falsch sind, ist AV C falsch; damit ist aber
(AV C) A (BVC) auch falsch. Wir betrachten nun den Fall, dass B falsch ist. Da dann B und
C' beide falsch sind, ist B V C' falsch; damit ist aber (AV C) A (B V C) auch falsch.

(2)

(AVB)AC = =(=((AVvB)AC)) wegen Satz 1.8 (1)
= ((=(AVvB))V(=C)) wegen Satz 1.8 (2)
= —((=(A) A=(B)) VvV (=C)) wegen Satz 1.8 (3).

=B, C' := =C) und erhalten, dass der letzte

(A
Nun verwenden wir (1) (fir A’ := —A, B :=
((=B) v (=C )) ist. Wir verwenden nun wieder die De

Ausdruck gleich —(((=A) Vv (=C)) A
Morganschen Gesetze und erhalten

((=4) v (=O) A ((=B) V (=C))) 2((=A4) v (=) V =((=B) v (=0))
(2(=A) A (A(=0)) V ((=(=B) A (~(=C)))
(ANCYV (BAC).

(3) Wenn der Wahrheitswert von A gleich a ist, so ist der Wahrheitswert von A A A gleich
alMa. Da0M0=0und 1M1 =1, gilt also fiir alle a € {0,1}, dass aMa = a. Somit sind die
Wahrheitswerte von A A A und A gleich.
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(5) Wir zeigen folgendes:

(1) Wenn A A (AV B) wahr ist, so ist A wahr.
(2) Wenn A wahr ist, so ist AA (AV B) wahr.

Wir iiberlegen uns, warum das ausreicht. Wir sollten ja eigentlich zeigen, dass A A (A V B)
und A den gleichen Wahrheitswert haben. Wenn sie verschiedenen Wahrheitswert haben, dann
ist entweder A A (A V B) wahr und A falsch, oder es ist A A (A V B) falsch und A wabhr.
Die erste Alternative wird aber von der Uberlegung (1) ausgeschlossen, die zweite von der
Uberlegung (2).

Wir nehmen also an, dass AA(AV B) wahr ist. Dann sind A und AV B beide wahr. Insbesondere
ist also A wahr.

Nun nehmen wir an, dass A wahr ist. Dann ist AV B (erst recht) wahr, also sind A und AV B
beide wahr. Folglich ist A A (A V B) war.

UBUNGSAUFGABEN 1.11.

(1) Wir haben im Beweis von Satz 1.10 die Eigenschaft (2) aus (1) und den De Morganschen
Gesetzen hergeleitet. Geben Sie einen Beweis von (2), der so aufgebaut ist, wie der Beweis
von (1); starten Sie also damit, dass Sie annehmen, dass (A V B) A C wahr ist, ....

(2) Geben Sie einen Beweis von Satz 1.10 (1) durch Wahrheitstafeln.

(3) Finden Sie zwei Ausdriicke p, ¢ der Form AA B, (-A)V B, ..., sodass folgendes gilt: wenn p
wahr ist, ist auch ¢ wahr, aber wenn ¢ wahr ist, muss deshalb p nicht notwendigerweise wahr
sein.

(4) Zeigen Sie Satz 1.10 (6), indem Sie die Funktionen f(a,b) =aM(aUb) =a und g(a,b) =a
tabellieren.

(5) Zeigen Sie Satz 1.10 (6), indem Sie so vorgehen wie im angegebenen Beweis von Satz 1.10 (5).

(6) Zeigen Sie, dass fiir alle Aussagen A, B gilt: AVB =BV Aund AAB = BAA (Kommuta-
tivgesetz).

(7) Zeigen Sie, dass fur alle Aussagen A, B, C gilt: (AVB)VC = AV (BVC)und (AANB)AC =
AN (B AC) (Assoziativgesetz).

(8) Seien A, B,C Aussagen. Zeigen Sie, dass (AV B) A C und (AAC)V (B A C) dquivalent
sind, indem Sie die Funktionen [ und r tabellieren, die durch I(a,b,c) := (a U b) M ¢ und
r(a,b,c):= (aMec) U (bMe) fiir a,b,c € {0,1} definiert sind.

(9) Seien A, B,C' Aussagen. Zeigen Sie, dass (AV B)AC und (AAC)V (BAC) dquivalent sind,
und geben Sie einen Beweis in der Form des Beweises von Satz 1.10(1) oder Satz 1.10(5) aus
dem Skriptum an. Nehmen Sie also an, dass (AV B) A C wahr ist, und zeigen Sie, dass dann
auch (AAC)V (B AC) wahr ist. Dann nehmen Sie an, dass (AA C)V (B AC) wahr ist, und
zeigen Sie, dass (A V B) A C wahr ist.

Wir kiirzen nun die wahre Aussage 0 = 0 mit T, und die falsche Aussage 0 # 0 mit F ab.
SATz 1.12. Sei A eine Aussage. Dann gilt:

(1) ANT = A,
(2) AVT =T,
(3) ANF =F,
(4) AVF = A.

Beweis: (1) Wir nehmen an, dass A AT wahr ist. Dann ist A wahr und T wahr. Somit ist A
wahr. Nun nehmen wir an, dass A wahr ist. Da dann A und T beide wahr sind, ist auch AAT
wahr.

(2) Sei a der Wahrheitswert von A. Dann ist der Wahrheitswert von A vV T gleich a LI 1. Nun
sehen wir, dass 0LI1 = 11 = 1, also ist der Wahrheitswert von ali1 gleich 1. Der Wahrheitswert
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von T ist ebenfalls 1. Somit haben A V T und T den gleichen Wahrheitswert und sind daher
dquivalent.

(3) Wir verwenden De Morgan und erhalten AANF = =(=(AAF)) = =((—A) vV (-F))
—((mA)VT) =-T =F. (Warum gilt jedes der vier =7?)

(4) wird ausgelassen. O

UBUNGSAUFGABEN 1.13.

(1) Geben Sie einen Bewelis fiir Satz 1.12 (4) in jener Form an, in der wir Satz 1.12 (1) bewiesen
haben.

(2) Geben Sie einen Beweis fiir Satz 1.12 (4) in jener Form an, in der wir Satz 1.12 (2) bewiesen
haben.

(3) Geben Sie einen Beweis fiir Satz 1.12 (4), indem Sie die De Morganschen Gesetze und
—(—=X) = X ausniitzen und damit (4) auf eine der bereits bewiesenen Aquivalenzen zuriick-
fithren.

4. Die Implikation

In diesem Abschnitt normieren wir den Gebrauch von ,,wenn ..., dann“. Betrachten wir dazu
folgendes Beispiel (cf. [BT09, S. 49]). Anton sagt zu Berta:

»Wenn du mir das Buch morgen zuriickbringst, zahle ich dir einen Kaffee*.
In welchen der moglichen vier Fille hat Anton seine Zusage gehalten?

(1) Berta bringt das Buch zuriick, und Anton zahlt ihr einen Kaffee: Zusage gehalten.

(2) Berta bringt das Buch zuriick, und Anton zahlt ihr keinen Kaffee: Zusage nicht gehal-
ten.

(3) Berta bringt das Buch nicht zuriick, und Anton zahlt ihr keinen Kaffee: Auch hier
kann sich Berta nicht beschweren: fiir diesen Fall hatte ihr Anton nichts versprochen.
Zusage gehalten.

(4) Berta bringt das Buch nicht zuriick, und Anton zahlt ihr einen Kaffee: Das ist sehr
nett von Anton, und verletzt die Abmachung sicher nicht: dariiber, was Anton tut,
wenn Berta das Buch nicht zuriickbringt, hat er nichts zugesagt. Insgesamt: Zusage
gehalten.

Die einzige Moglichkeit, dass eine Aussage ,wenn A, dann B“ falsch ist, ist also die, dass die
Pramisse A eintritt, die Konklusion B aber nicht.

DEFINITION 1.14. Seien A und B Aussagen, und sei C' die Aussage
wenn A, dann B.
Dann ist C' genau dann falsch, wenn A wahr und B falsch ist. Sonst ist C' wahr. Wir kiirzen

die Aussage ,wenn A, dann B“ auch mit A = B ab und bezeichnen C als eine Implikation.

Sei — die Funktion von {0,1}? nach {0,1}, die durch folgende Tabelle erklirt ist:

a bHa—)b
00 1
0 1 1
10 0
1 1 1

SATZ 1.15. Seien A und B Aussagen, sei a der Wahrheitswert von A, und sei b der Wahrheits-
wert von B. Dann ist der Wahrheitswert von A = B gleich a — b.
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Beweis: Wir betrachten als erstes den Fall, dass A = B falsch ist. Das bedeutet, dass A wahr
und B falsch ist. Dann ist a =1 und b = 0. Wegen 1 — 0 = 0 gilt dann a — b = 0.

Nun betrachten wir den Fall, dass A = B wahr ist. Nehmen wir im Widerspruch zur Behaup-
tung an, dass a — b = 0. Dann gilt « = 1 und b = 0 und somit ist A wahr und B falsch. Dann
ist ist A = B falsch, im Widerspruch zur Fallannahme. Somit kann a — b = 0 nicht gelten.
Also gilt a — b= 1. U

Ahnlich wie bei ,,oder“ gibt die Normierung nur eine der normalsprachlichen Bedeutungen von
,2wenn, dann“ wieder. Wir betrachten folgende Beispiele:

(1) (5>2) = (10> 4).
(5> 2) und (10 > 4) sind beide wahr. Also ist (5 >2) = (10 > 4) wahr.
Im Satz ,wenn 5 grofler als 2 ist, dann ist auch 10 gréfer als 4¢ schwingt aber auch
mit “klar, denn ich brauche 5 > 2 nur zu verdoppeln. Der Wahrheitswert von A = B
sagt aber nichts iiber einen kausalen Zusammenhang von A und B aus, sondern nur,
dass es nicht so ist, dass A wahr und B falsch ist.
(2) (5 >2) = (6 ist eine gerade Zahl).
Beide Teilaussagen sind wahr, also ist die Implikation wahr.
Dass die beiden Aussagen inhaltlich keine Verbindung haben, stért nicht. Der Wahr-
heitswert der Implikation héngt nur von den Wahrheitswerten der Teilaussagen ab.
(3) (5<4) = (b<11).
Hier ist A = (5 < 4) falsch und B = (5 < 11) wahr. Ingesamt ist A = B also wahr.
(4) (3<2) = (103 < 102).
Da 3 < 2 und 103 < 102 beide falsch sind, ist die Implikation wahr.
(5) (5>3) = (5> -3).
Da 5 > 3 wahr ist, und —5 > —3 falsch, ist die Implikation falsch.
(6) Wenn Paris in Ungarn liegt, so ist Schnee schwarz.
Die Implikation ist wahr.

In der mathematischen ,,Umgangssprache” kommt es manchmal vor, dass ,,wenn, dann® auch
ein heimliches ,fiir alle* enthélt. Wir betrachten die Aussage:

Wenn n gerade ist, so ist n? durch 4 teilbar.

Wir kénnen das so sehen: G(n) ist die Aussageform ,n ist gerade®, V(n) ist die Aussageform
»n ist Vielfaches von 4. Dann meint obige Behauptung vermutlich:

Fiir alle n gilt: wenn G(n), dann V' (n?),
was man auch als
fiir alle n € N : (G(n) = V(n?))

schreiben kann. Diese Aussage ist wahr: wenn n gerade ist, so gibt es ein k € N mit n = 2k.
Also gilt n? = 4k?, und das ist ein Vielfaches von 4. Wir betrachten nun die Aussage:

Wenn n gerade ist, so ist n durch 3 teilbar.

Wenn wir ¢ | n fiir ,,¢ teilt n“ schreiben, so wire
2|n=3]|n.

eine Formalisierung. Die Aussageform /(n) := (2 | n = 3| n) ist fiir manche n wahr (etwa fiir
n =>5,n =06, n=3), fiir andere n falsch (etwa n = 2). Es konnte aber auch sein, dass

firallen e N: (2| n=3|n)

gemeint ist. Das konnte man so ausdriicken:
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Fiir alle natiirlichen Zahlen n € N gilt: wenn n gerade ist, so ist n durch 3
teilbar.

Diese Aussage ist falsch, da die Aussageform I(n) fiir n = 2 nicht gilt.

Wir werden die Formulierung

Fiir alle n € N gilt: wenn n gerade ist, so ist n? durch 4 teilbar
gegeniiber

Wenn n gerade ist, so ist n? durch 4 teilbar.

bevorzugen.
UBUNGSAUFGABEN 1.16.

(1) Schreiben Sie folgende Sétze so um, dass sie die Form ,fiir alle z ... € ... gilt : A(z) = B(x)“
haben.

(a) Wenn z eine reelle Zahl ist, so ist 22 > 0.

(b) Wenn n kein Vielfaches von 3 ist, so hat n? bei Division durch 3 Rest 1. Hinweis: B(z)
ist dann ,,x hat bei Division durch 3 Rest 1.

(2) Schreiben Sie folgende Sétze so um, dass sie die Form ,fiir alle z ... € ... gilt : A(zx) = B(z)“
haben.

(a) Die Wurzel einer natiirlichen Zahl ist eine natiirliche Zahl oder irrational. (Fiir eine
reelle Zahl x sei A(x) die Eigenschaft, dass © Wurzel einer natiirlichen Zahl ist, N(x)
die Eigenschaft, dass x natiirlich und R(z) die Eigenschaft, dass = rational ist.)

(b) Ein Quadrat ist auch ein Rechteck.

Die meisten mathematischen Zusammenhénge lassen sich erst darstellen, wenn man Aussage-
formen (also ,,Aussagen iiber Variablen“) und die Quantoren fiir alle ...gilt:“ und ,es gibt
ein ..., sodass“ verwendet. Die Pradikatenlogik ist jenes Teilgebiet der Mathematik, dass sich
mit Ausdriicken, die aus Aussagen, Aussageformen, Junktoren und Quantoren gebildet wer-
den, beschiftigt. Die Aussagenlogik beschiftigt sich den Ausdriicken, die aus Aussagen und
Junktoren gebildet werden.

Die Implikation ldsst sich auch durch Konjunktion, Disjunktion und Negation ausdriicken.
SATZ 1.17. Seien A, B Aussagen. Dann gilt:

(1) A= B=(-A)VB.
(2) A= B=-(AA(-B)).
(3) A= B = ((—-B) = (—A)) (Kontrapositionsregel ).

Beweis: Wahrheitstafeln.

Wir halten nun noch einige sprachliche Moglichkeiten, die Tatsache, dass A = B wahr ist,
auszudriicken, fest:

(1) A impliziert B.

(2) Wenn A, dann B.

(3) A gilt nur dann, wenn B gilt.

(4) B gilt, wenn A gilt.

(5) Wenn B nicht gilt, so gilt auch A nicht.

UBUNGSAUFGABEN 1.18.

(1) Sei p die Aussage
(AVB)A((mA)VC)) = (BVCO).
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(a) Finden Sie einen zu p dquivalenten Ausdruck, der nur die Junktoren A, V, = verwendet.
(b) Zeigen Sie, dass p eine Tautologie ist, dass also p fiir alle Aussagen A, B, C wahr ist.

5. Weitere Junktoren

DEFINITION 1.19. Seien A und B Aussagen. Dann definieren wir:

(1) A < B steht fir B = A.
(2) A< B ist genau dann wahr, wenn (A = B) A (B = A) wahr ist.

Wir bezeichnen A < B als die Aquivalenz von A und B.

SATZ 1.20. Seien A und B Aussagen. Dann ist A < B genau dann wahr, wenn A und B beide
wahr oder beide falsch sind.

Dass die Aquivalenz A < B wahr ist, kann auch durch folgende Formulierungen ausgedriickt
werden.

A genau dann, wenn B.

A gilt dann, und nur dann, wenn B gilt.
englisch) A if and only if B.

(eng y

(englisch + P. Halmos?) A iff B.

) A und B sind dquivalent.

— — —

(1
(2
(3
(4
(5

UBUNGSAUFGABEN 1.21. Uberpriifen Sie jeweils, ob die die Aussagen p und ¢ fiir alle Aussagen A
und B #quivalent sind. Geben Sie dafiir (im Fall der Aquivalenz) einen Beweis an, und finden Sie im
Fall, dass die Aussagen nicht dquivalent sind, Belegungen fiir die Wahrheitswerte von A und B, sodass
eine Seite wahr und die andere falsch ist.

(1) p=—-(A=B),q=ANA(—-B).

(2) p=(A=B)=C,q=A= (B=0C).
(3) p=A% B,q=(AV(=B))A((-A)V B).
4) p=A=(B=0C),q=(AANB)=C.
5)p=A=(B=C),q=B= (A= ().
(6) p=A=(B=1B),q=B= (A= A).
() p=(A=B)= A, qg=A.

DEFINITION 1.22. Seien A und B Aussagen. Dann ist AV B definiert als (AA(=B))V((=A)AB).

AVB ist das ,ausschliefende oder“: eines von beiden, und nicht beide.

Satz 1.23. Seien A, B Aussagen. Dann gilt AVB = —~(A < B) = (AV B) A (=(A A B)).

Die dazu gehorige Boole’sche Funktion bezeichnet man mit &. Sie ist durch 00 =11 =0,
06 1=16¢0=1 definiert.

DEFINITION 1.24. Die Sheffer-Funktion?® ist definiert durch
x|y = ~(xMNy).

Die Shefferfunktion verdankt ihre Popularitit der Tatsache, dass sie imstande ist, alle anderen
logischen Junktoren auszudriicken: ~x = x|z, x My = (z|y)|(z|y), x Uy = (z|z)|(y|ly), x Dy =
(z|(z|y))|(y|(x|y)) fiir alle x,y € {0,1}. Das kann, anders als die Shefferfunktion, keine der
Funktionen U, M, ~, @ allein. Allerdings reichen zum Beispiel auch M und ~ gemeinsam aus,
um alle anderen Junktoren auszudriicken.

2Paul Halmos, 1916-2006
SHenry Sheffer, 1882-1964
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UBUNGSAUFGABEN 1.25.

(1) Finden Sie fiir jede der 16 moglichen Funktionen von {0, 1}? nach {0, 1} einen moglichst ein-
fachen Ausdruck, der 0, 1, U, M, @, ~ verwendet und die entsprechende Funktion beschreibt.

a b||? aentb 72 7 2 7 7 v T 77
0o 0jo o O0O0OOOOOT1TTI1T 111111
0o 1jo 0 00111 100O0OO0T1TT1T11
1 0/0 0 1 1001100110011
1140 1 0101 0101010101
(2) Finden Sie jeweils einen Ausdruck, der nur 0,z,y und den Junktor — verwendet, und der

folgende Funktionen beschreibt:
(a) ~ax.
(b) zUy.
(c) zMy.

6. Logisches Schlieflen in der Aussagenlogik

In diesem Abschnitt ermitteln wir, wann sich aus bestimmten Behauptungen zwingend eine
weitere Behauptung ergibt. Betrachten wir folgendes Beispiel:

BEISPIEL 1.26. Wir nehmen an, dass folgende Annahmen gelten:

(1) Wenn schones Wetter ist, dann ist Oma guter Laune.

(2) Entweder es ist schlechtes Wetter, oder Klaus ist gliicklich.

(3) Wenn Oma guter Laune und Klaus gliicklich ist, dann spielen sie Fufiball.
(4) Es ist schones Wetter.

Spielen Oma und Klaus sicher Fufiball?

Wir kiirzen die Aussagen ab:

A ... Esist schones Wetter.
B ... Oma ist guter Laune.
C ... Klaus ist gliicklich.
D ... Oma und Klaus spielen Fufiball.
Dann konnen wir die Voraussetzungen so abkiirzen:
(1) A= B,
(2) (-4) VT,
(3) (BANC)= D,
(4) A.

In (2) konnte auch (-A)VC gemeint sein. Wir gehen aber jetzt davon aus, dass (—A) V C' ge-
meint ist. Die Frage ist nun, ob fiir alle Wahrheitswertkombinationen, die A, B, C', D annehmen
konnen, und fiir die die Voraussetzungen (1)-(4) wahr sind, auch D wahr sein muss.

Die Antwort ist in diesem Fall , Ja“: Wegen (4) und (1) ist B wahr. Wegen (4) und (2) ist C'
wahr. Also gilt wegen (3) auch D.

Wir betrachten nun folgendes Beispiel:
BEISPIEL 1.27. Wir nehmen an, dass folgende Annahmen gelten:

(1) Wenn schones Wetter ist, dann ist Klaus gliicklich oder er spielt mit Oma Fufiball.
(2) Wenn Oma schlechter Laune ist, dann spielen Oma und Klaus nicht Fufball.
(3) Wenn schlechtes Wetter ist, ist Oma guter Laune.
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Ist Oma dann sicher guter Laune?

Die Aussagen sind dann

(1) A= (CVv D),
(2) (=B) = (=D),
(3) (-A) = B.

Die Frage ist, ob dann sicher B gilt. Wir sehen (etwa durch Probieren aller 16 Moglichkeiten),
dass fir W(A) =w, W(B) = f, W(C) = w, W(D) = f alle drei Voraussetzungen erfiillt sind.
Da dann B nicht gilt, ist die Antwort ,,Nein“.

Wir {iberlegen uns nun, wie man algorithmisch vorgehen kann, um solche Beispiele zu losen.
Wir bezeichnen dazu Terme wie a = (¢ V d) als Boolesche Ausdriicke. In solche Ausdriicke
konnen wir fir a,b, c,d jeweils T oder F (fiir ,true“ und ,false®) einsetzen, und erhalten als
Ergebnis T oder F'. So ergibt zum Beispiel a = (¢Vd) an der Stelle (a, b, ¢,d) := (T, T, F, F') den
Wert T und an der Stelle (a, b, c,d) := (F, F, F, F') den Wert T'. Eine Menge ® von Ausdriicken
heifit erfillbar, wenn es eine Belegung der Variablen a,b,c,... gibt, sodass alle Ausdriicke in
® wahr werden; so ist zum Beispiel {a, —a V b} erfiillbar und {a, —a V b, =b} unerfiillbar (mit
—a V b meinen wir (—a) V b). Ein Ausdruck ¢ ist allgemeingiiltig, wenn ¢ fiir alle Belegungen
der Variablen wahr wird. Wir sagen, dass der Ausdruck ¢ eine Konsequenz aus der Menge
® ist, wenn ¢ fiir jede Belegung, fiir die alle Ausdriicke in & wahr sind, ebenfalls wahr ist.
Offensichtlich ist ¢ genau dann eine Konsequenz von @, wenn ® U {—¢} unerfillbar ist. Im
Beispiel (1.26) ist also die Frage, ob

{a=0b,-aVe (bAc)=d, a,~d} (1.1)

erfiillbar ist. Das kann man durch Testen aller 16 Belegungen iiberpriifen.

Manchmal ist man mithilfe des Resolutionsverfahrens schneller. Wir schreiben z! fiir  und 2!

fiir —z. Eine Klausel ist ein Boolescher Ausdruck ¢ der Form z{ V... V{*; fiir & = 0 bezeichnen
wir auch den konstanten Ausdruck F' als Klausel. Die Menge {z{], ... ,a:f: ist die Menge der
Literale von ; ¢ ist eine Teilklausel von 1, wenn die Literalmenge von ¢ eine Teilmenge der
Literalmenge von 1 ist. So ist zum Beispiel a V —c¢ eine Teilklausel von a vV —bV —c¢, aber nicht

von a V c. F ist Teilklausel jeder Klausel. Die Menge (1.1) ist zur Menge
{=aVb,—aVec,-bV-cVd a ~d}

aquivalent. Die Erfiillbarkeit einer Menge von Klauseln lédsst sich mit folgendem Satz bestim-
men.

SATZ 1.28. Sei ® eine Menge von Klauseln der Form

O = {x; Vor(ra...,xn),.. . 21 V oop(T2, ... x0),
T V wl(‘fg,...,ﬂfn),...,_\xl V wl<x27---7$n)7
p1(Toy o)y ey p(T2y o )

Wir nehmen an, dass fir allei € {1,...,k} und j € {1,...,1} die Resolvente
Oij = i(Ta, ..., xn) VYj(T2,. .., %)

beziiglich x1 eine Variable x, und ihre Negation —x, enthdlt, oder dass es eint € {1,...,m}
gibt, sodass pi(xa, ..., x,) eine Teilklausel von o ; ist.
Dann ist ® genau dann erfillbar, wenn R = {p1(xa, ..., xn),. .., pm(xa, ..., x,)} erfillbar ist.

Die Resolvente o := ¢;V1); von z1 V¢, und -z V1); ist stets eine Konsequenz von {z1V;, 21V
1, }. Wir betrachten noch folgende Sonderfille beim Bilden der Resolvente: die Resolvente von
x1 und —x; ist F, die Resolvente von x; V ¢ und —x; ist ¢, und die Resolvente von x; und
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—x1 V¢ ist ¢. Beim Bilden der Resolvente von a Vb und —a V bV —c vereinfachen wir bV bV —c
zu bV —c. Die Resolvente von a Vb und —aV =bV cist bV —bV c. Diese Aussage ist stets erfiillt
und kann daher weggelassen werden.

BewEIis. Wir nehmen an, dass R erfiillbar ist, und zeigen, dass dann auch & erfiillbar ist.
Sei (ag, ...,a,) € {T, F}"~! eine Belegung, die R erfiillt.
Wenn ¢;(aq, ..., a,) fir alle i € {1,...,k} wahr ist, so ist (F,aq,...,a,) eine Belegung, die ®
erfiillt.
Wenn 9;(as, ..., a,) fiir alle j € {1,...,{} wahr ist, so ist (T, as,...,a,) eine Belegung, die ¢
erfiillt.
Wir nehmen nun an, dass ¢ € {1,...,k} und 57 € {1,...,1} so sind, dass @;(as,...,a,) und
Y;(as, ..., ay,) beide falsch sind. Dann ist auch ¢;(as, ..., a,) V ¢;(as, ..., a,) falsch. Laut Vor-

aussetzung gibt es ein t € {1,...,m}, sodass p; eine Teilklausel von ; V ¢; ist. Dann ist auch
pi(ag, ..., a,) falsch. Das steht im Widerspruch dazu, dass (as,...,a,) die Klauselmenge R
erfiillt. Daher kann dieser Fall nicht eintreten. 0

BEISPIEL 1.29. Wir benutzen diesen Satz, um die Erfiillbarkeit von
d={aVbVebV-caV-b-aVe—aV-bV-ck
zu testen. Da ® die Voraussetzungen des Satzes noch nicht erfiillt, fiigen wir die Resolventen
bVe,=bVe,—bV e
zur Menge ® hinzu und erhalten
O ={aVbVe,bV-c,aV-b—aVe -aV-bV-oe,bVe -bVe —bV ek
Das ist wegen Satz 1.28 genau dann erfiillbar, wenn
Gy ={bV —¢,bVe,mbVe,~bV ek

erfiillbar ist. Die Voraussetzungen von Satz 1.28 sind nicht erfiillt, also ergénzen wir die Resol-
venten und erhalten
O3 ={bV -c,bVe,—bVe,-bV e e et
Das erfiillt die Voraussetzungen von Satz 1.28 und ist daher genau dann erfiillbar, wenn
o, = {c, ¢}

erfiillbar ist. Wir ergénzen ®, durch die Resolvente F' und erhalten, dass ®, genau erfiillbar
ist, wenn &g = {F'} erfiillbar ist. Da ®¢ unerfiillbar ist, ist ® nicht erfiillbar.

BeispiEL 1.30. Wir untersuchen, ob
®={aV-b-aVbVecaV-baV-bVc —ch

erfiillbar ist. Jede Resolvente beziiglich a enthélt ein Paar x; V —x;. Daher ist ® erfiillbar, wenn
&, = {—c} erfiillbar ist. Das ist erfiillbar, zum Beispiel mit b = F', ¢ = F. Nun ist die Teilklausel
bV ¢ der Klausel —a V bV ¢ nicht erfiillt, also setzen wir a := F und erhalten die erfiillende
Belegung (F, F, F').

Wenn wir &; mit b = W, ¢ = F erfiillen, so ist die Teilklausel =6 der Klausel a V —b nicht
erfiillt, also setzen wir a := W und erhalten die erfiillende Belegung (W, W, F).

UBUNGSAUFGABEN 1.31.

(1) Zeigen Sie: wenn (A V B) A (—AV C) gilt, so gilt auch BV C.

(2) Finden Sie Aussagen A, B,C, sodass BV C wahr, aber (AV B) A (A V C) falsch ist.

(3) Zeigen Sie, dass BV C stets den gleichen Wahrheitswert wie ((AV B) A (mAV C))V ((mAV
B) A (AV ()) hat.
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(4) Wir nehmen an, dass folgende Annahmen gelten:
(a) Wenn schones Wetter ist und Oma guter Laune ist, dann ist Klaus gliicklich.
(b) Wenn schlechtes Wetter ist, so spielen Oma und Klaus FuBlball.
(c) Wenn Klaus gliicklich ist, so spielen Oma und Klaus Fufball.
(d) Oma und Klaus spielen nicht Fuball.
Ist Oma dann sicher guter Laune?
(5) Wir nehmen an, dass folgende Annahmen gelten:
(a) Wenn schones Wetter ist, dann ist Klaus gliicklich oder er spielt mit Oma Fufiball.
(b) Wenn Oma schlechter Laune ist, dann spielen Oma und Klaus nicht Fufiball.
(c) Wenn schlechtes Wetter ist, ist Oma guter Laune.
Kann es sein, dass die Annahmen gelten, Oma schlechter Laune und Klaus ungliicklich ist?
(6) Wir nehmen an, dass folgende Annahmen gelten:
(a) Wenn schones Wetter ist, dann ist Klaus gliicklich oder er spielt mit Oma Fufiball.
(b) Wenn Oma schlechter Laune ist, dann spielen Oma und Klaus nicht Fufiball.
(c) Wenn schlechtes Wetter ist, ist Oma guter Laune.
Kann es sein, dass die Annahmen gelten und Oma schlechter Laune ist?
(7) Wir nehmen an, dass folgende Annahmen gelten:
(a) Wenn schones Wetter ist, dann ist Klaus gliicklich oder er spielt mit Oma Fufiball.
(b) Wenn Oma schlechter Laune ist, dann spielen Oma und Klaus nicht Fufiball.
(c) Wenn schlechtes Wetter ist, ist Oma guter Laune.
Kann es sein, dass die Annahmen gelten und Oma guter Laune ist?
(8) Wir nehmen an, dass folgende Annahmen gelten:
(a) Wenn schones Wetter ist, dann ist Klaus gliicklich.
(b) Wenn schlechtes Wetter und Oma guter Laune ist, dann ist Klaus gliicklich.
(¢) Wenn schénes Wetter und Oma guter Laune ist, dann ist Klaus ungliicklich.
(d) Wenn schones Wetter ist, ist Oma guter Laune.
(e) Wenn schlechtes Wetter ist, ist Oma guter Laune.
(f) Wenn schlechtes Wetter ist, ist Klaus gliicklich.
Ist Klaus dann sicher gliicklich?
(9) Wir nehmen an, dass folgende Annahmen gelten:
(a) Wenn schlechtes Wetter ist und Oma schlechter Laune ist, so ist Klaus gliicklich.
(b) Wenn Klaus gliicklich ist, ist Oma guter Laune.
(c) Wenn schlechtes Wetter ist, ist Oma schlechter Laune.
(d) Wenn schones Wetter ist, ist Klaus gliicklich.
(e) Wenn Oma guter Laune und Klaus gliicklich ist, dann ist schlechtes Wetter.
Ist Klaus dann sicher gliicklich?
(10) Wir nehmen an, dass folgende Annahmen gelten:
(a) Wenn schlechtes Wetter ist und Oma schlechter Laune ist, so ist Klaus gliicklich.
b) Wenn Klaus gliicklich ist, ist Oma guter Laune.
(c) Wenn schlechtes Wetter ist, ist Oma schlechter Laune.
(d) Wenn schones Wetter ist, ist Klaus gliicklich.
(e) Wenn Oma guter Laune und Klaus gliicklich ist, dann ist schlechtes Wetter.
Ist Klaus dann sicher ungliicklich?
(11) Wir nehmen an, dass folgende Annahmen gelten:
(a) Wenn schlechtes Wetter ist, so ist Oma guter Laune.
(b) Wenn schones Wetter ist und Oma schlechter Laune ist, dann ist Klaus gliicklich.
(¢) Es kommt nie vor, dass schones Wetter und Oma guter Laune ist.
(d) Wenn Oma guter Laune ist, dann ist schones Wetter, oder Klaus ist gliicklich.
Ist Klaus dann sicher gliicklich?
(12) Wir nehmen an, dass folgende Annahmen gelten:
(a) Wenn schlechtes Wetter ist, so ist Oma schlechter Laune.
(b) Wenn schones Wetter ist und Oma schlechter Laune ist, dann ist Klaus gliicklich.
(c) Es kommt nie vor, dass schones Wetter und Oma guter Laune ist.
(d) Wenn Oma guter Laune ist, dann ist schones Wetter, oder Klaus ist gliicklich.
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Ist Klaus dann sicher gliicklich?
Zeigen Sie folgende Variante von Satz 1.28: Sei ® eine Menge von Booleschen Ausdriicken
(nicht notwendigerweise Klauseln) der Form

O ={x1 V pi1(z2,...,Tpn),..., 21 V pr(T2,...,Tp),

-1 V ’gZJl({L‘z,...,ZL'n),...,—!:Z,‘l V 1!)[(1’2,...,@'”),
pl($27"'axn)a"'7pm($2a"'axn)}'
Wenn

R={pi(z2,...,Tn)s -, pm(T2,...,2n)}U

(14)

(15)

{pi(za, ..., xn) Vj(x2,...,xn) |1 €{1,... k},je{1,...,1}}
erfiillbar ist, so ist auch & erfiillbar.
Wir schreiben ! fiir z und 27! fiir ~x. Zeigen Sie, dass es fiir jede Funktion f : {0,1}" —
{0,1} einen Ausdruck p der Form

er.1 €1,k
(x, " M...MNx, "t

11,1 U1,k

YU U (@ . ma

i1 ik,

gibt, sodass fiir alle ay,...,a, € {0,1} die Gleichheit p(ay,...,a,) = f(ai,...,a,) gilt. Ein
solcher Ausdruck ist ein Ausdruck in disjunktiver Normalform. Finden Sie wie in
Ubungsbeispiel 1.25(1) fiir jede der 16 mdglichen Funktionen einen solchen Ausdruck, der
die entsprechende Funktion beschreibt. Wie sieht eine disjunktive Normalform einer un-
erfiillbaren Aussageform aus? Hinweis: Gehen Sie mit Induktion nach n vor und bilden Sie
aus einem Ausdruck py fiir (0,2, ..., x,) und einem Ausdruck p; fir f(1,z9,...,x,) einen
Ausdruck fiir f(z1,...,2,), und verwenden Sie das Distributivgesetz.

Wir schreiben ! fiir z und 27! fiir ~x. Zeigen Sie, dass es fiir jede Funktion f : {0,1}" —
{0,1} einen Ausdruck p der Form

o NP R F e Na PO o K o NN P )

i1,1 11,k 1,1 i,k

gibt, sodass fiir alle ay,...,a, € {0,1} die Gleichheit p(ay,...,a,) = f(ai,...,a,) gilt. Ein
solcher Ausdruck ist ein Ausdruck in konjunktiver Normalform. Finden Sie wie in
Ubungsbeispiel 1.25(1) fiir jede der 16 mdglichen Funktionen einen solchen Ausdruck, der
die entsprechende Funktion beschreibt. Wie sieht eine konjunktive Normalform einer allge-
meingiiltigen Aussageform aus? Hinweis: Gehen Sie mit Induktion nach n vor und bilden Sie
aus einem Ausdruck pyg fiir (0,2, ..., x,) und einem Ausdruck p; fir f(1,z9,...,x,) einen
Ausdruck fiir f(z1,...,2,), und verwenden Sie das Distributivgesetz.



KAPITEL 2

Priadikatenlogik

1. Aussageformen

Kapitel 3 vorwegnehmend verwenden wir in der Folge einige Mengen:
N = {1,2,3,4,...}
No = {0,1,2,3,4,...}
R = die Menge der reellen Zahlen

Esgilt 4 e N, 7 € N, N € Ny. Als Aussageform bezeichnen wir eine Aussage iiber Variablen,
etwa

(1) = ist gerade,

(2) > 2+y,

(3) 3z —2y =38,

(4) « und y haben denselben Rest bei der Division durch 5.

Wenn wir fiir alle Variablen Werte einsetzen, dann erhalten wir Aussagen, die wahr oder falsch
sein konnen. Wenn etwa A(x) die Aussageform ,x ist gerade® ist, so ist A(3) die Aussage ,,3
ist gerade“ und A(4) die Aussage ,,4 ist gerade“. Bei der Definition einer Aussageform ist es
sinnvoll, anzugeben, welche Werte x annehmen darf, etwa in folgender Form:

Fiir € N definieren wir
A(z) & x ist gerade.
Damit ist klar, dass A(m) nicht definiert wurde.

Wir kénnen aus Aussageformen mithilfe der logischen Junktoren neue Aussageformen bauen.
Die Aussageform A(n) iiber den natiirlichen Zahlen, die durch

A(n) 1< n ist gerade oder n ist durch 3 teilbar

gegeben ist, gilt nicht fiir alle n € N, da 5 weder gerade noch durch 3 teilbar ist, aber doch fiir
manche, zum Beispiel fiir n = 2 und n = 18.

DEFINITION 2.1. Seien A(xy,...,x,) und B(zy,...,x,) Aussageformen, die fiir alle Belegungen
von x1,...,xT, mit Werten aq,...,a, € X definiert sind.
(1) A(zq,...,z,) und B(zy,...,x,) sind dquivalent, wenn fir alle aq, ..., a, € X die Aus-

sagen A(ay,...,a,) und B(ay,...,a,) den gleichen Wahrheitswert haben. Wir schrei-
ben dafiir A(xy,...,x,) = B(zy,...,2,).

(2) A(xq,...,xy,) ist hinreichend fir B(xy,...,x,), wenn fir alle ay,...,a, € X, fiir die
A(aq,. .., a,) wahr ist, auch B(ay,...,a,) wahr ist.
(3) B(xy,...,xy,) ist notwendig fir A(zi,...,x,), wenn A(zi,...,z,) hinreichend fiir
B(xy,...,x,) ist.
So ist sind etwa {iber den reellen Zahlen die Aussageformen z +y = 3 und x = 3 — y

dquivalent. Daher kommt der Begriff ,, Aquivalenzumformung®. Man formt eine Aussageform in
eine dquivalente Aussageform um.

17
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2. Quantoren

Wir betrachten die Aussageform A(x,y) tiber den natiirlichen Zahlen, die durch
Alz,y) o =2y—1
geben ist. Aus dieser Aussageform bilden wir eine Aussageform B(z), die durch
B(z) :< es gibt ein y € N, sodass A(z,y) gilt.

definiert ist. B(z) gilt also genau dann, wenn es ein y in den natiirlichen Zahlen gibt, sodass
x = 2y — 1. Die Aussageform A(x,y) ist fiir folgende Paare (x,y) wahr: (1,1), (3,2), (5,3),
(7,4), (9,5), .... Die Aussageform B(z) ist genau dann wahr, wenn z eine ungerade natiirliche
Zahl ist.

Wir betrachten als néchstes folgende Aussageform C(z,y) tiber den reellen Zahlen:
C(z,y) & 2* =y.
Wir bilden eine neue Aussageform D(y) durch
D(y) < es gibt ein x € R, sodass C(x,y) gilt.

Wir fragen uns nun, ob D(2) gilt. Es gibt zwei z, die die Eigenschaft C(z,2) erfiillen, da
(v2)? = 2 und (—+/2)? = 2. Wir normieren die Bedeutung von ,es gibt ein“ dahingehend, dass
wir damit immer ,es gibt mindestens ein“ meinen, und nicht ,es gibt genau ein“. Somit ist
D(y) genau fiir die y € R erfiillt, die y > 0 erfiillen. Die Aussageform D(y) ist also dquivalent
zuy > 0.

DEFINITION 2.2. Sei A(z,y1,...,Yn) eine Aussageform, die fur alle z,y1,...,y, € X definiert
ist. Wir definieren eine neue Aussageform

B(y1,--.,yn) = es gibt ein z € X, sodass A(x,y1,...,Yn)-
Seien by, by, ..., b, € X. Dann ist B(by,...,b,) genau dann wahr, wenn es mindestens ein a € X
gibt, sodass A(a, by, ..., b,) wahr ist.

Fiir die neue Aussage B(yi, .. .,y,) schreiben wir auch
dre X :Alx,y1,- -, Yn),
(Jz € X) (A(z, 91, ..,Yn)), oder (Fz € X) A(x,y1,...,Yn). Lies:

> Es gibt ein = € X, sodass A(z,y1,...,Yn).

> Es existiert ein z € X, sodass A(x,y1,...,Yn).
> Es gibt ein 2 € X mit A(z,y1,...,Yn)-

> Es existiert ein € X mit A(z,y1,...,Yn).

Wir nennen 3 den Ezistenzquantor. Wenn wir aus einer Aussageform A(z,y) die Aussageform
B(y) = (3z € X)(A(z,y)) machen, so wird die Variable x ,verschluckt®; der Fachausdruck
dafiir ist, dass x durch den Quantor gebunden wird. Wenn eine Variable nicht durch einen
Quantor gebunden wird, so heif3t sie fres.

Wir betrachten nun folgende Aussageform iiber den reellen Zahlen:
E(z,y) & 2* > y.
Wir bilden nun eine neue Aussageform F'(y) durch
F(y) & fir alle x € R gilt E(z,y).

F(y) ist also genau dann wahr, wenn fiir alle x € R gilt, dass 2*> > y. F(y) ist dquivalent zu
y <0.
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DEFINITION 2.3. Sei A(z,y1,...,y,) eine Aussageform, die fiir alle z,y1,...,y, € X definiert
ist. Wir definieren eine neue Aussageform

B(y1,-..,yn) & fir alle v € X gilt A(z,y1,...,Yn)-

Seien by, by, ..., b, € X. Dann ist B(by,...,b,) genau dann wahr, wenn A(a, b, ..., b,) fiir alle
a € X wahr ist.

Fiir die neue Aussage B(yi, ..., y,) schreiben wir auch
Vee Xt A(z,y1, -, Yn),
(Ve € X) (A(z,y1,...,yn)) oder (Vo € X) A(x,y1,...,Yy,). Lies:
Fiir alle z € X gilt A(z,y1,...,Yn)-

Wir nennen V den Allquantor.

Wir formulieren nun ein paar Zusammenhénge mithilfe dieser Quantoren. Wir betrachten fol-
gende Aussage:

Es gibt eine positive gerade Zahl, die durch 3 und durch 5 teilbar ist.

Wir kénnten das so schreiben: sei G := {2,4,6,...} = {x € N | 3k € N: x = 2k} die Menge
der positiven geraden Zahlen. Dann konnen wir die Aussage so schreiben:

dr € G : (3|x) A (5]z)

oder so:
dr e N: (z € G) A (3|z) A (5lx).

Diese Aussage ist wahr. Das wird zum Beispiel von x = 60 belegt. Die Aussage ,, das Quadrat
einer geraden Zahl ist ein Vielfaches von 4“ kénnen wir so ausdriicken:

Vo € G : 22 ist ein Vielfaches von 4.

Oder, anders:
VeeN: (reqG)= (4] 2%).
Ve eN: ((r € G)= (Jy € N: 22 = 4y)).

Die letzte Zeile liest man etwa so

Fiir alle x aus den natiirlichen Zahlen gilt: wenn x ein Element von G ist, so
gibt es ein y aus den natiirlichen Zahlen, sodass x Quadrat gleich 4 mal y ist.

oder so:
Fiir alle  aus N mit z € G gibt es ein y aus N, sodass 2% = 4y.
Interessant ist, dass die Formalisierung von
Es gibt ein x € N mit A(z), sodass B(z)

durch die logische Formel
Jr € N: (A(x) A B(x))

gegeben ist, die Formalisierung von

Fiir alle z € N mit A(x) gilt B(x)
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aber durch
Ve € N: A(x) = B(x).

Mithilfe mehrerer Quantoren kann man kompliziertere Aussageformen zusammenbauen. Be-
trachten wir etwa folgende Aussageformen iiber den reellen Zahlen:

Fiir alle z € R gibt es ein y € R, sodass ay = .

Die Aussageform ay = z ist eine Aussage iiber a, x,y. Somit ist

VeeR: (JyeR:ay =x)
eine Aussage iiber a. Die Variablen x und y sind durch Quantoren gebunden. Sie ist dquivalent
zur Aussageform a # 0. Um das zu beweisen, nehmen wir zunédchst an, dass a # 0 ist. Sei nun
r € R. Es ist zu zeigen, dass es y € R gibt, sodass ay = z. Wir wéhlen y := 2. Dann gilt
ay = % = x. Somit belegt y := £ die Giiltigkeit von Jdy € R : ay = .
Nehmen wir nun an, dass a # 0 falsch ist, dass also a = 0. Dann gibt es fiir x = 2 kein y mit
Oy = 2. Somit widerlegt x := 2 die Giiltigkeit von Vz € R : (Jy € R : ay = x). Also ist dann
Ve eR: (Jy € R:ay = x) falsch.
Somit sind die beiden Aussagen dquivalent. Andere mogliche Schreibweisen sind:

VeeRIJyeR :ay==2x

oder
(Vz € R)(Jy € R) (ay = ).

Die Reihenfolge der Quantoren darf man nicht einfach umdrehen. Wir betrachten dazu
JyeRVzeR : ay = z. (2.1)

Diese Aussageform ist fiir alle a € R falsch: Nehmen wir an, a € R ist so, dass Jy € RVx €
R : ay = x gilt. Dann gibt es ein y € R, sodass fiir alle x € R gilt, dass ay = x. Damit gilt
aber auch fiir x = ay + 1, dass ay = ay + 1. Das ist falsch. Dieser Widerspruch zeigt, dass die
Annahme, dass es ein a gibt, fiir das (2.1) gilt, falsch ist. Somit ist (2.1) fiir jedes a € R falsch.

Wir betrachten nun
Vee RVyeR : ay = .
Das ist fiir alle @ € R falsch, da = 1 und y = 0 die Gleichung ay = z nicht erfiillen.

Die Aussageform

dJreRVyeR tay=2x
ist fiir a = 0 wahr, und sonst falsch. Wenn a = 0, so belegt z = 0, dass Jr e RVy € R : ay ==
wahr ist. Dann gilt ndmlich fiir jedes y € R, dass ay = 0y = 0 = x. Wenn a # 0, so ist die
Aussage falsch. Nehmen wir an, € R ist so, dass Vy € R : ay = x wahr ist. Dann gilt
a=a-1=x=a-0=0,im Widerspruch zur Annahme, dass a # 0. Also gibt es kein x € R
mit Vy e R : ay = x.
Die Aussageform

VyeRdreR :ay==x
ist fiir alle a € R wahr. Sei dazu a € R und y € R. Wir finden das gesuchte z als x := ay. Die
Aussage

VoeRVyeRIreR :ay==x

ist also wahr.

Die Aussageform
JyeRIreR ay=2x
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ist fiir alle a € R wahr. Die Werte y = a und x = a® belegen, dass Jy e RIz € R : ay = x
wahr ist.

Mithilfe des Allquantors kénnen wir auch die Begriffe dquivalent, hinreichend und notwendig
besser beschreiben.

SATZ 2.4. Seien A(xy,...,x,) und B(x1,...,x,) Aussageformen, die fir alle xy,...,z, € X
definiert sind.
(1) A(zy,...,2,) und B(xy,...,x,) sind genau dann aquivalent, wenn die Aussage
(Vo € X)(Vag € X) ... (Vo,, € X) (A(21,...,2,) & B(x1,...,2,))
wahr ist.
(2) A(xq,...,x,) ist genau dann hinreichend fiir B(z1, ..., x,), wenn die Aussage
(Vo € X)(Vage € X) ... (Vo,, € X) (A(21,...,20) = B(x1,...,2,))
wahr ist. Genau dann ist auch B(xy, ..., x,) notwendig fir A(zy,...,x,).

UBUNGSAUFGABEN 2.5. Die folgenden Beispiele sind Ubertragungen aus [Smi20].

(1) Mindestens ein blauer Baustein ist eckig. Eckige Bausteine sind nie aus Holz. Kann man
daraus folgern: “Mindestens ein blauer Baustein ist nicht aus Holz.”?

(2) Mindestens ein blauer Baustein ist eckig. Mindestens ein holzerner Baustein ist blau. Kann
man daraus folgern: “Mindestens ein eckiger Baustein ist aus Holz.” ?

(3) Alle blauen Bausteine sind eckig. Mindestens ein blauer Baustein ist aus Holz. Kann man
daraus schlieflen: “Mindestens ein hoélzerner Baustein ist eckig.”?

(4) Blaue Bausteine sind niemals eckig. Mindestens ein eckiger Baustein ist aus Holz. Kann man
daraus schlieflen: “Mindestens ein holzerner Baustein ist nicht blau.”?

(5) Blaue Bausteine sind niemals eckig. Holzerne Bausteine sind niemals eckig. Kann man daraus
schliefen: “Mindestens ein blauer Baustein ist nicht aus Holz.”?

(6) Alle blauen Bausteine sind eckig. Kein eckiger Baustein ist aus Holz. Kann man daraus
schlieflen: “Kein holzerner Baustein ist blau.”?

(7) Die Anzahl der blauen Bausteine ist ungerade. Die Anzahl der eckigen Bausteine ist unge-
rade. Kann man daraus schlieen: “Die Anzahl der Bausteine, die blau oder eckig sind, ist
gerade.”?

(8) Die Anzahl der blauen Bausteine ist ungerade. Die Anzahl der eckigen Bausteine ist unge-
rade. Kann man daraus schlieffen: “Die Anzahl der Bausteine, die blau oder eckig, aber nicht
beides sind, ist gerade.”?

3. Rechenregeln fiir Quantoren

Die Rechenregeln fiir Quantoren sind schwieriger als die Rechenregeln fiir die Aussagenlogik.
Wir halten nur einige Aquivalenzen fest.

SAaTz 2.6 (Umbenennung von Variablen). Seien x,uyi,...,Yyn, 2 voneinander paarweise ver-
schiedene Variablen, und sei A(x,yy,...,y,) eine Aussageform, die fir alle Belegungen von
T, Y1, ..., Yp mit Werten aus X definiert ist. Dann gilt

(Ell. €X>A(xayla'--vyn) = (EIZEX)A(Zvyla--~7yn>

und

(VI’ S X)A(nybayn) = (VZ S X)A(ZJyla"'vyn)'

Beweisskizze: Seien by,...,b, € X so, dass (3x € X) A(z,by,...,b,) gilt. Dann gibt es ein
a € X, sodass A(a,by,...,b,) gilt. Also belegt z := a, dass auch

(3z € X) A(z,by,....,by)



22 2. PRADIKATENLOGIK

gilt. Die umgekehrte Implikation und die Aussage iiber den Allquantor werden ganz dhnlich
bewiesen. 0

SATZ 2.7 (Vertauschung gleicher Quantoren). Sei A(z,y) eine Aussageform, die fir alle x € X
und y € Y definiert ist. Dann gilt:

(1) (32 € X)(3y € Y) A(w,y) = (3y € V) (Er € X) Az, ).
(2) (Vxe X)(MyeY)A(x,y) = My e Y)Vz € X) Az, y).

Der néchste Satz sagt, dass ,,nicht alle Schafe sind wei3“ dquivalent zu ,,es gibt ein Schaf, das
nicht weif ist“ ist.

SATZ 2.8 (Regel von De Morgan fiir Quantoren). Sei A(x) eine Aussageform, die fir alle x € X
definiert ist. Dann gilt:

(1) ~((3z € X) A(z)) = (Va € X)(=A(z)).
(2) ~((Vz € X) A(z)) = (3z € X)(=A(z)).

Beweis: (1): Wir nehmen zunéchst an, dass =((3z € X) A(x)) wahr ist. Wir wollen zeigen, dass
(Vo € X)(—A(x)) gilt. Sei dazu y € X. Wir wollen zeigen, dass —A(y) wahr ist. Wenn A(y)
wahr ist, so gilt belegt dieses y, dass (3z € X)A(x) wahr ist, im Widerspruch zur Annahme.
Also ist A(y) falsch, und somit = A(y) wahr. Insgesamt gilt also (Vz € X) (-A(x)).

Nehmen wir nun an, dass (Vo € X)(—=A(x)) wahr ist. Wir wollen zeigen, dass =((Jz € X) A(x))
wahr ist. Dazu zeigen wir, dass (3o € X) A(z) falsch ist. Nehmen wir, im Widerspruch zur
Behauptung, an, dass (3x € X) A(z) wahr ist. Sei y € X ein Element aus X, das das belegt, also
so, dass A(y) gilt. Dann ist —A(y) falsch, im Widerspruch zur Annahme, dass (Vo € X)—-A(x)
wahr ist. Somit ist die (3x € X) A(z) falsch.

(2): wird hier ausgelassen. 0

SATZ 2.9 (Vorziehen des Quantors). Seien A(x) und B(x,y) Aussageformen, die fir alle x € X
und y € Y definiert sind. Dann gilt:

(1) A(x) N(By € Y)B(z,y) = (Fy €Y) (A(x) A
(2) A(x) vV (vy € Y) B(z,y) = (Vy € V) (A(z) V

Beweis: (1) Nehmen wir an, dass a € X so ist, dass A(a) A (Jy € Y)B(a,y) gilt. Dann gibt es

ein b € Y, sodass B(a,b) gilt. Nun belegt dleses b, dass (Jy € V) (A(a) A B(a,y)) gilt.

Sei umgekehrt a € X so, dass (Jy € V) (A(a) A B(a,y)) gilt. Sei b € Y so, dass A(a) A B(a,b)
gilt. Dann gilt A(a), und b belegt, dass (Jy € Y)B(a,y) gilt. Somit gilt A(a) A (3y € Y)B(a,y).

Die beiden Aussageformen gelten also fiir die gleichen a € X, und sind somit dquivalent.
(2) Vorlesung. O
Entscheidend ist hier, dass im Ausdruck A(z) die Variable y nicht vorkommen darf.

SaTz 2.10 (Vorziehen des Quantors). Seien A(x) und B(x,y) Aussageformen, die fir alle
x € X undy €Y definiert sind. Wenn die Menge Y nicht leer ist, so gilt:

(1) A(x) vV (Fy € Y)B(x,y) = (3y € Y) (A(x) V B(z,y)).
(2) A(z) A (Vy € Y)B(z,y) = (Vy € Y) (A(z) A B(z,y)).

SATz 2.11. Sei A(z,y) eine Aussageform, die fir alle x € X und y € Y definiert ist. Wenn
(Jx e X)(Vy € Y) A(z,y) gilt, so auch (Vy € Y)(Jz € X) A(z,y).
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Wir schlieflen diesen Abschnitt mit einer auf den ersten Blick iiberraschenden Tautologie. Als
Tautologie bezeichnet man eine Eigenschaft von Aussageformen, die fiir alle Aussageformen

gilt, wie etwa (Vo € X) (A(z) V (mA(z))).

SATZ 2.12. Sei X eine nichtleere Menge, und sei A(x) eine Aussageform, die fir alle v € X
definiert ist. Dann sind die folgenden Aussagen wahr:

(1) (3w € X) (A@) = ((Vy € X) AW)) ).
(2) Bz € X)(Vy € X) ((mA(2)) V A(y)).-

Beweis: (1) Wir miissen ein z € X finden, sodass A(x) = ((Vy € X) A(y)) gilt. Wir betrachten
dazu zwei Falle.

> 1.Fall: (Vy € X) A(y) gilt: Wir benutzen, dass X nicht leer ist und somit ein Element
a besitzt. Wir setzen = := a. Es gilt dann A(a) = ((Vy € X) A(y)), da wegen der
Fallannahme die Konklusion dieser Implikation wahr ist.

> 2.Fall: (Vy € X) A(y) gilt nicht: Dann gilt =((Vy € X) A(y)), also (Jy € X)(=A(y)).
Sei a € X so, dass = A(a) gilt. Dann gilt A(a) = ((Vy € X) A(y)), da die Pramisse der
Implikation falsch ist.

(2) Ubung.
Die Aussage von Satz 2.12 wird manchmal so formuliert:
Es gibt immer einen, sodass, wenn der einen Hut tréigt, alle einen Hut tragen.

Die Aussage A(z) ist dann ,z trdgt einen Hut“. Abgesehen davon, dass diese Formulierung
die Bedingung iibergeht, dass die Menge X nicht leer sein soll, kénnte sie in folgender Weise
missverstanden werden:

Es gibt ein € X, sodass fiir alle Aussageformen A gilt: wenn A(z) gilt, so
gilt fiir alle y € X, dass A(y).

In dieser Weise missverstanden heifft der obige Satz:

Es gibt einen in unserer Gruppe, wir nennen ihn Franz, sodass folgendes gilt:
wann immer Franz einen Hut auf hat, haben alle einen Hut auf.

Es ist aber offensichtlich, dass es so einen Franz nicht geben kann. Es ist ndmlich moglich, dass
Franz einen Hut trédgt, aber sonst niemand. Der Satz mit dem Hut sollte also so verstanden
werden:

Fiir alle Aussageformen A gibt es ein x € X mit folgender Eigenschaft: wenn
A(x) gilt, so gilt fiir alle y € X, dass A(y).

Das ist jetzt genau die Aussage von Satz 2.12(3), und wir konnen dieses = schuell finden.
Ubertragen auf die Formulierung mit dem Hut ist dieser eine jemand, der keinen Hut trigt,
falls es so jemanden gibt, und irgendjemand sonst.

UBUNGSAUFGABEN 2.13.

(1) Zeigen Sie: Wenn Y nicht leer ist und (Vy € V) (C(y)) gilt, so gilt auch (Jy € Y) (C(y)).

Zeigen Sie in den folgenden Beispielen jeweils, dass die Aussagen p und ¢ nicht dquivalent sein miissen,
indem Sie konkrete Aussageformen finden, sodass p und ¢ nicht dquivalent sind.

(2) p = (Vx € R)(Fy € R) A(x,y), ¢ = (Fy € R)(Vx € R) A(z,y). Hinweis: Versuchen Sie fiir
A(z,y) eine Gleichung in z und y.
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(3) p= (Vo e R)(Jy € R) A(z,y), ¢ = (Fz € R)(Vy € R) A(z,y).
(4) p= 3z €R)(A(x) = B), g = ((3z € R) A(z)) = B.
Bestimmen Sie in den folgenden Beispielen, ob p und q fiir alle Aussageformen dquivalent
sind.
(5) p=3zx€R : A(x) AB(z),¢q=(Fr € R : A(x)) A (Fz € R : B(z)).
(6) p=3z€R : A(x)VB(z),¢q=(Fr R : A(x))V (Fz € R : B(z)).
(7)) p=VxeR: Az)VB(x),qg=VzreR: Ax))V(Vz e R : B(:J;))
(8) Seien A, B Aussageformen, sodass (Vo € R) (A(z) = B(x)) und (3
Zeigen Sie, dass (3z € R) (A(z) A B(x)) gilt.
(9) Ist folgende Aussage fiir alle Aussageformen wahr? (3z € R) (Vy € R) (A(y) = A(x)).
(10) Zeigen Sie Satz 2.12 (2).
(11) Bestimmen Sie jeweils den Wahrheitswert folgender Aussagen.
(a) Ve eN:2 |22 =2 2.
(b) Vz €N:4 |22 = 4] .
(c) Ixr eN:4 |22 Nd| .
(d) Iz eN:4 |22 A (=(4 ] 2)).
(12) Beweisen Sie folgende Aussagen:
(a) Ve e NIz eN:z <22 A2 <243/
(b)) Ve,yeN:z-y=T=(x=1Vy=1).
(c)Ve,yeN:2|z-y=(2]|zV2]|y).
Was bedeutet jede dieser Aussagen?
(13) Wir betrachten Aussageformen iiber den reellen Zahlen.
(a) Finden Sie eine Aussageform B(y), die zur Aussageform

x € R) A(z) beide gelten.

erR:y—i—xz:S

dquivalent ist, aber keinen Quantor enthélt.
(b) Finden Sie eine Aussageform B(y, z), die zur Aussageform

dreR: (r+22=0und z — 3y =0)

dquivalent ist, aber keine Quantoren enthélt.
(14) Wir betrachten Aussageformen iiber den reellen Zahlen.
(a) Finden Sie eine Aussageform B(y), die zur Aussageform

JreR:(x4+y=5und z — 3y =-7)

dquivalent ist, aber keine Quantoren enthélt.
(b) Finden Sie eine Aussageform B(y), die zur Aussageform

(3z e R)(Vz € R)(z - (y — 3) = 2)

dquivalent ist, aber keine Quantoren enthélt.

4. Weitere Quantoren

Manchmal verwendet man auch andere Quantoren, etwa in
es gibt genau ein x € R, sodass > 0 und 2% = 4.

Eine Schreibweise dafiir ist
JzeR:(x>0A22=4).

Das kann man auch ohne den neuen Quantor 3! ausdriicken, etwa durch

EI:L’GR:<(x>0/\x2:4)/\(Vy€R:((y>0/\y2:4):>y:x))).
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Meistens ist es niitzlich, die Aussage in eine Konjunktion von ,es gibt mindestens ein“ und ,,es
gibt hochstens ein“ zu verwandeln. Die Formalisierung ist dann

(Gz eR:(z>0A2"=4)) A
(VyeRVzeR: (y>0Ay"=4N2>0A2"=4)=y=2).
SATz 2.14. Sei A(x) eine Aussageform, die fir alle x € X definiert ist. Dann sind folgende
beiden Aussagen dquivalent.
(1) (F'z e X)A(x),
2) (Bre X) A@@)) A ((vy € X)(v2 € X) ((AW) A (A=) = y = 2) ).

Auch andere Formulierungen, wie ,,es gibt kein“, ,,es gibt mindestens zwei“, , es gibt hichstens
zwei“, ..., lassen sich mit 3,V, = und = gut ausdriicken. Der Sinn davon ist, dass die ge-
brauchlichen Regeln unseres logischen Schlieflens genau zu den Quantoren 3 und V passen.
Einen Beweis von ,,es gibt genau ein® fithrt man etwa oft dadurch, dass man zeigt, dass es min-
destens ein Element gibt, und dass zwei Elemente, die beide die geforderte Bedingung erfiillen,
gleich sein miissen. Man beniitzt also Satz 2.14.

UBUNGSAUFGABEN 2.15.

(1) Geben Sie Formulierungen von ,es gibt kein € X mit A(z)“, von ,es gibt mindestens zwei
x € X mit A(z)“, von ,es gibt hochstens zwei x € X mit A(x)*“ und von ,es gibt genau zwei
x € X mit A(z)“ an, in denen Sie nur die Quantoren 3 und V beniitzen.



KAPITEL 3

Mengen

1. Eigenschaften von Mengen

Unter einer Menge stellen wir uns eine Zusammenfassung von Objekten zu einem Ganzen vor.
Wenn das Objekt a zur Menge M gehért, schreiben wir

ae€ M,

und sagen, dass a ein Element von M ist. Zwei Mengen A, B sehen wir als gleich an, wenn
sie dieselben Elemente enthalten. Diese Eigenschaft nennt man das FEzxtensionalititsaxiom oder
Axiom der Umfangsbestimmitheit.

Wir geben zunéchst in Form von Beispielen drei wichtige Arten an, in denen man eine Menge
angeben kann. Die Menge A = {2, 3,4} ist die Menge, die genau die drei Zahlen 2,3 und 4 als
Elemente besitzt. Als nichstes geben wir eine Menge B durch

B:={x€Z|WEL: y*=21}

an. Wir lesen das als ,, B ist die Menge der x in Z, fiir die es ein y in Z gibt, sodass = gleich y
zum Quadrat ist“. Die Menge B enthélt also die Zahlen 1, 4, 9, 16, 25,.... Schliellich geben
wir eine Menge C' durch

C:={a*zv€Zx< -5}

an. Wir lesen das als ,,C ist die Menge aller 22, wobei z Element von Z ist, und < —5
gilt“. C enthilt also alle Quadratzahlen ab 25. Man kann diese Art, C' anzugeben, auch als
Kurzschreibweise fiir C:={y € Z | 3z : (y = 2* und z € Z und x < —5)} sehen.

Der Begriff Menge wird nicht prézise mathematisch definiert. Vielmehr gibt man einige Figen-
schaften an, die Mengen unserer Vorstellung nach erfiillen sollen. Als Grundlage fast aller Teil-
gebiete der Mathematik haben sich jene Eigenschaften bewéhrt, die Ernst Zermelo (1871-1953),
Abraham Fraenkel (1891-1965) und Thoralf Skolem (1887-1963) von 1907 bis 1929 von Mengen
gefordert haben. Diese Eigenschaften sind die Aziome der Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre. Die
Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre hat sich als ausgezeichnet geeignet herausgestellt, fast alle Re-
sultate der Mathematik klar darzustellen und zu vermitteln. Zum anderen sind die Axiome auch
theoretisch — in der Logik und der Mengenlehre — gut untersucht worden, ohne dass man bis
heute einen Widerspruch in ihnen gefunden hétte. Wir werden nicht alle Axiome diskutieren,
aber zumindest das Extensionalitdtsaxiom explizit angeben.

Axiom 3.1 (Extensionalitdtsaxiom). Seien A, B Mengen. Dann gilt A = B genau dann, wenn
fiir alle x € A auch x € B gilt, und fiir alle xt € B auch x € A gilt.

Insbesondere gilt {1,2} = {2,1} = {2,1,1,2,2} = {xr e N| 2z <2} = {n € N| Ja,b,c € N:
a" 4+ b" = "}, da diese Mengen alle genau dieselben Elemente enthalten. Dass auch die letzte
Menge genau {1,2} ist, war allerdings 358 Jahre lang ein offenes Problem (Fermats letzter
Satz), bevor es Andrew Wiles' im Jahr 1995 gelost hat.

L Andrew Wiles, *1953
26
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Das Extensionalititsaxiom liefert insbesondere: wenn A = B und = € A ist, so gilt auch x € B.
Zusétzlich brauchen wir auch folgende Eigenschaft von Mengen:

Wenn z =y und = € A, so gilt auch y € A. (3.1)

Eine Menge soll also nicht zwischen gleichen Elementen unterscheiden kénnen. Um diese Eigenschaft
zu garantieren, fordert man, dass fiir alle Aussageformen P(x) und alle a, b gilt:

(a =bund P(a)) = P(b).
Wenn man fiir das Pradikat P(z) die Aussageform = € A verwendet, erhélt man (3.1).

DEFINITION 3.2 (Teilmenge). Seien A, B Mengen. Dann gilt A C B genau dann, wenn fiir alle
a € A auch a € B gilt.

Wir konnen nun das Extensionalitatsaxiom so umformulieren:
Seien A, B Mengen. Dann gilt A = B genau dann, wenn A C B und B C A.

Anstelle von A C B schreiben wir manchmal B O A.
UBUNGSAUFGABEN 3.3.
(1) Geben Sie folgende Mengen in einer der Formen {z € A | B(x)} oder {f(z) | € A und B(x)}

an.
(a) Die Menge aller natiirlicher Zahlen, die durch 7 teilbar sind.
(b) Die Menge aller reeller Zahlen, die grofler oder gleich —1 sind, aber kleiner als 15.
(c) Die Menge aller ganzzahligen Zweierpotenzen.
(d) Die Menge aller ganzen Zahlen, die ein Quadrat einer natiirlichen Zahl sind.
(2) Geben Sie die Mengen {z € Z | 22 < 7} und {z? | € N und = < 3} jeweils in der Form
{ay,a2,...,a,}, also durch Aufzihlen aller ihrer Elemente an. Wie wiirden Sie “{xz € 7Z |
22 <7} und “{2? | € N und x < 3}” jeweils vorlesen?

2. Operationen auf Mengen
Wir werden nun einige Operationen definieren, mithilfe derer wir aus gegebenen neue Mengen
bilden koénnen.

DEFINITION 3.4 (Durchschnitt und Vereinigung). Seien A, B Mengen. Dann definieren wir:

ANB = {x|z€ Aund z € B},
AUB = {x|x € Aoderx € B}.

AN B ist der Durchschnitt von A und B. AU B ist die Vereinigung von A und B.
SaTz 3.5. Seien A, B,C Mengen. Dann gilt:

(1) AnB=BnNA,

(2) AUB=BUA,

(3) Au(BUC)=(AUuB)UC,

(4) An(BNC)=(AnB)NC,

5) (ANB)UC =(AuC)N(BUC),
(6) (AUB)NC=(ANC)U(BNCO).

Wir zeigen zwei mogliche Arten, diese Gleichungen zu beweisen, und illustrieren diese Arten
am Beispiel (5).
Beweis I von Satz 3.5 (5): Es gilt
(ANB)UC ={z |z € AN B oder x € C}
={zr|(xr€e ANz e B)vx e C}.
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AuBlerdem gilt
(AuC)N(BUC)={z|z€ AUCAz e BUC}
={zr|(xe AVeeC)N(zre BVvrel)}

Wir miissen also nachweisen, dass fiir alle z die Eigenschaft (r € AAzx € B) Vx € C genau
dann gilt, wenn (x € AVz € C)A(x € BVz e (). Sei dazu « fixiert. Wir beobachten, dass
beide Aussagen aus den gleichen drei Aussagen a := (x € A), b:= (x € B), und ¢ := (x € C)
zusammengebaut sind. Wir brauchen also nur 8 Félle zu untersuchen, je nach dem ob a,b,c
jeweils wahr oder falsch sind.

a b cllave bve (avVe)AN(bVe)|(anb) (aNb)Ve
rryrf S f f
frw [ w S S f
f w w w w w f w
w f f| ow f f f f
w f wl| w w w f w
w ow || w w w w w
w ow w| w w w w w

Wir sehen, dass (a V¢) A (bV c) und (a A b) V ¢ fiir alle Belegungen von a, b, ¢ mit w und
f den gleichen Wert annehmen. Somit gilt (x € AAx € B) Vx € C genau dann, wenn
(e AvezeC)AN(zeBVvzxe(). Alsogilt ( ANB)UC =(AUC)N(BUC(C). O

In diesem Beweis haben wir die Mengengleichheit (AN B)UC = (AU C) N (B UC) also auf
die Aquivalenz der Aussagen (a Ab)Vcund (aVc)A (bV ¢) zuriickgefithrt. Kiirzer kénnte man
diesen Beweis so formulieren: Es gilt

re(AUC)N(BUC) e (re AUC)AN(x € BUC)
S((zreA)V@eC)AN({(zeB)V(xrel))
S (e AAN(xeB))V(xel)
S (rxeAnB)V (rel)
sre(ANB)UC.

V
A

Im zweiten Beweis benutzen wir jetzt eine Technik, die man oft zum Beweisen der Gleichheit
zweier Mengen X und Y verwendet. Um X =Y zu zeigen, beweisen wir X C Y und Y C X.
Das Extensionalitdtsaxiom sagt dann, dass X und Y gleich sind.

Beweis II von Satz 3.5: Um zu zeigen, dass
(ANB)UC =(AUC)N(BUCQO), (3.2)

zeigen wir, dass (ANB)UC C (AUC)N(BUC) und dass (ANB)UC D (AUC)N(BUCQC).
»,C“ Sei xz € (AN B)UC. Wir wollen zeigen, dass z € (AUC) N (BUCQC).

Dazu zeigen wir zuerst, dass © € AUC. Da x € (AN B) U C, wissen wir, dass x € AN B oder
xeC.

> 1.Fall: x € AN B: Dadann x € AN B, gilt x € A, und somit z € AUC.
> 2.Fall: x € C: Dann liegt z in AU C.

Somit liegt x also in AU C.
Nun zeigen wir, dass x € BUC. Da xz € (AN B) U C, wissen wir, dass  in AN B oder in C'
liegt.

> 1.Fall: x € AN B: Dann gilt z € B, und somit x € BUC.
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> 2.Fall: x € C: Dann liegt z in BUC.

Somit liegt x also in BU C.
Daher liegt = also sowohl in AU C' als auch in B U C, und somit gilt z € (AUC)N(BUC).
,2“ Seixz € (AUC)N (BUC). Wir wollen zeigen, dass z € (AN B)UC. Wir betrachten dazu

zwel Falle.

> 1. Fall: z € C': Dann liegt z auch in (AN B)UC.

> 2 Fall: t C: Daxin (AUC)N (BUC) liegt, gilt x € AUC. Da z ¢ C, gilt also
r € A Daxzin (AUC)N(BUC) liegt, gilt auch z € BUC. Dax & C| gilt also x € B.
Insgesamt gilt also x € AN B, und somit z € (AN B)UC.

]
UBUNGSAUFGABEN 3.6.

(1) Zeigen Sie die iibrigen Aussagen von Satz 3.5. Versuchen Sie, Beweise in beiden der illustrier-
ten Arten (also einmal durch Verwendung von Gleichheiten der Aussagenlogik, und einmal
durch Beweisen von zwei Inklusionen) anzugeben.

DEFINITION 3.7. Seien A, B Mengen. Dann ist B\ A definiert durch
B\A:={z |z € Bund z ¢ A}.

Dabei steht x ¢ A fiir (nicht z € A).

Wenn man nur Mengen betrachtet, die Teilmengen einer Menge U, des Universums, sind, so
schreibt man auch Cy B fiir U \ B. Es gelten etwa folgende Zusammenhiinge:

SaTz 3.8. Seien A, B,C,U Mengen, sodass A, B,C Teilmengen von U sind. Dann gilt:

(1) B\ A=Bn (@A)
(2) C\(B\A)=(ANnC)U(C\ B),
(3) (De Morgansche Regeln) Gy (AN B) = Cy(A)UCy(B) und Cy(AUB) = Cy(A)NCy(B).

Beweis von (2): Es gilt
re(C\(B\A)ezeCA(xgB\A)

sSreCN-(reBANzgA)
sreCN@gBVreA
SxeChnxgB)V(reCNnxeA)

S (xeC\B)V(zelCnA)

sre(C\B)U(CNA).

U

Mit @ bezeichnen wir die leere Menge, die kein Element enthélt. Fiir jede Menge A gilt @ C A
und A\ A =g2.

UBUNGSAUFGABEN 3.9.

(1) Zeigen Sie die iibrigen Aussagen von Satz 3.8.

(2) Seien A, B,C Mengen mit ANC = @ und AU C = B. Zeigen Sie, dass C = B\ A.

(3) Seien A, B,C Mengen, sodass C C AU B und C N A = &. Zeigen Sie, dass dann C' C B gilt.
(4) Seien A, B,C Mengen mit AN B C C und B C AUC. Zeigen Sie B C C.

(5) Gilt fur alle Mengen A, B,C, dass A\ (B\C)=(ANC)U(A\ B)?

(6) Gilt fur alle Mengen A, B,C, dass (A\C)\ (C\ B)=AUDB?
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DEFINITION 3.10. Seien A, B Mengen. Mit AAB bezeichnen wir die Menge
AAB :=(A\ B)U(B\ A).

AAB heifit die symmetrische Differenz von A und B. Ein Element z liegt also in AAB, wenn es
in genau einer der Mengen A und B enthalten ist, wenn also (r € ANz € B)V (x € ANz € B)
gilt. Wir werden im folgenden auch brauchen, wann ein Element nicht in AAB liegt. Es gilt

rAAB & (v e ANz e B)V(e g ANz & B).
SATz 3.11. Seien A, B,C Mengen. Es gilt:

(1) AAB=(AUB)\ (AN B).

(2) (AAB)AC = AA(BAC).

(3) AAB = BAA.

(4) AAz = A.

(5) AAA =o.

(6) (AAB)NC = (ANC)A(BNC).

Beweis: Wir zeigen (2). Dazu beobachten wir, dass fiir jedes x gilt:
r € (AAB)AC & (z € (AAB)\C)V (z € C\ (AAB))
& (re(AAB)ANx g C)V(x e C ANz ¢ (AAB))
& (((reANxgB)V(ee BANx g A)Nx & C)
VireCA((re ANz eB) V(e g ANz & B)))
SxeANr g BNz gC)V(t € ANz e BNz ¢ C)
Vice ANxeBAzeC)V(xg ANz g BAz e ().

Ahnliche Berechnung zeigen, dass © € AA(BAC) ebenfalls genau dann gilt, wenn (z € ANz &
BAxzgCO)V (g ANz e BANxgC)V(re ANeeBANzeC)V(egANz g BAx e ().
Das beweist (2)

Wir beweisen nun (6), indem wir beide Inklusionen zeigen. Sei dazu x € (AAB) N C. Da
x € AAB liegt, gilt r € ANx ¢ Boder v ¢ Aund = € B.

> LFall: 2 € ANz ¢ B:Dax e C,giltx € (ANC). Es gilt « ¢ (BN (). Insgesamt gilt
also z € (ANC)A(BN(Q)).

> 2Fall: e € ANz € B:Dax e C,gilt x € (BNC). Es gilt x ¢ (AN C). Insgesamt gilt
also x € (ANC)A(BNQ)).

Somit ist die Inklusion C gezeigt.
Fiir O wahlen wir z € (ANC)A(BNC). Daz € (ANC)A(BNC) liegt, gilt x € (ANC) Az &
(BNC)oderz & (ANC)ANz € (BNC).

>l Fal:ze(ANC)ANz g (BNC):Daxe AnNCgiltx € Cundxz € A Daz e C
und x ¢ BN C, gilt x ¢ B. Somit gilt x € (AAB) und z € C, also z € (AAB) N C.
> 2. Fal e ¢ (ANC)Axz e (BNC):Daxe BNCygiltr e Cundzx € B.DaxeC
und x ¢ ANC, gilt © € A. Somit gilt € (AAB) und z € C, also x € (AAB)NC.

]
UBUNGSAUFGABEN 3.12.

(1) Sei n € N, und seien Ay,..., A, Mengen. Zeigen Sie, dass
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genau dann gilt, wenn x in einer ungeraden Anzahl der Mengen Ai,..., A, enthalten ist.
Hinweis: Induktion nach n.

DEFINITION 3.13. Sei A eine Menge. Dann ist die Menge P(A), die Potenzmenge von A,
definiert durch
P(A):={B| B C A}.

Es gilt etwa P({1,2}) = {2, {1}, {2}, {1,2}}.
SaTz 3.14. Sein € N, und sei A ={1,2,...,n}. Dann hat P(A) genau 2" Elemente.

Beweis: Wir beweisen diesen Satz mit Induktion®. Sei n = 1. Dann gilt A = {1} und P(4) =
{@,{1}}. Die Menge P(A) hat also genau 2 Elemente. Wir nehmen nun an, dass n € N, und
dass P({1,...,n}) genau 2" Elemente hat. Wir berechnen nun P({1,...,n+ 1}). Es gilt

PH{1,...,n,n+1})={B|BC{l,....n+1} An+1€ B}
U{B|BC{l,....n+1} An+1¢ B}
={CU{n+1}|CC{l,...,n}}
u{C|CCA{l,...,n}}

Die Menge {C' | C' C {1,...,n}} ist die Menge P({1,...,n}). Nach der Induktionsannahme
hat diese Menge 2" Elemente. Da verschiedene Teilmengen von {1,...,n} durch Hinzufiigen
von n + 1 verschieden bleiben, hat auch {C' U {n+ 1} | C C {1,...,n}} genau 2" Elemente.
SchlieBlich haben {C U{n +1} | C C {1,...,n}} und {C | C C {1,...,n}} keine Elemente
gemeinsam, es gilt daher

(CUn+1}|CC{l,....n}}n{C|CC{l,....n}} =o.

Also hat ihre Vereinigung 2" 42" = 2"*! Elemente. Insgesamt hat P({1,...,n+1}) also genau
27t Elemente; damit ist auch der Induktionsschritt gelungen. 0

UBUNGSAUFGABEN 3.15.

(1) Wie lauten die Potenzmengen folgender Mengen:

(a) A1 ={1,2,3,4}.

(b) Ag = {1, {17 3}7 3}

(©) As = {12, {3}}}.
(2) Gilt fur alle Mengen A, B, dass P(A)N'P(B) =P(ANB)?
(3) Gilt fur alle Mengen A, B, dass P(A) UP(B) =P(AUB)?

Wenn eine Menge A genau n verschiedene Elemente hat (mit n € Ny), so schreiben wir |A| =n
(oder #A = n). Eine solche Menge nennen wir auch n-elementig, und wir sagen, n ist die
Kardinalitdt oder Mdchtigkeit der Menge. Eine Menge, fiir die es kein solches n € Ny gibt,
bezeichnen wir als unendlich. Manchmal schreibt man |A| = co. Eine genauere Unterscheidung
zwischen , verschieden groflen“ unendlichen Mengen werden wir in Kapitel 8 vornehmen.

Wir halten nun die Kardinalitit einiger endlichen Mengen fest.
SATZ 3.16. Seien A, B, A1, ..., A, endliche Mengen. Dann gilt:
(1) Wenn AN B =@, so gilt |[AUB| = |A| + |B|.
(2) Wenn fir alle i,j € {1,...,n} mit i # j gilt, dass A, N A; = @, so gilt: |A; U Ay U
L UAL] = AL A+ 4 AL
2Ein Beweis mit Induktion ist der Beweis einer Aussage ¥n € N : A(n) dadurch, dass man A(1) und Vn €
N : A(n) = A(n + 1) zeigt. A(1) heifit dabei der Induktionsanfang, und Vn € N : A(n) = A(n 4+ 1) der

Induktionsschritt. Im Beweis von A(n) = A(n + 1) heifit A(n) auch die Induktionsvoraussetzung und A(n + 1)
die Induktionsbehauptung. Eine detaillierte Diskussion iiber diese Beweismethode werden wir bei Satz 4.4 fithren.
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(3) Es gilt |[AUB| = |A|+ |B| — |AN B.

Beweis: Wir beweisen hier nur die Eigenschaft (3). Da A\ B und B disjunkt sind, und AUB =
(A\ B)U B, gilt

|AUB| =|A\ B| +|B]. (3.3)
Nun gilt (ANB)U(A\B) = Aund (ANB)N(A\ B) = @. Folglich gilt |ANB|+|A\ B| = |A|.
Wenn man nun in Gleichung (3.3) |A\ B| durch |A| —|AN B] ersetzt, so erhélt man |[AU B| =
|A| +|B| — |JAN Bj. O
SaTz 3.17. Sei A eine Menge mit n Elementen, und sei i € {0,...,n}. Dann hat A genau

(7) = Z,(:—lz), Teilmengen mit © Elementen.

Beweis: Zunéchst zeigen wir, dass fir n € Nund ¢ € {1,...,n — 1} gilt:

(1) = (") + (=) (3.4)
Bs gilt (1) + (521) = (n(:l;ji))!!i! (nfg?(li)i1)! = (”71)!?2?325"7”"@ = (52?3:27 = (nzLi!)!i! = (1)
Das beweist (3.4). Nun zeigen wir den Satz mit Induktion nach n. Fiir n = 1 sehen wir, dass
eine einelementige Menge genau eine nullelementige und eine einelementige Teilmenge hat. Sei
nun n > 2. Fiir ¢ = 0 sehen wir, dass A genau eine nullelementige Teilmenge, ndmlich &, hat.
Fiir ¢ = n hat A genau eine n-elementige Teilmenge, ndmlich A. Sei nun ¢ € {1,...,n — 1}.
Wir wahlen ein Element a aus A. Es gilt

{(B|BCA,|B|=i}={B|BCA,I|Bl=i,aéd BYU{B|BCA,|B|=1i,ac B}
={B|B < A\ {a},|B| =i}
U{BU{a} | BC A\ {a},|B|=i—1}.

Nun hat die erste dieser Mengen (";!) und die zweite (7~} ) Elemente. Somit gilt [{B : B C
A Bl =i}l = (") + (1) = () [
Es gibt Mengen, deren Elemente wiederum allesamt Mengen sind. Wir geben jetzt der Ver-

einigung aller Elemente einer Menge und dem Durchschnitt aller Elemente einer Menge eine
Abkiirzung.

DEFINITION 3.18. Sei A eine Menge, deren Elemente alle Mengen sind. Mit | J.A oder U A

AcA
bezeichnen wir die Menge, die durch

JA={z]34ecA:zec 4}

definiert ist.

Beispiele:

> U{{la 2}7 {27 5}7 {17 5, O}} = {Oa 1,2, 5}'
> [ Jlnn+1[={z eR* [z > 1}\N.
neN
> o =2.
DEFINITION 3.19. Sei A eine nichtleere Menge, deren Elemente alle Mengen sind. Mit () .A
oder ﬂ A bezeichnen wir die Menge, die durch
AecA

ﬂA:{x\VAGA:xEA}

definiert ist.
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Beispiel: ({{1,2},{2,5},{2,6}} = {2}, N{Jn.n+ 1| n e N} = ((In,n+1[ = 2.

neN
UBUNGSAUFGABEN 3.20.

(1) Geben Sie die Menge
A=|J{(a,a+1i)|acN}
i€EN
in der Form A = {(¢,d) e NxN|...... } an.
(2) Bestimmen Sie die Menge

B=(\{(a,a+1i)|aeN}.

ieN
3. Geordnete Paare

DEFINITION 3.21. Fiir beliebige a, b definieren wir das geordnete Paar (a,b) durch

(a,b) := {{a},{a, b}}.

SATZ 3.22. Fir alle a,b,c,d gilt (a,b) = (¢,d) genau dann, wenn a = ¢ und b = d.

Beweis: Wenn a = ¢ und b = d, so gilt (a,b) = {{a},{a,b}} = {{c}, {c,d}} = (¢,d).

Wir zeigen nun, dass aus (a,b) = (¢, d) folgt, dass a = ¢ und b = d. Seien dazu a, b, ¢, d so, dass
(a,b) = (¢, d). Wir wissen also, dass {{a}, {a,b}} = {{c},{c.d}}.

> 1.Fall: a # b: Wir wissen, dass {c} € {{a},{a,b}}. Da {a,b} nicht einelementig
ist, kann nur {c¢} = {a} gelten. Dann gilt ¢ = c. Somit gilt also {{a}, {a,b}} =
{{a},{a,d}}. Da {a,b} # {a}, muss {a,b} = {a,d} gelten. Somit gilt b € {a,d}, und
folglich b = d.

> 2.Fall: @ = b: Dann gilt {{a}} = {{c},{c,d}}. Also gilt {c,d} = {a}, und somit
c=d=ua. Also gilt a =cund d =b.

DEFINITION 3.23. Seien A, B Mengen. Wir definieren A x B, das kartesische Produkt von A
und B, durch
Ax B:={(a,b)|a € Aund b € B}.

SATz 3.24. Seien A, B, X, Y Mengen. Dann gilt

(1) (AUB)x X = (Ax X)U (B x X),

(2) (ANB)x (XNY)=(AxX)N(BxY),

(3) 9xB=0

(4) Wenn A x B =@, so gilt A= oder B=@.
Beweis: Wir geben nur die Beweise von (1) und (4) an. (1): Es gilt (z,y) € (AUB)x X < (z €
AvreBhNye X e (recANyeX)V(zreBAye X) & (x,y) € (Ax X)U(BxX). (4):
Nehmen wir an A # @ und B # @. Dann gibt es a € A und b € B. Somit gilt (a,b) € A x B,
und folglich gilt A x B # @. O

4. Russellsches Paradoxon
SATz 3.25. Sei A eine Menge, und sei B :={a € A|a ¢ a}. Dann gilt B ¢ A.

Beweis: Nehmen wir an, dass B € A.
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> 1.Fall: B ¢ B: Dann gilt B € A und B € B. Also gilt B € B, im Widerspruch zur
Fallannahme. Dieser Fall kann also nicht auftreten.

> 2. Fall: B € B: Dann erfiillt B die Eigenschaft, die unter den Elementen von A jene
in B auswahlt; es gilt also B ¢ B, im Widerspruch zur Fallannahme.

Somit ist die Annahme B € A falsch; es gilt also B ¢ A. O

Damit gibt es auch keine Menge, die alle Mengen als Elemente enthalten wiirde: jede Menge
M enthélt zumindest die Menge {m € M | m € m} nicht als Element. Der Begriff ,,die Menge
aller Mengen*“ ist also widerspriichlich, weil er von einem Objekt, das es nicht gibt, ndmlich
einer Menge aller Mengen, so spricht, als ob es dieses Objekt gibe. Dass es eine ,Menge aller
Mengen® nicht gibt, ist das Russellsche Paradozon.
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KAPITEL 4

Die natiirlichen Zahlen

1. Der Aufbau der natiirlichen Zahlen

In diesem Kapitel geht es darum, die Menge
N={1,23,...}

ndher zu bestimmen. Man verwendet allgemein die natiirlichen Zahlen und ihre Arithmetik,
etwa 7-8 =56 oder Vz,y € N: x -y =y -z mit grofler Selbstverstédndlichkeit. Wenn man aber
versucht, etwa Vr,y € N: z-y = y-x zu beweisen, fehlen eine Definition der natiirlichen Zahlen
und der Rechenoperationen. Giuseppe Peano' hat die Eigenschaften der natiirlichen Zahlen,
die man man fiir die Entwicklung ihrer Theorie braucht, als Aziome zusammengestellt. Peano
schreibt?:

,Die Aussagen, die durch die Operationen der Logik von anderen abgeleitet
werden, sind Sdtze; die, die in Wahrheit nicht [abgeleitet werden], habe ich
Axiome genannt. Axiome gibt es hier neun, und sie driicken die grundlegenden
Eigenschaften der Zeichen, die keine Definition besitzen, aus.“

Wir passen die Peano-Axiome an unsere Schreibweise an. Auflerdem lassen wir die Axiome aus,
die die Bedeutung des Gleichheitszeichens erkléren.

AXIOME 4.1 (Peano-Axiome, [Pea89]). N bedeutet die Menge der positiven ganzen Zahlen,
a + 1 ist der Nachfolger von a.

(1) 1eN.

(6) Fiir allea € N gilt a+1 € N.

(7) Fir allea,be N gilt: a=b<a+1=5b+ 1.

(8) Fir allea € N gilt a+1 # 1.

(9) Fiir alle Mengen k, die folgende Eigenschaft erfiillen:

lekundVeek :x+1ck
gilt N C k.

Wir schreiben nun den Nachfolger von a als a™. Peano definiert dann die Addition rekursiv
durch a + 1 = a* und a + (b") = (a + b)". Das erlaubt, etwa 2 + 3 wirklich zu berechnen:
243 =17417" = (1T+11)" = (1T+1)"F = (17H)*F = 177+ = 5. Das ist ineffizient, hat aber
den Nutzen, dass wir jetzt Eigenschaften, wie etwa Vo, y € N : x4+ y = y+ x beweisen konnen.
Die Existenz der natiirlichen Zahlen wird so aber nicht erklért, sondern einfach postuliert.

Heute baut man die Mathematik lieber aus der Mengenlehre auf, da sich die Mengenlehre als
sehr gut geeignet herausgestellt hat, die Ergebnisse der verschiedensten Gebiete der Mathematik
auszudriicken. Man braucht auch dann Axiome: das sind heute iiblicherweise die Axiome der
Zermelo-Fraenkelschen Mengenlehre. Wenn man nun bereits Mengen zur Verfiigung hat, kann

!Giuseppe Peano, 1858-1932
2{bersetzung und Anpassung an unsere Sprechweise vom Autor des Skriptums
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man eine Menge und eine Nachfolgerfunktion definieren, die die Eigenschaften der Peano-
Axiome erfiillen. Damit verlieren die Peano-Axiome ihren Status als Axiome, und sind nur mehr
Sitze. Die folgende Konstruktion der natiirlichen Zahlen stammt von John von Neumann® aus
dem Jahr 1923. Sie scheint zunéchst umstéandlich und beweist ihre ganze Kraft tatséchlich erst
bei der Beschreibung von unendlichen Mengen, die, in gewissem Sinn, gréfer als die Menge der
natiirlichen Zahlen sind. Als erstes definiert man fiir jede Menge x eine Menge x+ durch

= U {x}
und nennt sie den Nachfolger von x. Nun definiert man
0:=0, 1:=0"=0"=guU{g} ={2},
2= 1" = {2,{2}}, 3:=2" = {&,{o}, {2, {2}}},... (A1)

Man fordert dann, als Axiom (Unendlichkeitsaziom), dass es eine Menge U gibt, die 0 enthilt,
und mit jedem x auch seinen Nachfolger z*. Eine solche Menge enthélt zumindest 0, 0%, (07)7,
.... Schlieflich definiert man Ny als Durchschnitt aller Teilmengen von U, die 0 enthalten, und
mit jedem Element auch dessen Nachfolger. Das hat folgende Nachteile:

(1) Die Elemente sind sehr unhandlich, so ist etwa 3 = {@, {2}, {2, {@}}}. Die Darstel-
lung braucht also viel mehr Platz als das heute verwendete Stellenwertsystem, das ver-
mutlich bereits vor 500 n.Chr. erfunden worden ist. In dieser Darstellung braucht man
fir die Darstellung der Zahl n insgesamt 2" — 1 Symbole. Selbst die Vereinfachung
3 = 0" braucht fiir die Zahl n immer noch n + 1 Symbole. Das Stellenwertsystem
kommt mit |log;,(n)| + 1 Symbolen aus.

(2) Es ergeben sich ungewohnliche Gleichheiten, etwa {0} = 1, 2 = 1 U (&, @), die man
auBerhalb der Mengenlehre als falsch ansehen wiirde.

(3) Das Unendlichkeitsaxiom und die anderen Axiome der Mengenlehre sind nicht un-
mittelbar als unverriickbar wahr einsichtig. Dagegen formalisieren die Peano-Axiome
Tatsachen, die unmittelbar unserer Vorstellung vom Ziahlen entsprechen.

Vorteile sind:

(1) Man braucht keine neuen Objekte, sondern kann die in der Mengenlehre bereits vor-
handenen Objekte, wie etwa &, {@}, ... verwenden.

(2) Man braucht keine neuen unbewiesenen Behauptungen, wie etwa die Peano-Axiome,
hinzuzunehmen, sondern findet mit den Axiomen der Mengenlehre das Auslangen.
Man reduziert daher die Gefahr, dass die Axiome einander widersprechen.

(3) Die Anordnung der natiirlichen Zahlen ldsst sich leicht beschreiben: Es gilt = < y
genau dann, wenn x C y.

(4) Von Neumanns Konstruktion liasst sich auf ,groBere Mengen verallgemeinern. Dafiir
hat er sie auch erfunden.

In dieser Betrachtungsweise erhélt man Peanos Axiome dann als Satz.

SATZ 4.2 (Peano-Axiome in der Sichtweise der Mengenlehre). Es gilt:

(1) 0 € No.

(2) Fir alle n € Ny gilt n* € Ny.

(3) Es gibt kein n € Ny mit n* = 0.

(4) Fir alle n,m € No mit n™ =m™ gilt auch n =m.
(5) Fiir alle Teilmengen S von Nq gilt: Wenn

0eSund VneS:nteS (4.2)

3John von Neumann, 1903-1957
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gelten, so gilt S = Nj.

Beweis: Die Eigenschaften (1) und (2) ergeben sich daraus, dass Ny als Durchschnitt von lauter
solchen Mengen definiert wurde, die (1) und (2) erfiillen. Wenn wir lauter Mengen schneiden, die
0 als Element enthalten, enthélt deren Durchschnitt wieder 0. Ebenso bleibt der Durchschnitt
abgeschlossen unter *. Fiir die Eigenschaft (3) nehmen wir an, dass n™ = 0. Dann gilt nU{n} =
@, also n € @. Das ist eine falsche Aussage, weil die leere Menge kein Element hat. Wir zeigen
nun (5). Sei S eine Teilmenge von Ny, die die Eigenschaft (4.2) erfiillt. Dann ist S eine jener
Mengen, als deren Durchschnitt Ny definiert wurde. Somit gilt Ng C S. Also gilt insgesamt
S C Ny und Ny C S, und somit Ny = S. Den Beweis von (4) machen wir in zwei Schritten: wir
zeigen zuerst:

Vie NoVe e Ny : z €i= a2 C 1. (4.3)
Fiir den Beweis von (4.3) zeigen wir, dass die Menge

53:{i€N0’v1'6N02$€i:>$gi}

die Eigenschaft (4.2) erfiillt. Dann gilt wegen Eigenschaft (5), dass S = Ny. Dazu untersuchen
wir als erstes, ob 0 € S. Dazu muss gelten:

VeeNy:2 € @ =xC Q. (4.4)

Sei nun z € Ny. Die Voraussetzung © € & ist falsch, also gilt die Implikation. Das beweist (4.4),
und somit gilt 0 € S.

Sei nun 7 € S. Wir zeigen, dass dann auch it € S gilt. Dazu muss gelten:

VieNy:zeit =z Cit, (4.5)
Sei dazu x € Ny. Wir nehmen an, dass « € i*. Also gilt € iU{i}. Wenn z € i, dann gilt wegen
i€ Sauch x Ci. Wegen i CiU{i} =" gilt daher auch x C ¢*. Wenn x = i, so gilt  C ¢, und
somit ebenfalls # C ¢*. Somit erfiillt it die Eigenschaft (4.5), und damit gilt i* € S. Damit
erfiillt S also die Eigenschaft (4.2), 0 zu enthalten und mit jedem Element seinen Nachfolger.
Somit gilt wegen (5), dass S = Ny. Damit gilt aber (4.3).
Wir zeigen nun (4). Seien n,m € Ny so, dass nt = m™. Wir nehmen an, dass n # m. Da
n € nU{n}, gilt n € n*. Also gilt n € m™, und somit n € m U {m}. Da n # m, muss also
n € m gelten. Somit gilt nach (4.3) auch n C m. Da auch m € m™ = n* = n U {n}, gilt

wegen m # n, dass m € n. Also gilt wegen (4.3) auch m C n. Somit gilt insgesamt n = m, im
Widerspruch zur Annahme. Also gilt n = m. O

Wir haben jetzt also die Menge Ny und ihre Teilmenge N := Ny \ {0} zur Verfiigung, aber erst
eine Rechenoperation: die Operation, die zu jeder Zahl ihren Nachfolger bildet. Den Nachfolger
n™ von n schreiben wir auch als n + 1. Einen Vorgénger konnen wir ebenfalls bestimmen; wir
erfinden also die Operation n +— n — 1:

SATZ 4.3. Sein € N. Dann gibt es genau ein x € Ny, sodass x+ = n.

Beweis: Wir zeigen zunéchst die Existenz eines solchen x: Wir definieren die Menge
S:={neNy|n=0oder 3z € Ny : 27 =n}.
Wir zeigen, dass S die Eigenschaft (4.2) aus Satz 4.2 erfiillt. Klarerweise gilt 0 € S. Wir zeigen
nun Vn € S:nt € 5. Sei dazu n € S. Um zu zeigen, dass nt € S ist, miissen wir zeigen:
nT =0oder Ix € Ny: a2t =n'.

Der zweite Teil dieser Disjunktion ist wahr: die Wahl x := n belegt, dass 3x € Ny : 27 = n™
wahr ist. Also sind die Eigenschaften (4.2) aus Satz 4.2 erfiillt. Satz 4.2 (5) liefert nun S = Ny.
Folglich gilt fiir alle n € Ny mit n # 0, dass es ein € Ny mit 7 = n gibt.
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Wir zeigen nun die Eindeutigkeit. Seien dazu x,y € Ny so, dass 27 = n und y* = n. Dann gilt
xt =yT. Satz 4.2 (4) liefert nun x = y.

Fiir n € N definieren wir nun n — 1 als jenes € Ny mit 7 = n. Es gilt dann (n — 1) + 1 =
z+l=z"=nund (n+1)—1=(n")—-1=n.

Wir haben bereits zweimal eine neue Beweismethode verwendet, um zu zeigen, dass Vn € N :
A(n) gilt. Wir haben nachgewiesen, dass die Menge S := {n € Ny | A(n)} die Eigenschaften
0€ Sund Vs € S: st € S erfiillt, und dann aus Satz 4.2 (5) geschlossen, dass S = Ny ist.
Also gilt A(n) fiir alle n € Ny. Das ist so wichtig, dass wir die Menge S von nun an verstecken
werden, und diese Beweismethode explizit formulieren:

SATZ 4.4 (Beweismethode ,vollstandige Induktion“). Sei A(n) eine Aussageform, die fiir alle
n € Ny definiert ist. Wir nehmen an, dass A(0) gilt, und dass Vn € Ny : (A(n) = A(n + 1))
gilt. Dann gilt auch ¥n € Ny : A(n).

Beweisskizze: Die Menge S := {n € Ny | A(n)} erfiillt die Eigenschaft (4.2) aus Satz 4.2 (5).

Also gilt S = Nj. O
Das erlaubt uns also, im Induktionsschritt, in dem wir A(n + 1) zeigen wollen, A(n) zu ver-
wenden. Eine Variante davon erlaubt, nicht nur A(n), sondern gleich alle A(0),..., A(n) zu
verwenden.

SATZ 4.5 (Variante der Beweismethode ,,vollstandige Induktion®). Sei A(n) eine Aussageform,
die fiir alle n € Ny definiert ist. Wir nehmen an, dass A(0) gilt, und dass

VneN, : ((w« €{0,1,....n}: A(k)) = A(n+ 1))
gilt. Dann gilt auch ¥n € Ny : A(n).

Beweis: Sei B(n) = Vk € {0,1,...,n} : A(k). Wir zeigen mithilfe von Satz 4.4, dass Vn €
Ny : B(n) gilt. Dazu zeigen wir

B(0) A (Vn € Ny : B(n) = B(n+1)).

Wir zeigen als erstes B(0). Da A(0) laut Voraussetzung wahr ist, ist auch B(0) wahr. Wir zeigen
nun Vn € Ny : B(n) = B(n + 1). Sei dazu n € Ny. Wir nehmen an, dass B(n) gilt, und zeigen
B(n+1). Da B(n) gilt, gilt Vk € {0,1,...,n} : A(k). Nach Voraussetzung gilt daher A(n+1).
Also gilt Vk € {0,1,...,n+ 1} : A(k). Somit gilt B(n + 1). Wir verwenden nun Satz 4.4 und
erhalten, dass Vn € Ny : B(n) gilt. Wir zeigen, dass dann auch ¥n € Ny : A(n) gilt. Sei dazu
n € N. Dann gilt B(n), also Yk € {0,1,...,n} : A(k). Damit gilt insbesondere (setze k := n)
auch A(n). O

Wir brauchen noch eine weitere Eigenschaft der natiirlichen Zahlen: man kann Funktionen
rekursiv definieren. Wir kennen das etwa in folgenden Definitionen:

(1) 0!':=1und (n+1)!:=(n+1)-(n!) fir n € N.
(2) Die Fibonaccizahlen F,, sind definiert durch Fy =0, F; = 1 und F,, = F,,_1 + F,,_» fiir
n € N mitn > 2.

Dass durch die erste Definition tatsédchlich eine Funktion definiert wird, begriindet folgender
Satz, der in der Mengenlehre Rekursionstheorem genannt wird.

SATZ 4.6 (Definitionsmethode ,,Rekursion®, cf. [Hal76]). Sei X eine Menge, sei a € X, und
sei f eine Funktion von X nach X. Dann gibt es genau eine Funktion u von Ny nach X mit
u(0) =a und u(n+ 1) = f(u(n)).
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Man benutzt diesen Satz etwa so: Wir definieren ¢ : Ny — Ny rekursiv durch ¢(0) = 1 und
(n+1) = 2-9(n) fiir n € Ny. Dann gilt (1) = 2¢(0) = 2, ¥(2) = 2¢(1) =4, .... Rekursionen,
die auf die Funktionswerte mehrerer kleinerer Werte zuriickgreifen oder die in der Definition
von f(n -+ 1) nicht nur f(n), sondern auch n verwenden, rechtfertigt man mit Varianten dieses
Satzes.

2. Der Aufbau der Arithmetik

Die Arithmetik hat Peano bereits 1889 so aufgebaut:

DEFINITION 4.7 (Addition). Fiir jedes m € Ny definieren wir eine Funktion a,, : Ny — Ny
rekursiv durch a,,,(0) := m und a,,(z") := (a,,(z))". Darauf aufbauend definieren wir = +y :=
a,(y) fir z,y € Ny und nennen z + y die Summe von x und y.

Mit dieser Definition gilt offensichtlich fiir alle z € Ny, dass x+0 = z, da x+0 = a,(0) = z, und
esgilt x+1=2",daaz+1=a,(1) =a,(0") = (a,(0))* = 2. Schon die einfache Eigenschaft
0 + z = x ist nicht offensichtlich; wir werden sie im Verlauf des Beweises des néchsten Satzes
begriinden.

SATZ 4.8. Seien x,y € Ng. Dann gilt v +y =y + x.

Wir beweisen dazu als erstes:
Vu€eNy:0+u=u. (4.6)
Wir verwenden dazu vollstindige Induktion nach wu.
Induktionsanfang: Sei u := 0. Zu zeigen ist
0+0=0. (4.7)

Die Definition von + liefert 0 + 0 = a(0). Die Definition von aq liefert ag(0) = 0. Somit
gilt (4.7). Damit ist der Induktionsanfang gelungen.

Induktionsschritt: Wir zeigen
VueNg:0+u=u=04+u"=u".

Sei dazu u € Ny. Wir nehmen an, dass 0 + u = u gilt. (Diese Annahme nennen wir die
Induktionsannahme oder Induktionsvoraussetzung). Wir zeigen, dass dann

0+ut =u" (4.8)
gilt. (Diese Konklusion nennen wir die Induktionsbehauptung.) Es gilt
0+ ut = ag(u')
= (ao(u))"
=(0+u)".
Nun verwenden wir die Induktionsannahme 0 4+ v = u und erhalten daraus
O0+u)t =u'.

Somit gilt die Induktionsbehauptung (4.8). Der Induktionsschritt ist damit gelungen. Es gilt
also (4.6).

Als néchstes zeigen wir:
VueNy: (Vo eNg: (v+u)t =vt +u). (4.9)

Wir verwenden dazu vollstéindige Induktion nach w.



2. DER AUFBAU DER ARITHMETIK 41

Induktionsanfang: Sei u := 0. Zu zeigen ist
Vo eNy: (v+0)" =0T +0. (4.10)

Sei dazu v € Ny. Es gilt (v+0)" = (a,(0))" = v* und v+ 4+ 0 = a,+(0) = v*. Somit gilt (4.10).
Damit ist der Induktionsanfang gelungen.

Induktionsschritt: Wir zeigen
Vu € Ny : <(Vv ENg: (v+u) =vh+u)= (VWweNy: (v+uh)F :v+—|—u+)>.
Sei dazu u € Ny. Wir nehmen an, dass Yo € Ny : (v + u)t = v* + w gilt. (Das ist die
Induktionsannahme). Wir zeigen, dass dann
Vo eNg: (v+uf)t =v" +ut (4.11)
gilt. (Das ist die Induktionsbehauptung.) Sei dazu v € Ny. Es gilt
(v -+ ") = (an(u®)”
= ((ay(u)™)”
= ((v+ u)+)+.
Nun verwenden wir die Induktionsannahme und erhalten
(v +w)?)" = (v* +u)”
= (ayr(u))"
= a,+(u™)
=vt +ut.
Somi(t giﬁt die Induktionsbehauptung (4.11). Der Induktionsschritt ist damit gelungen. Es gilt
also (4.9).

Wir beweisen nun
VyeNy: Ve eNy:z+y=y+2) (4.12)
durch vollstédndige Induktion nach y.

Induktionsanfang: Sei x € Ny. Es gilt 4+ 0 = a,(0). Nach der Definition von a, gilt a,(0) = x.
Nun berechnen wir 0 + . Nach (4.6) gilt 0+ 2 = x. Also gilt z +0 =0+ x.

Induktionsschritt: Sei y € Ny. Wir nehmen an, dass
VeeNy:z+y=y+z
gilt und zeigen, dass dann
VieNy:z+y =yt +u (4.13)
gilt. Um (4.13) zu zeigen, wihlen wir € Ny. Es gilt dann
4yt = am<y+)
= (az(y))*
=(z+y)".
Wir verwenden die Induktionssannahme und erhalten
(z4+y)"=Wy+a)"
Wegen (4.9) gilt
(y+a)t =y +u.

Insgesamt gilt also (4.13). Somit ist der Induktionsschritt gelungen. Es gilt also (4.12), und
somit die Aussage des Satzes. O
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Wir werden jetzt Peanos Aufbau nicht weiter im Detail durchgehen. Er definiert als néchstes
—y (falls x > y), = -y und beweist dafiir etliche Rechengesetze. Um x — y auch fir y > x zu
definieren, erweitert man die natiirlichen Zahlen zu den ganzen Zahlen

Z={.,-3-2,-1,0123,...}

und erweitert dann auch + und - von Ny auf Z. Schliellich gelangt man zu den drei Grundre-
chungsarten +, —, - fiir die ganzen Zahlen. Wir verwenden dabei — sowohl einstellig (in ,,—3%)
und zweistellig (in ,z — y“).

SATz 4.9 (Rechengesetze in Z). Seien x,y,z € Z. Dann gilt:

1) (x+y)+z=a+(y+2) (+ ist assoziativ).
2) 2+0=0+z==x (0 ist beidseitig neutrales Element beziglich + ).
B)z+(—z)=(—2)+2=0 (—x ist zu das zu x additiv inverse Element).
4)z+y=y+ua (+ ist kommutativ).
b)) x—y=a+(—vy) (Zusammenhang zwischen einstelligem
und zweistelligem — ).
6) (x-y)-z=x-(y-2) (- ist assoziativ).
(Mx-(y+z2)=z-y+z-2z (Linksdistributivgesetz).
8) (z+y)-z2=z-2+y-z (Rechtsdistributivgesetz).
Q) z-y=y-x (- ist kommutativ).
(10) 1-x=z-1=x (1 ist beidseitig neutrales Element beziglich - ).
(11) 0-z2=2-0=0 (0 ist absorbierendes Element beziglich - ).
(12) (—z) - y=—(x-y)=x-(—y) (Aufteilung von — auf ein Produkt).
(13) —(=2) = =.

Oft hat man es in der Mathematik auch mit anderen Mengen als Z zu tun, die aber ebenfalls
Operationen +, —, - und Elemente 0, 1 besitzen, die diese Rechengesetze erfiillen. Beispiele sind
R, die Menge R[z] der Polynome iiber R, die komplexen Zahlen C, die Gaufischen ganzen
Zahlen der Form a + bi mit a,b € Z. Eine solche Struktur, die aus einer nicht leeren Menge
und drei darauf definierten Operationen besteht, die alle Rechengesetze (1)-(13) erfiillen, heifit
kommutativer Ring mit Fins. In der abstrakten Algebra beschreibt man auch Strukturen, die
nur manche dieser Rechengesetze erfiillen. Je nachdem, welche Rechengesetze sie erfiillen, haben
diese Strukturen besondere Namen bekommen.

TABELLE 1. Algebraische Strukturen mit 4, —, -

A+ 0 - | K+ | Ax | LD | RD | Kx || typisches Beispiel
M) @B @ [6)]7)]®)]0O)
Kommutativer Ring ° e | o ° . ° ° o | (Z,+,—,")
Ring o | o o [ o | o | o Matrixring Mato o (Z)
Distributiver Fastring ° . . ° °
. . Polynome (R[z], +, o)
Fastring, Rechtsfastring || o o | o ° ° p(2) 0 (z) = pla(x))

Manchmal miissen auch nicht alle drei Grundrechnungsarten existieren, sondern nur einige da-
von. Wir vereinbaren, dass Rechenoperationen, die in keinem geforderten Rechengesetz erwahnt
werden, auch nicht vorkommen.
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TABELLE 2. Einige weitere algebraische Strukturen

A+ 0 - | K+ |Ax|LD | RD | Kx| 1 typisches Beispiel

(L) 1@ [B)] @ [6)] ()] (8 ](9)](10)
Halbgruppe,
additiv °
geschrieben
Halbgruppe, Worthalbgruppe
multiplikativ o {a,b}* ={a,b,aa,ab,...},
geschrieben abaa * bbb = abaabbb
;Oairgyjsgge Worthalbgruppe

o . . a}* ={a,aa,aaaq,...},

multiplikativ ;{mia * c;{aa = aaaaaaa}
geschrieben
rl\r/fglr‘zioll)(liika . . . Transformationenmonoid
geschrieben ({f: N= N}, 0, idy)
kommutatives
Monoid,
additiv * | . (No, +,0)
geschrieben
Gruppe,
additiv ° o | o
geschrieben
abelsche
Gruppe,
additiv * ° ° * (Z> +7 ) O)
geschrieben
Halbring o | o . o | o o (Np, max, +)

3. Division und Teilbarkeit

DEFINITION 4.10 (Teilbarkeit). Fiir z,y € Z definieren wir, dass

x teilt y

genau dann gilt, wenn es ein z € 7Z gibt, sodass x - z = y ist.

Wir schreiben dann auch z | y; die Zahl y ist dann ein Vielfaches von x.

UBUNGSAUFGABEN 4.11. In den folgenden Beispielen beweisen wir einige grundlegende Eigenschaf-
ten der Teilbarkeitsrelation. Zeigen Sie in den folgenden Beispielen jeweils, dass die angefiihrte Impli-

kation fiir alle z,y, 2z € Z gilt.

(1) (@ |yund z|z) =z |(y+2).

(2) z|y= ]2y

3) (x|yundy|z2) =2z

(4) (x|yund y | x) = (x =y oder z = —y).

(5) (#|yund z |z und z |y und 2 # 0) = £ | £
(6) x|y = zx | 2y.

UBUNGSAUFGABEN 4.12.

(1) Fiir welche z € Z gilt Ve,y € Z: (x| 2z ANy | 2) = (z+y) | 27




44 4. DIE NATURLICHEN ZAHLEN

Der folgende Satz liefert Quotienten und Rest einer Division in Z.

SATZ 4.13. Seien a € Z und n € N. Dann gibt es genau ein Paar von Zahlen (q,r) € 7 X Ny,
sodassa=q-n—+r undr € {0,...,n—1}.

Beweis: Wir zeigen als erstes die Existenz eines Paares (¢, 7). Sei n € N. Wir zeigen zunéchst
durch Induktion nach a, dass es fiir alle a € Ny ein solches Paar (g, r) gibt.

Induktionsanfang: Sei a = 0. Dann ist @ = On 4 0 die gewiinschte Darstellung.

Induktionsschritt: Wir nehmen an, dass a € N so ist, dass sich alle b € Ny mit b < a als gn +r
mit r € {0,...,n — 1} darstellen lassen.

1. Fall: @ < n: Dann ist a = On + a bereits die passende Darstellung.

2. Fall: a > n: Dann gilt a —n € Ny und und a — n < a. Somit gibt es nach Induktionsvoraus-
setzung (q1,71) € Z x {0,...,n — 1} mit a —n = ¢yn + 1. Dann gilt a = (¢; + 1)n + 1. Somit
leistet (q,r) := (¢1 + 1,71) das Gewiinschte. Das beendet den Induktionsbeweis; jedes a € Ny
lasst sich also als gn + r mit 0 < r < n schreiben.

Wenn a < 0, so gibt es ¢, mit 0 < r < n—1und —a = qgn + r. Im Fall r = 0 gilt dann
a=(—gn+r. Wennr > 0,sogilt a =(—¢g—1)n+(n—r),und 0 <n—r <n—1. Somit
leisten (¢/,r’) :== (—(q + 1),n — r) das Gewiinschte.

Wir zeigen nun die Eindeutigkeit: Sei a = ¢in + r; und a = gn + ro. Dann gilt (¢; — g2)n +
(ri —re) = 0, also 11 — 19 = (g2 — ¢1)n. Da 71,75 Elemente von {0,...,n — 1} sind, gilt
—(n—1) <r; —ry < n—1. Das einzige Vielfache von n zwischen —(n — 1) und n — 1 ist 0.
Also gilt 71 — ro = 0, und somit ¢g;n = gan. Wegen n # 0 gilt dann auch ¢; = ¢, und somit
(q1,71) = (g2,72)- U

Mit a mod n kiirzen wir den Rest von a bei der Division durch n ab.

DEFINITION 4.14 (Grofiter gemeinsamer Teiler). Fiir zwei Zahlen a,b € Z (nicht beide 0) ist
ggT (a,b) die grofite Zahl z € N mit z | a und z | b.

SATZ 4.15. Seien a,b € Z, nicht beide 0, und sei z € Z. Dann gilt:
geT (a,b) = ggT (a+2z-b,b).

So gilt zum Beispiel ggT (25, 15) = ggT (40, 15).

Beweis: Wir zeigen, dass nicht nur der gg'T', sondern sogar die Mengen der gemeinsamen Teiler
der beiden Zahlenpaare gleich sind. Wir zeigen also

{teZ :t|laundt|b}={t€Z :t|a+zbundt]b}.
“C”: Falls ¢t sowohl a als auch b teilt, dann auch a 4 zb und 0. “2”: Falls ¢t sowohl a + 2b, als
auch b teilt, dann auch a + zb — 20 und b, also auch a und b. U
Das niitzen wir jetzt moglichst geschickt aus, um ggT(147,33) zu berechnen:
geT (147,33) = ggT (147 — 4 - 33, 33)

= ggT (15,33)

= ggT (15,33 — 2 15)

=ggT (15,3)

=ggT(0,3)
=3.

Giinstig ist es also, z so zu wéhlen, dass a + zb der Rest von a bei der Division durch b wird.
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Mithilfe des erweiterten Fuklidischen Algorithmus findet man nicht nur den ggT von a und b,
sondern auch u,v € Z, sodass ggT (a,b) =u-a+v-b.

Beispiel: Wir berechnen ggT(147,33), und schreiben das so:

147 33

47 1 0 (147=1-147+0-33)
33] 0 1 (33=0-147+1-33)
15 1 —4 (15=1-147—433)
3/ =2 9 (3=-2-14749-33)
0

Berechnet man ggT(a,b) mithilfe dieses Algorithmus, sieht man, dass sich die auftretenden
Zahlen immer als Linearkombination von a und b schreiben lassen. Als Konsequenz davon
erhalten wir folgenden Satz:

SATZ 4.16. Seien a,b € Z (nicht beide 0). Dann gibt es u,v € Z, sodass
geT (a,b) =u-a+v-b.

Beweis: Wir zeigen als erstes:

vn € Ny : (V(a,b) € (Ng x Ng) \ {(0,0)}: (a <nVb<n)=
(Ju,v € Z : ggT(a,b) = ua+ vb)) (4.14)
durch Induktion.

Induktionsanfang: Wir nehmen an, dass n = 0. Seien a, b € Ny, nicht beide 0. Wenn a = 0, so
gilt ggT(a,b) = b = 0a + 1b. Also leistet (u,v) = (0,1) das Gewiinschte. Wenn b = 0, so gilt
ggT(a,b) =a = la+ 0b.

Induktionsschritt: Sei n € Nyg. Wir nehmen an, dass
V(a,b) € (No x Ng) \ {(0,0)} : (a <nVb<n)= (Ju,veZ:ggT(a,b) =ua+vb)

gilt, und zeigen

V(a,b) € (No x Ng) \ {(0,0)}: (a<n+1Vvb<n+1)=
(FJu,v € Z : ggT(a,b) = ua + vb).
Seien dazu a,b € Ny, nicht beide 0. Wir nehmen an, dass a < n+ 1 oder b < n + 1.

1.Fall: a =0 oder b =0: Wenn a = 0, so gilt ggT(a,b) = b = 0a + 1b, und wenn b = 0, dann
gilt ggT(a,b) = 1a + 0b. Wir nehmen also an, dass a > 0 und b > 0.

2.Fall: a >0 und b > 0:

Fall 2.1: a < n+ 1: Durch Division erhalten wir ¢, € Ny mit b = ga+r und » < n. Dar < n,
konnen wir die Induktionsannahme verwenden, und erhalten uq,v; € Z, sodass

geT(a,r) = uja + vyr.

Da r = b — qa, gilt ggT(a,b) = ggT(a,b — qa) = ggT(a,r) = uia + vir = wya + vy (b — ga) =
(u; — ¢)a + v1b. Somit leistet (u,v) := (u; — ¢, v1) das Gewiinschte.

Fall 2.2: b < n+ 1: Durch Division erhalten wir ¢,r € Ny mit a = ¢gb+r und r < n. Dar < n,
konnen wir die Induktionsannahme verwenden, und erhalten uy,v; € Z, sodass

geT(r,b) = uyr + v1b.
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Dar = a—qb, gilt ggT(r,b) = ggT(a—gb,b) = ggT(r,b) = urr+v1b = uy(a—gb) +v1b = uja+
(v1 —q)b. Somit leistet (u,v) := (uy, v1 —¢q) das Gewiinschte. Damit ist (4.14) bewiesen. Folglich
gibt es fiir alle a, b € Ny, die nicht beide 0 sind, eine Darstellung des gg'T' als Linearkombination.

Wir zeigen nun, dass es eine solche Linearkombination fiir alle (a,b) € (Z x Z) \ {(0,0)} gibt.
Wenn a = 0 oder b = 0, finden wir (u,v) als (0,1), (0,—1), (1,0) oder (—1,0). Also nehmen
wir nun an, dass @ # 0 und b # 0. Wir finden dann u;,v; € Z mit ggT(a,b) = ggT(|al,|b]) =

wlal + v1]b| = ule'a + vlT“"b. Somit leisten (u,v) = (ule', vlT“") das Gewiinschte. O

Eine Folgerung davon ist:

SATZ 4.17. Seien a,b € Z, nicht beide 0, und sei t € Z so, dass t | a und t | b. Dann gilt auch
t| ggT(a,b).

Beweis: Seien u,v € Z so, dass ggT(a,b) = ua + vb. Da t die Zahl a teilt, ist auch wa ein
Vielfaches von t. Ebenso ist vb ein Vielfaches von t. Somit ist auch die Summe ua + vb ein
Vielfaches von t. Die Zahl ¢ ist also ein Teiler von ggT(a,b).

Wenn a und b groBten gemeinsamen Teiler 1 haben, so heiflen sie teilerfremd oder relativ prim.

SATZ 4.18. Seien a,b,c € Z, und sei zumindest eine der Zahlen a und b nicht 0. Wir nehmen
an, dass a die Zahl b - c teilt, und dass ggT(a,b) =1 gilt. Dann gilt: a teilt c.

Beweis: Es gibt u,v € Z, sodass 1 =u-a+v-b. Daa | wac gilt, und da wegen a | be auch
a | vbc gilt, gilt auch

a | (ua+vb)c
und folglich a | c. O

Sind a,b € 7Z, so nennt man jede Zahl ¢ € Z, die von a und b geteilt wird, ein gemeinsames
Vielfaches von a und b. Unter allen gemeinsamen Vielfachen zeichnen wir das kleinste aus.

DEFINITION 4.19. Es seien a,b € Z \ {0}. Dann ist kgV (a, b) definiert durch
kgV (a,b) =min{v e N : a|vund b | v}.

Die Menge aller positiven gemeinsamen Vielfachen ist ja fiir a,b € Z\ {0} bestimmt nicht leer,
da sie |a - b| enthélt.

SATZ 4.20. Seien a,b € Z\ {0}, und sei s € Z so, dass a | s und b | s. Dann gilt:
kgV (a,b) | s.

Jedes gemeinsame Vielfache ist also ein Vielfaches des kgV.

Beweis: Wir dividieren s durch kgV(a,b) und erhalten somit r € {0,...,kgV(a,b) — 1} und
q € Z, sodass

s=q-kgV(a,b)+r.

Also gilt r = s—q-kgV(a,b). Sowohl s also auch ¢-kgV (a, b) sind Vielfache von a und Vielfache
von b. Thre Differenz r ist also ebenfalls ein Vielfaches von a und von b. Da r < kgV(a, b), und

da kgV(a,b) das kleinste gemeinsame Vielfache ist, muss r = 0 gelten. Also ist s ein Vielfaches
von kgV(a, b).

Zwischen gg'T und kgV kann man folgenden Zusammenhang herstellen:

SATz 4.21. Seien a,b € N. Dann gilt ggT (a,b) - kgV (a,b) = ab.
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Beweis: Wir zeigen als erstes ab | ggT'(a,b) - kgV(a,b). Seien dazu u,v € Z so, dass ggT(a,b) =
ua + vb. Dann gilt

geT(a,b) - kgV(a,b) = (ua + vb)kgV(a,b)

kgV(a,b) kgV(a,b)

+ vba
a
k k
gV(a,b) o gV(a,b)

a

= uab

= ab(u ).

Wir zeigen nun ggT(a,b) - kgV(a,b) | ab. Sei z = ggT( 57~ Dann gilt 2 = aggT(ab bian
Also gilt a | x und b | z. Wegen Satz 4.20 gilt dann kgV (a ,b) | , und somit kgV(a, b)-ggT(a, ) \

x-ggT(a,b) = ab.
UBUNGSAUFGABEN 4.22.

(1) Bestimmen Sie fiir @ und b jeweils ggT(a,b), und zwei ganze Zahlen u,v € Z, sodass
gegT(a,b) =u-a+wv-b.

(a) a = 254, b = 120.

(b) a="T71,b=T79.

(¢) a =610, b = 987.

(2) Seien a,b,x € N und u,v € Z so, dass

T = ua + vb.

Zeigen Sie: Wenn x sowohl a als auch b teilt, so gilt © = ggT(a, b).
(3) Seien a,b € N, y € Z so, dass a | y, b | y, ggT(a,b) = 1. Zeigen Sie (ohne Primfaktorzerle-
gung): a-b|y.
(4) Seien a,b € Z (nicht beide 0), und sei k € N. Zeigen Sie: ggT(ka, kb) = k ggT(a,b).
(5) Seien a,b,c € N so, dass a | b. Zeigen Sie ggT(a,c) | ggT(b, c) und kgV(a,c) | kgV (b, c).
(6) Seien a,c € Z, b,d € N. Zeigen Sie: Wenn die Briiche § und § gekiirzt, und die Nenner b und
d teilerfremd sind, so ist auch der Bruch % gekiirzt.
(7) * Sei n € N, und seien aj,as,...,a, in N. Wir definieren G1, G2 und G3 durch:
(a) Gi(a1) := a1, Gi(a,az,...,a,) = ggT(G1(ar,az,...,an—1),an).
(b) Ga(ai,ag,...,an) :=max{z € N : z|q; fiir allei € {1,2,...,n}}.
(c) Gz :=min{z € N : es gibt A, Aa,..., A\, € Z, sodass z = > " | \ia;}.
Zeigen Sie, dass GG1, Go und G3 gleich sind.

4. Primfaktorzerlegung

DEFINITION 4.23 (Primzahl). Eine Zahl p € N ist genau dann eine Primzahl, wenn folgende
beiden Bedingungen gelten:

(1) p>1.
(2) Fiir alle a,b € Nmit p=a-b gilt a =1 oder b = 1.

SATZ 4.24. Es gibt unendlich viele Primzahlen.
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Beweisskizze: Fiir m € Ny sei F,, := 2°" + 1 die m-te Fermat-Zahl*. Durch Induktion kann
man beweisen, dass fiir alle m € N gilt:

Also gilt fiir ¢ < j, dass ggT(F;, Fy) | ggT(F; — 2, F)) | ggT(F; — 2,2) | 2. Da ggT(F;, F})
ungerade ist, gilt daher ggT(F;, F;) = 1. Sei nun fiir jedes ¢ € Ny die Zahl ¢; der kleinste
natiirliche Teiler von Fj;, der > 2 ist. Dann ist ¢; eine Primzahl. Weiters gilt fiir alle 7,7 € Ny
mit ¢ # j, dass ¢; # ¢;, da ¢; = ¢; zur Folge hétte, dass ¢; | ggT(F;, F;). O

SATz 4.25 (Fundamentallemma). Sei p eine Primzahl, und seien a,b € Z. Falls p ein Produkt
a - b teilt, so teilt p einen der beiden Faktoren a oder b.

Beweis: Wir nehmen an, dass p f a und p | ab. Dann gilt ggT(a,p) = 1, also gibt es u,v € Z
mit ua + vp = 1. Folglich gilt uab + vpb = b. Da p beide Summanden teilt, gilt p | b. U

KOROLLAR 4.26. Sei p,, die n-te Primzahl, d. h. py = 2, py = 3, usw. Fiir jedes 1 € N seien

a;, B; € No. Wir nehmen an, dass nur endlich viele o; und nur endlich viele 3; verschieden von

0 sind. Seia = Hpiai, und set b := szﬂi. Dann gilt a | b genau dann, wenn Vi € N : a; < f3;
ieN ieN

qilt.

Beweis: Wir zeigen als erstes, dass a | b impliziert, dass Vi € N : o; < §; gilt. Wir nehmen dazu
an, dass a | b und fixieren ¢ € N. Wir nehmen nun, im Widerspruch zur Behauptung, an, dass

a; > ;. Dann gilt
pgzifﬁi H p?j | H pjj‘
JEN\{i} JEN\{i}

Nach Satz 4.25 teilt p; also ein pfj mit j # 4. Im Fall 8; = 0 widerspricht das p; > 1, im Fall
B; > 0 gilt p; | p;. Da p; eine Primzahl ist, gilt dann p; = p;, im Widerspruch zu i # j. Somit
gilt a; < ;.

Wir nehmen nun an, dass fiir alle i € N gilt, dass a; < f3;, und zeigen, dass dann a | b. Es gilt
a- Hiepri_o"' = b, und somit a | b. O

SATZ 4.27 (Existenz und Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung). Sei (p; | i € N) = (2, 3,
5,7, 11, ...) die Folge aller Primzahlen, und sei n € N. Dann gibt es genau eine Funktion
a : N — Ny mit folgenden Figenschaften:

(1) {¢ e N[ a() > 0} ist endlich.
(2) n =Tl

Beweis: Wir zeigen zunéchst durch Induktion nach n, dass es ein solches a gibt. Fiir n =1
setzen wir «(i) := 0 fiir alle ¢ € N. Fiir n > 1 sei ¢ der kleinste Teiler von n mit ¢ > 1. Die
Zahl q ist eine Primzahl; es gibt also j € N mit ¢ = p;. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es

B : N — Ny mit

“ I

q 1EN
4Pierre de Fermat (1607-1665) vermutete, dass alle F,, Primzahlen sind. Das ist fiir m < 4 wahr. Im Jahr 1732
fand Euler mit 641 einen Teiler von Fy. Man hat bis heute kein m > 5 gefunden, fiir das F},, prim ist und kann
fiir einige m beweisen, dass F,,, zusammengesetzt ist (z.B. fiir 5 < m < 32). Wenn F,,, prim ist, so kann man

ein regelmissiges F,,-Eck mit Verwendung von lediglich Zirkel und Lineal konstruieren. Fiir F» = 17 gab Gauf}
(1777-1855) im Jahr 1797 eine Konstruktion des 17-Ecks an.
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also gilt n = pf(j)ﬂ Tliemiy pf(i). Somit leistet a mit () = (i) fiir i # j und a(j) = 8(j)+1
das Gewiinschte. Nun zeigen wir die Eindeutigkeit:

Seien v und ¢ so, dass {t € N | 4(4) > 0} und {i € N | §(i) > 0} endlich sind, und n =
HieNpZ(l) = Hiepr(Z). Korollar 4.26 liefert, dass fiir alle i € N gilt, dass (i) < d(i). Das
gleiche Korollar liefert, dass 6(i) < (7). Also gilt v = §. O

UBUNGSAUFGABEN 4.28.
(1) [RU8T, p. 28] Sei p,, die n-te Primzahl, d. h. p; = 2, ps = 3, usw. Zeigen Sie
pn S 22n71‘

Hinweis: Euklids Beweis, dass es unendlich viele Primzahlen gibt ([Euk91, Buch IX, Satz 20],
270 v.Chr.) beruht auf folgender Uberlegung: Seien q1,¢a, ..., ¢n Primzahlen. Dann ist der
kleinste positive Teiler von q; - g2 - - - gn + 1 eine Primzahl, die von allen ¢; verschieden ist.
(2) Welche Zahlen ¢ € N erfiillen folgende Eigenschaft?
Fiir alle a,b € Z mit g | a- b gilt ¢ | a oder es gibt ein n € N, sodass ¢ | b™.
(3) Sei p,, die n-te Primzahl, d. h. p; = 2, po = 3, usw. Seien a,b, N € N mit a = Hl]ilpf” und
b=TIY, pf’ Zeigen Sie:
(a) ggT(a,b) =TT, pi™"@).
(b) kgV(a,b) = [V, pr@if),
Folgern Sie daraus, dass fiir alle a,b € N gilt: kgV(a,b) - ggT(a,b) = a - b.
(4) Seien a,b,c € N. Zeigen Sie:
(a) ggT(ggT(a,b),c) = ggT(a,ggT(b,c)).
(b) kgV(kgV(a,b),c) = kgV(a, kgV (b, c)).
(c) ggT(kgV(a,b),c) =kgV(ggT(a,c),ggT(b,c)).
(d) kgV(ggT(a,b),c) = ggT(kgV(a,c), kgV(b,c)).
(5) * Sei n € N, und seien aq,as, ..., a, in N. Wir definieren K7 und K» durch:
(a) Ki(a1) := a1, Ki(a1,az,...,a,) = kgV(Ki(a1,a2,...,an-1),an).
(b) Ka(a1,a9,...,a,) :=min{z € N : q; | z fir allei € {1,2,...,n}}.
Zeigen Sie, dass K; und K> gleich sind.
(6) Sei n € N, und seien aq,as, ..., a, in N. Wir definieren Ko durch

Ks(ai,az,...,an) :=min{z € N : q; | z fir allei € {1,2,...,n}}.

Zeigen Sie, dass alle ganzen Zahlen, die Vielfaches eines jeden a; sind, auch ein Vielfaches
von Kj(ay,asg,...,ay) sind.
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KAPITEL 5

Funktionen

1. Relationen

DEFINITION 5.1. Seien A, B Mengen. Jede Teilmenge von A x B heifit auch Relation von A

nach B.

Beispiele:

(1)

Sei A := {Wien, Niederosterreich, Oberdsterreich, Salzburg, Tirol,
Vorarlberg, Burgenland, Steiermark, Kéarnten} die Menge der neun ésterreichischen Bun-
deslander, und sei B := {Donau, Inn, Traun}. Wir definieren eine Relation R durch

R :={(a,b) € A x B| in a liegt ein Teil des Ufers von b}.

Wir erhalten R = {(Wien, Donau), (Niederosterreich, Donau),
(Oberdsterreich, Donau), (Tirol, Inn), (Oberdsterreich, Inn),

(Steiermark, Traun), (Oberdsterreich, Traun)}.
Fiir (a,b) € R schreiben wir auch a Rb. Sei nun A := R und B := Z. Wir definieren
eine Relation p durch

apb:saelbb+1]

fir a € A, b € B. Dann gilt zum Beispiel (7,3) € p, (v/2,1) € p. Es gilt also p =
{(r,n) e RxN|n<r<n+1}.
Sei nun A := N und B := N. Wir definieren eine Relation K durch

(a,b) e K:3JceNy:a+c=b

fir a € A, b € B. Wir sehen, dass K = {(z,y) € Nx N | z < y}. K ist also die
,Kkleiner-gleich“-Relation.
Wir definieren eine Relation =5 von Z nach Z durch

a=sb:dceZ:5-c=b—a.
Es gilt also
=5 = {(a,b) € ZxZ|b— aist Vielfaches von 5}.

2. Funktionen

DEFINITION 5.2. Seien A, B Mengen, und sei R eine Relation von A nach B. R ist eine funk-
tionale Relation von A nach B, wenn es fiir alle a € A genau ein b € B gibt, sodass (a,b) € R.

Beispiele: Seien A := {1,2,3}, B := {a,b,c}, R := {(1,a),(2,¢),(3,¢)}. Dann ist R eine
funktionale Relation von A nach B.

Sei A =R, B:=R, f:={(r,sin(r)) | » € R}. Dann ist f eine funktionale Relation von R

nach R.

Sei A:=R, B:=R, g := {(sin(r),r) | » € R}. Dann ist g keine funktionale Relation von R

nach R,

da es kein y € R gibt, sodass (—2,y) € R.
52
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Sei A:=[-1,1], B:=R, h:={(sin(r),r) | r € R}. Dann ist h keine funktionale Relation von
A nach R, da (0,0) € h und (0,7) € h. Somit gibt es fiir a := 0 mehr als ein b € R, sodass
(a,b) € h.

DEFINITION 5.3. Seien A, B Mengen, und sei f eine funktionale Relation von A nach B. Fiir
a € A bezeichnen wir mit f(a) dann jenes b € B, fur das (a,b) € f.

Funktionale Relationen von A nach B bezeichnen wir auch einfach als Funktionen von A nach
B. Funktionen kann man auf verschiedene Arten angeben. Wir betrachten einige gebréauchliche
Varianten fiir die Quadratfunktion ¢ auf den ganzen Zahlen.

(1) Direkt als Menge: ¢ := {(x,2%) | + € Z}. Die Menge kann natiirlich auch anders
angegeben werden, zum Beispiel durch ¢ := {(z,y) € Z X Z | y = 2*}.
(2) Durch eine Zuordnungsvorschrift:

q : L — 7
r — 2

Man liest das als ,,q ist eine Funktion von Z nach Z, die jedes x aus Z auf 2% abbildet®.
(3) Durch Angabe des Funktionswerts, also etwa so: ¢ : Z — Z, q(z) = 2?2 fiir 2 € Z.
(Lies: ,,q ist eine Funktion von Z nach Z, und q(z) ist gleich 22 fiir alle z € Z.%)

Egal, welche der drei Varianten man wahlt: ¢ ist dadurch jedesmal als die gleiche Teilmenge
von 7 X 7 definiert. Die Schreibweise f : A — B bedeutet f ist eine Funktion von A nach B,
also einfach f ist eine funktionale Relation von A nach B.

UBUNGSAUFGABEN 5.4.

(1) Welche der folgenden Relationen sind Funktionen von N nach R? Begriinden Sie Ihre Antwort,
und geben Sie jene Relationen, die Funktionen sind, auch in der Form

N — R
T

an.

(a) f
(b) g
(c) h

DEFINITION 5.5 (Einschrankung). Seien A, B Mengen, sei T" eine Teilmenge von A, und sei f
eine Funktion von A nach B. Mit f|r bezeichnen wir die Funktion, die durch

f . T — B
t — f(t)

gegeben ist. Sie heifit Einschrinkung von f auf T

(3,2) | 2 € R} N (N x R).
(x —1)(xz—2), ) | z € R} N (N x R).
(a,b) ENxR|b=2}.

{
{
{

Es gilt also flr ={(z,y) € f |z €T} = fN(T x B).

DEFINITION 5.6. Seien A, B Mengen. Mit B4 bezeichnet man die Menge aller Funktionen von
A nach B. Genauer:
A={feP(AxDB)|f:A— B}

SATZ 5.7. Seien n,m € N, und sei A= {1,...,m}, B :={1,...,n}. Dann hat B* genau n™
Elemente.

Beweisskizze: Um zu zihlen, wieviele Funktionen f von {1,...,m} nach {1,... n} es gibt,
beobachten wir, dass wir n Moglichkeiten fiir f(1), n Moglichkeiten fiir f(2), ..., und n
Moglichkeiten fiir f(m) haben. Insgesamt gibt es also n™ Funktionen. O
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3. Definitions- und Wertebereich

DEFINITION 5.8. Seien A, B Mengen, und sei f eine Funktion von A nach B. Dann heifit A
auch der Definitionsbereich von f. Der Wertebereich von f ist die Menge {f(a) | a € A}.

Den Wertebereich von f bezeichnet man auch als Bildbereich von f. Der Wertebereich einer
Funktion von A nach B enthilt also jene Elemente in B, die tatséchlich als Funktionswert
auftreten. Er muss nicht gleich der ganzen Menge B sein. Wenn f eine Funktion von A nach
B ist, so bezeichnen wir B auch als einen Wertevorrat oder eine Zielmenge von f.

DEFINITION 5.9. Seien A, B Mengen, und sei f eine Funktion von A nach B. Sei T'C A. Dann
bezeichnen wir mit f[T] die Bildmenge von T unter f, die wir mit

I =A{f@)[teT}

definieren.

Wenn keine Verwechslungen mdoglich sind, so schreibt man auch f(7) anstelle von f[T]. Fiir
die Sinusfunktion sin von R nach R ist der Wertebereich also das Intervall [—1, 1]. Aulerdem

gilt sin[{n - § | n € N}] = {1, —\/75,07 \/757 1}.

SATZ 5.10. Seien A, B Mengen, und sei f eine Funktion von A nach B. Seien C; D C A. Dann
qilt

(1) fF(CUD) = f(C)U[f(D),
(2) f(C€ND)C f(C)N f(D).

UBUNGSAUFGABEN 5.11.

(1) Beweisen Sie Satz 5.10.
(2) Finden Sie ein Beispiel, fur das f(C N D) # f(C)N f(D) ist.

DEFINITION 5.12. Seien A, B Mengen, und sei f eine Funktion von A nach B.

(1) Die Funktion f ist injektiv, wenn
Veye A flx)=fly)=v=y

gilt.
(2) Die Funktion f ist surjektiv auf B, wenn es fiir alle b € B ein a € A gibt, sodass
f(a) = b

(3) Die Funktion f ist bijektiv von A nach B, wenn sie injektiv und surjektiv auf B ist.

Die Funktion f ist also injektiv, wenn es kein z,y € A mit « # y und f(z) = f(y) gibt.
Wenn fiir eine Funktion f : A — B klar ist, welches B gemeint ist, sagt man oft einfach ,, f
ist surjektiv® anstelle von ,, f ist surjektiv auf B“. Im folgenden arbeiten wir darauf hin, die
Wirkung einer Funktion wieder riickgéngig zu machen, also, wenn moglich, aus dem Bild f(x)
einer Funktion das Argument x zu rekonstruieren.

SATZ 5.13. Seien A, B Mengen, und sei f eine Funktion von A nach B. Sei
gi={(bha)e Bx Al (a,b)€ fh
Dann sind dquivalent:

(1) g ist eine Funktion von B nach A.
(2) f ist eine bijektive Funktion von A nach B.
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Beweis: (2)=-(1): Sei b € B. Wir zeigen, dass es genau ein a € A gibt, sodass (b,a) € g. Da
f bijektiv ist, gibt es ein a € A mit f(a) = b, also mit (a,b) € f. Dann gilt (b,a) € g, und
wir haben ein geeignetes a € A gefunden. Wir zeigen nun, dass es hochstens ein a € A mit
(b,a) € g gibt. Seien ay,as € A so, dass (b,a;) € g und (b, as) € g. Dann gilt (a;,b) € f und
(ag,b) € f, also b = f(a1) = f(ay). Da f injektiv ist, gilt a3 = as. (1)=-(2): Wir zeigen als
erstes, dass f injektiv ist. Seien aj,as € A mit f(a1) = f(ag). Also gilt (aq, f(a1)) € f und
(as, f(az)) € f, und somit (f(a1),a1) € g und (f(az2),a2) € g. Da g eine Funktion ist, muss
wegen f(a;) = f(ag) also auch a; = ap gelten. Somit ist f injektiv. Wir zeigen nun, dass f
surjektiv ist. Sei dazu b € B. Da g eine Funktion ist, gibt es ein a € A mit (b, a) € ¢g. Somit gilt
(a,b) € f, und folglich f(a) = b. Also liegt b im Wertebereich von f. Somit ist f surjektiv. [

DEFINITION 5.14. Seien A, B Mengen, und sei f eine bijektive Funktion von A nach B. Die
Funktion g : B — A mit g = {(b,a) € B x A| f(a) = b} heifit die zu f inverse Funktion oder
Umbkehrfunktion von f, und wird mit f~! abgekiirzt.

Die gleiche Schreibweise, f~!, verwendet man auch fiir etwas anderes:

DEFINITION 5.15. Seien A, B Mengen, und sei f eine Funktion von A nach B. Sei D C B.
Dann bezeichnet man mit f~![D] (oder f~(D)) die Menge, die durch
fD)={a € A| f(a) € D}

gegeben ist, und man nennt f~[D] das Urbild von D unter f.

4. Familien und Folgen

Wir kénnen es bestimmt nicht besser formulieren als P. Halmos [Hal76, S. 48].

Gelegentlich wird der Wertebereich einer Funktion fiir wichtiger gehalten als
die Funktion selbst. In einem solchen Falle werden Terminologie und Notation
stark veréndert. Sei zum Beispiel x eine Funktion von einer Menge [ in eine
Menge X. [...] Wir wollen jetzt ein Element des Definitionsbereiches I einen
Index und I selbst die Indexmenge nennen; der Wertebereich der Funktion x
soll indizierte Menge und die Funktion selbst Familie heiflen; der Wert der
Funktion an einer Stelle ¢, Term der Familie genannt, wird (anstelle von z (7))
nun x; geschrieben.

DEFINITION 5.16. Seien I, X Mengen, und sei x eine Funktion von I nach X. Wir schreiben
x; fur z(i). Wir definieren nun (x; | ¢ € I) durch

(g |iel) ={(i,z;) | i€}
Es gilt also x = (x; | i € I).

Fiir (z; | ¢ € I) schreibt man auch (z;);c;. Wenn f eine Funktion von A nach B, und C eine
Teilmenge von A ist, schreibt man

{(f(c) | c € C) oder (f(¢))ecc
fiir die Menge {(c, f(¢)) | c € C}.

DEFINITION 5.17. Sei A eine Menge, sei n € N, und seien ay,...,a, € A. Mit dem n-Tupel
(ay,...,a,) meinen wir die Familie (a; | i € {1,...,n}).

Eine mit der Menge I indizierte Familie (a;);c; aus der Menge X ist also eine Funktion von
I nach X. Familien mit Indexmenge N oder Ny heiflen auch Folgen, Familien mit Indexmenge
{1,...,n} auch Tupel oder (endliche) Folgen. Ein n-Tupel (a4, ...,a,) sehen wir also als eine
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mit der Indexmenge {1,...,n} indizierte Familie an. Das n-Tupel (aq,...,a,) schreiben wir
auch als (ai,...,a,); dass jetzt (a,b) zwei verschiedene (aber in der Praxis sehr #&hnliche)
Bedeutungen haben kann, stort meist nicht.

DEFINITION 5.18. Sei A eine Menge, und sei n € N. Mit A" bezeichnen wir die Menge aller
n-Tupel aus A, also

A" = {{ay,...,an) | a1,...;a, € Ay ={f | f:{L,...,n} = A}.
DEFINITION 5.19. Sei (X;);es eine mit [ indizierte Familie von Mengen. Dann ist

[[Xi={a:T=J{Xiliel} | Viel:x(i)e X}
iel
= {(zi)ier | (x;)ies ist eine Familie mit Vi € [ : z; € X;}.

Wenn alle X; die gleiche Menge X sind, erhélt man [[,., X; = X I, Die Menge der reellen
Zahlenfolgen ist also zum Beispiel genau die Menge RY.

Jetzt konnen wir noch ein Axiom der Mengenlehre angeben, das nicht aus den anderen Axiomen der
Mengenlehre folgt. Es hat so iiberraschende Konsequenzen, dass man seine Verwendung, im Unter-
schied zur Verwendung der anderen Axiome der Mengenlehre, manchmal explizit macht, und etwa
schreibt: unter Verwendung des Auswahlaxioms gilt“.

AxioMm 5.20 (Auswahlaxiom). Sei I eine Menge, und sei (X;);e;r eine Familie von Mengen. Wir
nehmen an, dass fir alle i € I die Menge X; nicht leer ist. Dann ist auch [];c; Xi nicht leer.
In einer anderen Formulierung:

Sei (X;)ier eine Familie von nichtleeren Mengen. Dann gibt es eine Funktion f mit
Definitionsbereich I, sodass fiir alle i € I : f(i) € X; gilt.

Ein solches f heifit auch Auswahlfunktion; daher der Name Auswahlaziom.

Im Jahr 1937 zeigte K. Godel': wenn die iiblichen Axiome der Mengenlehre widerspruchsfrei sind, so
sind auch die Axiome zusammen mit dem Auswahlaxiom widerspruchsfrei. Das Auswahlaxiom bringt
also keine ,neuen® Widerspriiche. Im Jahr 1963 zeigte P. Cohen?, dass man auch das Gegenteil des
Auswahlaxioms, also die Existenz einer Familie nichtleerer Mengen, fiir die es keine Auswahlfunktion
gibt, annehmen kann, ohne dadurch neue Widerspriiche zu erhalten. Wenn also die iiblichen Axiome
der Mengenlehre widerspruchsfrei sind, so sind auch die Axiome zusammen mit der Negation des
Auswahlaxioms widerspruchsfrei. Das Auswahlaxiom ist also unabhingig von den anderen Axiomen
der Mengenlehre; seine Wahrheit wird von den anderen Axiomen nicht bestimmt. Legt man nur
die iiblichen Axiome der Mengenlehre zu Grunde, liegt das Auswahlaxiom also im , gesetzlich nicht
geregelten Raum“. Wir werden das Auswahlaxiom als giiltig voraussetzen.

UBUNGSAUFGABEN 5.21.

(1) (Funktionen) Fiir eine Funktion f : X — Y und A C X schreiben wir f[A] fiir {f(a) |a € X}.
Fiir welche Funktionen gilt, dass fiir alle Teilmengen A, B von X die Menge f[A N B] gleich
f[A] N f[B] ist?

5. Hintereinanderausfiihrung von Funktionen

DEFINITION 5.22. Seien A, B,C' Mengen, sei f eine Funktion von A nach B, und sei g eine
Funktion von B nach C'. Wir definieren g o f durch
gof : A — (C
a — g(f(a)).

IKurt Godel, 1906-1978
2Paul Cohen, 1934-2007
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Die Funktion g o f heifit die Hintereinanderausfiihrung oder funktionale Komposition von f
und ¢g. Man spricht ,,g nach f“ fiir g o f.

SATZ 5.23 (Assoziativitdt der Hintereinanderausfiihrung). Seien A, B,C, D Mengen, und sei
f:A—=B,g:B—C,h:C— D. Dann gilt (hog)o f=ho(go f).

Beweis: Zwei Funktionen o und /3 sind genau dann gleich, wenn sie den gleichen Definitionsbe-
reich haben, und fiir alle z aus dem Definitionsbereich gilt, dass a(x) = (). Sei also = € A.

Dann gilt ((hog)o f)(z) = (hog) (f(x)) = h(g(f(x)) = h((go f)(z)) = (ho(ge f)) (x). O

SATZ 5.24 (Hintereinanderausfiihrung und inverse Funktion). Seien A, B Mengen, sei [ eine
bijektive Funktion von A nach B, und sei f~' :={(b,a) € B x A| (a,b) € f} die zu f inverse
Funktion. Dann gilt f~'o f =id4 und fo f~! =idp.

Beweis: Sei a € A. Dann gilt (a, f(a)) € f, und somit (f(a),a) € f~1. Also gilt f~*(f(a)) =
Sei nun b € B, und sei a € A so, dass f(a) = b. Dann gilt (a,b) € f und somit (b,a) € f
Also gilt b = f(a) = f(f71(D)). D

SATZ 5.25. Seien A, B,C Mengen, sei [ eine Funktion von A nach B, und sei g eine Funktion
von B nach C.

(1) Wenn go f surjektiv auf C' ist, so ist auch g surjektiv auf C.
(2) Wenn go f injektiv ist, so ist auch f injektiv.

Beweis: (1) Sei ¢ € C. Da g o f surjektiv ist, gibt es a € A, sodass g(f(a)) = ¢. Dann belegt
b:= f(a), dass es ein b € B gibt, sodass g(b) = ¢. Somit ist g surjektiv. (2) Seien a;,a2 € A
so, dass f(ay) = f(az2). Dann gilt auch g(f(a1)) = g(f(az)). Da g o f injektiv ist, erhalten wir
a; = ay. Somit ist f injektiv. O

UBUNGSAUFGABEN 5.26.

(1) Finden Sie Mengen A, B, C, eine Funktion f : A — B und eine Funktion g : B — C, sodass
g surjektiv und g o f nicht surjektiv ist.

(2) Finden Sie Mengen A, B,C' und f : A — B, g : B — C, sodass f injektiv und g o f nicht
injektiv ist.

(3) Finden Sie Mengen A, B,C und f: A — B, g : B — C, sodass g o f surjektiv und f nicht
surjektiv ist.

(4) Finden Sie Mengen A, B,C und f: A — B, g : B — C, sodass g o f injektiv und ¢ nicht
injektiv ist.

Mit id4 bezeichnen wir die Funktion von A nach A mit id4(z) = « fiir alle 2 € A.

SATz 5.27. Seien A, B Mengen, sei f eine Funktion von A nach B, und seien l,r Funktionen
von B nach A. Wenn lo f =idy und f or =idp, so ist f bijektiv, und es gilt | = r = f~1.

Beweis: Nach Satz 5.25 ist f bijektiv. Es gilt also [ = loidg =lo (fo f™)=(lof)o f7l =
idpoft=f1tundr=idaor=(fltoflor=f"ro(for)=floidg=f1 O

SATZ 5.28. Seien A, B,C' Mengen, sei f eine bijektive Funktion von A nach B, und sei g eine
bijektive Funktion von B nach C. Dann ist go [ eine bijektive Funktion von A nach C, und es

gilt (go f)~' = flog™".

Beweis Es gilt (go f)o(flo ) =
(fTteghol(go f)=(f to ( °g))
Satz 5.27, dass f~log™' = (go f)7L.

o(idgog™!)=gog ! =idc und
1 f id4. Somit gilt wegen
O

) =go
fZ(ffloidB) of=
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6. Permutationen und Signatur

Fiir n € N kiirzen wir in diesem Abschnitt die Menge {1,2,...,n} mit n ab.

DEFINITION 5.29. Eine Permutation von n ist eine bijektive Abbildung von n nach n.

Wir verwenden fiir Permutationen verschiedene Schreibweisen: Seien aq, ..., a, paarweise ver-
schiedene Elemente aus n. Mit
1 2 ... n
( a; az ... Qp )

kiirzen wir die Funktion f mit f(i) = q; fiir i € n ab.

Bestimmte Permutationen bezeichnet man als Zyklen. Seien k € N und ¢4, ...,7;, paarweise
verschiedene Elemente aus n. Dann ist f := (4143 ... i) die Abbildung mit f(i,) = 7,4 fiir
re{l,....,k—1}, f(ix) =4, und f(j) = j fiir j € n\ {i1,4s,...,4}. Diese Abbildung ist ein
Zyklus der Linge k. Ein Zweierzyklus, also ein Zyklus der Lange 2, heifit auch Transposition.

Die Operation o ist die Hintereinanderausfithrung von Permutationen: es gilt etwa (12)o(13) =
(132). Manchmal lassen wir das Zeichen o weg und schreiben (12)(13) = (132). Mit S,
bezeichnen wir die Menge aller Permutationen von n.

DEFINITION 5.30. Sein € N und f € S,. Mit F(f) bezeichnen wir die Menge der Fehlstellen
von f, und definieren sie als

F(f)={Gj)enxn|i<jund f(i) > f(j)}.
Die Signatur von f ist definiert durch
sen(f) = (—1)FOI
SaTz 5.31 (Multiplikativitat der Signatur). Seien n € N und f,g € S,,. Dann gilt
sgn(f o g) = sgn(f) - sgn(g).

Beweis: Seien die Mengen B, C, D definiert durch

B = {(i,j)enxn|i<jundg(i) <g(j) und f(g(z)) > f(g(5))},
C = {(i,j) €nxn|i<jundg(i) > g(j) und f(g(i)) < f(9(j))},
D = {(i,j) €nxn |i<jundg(i) > g(j) und f(g(i)) > f(9(5))}-
Es gilt F(fog) =BUD und F(g) = CUD. Wir bestimmen nun F(f) und definieren dazu [
und J durch
I = {(9(1),9(5)) | (i.) € B},
J = {9(),9(0) | (1)) € C}.
Wir zeigen als Néchstes:
F(f)y=TUJ. (5.1)

C: Sei (i,7) € F(f). Seien a,b € n so, dass g(a) =i und g(b) = j.

1.Fall: a < b: Dann gilt @ < b, wegen i < j auch g(a) < g(b), und wegen (i,j) € F(f) auch
f(@) > f(4), also f(g(a)) > f(g(b)). Folglich gilt (a,b) € B, und somit (i, j) = (g(a), g(b)) € I.

2. Fall: a > b: Dann gilt b < a, wegen i < j auch g(b) > g(a), und da (i, j) eme Fehlstelle ist,
auch f(g(b)) < f(g(a)). Somit gilt (b,a) € C und damit (4, j) = (g(a), g(b)) €

D: Sei (i,7) € TUJ.

)
1. Fall: (i,7) € I: Dann gibt es (a,b) € B, sodass g(a) =i und g(b) = j. Wegen (a,b) € B gilt
g(a) < g(b) und f(g(a)) > f(g(b)). Somit gilt (g(a), 9(b)) € F(f), also (i, ) € F(f).
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2. Fall: (i,j) € J: Dann gibt es (a,b) € C mit i = g(b) und j = g(a). Wegen (a,b) € C
gilt g(a) > g(b) und f(g(a)) < f(g(b)). Dann ist (g(b), g(a)) eine Fehlstelle von f, also gilt
(i,5) € F(f).

Das beweist (5.1).

Es gilt INJ = @: Sei (a,b) € I N J. Dann gibt es wegen (a,b) € I ein Paar (i1, j;) € B mit
(a,b) = (9(ir), 9(71)), und wegen (a,8) € J ein Paar (iz, j2) € C mit (a,b) = (g(j2), 9(i2)).
Wegen der Injektivitédt von g gilt i1 = jo und j; = is. Da 41 < ji, gilt jo < 79, im Widerspruch
zu (ig, jo) € C.

Also gilt |F(f)| = |I] + |J|. Die Injektivitiat von g liefert |B| = |I] und |C| = |.J|. Folglich gilt
[F(H) = 1Bl +]C].
Somit gilt

= (~)IF (—ir

= (1)

_ (- 1)\B\+|D\
= (-

SATZ 5.32. Fir alle i,j € n mit i # j gilt sgn((ij)) =

Beweis: Fiir den Fall, dass ¢ = 1 und j = 2 bestimmen wir
sen((12)) = (-1 O = (-1)! = -1
Seien nun 4,7 € n mit i # j, sei 7 := (ij), und sei f eine Permutation mit f(1) = i und

f(2) = 7. Dann gilt
(ij) = 2) 0

o(1
Sei dazu € n. Wenn z ¢ {i, 7}, so gilt f~ ( ) {1, 2} und somit 7(f~ ( )) = f1(z), also
f(r(f~Y(x))) = x. Ausserdem gilt fo (12)o f7' (i) = j und fo (12)o f71(j) = 4. Also gilt

wegen Satz 5.31
sgn((ij)) = sgn(f)* - sgn((12)) = —1.

SATZ 5.33. Seim € N, a,b € Ny, 7,5 € m, und sei o € S,,.

(1) o ist ein Produkt von endlich vielen Transpositionen. (Das Produkt von 0 Transposi-
tionen definieren wir dabei als id.)

(2) Fiir alle Transpositionen py,...,pq und Ty,..., T, Mit 0 = p; 0 -+ 0P, =T{ O---0T
teilt 2 die Differenz a — .
(3) Fiir n € N und paarweise verschiedene iy, ..., i, € {1,...,m} gilt

sen((iy iy ... i,)) = (—=1)"*

Beweis: (1) Sei
M(o) :=max({0} U{k € {1,...,m} | o(k) # k}).

Wir zeigen nun mit Induktion nach n, dass alle Permutationen mit M (o) = n Produkt von
Transpositionen sind. Fiir n = 0 gilt o = id; ¢ ist dann also das Produkt von 0 Transpositionen.
Sei nun n > 1, und sei o so, dass M (o) = n. Sei k := o(n). Es gilt k < n. Sei p := (kn)oo.
Es gilt p(n) = n und p(r) = r fiir alle r > n. Also gilt M(p) < n. Somit gibt es nach
Induktionsvoraussetzung Transpositionen 7y, ..., 7 mit p =7 0---07. Also gilt 0 = (k n)~ 1o
To---om = (kmn)or o---om7. Somit ist o ebenfalls ein Produkt von Transpositionen.
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(2) Die Signatur von o ist (—1)* = (—1)°.

(3) Es gilt (i1 42 ... 4,) = (i1 4n) © (i1 42 ..., in_1), somit folgt die behauptete Gleichheit
durch Induktion nach n daraus, dass Transpositionen die Signatur —1 haben und die Signatur
multiplikativ ist. O

SATZ 5.34. Sei m > 2, und seien 1,7 € m mit i < j. Sei

Ap i ={f €Sy | sgn(f) =1},
und sei (i j)oAn, :={(i j)of | f € An}. Dann gilt Ap,N((i j)oAn) = @ und A, U((i j)oA,,) =
S auflerdem ist p 1 Ay — (i j) o Ay, = (i j) o f bijektiv.

Beweis: Alle Elemente in A,, haben Signatur 1, alle Elemente in (i j)o A,, haben Signatur —1,
folglich ist ihr Schnitt leer.

Sei nun f € S,,. Wenn sgn(f) = 1, so liegt f in A,,. Wenn sgn(f) = —1, so gilt f = (i j) o
(i j)o f,und da (i j) o f in A,, liegt, gilt f € (i j) o A,.

Um die Bijektivitdt von ¢ zu zeigen, definieren wir ¢ : (i j) o A,, = A, f+— (i j) o f. Dann
gilt 1 o =idy,, und p o ¢ = id; j)0a,,, folglich ist ¢ bijektiv. O
UBUNGSAUFGABEN 5.35.

(1) Der Beweis von Satz 5.33 (1) liefert eine Zerlegung von (:1,) 23628 g) in ein Produkt von
Transpositionen. Geben Sie diese Transpositionen an!

(2) Seien f,g € Sp,. Sei F': Sy, — Sm, h— fohog. Zeigen Sie, dass F' bijektiv ist.

(3) Sei F : Sy, — S, F(0) := 071 fiir 0 € S,,. Zeigen Sie, dass F bijektiv ist.



KAPITEL 6

Relationen

1. Aquivalenzrelationen

Wir nennen eine Relation von A nach A auch eine Relation auf A.

DEFINITION 6.1. Sei p eine Relation auf A.

(1) p ist reflexiv, wenn fiir alle a € A gilt: (a,a) € p.

(2) p ist transitiv, wenn fiir alle a,b,c € A gilt: wenn (a,b) € p und (b, c) € p, so gilt auch
(a,c) € p.

(3) p ist symmetrisch, wenn fiir alle a,b € A gilt: wenn (a,b) € p, so gilt auch (b,a) € p.

DEFINITION 6.2. Sei p eine Relation auf A. Die Relation p ist eine Aquivalenzrelation auf A,
wenn sie reflexiv, transitiv und symmetrisch ist.

DEFINITION 6.3. Sei p eine Aquivalenzrelation auf A, und sei a € A. Die Aquivalenzklasse von
a beziglich p wird mit [a], oder a/p abgekiirzt, und ist definiert durch

a/p:={be Al (a,b) € p}.
Eine Teilmenge C von A ist eine Aquivalenzklasse von p, wenn es ein a € A gibt, sodass
C =a/p.

LEMMA 6.4. Sei p eine Aquivalenzrelation auf A, und seien a,b € A. Wenn (a,b) € p, so gilt
[a], = [b],-

Beweis: Sei ¢ € [a],. Dann gilt (a,c) € p. Wegen der Symmetrie von p gilt auch (b,a) € p, und
somit wegen der Transitivitdt von p auch (b,c) € p. Somit gilt ¢ € [b],. Sei nun ¢ € [b],. Dann
gilt (b, ¢) € p und somit wegen (a,b) € p und der Transitivitdt von p auch (a,c) € p, und somit
c € [a],. O

UBUNGSAUFGABEN 6.5.

(1) Sei p eine Aquivalenzrelation auf A, und seien a,b € A. Zeigen Sie, dass folgende Aussagen
dquivalent sind:

(a) (a,b) € p.
(b) [al, = [b],.
() a€ [,

(d) lal, N [b], # 2. .
(2) Geben Sie ein Beispiel fiir eine Aquivalenzrelation auf A := {2,3,4,5} an. Geben Sie die
Relation in der Form p = {...} an!

2. Partitionen

DEFINITION 6.6. Sei A eine Menge. Eine Teilmenge P von P(A) ist eine Partition von A, wenn

(1) fur alle P P : P # @,

@) ([P PeP}=A4,
(3) ﬁirallePl,PgEPmitPlséngiltPlﬂszg.
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Wenn P eine Partition von A ist, so gibt es fiir jedes a € A genau ein P € P, sodass a € P.

DEFINITION 6.7. Sei p eine Aquivalenzrelation auf A. Die Faktormenge von A modulo p ist die
Menge A/p = {[a], | a € A}.

SATZ 6.8. Sei p eine Aquivalenzrelation auf A. Dann ist die Faktormenge von A beziiglich p
eine Partition von A.

Beweis: Sei P € A/p. Dann gibt es ein a € A, sodass P = [a], = {b € A | (a,b) € p}. Wegen
der Reflexivitét von p gilt (a,a) € p, und folglich a € [a],, also a € P. Somit gilt P # @.

Wir zeigen nun, dass jedes a € A Element eines Elementes von A/p ist. Sei dazu a € A. Dann
gilt wegen der Reflexivitdt von p, dass a € [a],. Somit ist a Element eines Elementes von A/p,
némlich von [a],.

Seien nun P, () € A/p. Seien a,b € A so, dass P = [a], und @ = [b],. Wir nehmen nun an,
dass PN Q) # @. Es gibt dann also ein ¢ € A mit ¢ € P und ¢ € Q. Also gilt wegen ¢ € [a],
auch (a, c) € p, und wegen c € [b], auch (b, c) € p. Wegen der Symmetrie von p gilt daher auch
(¢,b) € p, und daher, wegen der Transitivitét von p, auch (a,b) € p. Somit gilt nach Lemma 6.4
auch P = Q. O

SATZ 6.9. Sei A eine Menge, und sei P eine Partition von A. Dann ist
p:={(a,b) e AXxA|IPEP :acP undbec P}
eine Aquivalenzrelation auf A.

DEFINITION 6.10. Sei A eine Menge, und sei p eine Aquivalenzrelation auf A. Eine Teilmenge
R von A ist ein Reprdsentantensystem von A modulo p, wenn fiir alle a € A die Menge [a], N R
genau ein Element enthélt.

3. Zahlen als Aquivalenzklassen

Mithilfe von Aquivalenzrelationen kénnen wir aus den natiirlichen Zahlen die ganzen Zahlen
konstruieren. Sei
M = ND X No.

Das Paar (a, b) soll a — b beschreiben. Dann sollen (a, b) und (¢, d) die gleiche Zahl beschreiben,
wenn a — b = ¢ — d, also wenn a + d = ¢ + b. Daher definieren wir eine Aquivalenzrelation &
durch

((a,b),(c,d)) €d:=a+d=c+b.
Diese Relation ist reflexiv: Sei (z,y) € M. Dann gilt z +y = = + y, also ((z,y), (z,y)) € 4.
Sie ist symmetrisch: Sei ((a, b), (c, d)) € 6. Dann gilt a +d = ¢+ b, also ¢+ b = a + d, und
somit ((c,d), (a,b)) € . Sie ist transitiv: Seien ((a,b), (¢c,d)) € § und ((c,d), (e, f)) € 6. Dann
git a+d=c+bundc+ f=e+d Alsogilt a+d+c+ f =c+b+ e+ d Somit gilt
a+ f=e+b,also ((a,b), (e, f)) € 6. Wir definieren nun Z als die Faktormenge M/§. Nun ist
{(n,0) | n € No} U{(0,n) | n € N} ein Représentantensystem von M modulo 6. Fiir n € N
kiirzen wir die Klasse (0,n)/6 mit —n ab. Fir die Klasse (n,0)/d schreiben wir einfach +n.
Dann gilt Z = {-3,—-2,—-1,40,+1,+2,+3,...}.

Auch fiir die Einfithrung der rationalen Zahlen verwenden wir eine Aquivalenzrelation. Dabei
kldren wir zum Beispiel auch, ob 3 = 2 gilt. Sei A := Z x (Z\ {0}), und sei ((§),(3)) € p

genau dann, wenn ad = be. Dann ist p eine Aquivalenzrelation, und R := {(¢) € A | b >
0, ggT(a,b) = 1} ist ein Représentantensystem. Die Faktormenge A/p bezeichnet man als die
Menge der rationalen Zahlen. Fiir [(§)], schreibt man ¢. Da 2 = [()], = [($)], = £, gilt

also wirklich % = g. Den Représentanten aus R eines Bruchs bezeichnet man als seine gekiirzte
Darstellung.
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UBUNGSAUFGABEN 6.11.

(1) Geben Sie die Partition P der Menge M = {1,2,3} an, die von der Aquivalenzrelation
a=1{(1,1),(2,2),(3,3),(1,3),(3,1)} induziert wird.

(2) Geben Sie die Aquivalenzrelation 8 auf M = {1,2,3,4} an, die die Partition P = {{1}, {2,4},
{3}} induziert.

4. Ordnungsrelationen

DEFINITION 6.12. Sei M eine Menge, und sei p eine Relation auf M. Die Relation p ist anti-
symmetrisch, wenn fiir alle z,y € M mit (z,y) € p und (y,x) € p gilt: © = y.

DEFINITION 6.13. Sei M eine Menge, und sei p eine Relation auf M. Die Relation p ist eine
Ordnungsrelation, wenn sie reflexiv, transitiv und antisymmetrisch ist.

DEFINITION 6.14. Sei M eine Menge, und sei < eine Ordnungsrelation auf M. Die Relation <
ist linear (oder total) wenn fiir alle x,y € M gilt, dass © < y oder y < x.

Ein Paar (M, <) aus einer Menge und einer Ordnungsrelation bezeichnen wir als geordnete
Menge. Wir schreiben auch a < b, wenn a < b und a # b.

DEFINITION 6.15. Sei (M, <) eine geordnete Menge, und sei a € M.

(1) a ist ein kleinstes Element von M, wenn fiir alle b € M gilt: a < b.

(2) a ist ein minimales Element von M, wenn es kein b € M mit b < a gibt.

(3) Sei T eine Teilmenge von M, und sei m € M. Das Element m ist eine untere Schranke
fir T, wenn fiir alle t € T gilt: m < t. (Eine untere Schranke kann, aber muss nicht,
in T liegen.)

(4) a is ein gréfites Element von M, wenn fiir alle b € M gilt: b < a.

(5) Sei T' eine Teilmenge von M, und sei z € M. Dann ist x ein Infimum von T', wenn z
ein grofites Element der Menge U aller unteren Schranken von T ist. (Es kann auch
Teilmengen T geben, die kein Infimum besitzen.)

(6) a ist ein mazximales Element von M, wenn es kein b in M mit a < b gibt.

(7) Sei T eine Teilmenge von M, und sei m € M. Das Element m ist eine obere Schranke
fiir T, wenn fiir alle t € T gilt: t < m.

(8) Sei T eine Teilmenge von M, und sei x € M. Dann ist = ein Supremum von T', wenn
z ein kleinstes Element der Menge O aller oberen Schranken von T ist. (Es kann auch
Teilmengen T' geben, die kein Supremum besitzen.)

Eine geordnete Menge (M, <) hat hochstens ein kleinstes Element. Jedes kleinste Element ist
minimal.
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KAPITEL 7

Die Michtigkeit von endlichen Mengen

1. Definition der Maichtigkeit

In diesem Kapitel geht es darum, die Anzahl der Elemente einer Menge zu bestimmen.

DEFINITION 7.1. Sei M eine Menge. Die Menge M ist endlich, wenn es ein n € Ny und eine
bijektive Funktion f : {x € N |1 < 2 < n} — M gibt. Eine Menge, die nicht endlich ist, ist
unendlich.

Wenn f : {1,2,...,n} — M bijektiv ist, so gilt M = {f(1), f(2),..., f(n)}. Wir kiirzen
{1,2,...,n} auch mit n ab.

DEFINITION 7.2. Sei M eine endliche Menge. Die Anzahl der Elemente von M (oder die
Michtigkeit oder die Kardinalitit von M) ist jenes n € Ny, fiir das es eine bijektive Abbil-
dung von {1,2,...,n} nach M gibt. Wir schreiben n = |M| = #M.

Da es fiir n # m keine bijektive Abbildung von {1,2,...,n} nach {1,2,...,m} gibt, ist die
Kardinalitiat einer endlichen Menge damit eindeutig bestimmt.

DEFINITION 7.3. Seien A, B Mengen. Wir sagen, dass A und B gleichmdchtig sind (A ~ B),
wenn es eine bijektive Funktion von A nach B gibt.

2. Grundlegende Abzihlprinzipien

Eine Moglichkeit, die Kardinalitéit einer Menge zu bestimmen, ist, eine Bijektion zu einer Menge
bekannter Kardinalitéit zu finden:

SATZ 7.4. Seien A eine Menge und n € Ng mit #A = n. Sei B eine Menge, fir die es eine
bijektive Abbildung g : A — B gibt. Dann gilt #B = n.

SATZ 7.5. Seien A, B endliche Mengen und m := #A, n:= #B. Dann gilt #(A x B) = mn.

Beweisskizze: Seien fyu : A — m und fg : B — n bijektiv. Dann ist g : A X B — mn,
g(a,b) := (fala) — V)n+ fp(b) fiir (a,b) € A x B bijektiv. O

SATZ 7.6. Seien A, B endliche Mengen mit AN B = &. Sei m = #A, n .= #B. Dann gilt
#(AUB)=m+n.

Beweisskizze: Seien fa : A — m und fg : B — n bijektiv. Dann ist ¢ : AU B — m +n,

g := faU{(b, fg(b) +m) | b € B} bijektiv. O

3. Variationen

SATZ 7.7. Seien A, B endliche Mengen, und sei m := #A, n := #B. Dann gilt #(B*) = n™.
66
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Beweis: Induktion nach m. Fiir m = 0 gilt A = @, und somit B4 = {@}, also #(B%) = 1.
Sei nun m > 1, und sei a € A. Die Menge B\ hat nach Induktionsvoraussetzung n’ !
Elemente. Die Abbildung
v : B — BMNMIxB
[ (flaay fa))

ist bijektiv; ihre Umkehrung ist

¢ : BpMIxB — BA
(£,0) — fU{(a;b)}

Die Menge BAM® x B hat wegen der Induktionsvoraussetzung n™! - n Elemente. Also hat
auch B4 genau n™ Elemente. 0

Die Zahl n™ ist also die Anzahl der Moglichkeiten, eine Folge der Lénge m aus einer n-
elementigen Menge auszuwéhlen. Dabei darf das gleiche Element mehrmals vorkommen, und
die Reihenfolge, in der die Elemente ausgewéhlt werden, ist wesentlich. Man nennt n™ daher
auch die Anzahl der Variationen von n Elementen der Ldnge m. Als néchstes iiberlegen wir, in
wievielen Variationen jedes Element hochstens einmal auftritt. Dazu definieren wir die fallenden
Faktoriellen.

DEFINITION 7.8. Sei # € Z und n € Ny. Dann definieren wir 22 rekursiv durch 2% := 1 und
r2:=x- ((z —1)%=L) fiir n € N,

Es gilt also 2% = z(x — 1)(x — 2)...(x — n + 1). Diese Notation kollidiert leicht mit der
Definition m = {1,2,...,m}. Es wird stets aus dem Kontext klar sein, welche Bedeutung mit
dem Unterstreichen gemeint ist.

SATZ 7.9. Seien A, B endliche Mengen, und sei m := #A, n:= #B. Dann gilt #{f : A — B|
f st injektiv} = n™.

Beweis: Wir beweisen die Aussage durch Induktion nach m. Sei I(A,B) := {f : A —> B |
f ist injektiv}. Wenn m = 0, so gilt A = @ und I(A, B) = {@}, also #1(A, B) = 1 = n% Fiir
den Induktionsschritt sei m > 1. Im Fall n = 0 gilt |/(A, B)| = |@| = 02. Wir betrachten nun
den Fall n > 1. Wir wéahlen a € A. Es gilt

= J{ru{(an)} | fe1(A\{a}, B\ {b})}.

beB

Auf der rechten Seite werden n disjunkte Mengen vereinigt. Jede dieser n Mengen hat nach
Induktionsvoraussetzung (n — 1)2=L Elemente. Folglich hat (A, B) genau (n —1)%=L.p = pm
Elemente. [

Die Zahl n™ ist also die Anzahl der Moglichkeiten, eine Folge der Linge m aus einer n-
elementigen Menge so auszuwéhlen, dass kein Element mehrmals vorkommt. Die Reihenfolge,
in der die Elemente ausgew#hlt werden, ist wesentlich. Man nennt n™ daher auch die Anzahl
der Variationen von n Elementen der Ldnge m ohne Wiederholungen.

UBUNGSAUFGABEN 7.10.

(1) Seien A, B nichtleere Mengen, sei a € A und b € B. Fiir b1,bo € B bezeichnen wir mit
(bl b2) die bijektive Abbildung auf B, die durch 7 (bl 2) . B B mit T<b1 b2)(b1) = by,
]gbl b2)(b ) = b1, ]gbl b2)( ) =a fir z € B\ {b1,b2} gegeben ist. Fiir by # by ist Tgl’bQ) also

eine Transposition. Wir betrachten nun
® . I(A,B) — I(A \{a} B\ {b}) x B
ro— (Y s £@).
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und
U I(A\{a},B\{b}) x B — I(A,B)
(9.9) — 7”0 (gU{(a,0)}).
Zeigen Sie, dass ¢ und ¥ zueinander inverse Bijektionen sind. Hinweis: Berechnen Sie
U(D(f)) und ®(¥((g,v))) fir f € I(A,B), g€ I(A\{a},B\{b}) und y € B.
(2) Schlielen Sie aus dem vorigen Beispiel, dass fuer |A| = m und |B| = n gilt dass |I(A, B)| =

n™,
4. Kombinationen
DEFINITION 7.11. Seien m,n € Ny. Wir definieren m ! := m™ und den Binomialkoeffizienten
(5) =2
m m!’

SATZ 7.12. Seien m,n € Ny, und sei B eine Menge mit n Elementen. Dann hat B genau ()
Teilmengen mit m Elementen.

Beweis: Sei A :={1,2,...,m}, und sei
F:={(f, fl[A]) | f ist eine injektive Funktion von A nach B}.
Es gilt |F| = n™. Wir schreiben F' nun anders als
F={(9,T)|TCB,|T|=m,g:A—=T, g ist bijektiv}
= |J {@T)]g: A= T, gist bijektiv}.

TCB,|T|=m
Sei x die Anzahl der m-elementigen Teilmengen von B. Dann ist F' die Vereinigung von x

paarweise disjunkten Mengen, von denen jede Kardinalitdt m! hat. Es gilt also = - (m!) =
|F| = n™. O

Die Zahl () ist also die Anzahl der Mdglichkeiten, m verschiedene Elemente aus einer n-
elementigen Menge auszuwéhlen. Dabei ist die Reihenfolge, in der die Elemente ausgewahlt
werden, unwesentlich. Mann nennt () daher auch die Anzahl der Kombinationen von n Ele-
menten der Linge m ohne Wiederholungen.

SATz 7.13 (Binomischer Lehrsatz). Seien a,b € R und n € Ny. Dann gilt

n

(a+b)" =) (F)a""V".

=0

Beweis: Durch Ausmultiplizieren erhalten wir

(@t = > J[r@

fA{1,2,...,n}—{a,b} =1

S

MC{1,2,...,n}
=D (Da"0"
1=0

UBUNGSAUFGABEN 7.14.
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(1) Zeigen Sie, dass fiir alle n € Ny und m € N gilt, dass

("t = (m) + (m"1)-
Hinweis: Rechnen Sie die rechte Seite aus und heben Sie in beiden Summanden (n — 1)m=2
heraus.

(2) Erkldren Sie, wie die Rekursion aus dem vorigen Beispiel zum Pascalschen' Dreieck zur
Berechnung der Binomialkoeffizienten fiithrt. (Das Pascalsche Dreieck wurde auch von Omar
Chayyam (1048-1131), Yang Hui (1238-1298) und Nicold Tartaglia (1500-1557) er- bzw.
gefunden.)

5. Inklusions- und Exklusionsprinzip

Fiir disjunkte endliche Mengen A, B gilt |AU B| = |A|+ | B|. Das kann man auf nicht disjunkte
endliche Mengen durch |[AU B| = |A|+ |B| — |AN B| verallgemeinern. Fiir die Vereinigung von
n Mengen gilt folgender Satz:

SATz 7.15 (Inklusions- und Exklusionsprinzip). Seien Ay, ..., A, endliche Mengen. Dann gilt

U 4= ¥ o

1€{1,2,....,n} MC{1,2,...n}
M+

M4

jeM

Beweis: Sei B :=U,cqy .,y Ai- Wir definieren eine Funktion
X :P(B) x B— {0,1}.

Fir C C Bund b € B sei x(C,b) :=1wenn b € C, und x(C,b) := 0, wenn b ¢ C. Dann gilt

Yo DM A= Y G N A5 )

MCn jEM Men beB  jeM
M#o M#o
. (7.1)
= > > M) 450,
beB MCn JEM
M#%
Wir fixieren nun b € B und betrachten
Y DM 45.0),
MCn jEM
M#o
Wenn b in genau k der Mengen Ay, ..., A, vorkommt, so liegt b in genau (%) Schnitten von

zwei dieser Mengen, in genau (%) Schnitten von 3 dieser Mengen, und schlielich in genau (¥)

IBlaise Pascal (1623-1662)
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Schnitten von genau k dieser Mengen. Es gilt also

ORGP o PHPES It RN

MCn JEM i=1
M+42

Der letzte Ausdruck ist O fir £ = 0 und 1 fir £ > 1. Somit kénnen wir den letzten Ausdruck
von (7.1) so ausrechnen:

SN M) A0 = S (U 45.0)
beB MCn JjeM beB  jeM
M#2

U4

JjEM

6. Partitionen und Stirlingzahlen

Wir berechnen nun die Anzahl der Partitionen einer n-elementigen Menge in k Klassen. Dazu
brauchen wir die Stirlingzahlen 2. Art?.

DEFINITION 7.16. Fiir n, k € Ny definieren wir die Stirlingzahlen 2. Art S(n, k) rekursiv durch

S(0,0) =1,

S(0,k) =0 fir k € N,

S(n,0)=0 fir n € N,

Sin,k)=k-S(n—1,k)+Sn—-1,k—1) firn,keN.
Die folgende Tabelle gibt die Stirlingzahlen 2. Art an:

S(n,k) | k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=8 k=9 k=10 k=11 k=12
n=0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
n=1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
n=2 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
n=3 0 1 3 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
n=4 0 1 7 6 1 0 0 0 0 0 0 0 0
n=>5 0 1 15 25 10 1 0 0 0 0 0 0 0
n=6 0 1 31 90 65 15 1 0 0 0 0 0 0
n="1 0 1 63 301 350 140 21 1 0 0 0 0 0
n=8 0 1 127 966 1701 1050 266 28 1 0 0 0 0
n=9 0 1 255 3025 7770 6951 2646 462 36 1 0 0 0

n=10 0 1 511 9330 34105 42525 22827 5880 750 45 1 0 0

n=11 0 11023 28501 145750 246730 179487 63987 11880 1155 55 1 0

n=12 0 1 2047 86526 611501 1379400 1323652 627396 159027 22275 1705 66 1

SATZ 7.17. Sei A eine n-elementige Menge, und sei k € N. Sei
C :={P | P ist Partition von A und #P = k}.
Dann gilt #C = S(n, k).

2James Stirling (1692-1770)
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Beweis: Wir gehen mit Induktion nach n vor. Wenn n = 0, so gilt A = @. Die Partition P = &
ist die einzige Partition von @ in k = 0 Klassen, also gilt S(0,0) = 1. Es gibt keine Partition
von @ in k > 1 Mengen, also gilt S(0,k) = 0. Sei nun n > 1. Wenn k£ = 0, so gibt es keine
Partition von A in k Mengen, also gilt |C] = 0 = S(n,0). Wir betrachten nun den Fall k£ > 1.
Wir wollen die Kardinalitdt der Menge

C = {P | P ist Partition von A in k Klassen}

bestimmen. Wir wihlen a € A. Wir erhalten eine Partition von A in k Klassen, indem wir
entweder eine Paritition von A\ {a} in k Klassen bilden und a zu einer dieser k& Klassen dazu
geben, oder aber eine Partition von A\ {a} in & — 1 Klassen bilden, und {a} als k-te Klasse zu
dieser Partition dazugeben. Daraus erhalten wir die Gleichung.

Sn,k)=Sn—-1k)-k+Sn—1k—1).
Ausfiihrlicher kénnen wir dieses Argument so formulieren: Sei
X :={(P, P) | P ist Partition von A\ {a} in k& Klassen und P € P}.
Fiir jede Partition P von A\ {a} in k Klassen sei
Xp={(P,P)| P e P}
Dann ist X die disjunkte Vereinigung
X = U{Xp | P ist Partition von A\ {a} in k Klassen}.

Jedes Xp hat k Elemente, und nach Induktionsvoraussetzung ist X Vereinigung von S(n—1, k)
solchen Mengen. Somit gilt #X = S(n — 1,k) - k. Sei nun

Y :={(PU{@},2) | P ist Partition von A\ {a} in k — 1 Klassen}.

Die Mengen X und Y sind disjunkt. Wir geben nun eine Abbildungen ® an, die aus einer
Partition von A \ {a} und der Klasse, in die wir a aufnehmen wollen, eine Partition von A
baut. Diese Funktion ® geht von X UY nach C. Fiir (P, P) € X UY definieren wir

(P, P)) := (P\{P})U{PU{a}}.

Wir suchen nun die inverse Funktion von ®. Fiir eine Partition P von A und z € A definieren
wir [z]p als jenes Element ) von P mit x € (). Die Funktion ¥ : C' — X UY ist durch

U(P) := ({P\{a} | P € P}, lap \ {a})
definiert. Wir zeigen nun, dass ® und ¥ zueinander invers sind. Sei dazu P € C. Wir berechnen

®(U(P)). Es gilt
(W(P) = (P \ {a} | P € P}, [alp \ {a})
= ({P\ {a} | P e P} \ {lalp\ {a}}) U {([alp \ {a}) U {a}}
—{PeP|agPtu{ldp)
= P.
Sei nun (P, P) € X UY. Dann gilt
V(B((P, P) = B((P\ {P}) U{PU{a}})
({Q\{a} 1@ € (P\{PYU{PU{a}}}, P)
(

{Q\{a} Qe P\{P}}U{Q\{a} | Q= PU{a}}, P)

={QQeP\{PI}IU{P} P)
= (P.P).
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Somit sind ® und ¥ bijektiv, und es gilt |C| = |X| + |Y|. Nach Induktionsvoraussetzung gilt
Y|=S(n—1,k—1),und somit |C| =k-S(n—1,k)+ S(n—1,k—1) = S(n,k). O

SATZ 7.18. Seien A , B endliche Mengen, und set m := #A, n := #B. Sei C die Menge der
surjektiven Funktionen von A auf B. Dann gilt #C = S(m,n) - (n!).

Beweis: Fiir eine Funktion f: A — B sei

P(f) = {f"{o} | b e fIA]}
die von f induzierte Partition. Wir zeigen nun, das fiir zwei Funktionen f, g : A — B gilt, dass
P(f) = P(g) genau dann gilt, wenn es eine bijektive Abbildung ¢ : f[A] — g[A] mit g =t o f
gibt.
Nehmen wir dazu zuerst an, dass es ein solches ¢ gibt. Sei P € P(g). Dann gibt es ein b € B
mit P = g '[{b}] = (to f)"[{b}] = [~ {t "1 (b)}], und somit P € P(f). Unter Verwendung von
f =1t"1og zeigt man auch P(g) C P(f). Seien nun f, g so, dass P(f) = P(g). Wir definieren

eine Relation ¢ durch
{(f(a),g(a)) | a € A}.

Diese Relation ist eine Funktion von f[A] nach g[A]. Seien dazu a1,as € A so, dass f(a;) =
f(ag). Dann gilt {a;,as} € f~'[{f(a1)}] € P(f). Somit gilt f~'[{f(a1)}] € P(g), und daher
gibt es b € g mit f[{f(a1)}] = g '[{b}]. Also gilt f(a1) = f(az) = b. Somit ist ¢ funktional.
Mit der gleichen Begriindung erhalten wir, dass auch die Relation s := {(g(a), f(a)) | a € A}
funktional ist. Somit ist ¢ bijektiv und es gilt fiir alle a € A, dass t(f(a)) = g(a), also to f = g.

Wir betrachten nun
F={(f,P(f)) | f ist surjektiv von A auf B}.

Sei = die Anzahl der surjektiven Funktionen von A nach B. Dann gilt |F'| = x. Sei S die Menge
der Partitionen von A in n Klassen. Wir schreiben F' nun als

F = U {(f,P) | f ist surjektiv von A auf B und P(f) = P}.

Pes
Sei P € S. Es gibt dann eine surjektive Funktion g : A — B mit P(g) = P. Dann gilt
{(f,P) | f ist surjektiv von A auf B und P(f) =P}
= {(tog,P) | t ist bijektiv von B nach B}.

Diese Menge hat n! Elemente. Also ist F' die Vereinigung von S(m,n) disjunkten Mengen der
Kardinalitét n!, und somit gilt © = |F| = S(m,n) - (n!).



KAPITEL 8

Die Michtigkeit beliebiger Mengen

1. Gleichmichtige Mengen

Wir rufen uns die Definition davon, dass zwei Mengen gleichméchtig sind, in Erinnerung:

DEFINITION 8.1. Seien A, B Mengen. Wir sagen, dass A und B gleichmdchtig sind (A ~ B),
wenn es eine bijektive Funktion von A nach B gibt.

Diese Definition lésst sich auch fiir unendliche Mengen verwenden.

SATZ 8.2. Sei C eine Menge. Dann ist ~ auf P(C) eine Aquivalenzrelation.

Unendliche Mengen bieten das erstaunliche Phanomen, dass eine Menge gleichméchtig zu einer
echten Teilmenge sein kann.

ProroOSITION 8.3. Z ~ N ~ N x N.

Beweis: Die Funktion
f+Z — N
= —2r+2wennz <0
t 2c — 1 wenn x > 1
ist bijektiv. Ebenso ist
f: NxN — N

(v,y) — 2271 (2y—1)

bijektiv. O

DEFINITION 8.4. Eine Menge B ist abzdhlbar unendlich, wenn sie gleichméchtig zu N ist. Eine
Menge ist abzdhlbar, wenn sie endlich oder abzahlbar unendlich ist.

DEFINITION 8.5. Seien A, B Mengen. Wir sagen, dass A hdchstens so mdchtig wie B (oder
B mindestens so mdchtig wie A) ist, wenn es eine injektive Funktion von A nach B gibt. Das
kiirzen wir mit A =X B ab. B ist mdchtiger als A, wenn B mindestens so méchtig wie A ist,
und A und B nicht gleichméchtig sind.

UBUNGSAUFGABEN 8.6.

(1) Zeigen Sie, dass das reelle Intervall [0,4] gleichméchtig zu [0, 2] ist.

(2) Seien A, B Mengen mit A = B. Zeigen Sie, dass es eine surjektive Funktion von B auf A
gibt.

(3) Seien A, B Mengen, sodass es eine surjektive Funktion s von B auf A gibt. Zeigen Sie, dass
dann A < B. Hinweis: Verwenden Sie das Auswahlaxiom fiir [],. 4 s *[{a}].

(4) Wir nehmen an, dass A; ~ As und By ~ Bs. Zeigen Sie, dass dann auch A; x By ~ A X By
und P(A1) ~ P(A2).

(5) Sei A eine Menge. Finden Sie eine bijektive Abbildung von P(A) nach {0, 1}4.

Fiir jede Menge A gilt A = A.

SATZ 8.7. Seien A, B,C Mengen mit A X B und B X C. Dann gilt A 3 C.
73
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Beweis: Die Hintereinanderausfiihrung injektiver Funktionen ist injektiv. 0

Nun iiberlegen wir uns, was passiert, wenn A = B und B = A. Dazu beweisen wir zuerst
folgendes Lemma.

LEMMA 8.8. Sei Y eine Menge, und sei U eine Teilmenge von'Y . Wir nehmen an, dass es eine
ingektive Funktion g : Y — U gibt. Dann sind Y und U gleichmdchtig.

Beweis: Sei V :=Y \ U, und
U= {BCU|g[VUB]CB}.

Wir zeigen nun

Sei dazu w € V UU;. Wir wollen zeigen, dass g(w) € ﬂ{B | B C U und g[V UB] C B}. Dazu
zeigen wir, dass g(w) in jeder Teilmenge B von U mit g[V U B] C B liegt. Sei also B C U so,
dass g[V U B] C B. Wegen U; C B gilt auch w € V' U B. Daher gilt g(w) € g[V U B, und somit
g(w) € B. Somit gilt (8.1).

Nun zeigen wir

glVul,] =U;. (8.2)
Nehmen wir an, dass g[V' U U] # U;. Dann gibt es ein u; € Uy, sodass u; ¢ g[V U Up]. Dann
gilt g[V U (Uy \ {u1})] € Uy \ {u1}. Somit ist B := Uy \ {u;} eine der Mengen, die bei der
Bildung von U; geschnitten wurden. Also gilt vy ¢ Uy, im Widerspruch zur Wahl von ;. Somit
gilt (8.2).

Somit ist g|yuy, eine bijektive Funktion von VUU; nach U;. DaY = VUU = (VUU;)U(U\Uy)
und U = Uy U (U \ Uy), ist h = g|yup, Uidpy, eine bijektive Funktion von Y nach U. d

Dieses Lemma ist der entscheidende Schritt, um den folgenden Satz zu beweisen.

SATZ 8.9 (Satz von Cantor-Schroder-Bernstein'). Seien A, B Mengen mit A 3 B und B 3 A.
Dann gilt A ~ B.

Beweis: Sei f: A — B injektiv und g : B — A injektiv. Dann ist f o g eine injektive Funktion,
und es gilt fog[B] C f[A].

Sei nun Y := B und U := f[A]. Nun ist f o g eine injektive Funktion von Y nach U. Nach
Lemma 8.8 gibt es eine bijektive Funktion h : Y — U. Nun ist f bijektiv von A nach f[A], und
h~! bijektiv von f[A] nach B, also ist h™! o f bijektiv von A nach B. Somit gilt A ~ B. O

Zuletzt iiberlegen wir uns noch, ob fiir zwei Mengen stets A = B oder B = A gilt, oder ob es
Mengen ,,unvergleichbarer Méchtigkeit* geben kann. Die Antwort wird sein, dass es unter Annahme
des Auswahlaxioms keine solchen Mengen unvergleichbarer Méchtigkeit geben kann. Wir werden im
Beweis aber nicht das Auswahlaxiom verwenden, sondern einen Satz, das Lemma von Zorn?. Das
Lemma von Zorn ist dquivalent zum Auswahlaxiom; wir konnten anstelle des Auswahlaxioms fiir
Mengen also auch das Lemma von Zorn als Axiom fordern und wiirden dann das Auswahlaxiom als
Satz erhalten.

SATZ 8.10 (Lemma von Zorn). Sei (M, <) eine geordnete Menge mit folgender Eigenschaft:

Fiir alle Teilmengen T von M mit der Eigenschaft, dass (T, <) linear geordnet ist,
gibt es ein m € M, sodass fiir allet € T:t < m.

Dann hat M ein maximales Element.

1Georg Cantor (1845-1918), Ernst Schroder (1841-1902), Felix Bernstein (1878-1956)
2Max August Zorn (1906-1993)
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Dabei ist mit (7, <) genau genommen (7, < N (T" x T')) gemeint. Die Forderung an M ist, dass jede
linear geordnete Teilmenge 71" von M eine obere Schranke besitzt, die zwar nicht in T', aber sehr wohl
in M liegen muss. Der Beweis des Lemmas von Zorn ist aufwindig und bendtigt das Auswahlaxiom.
In der Praxis ist das Lemma von Zorn ein hilfreiches Instrument zum Beweis fiir die Existenz von
Dingen, die in irgendeinem Sinn ,,maximal® sind. Eine Anwendung geben wir im folgenden Satz.

SATz 8.11 (Vergleichbarkeitssatz). Seien A, B Mengen. Dann gilt A 3 B oder B 3 A.

Beweis: Sei
F:={f CAxB|esgibt C C A, sodass f eine injektive Funktion von C' nach B ist}.

Wir verwenden nun das Lemma von Zorn, um zu zeigen, dass (F, C) ein maximales Element fy besitzt.
Sei dazu T eine mit C linear geordnete Teilmenge von F. Wir bilden die Menge

g=UT=U{r1reT}

Die Menge g ist also die Vereinigung aller Funktionen in 7. Wir zeigen nun als erstes, dass g wieder eine
funktionale Relation von einer Teilmenge von A nach B ist. Seidazu C' :={a € A |3 € B : (a,b) € g}.
Wir zeigen, dass g eine Funktion von C nach B ist. Sei dazu a € C. Aus der Definition von C' geht
unmittelbar hervor, dass es ein b gibt, sodass (a,b) € g. Um die Funktionalitit zu zeigen, miissen wir
noch nachweisen, dass dieses b eindeutig ist. Seien also b1, be € B so, dass (a,b1) € g und (a,b2) € g.
Dann gibt es fi und fo in 7, sodass (a,b1) € fi1 und (a,be) € fo. Die Menge T ist linear geordnet,
also gilt f1 C fo oder fo C fi. Wenn f1 C fa, so gilt (a,b1) € fo und (a,bs) € fo. Da fo eine Funktion
ist, gilt also by = be. Im Fall fo C f; erhalten wir (a,be) € f1, und somit by = by, weil f; funktional
ist. Somit ist g eine Funktion.

Wir zeigen als néchstes, dass g injektiv ist. Seien dazu aj,as € g so, dass g(a1) = g(az). Nach der
Konstruktion von g gibt es hy, ha € T, sodass (a1, g(a1)) € h1 und (az, h(az)) € ho, also hi(a1) = g(a1)
und ha(az) = g(az). Die Menge T ist linear geordnet, und folglich gilt h; C hy oder hy C hy. Wenn
hi C ha, so gilt (a1, g(a1)) € ha, und somit ha(ai) = g(a1). Dann gilt ha(a1) = g(a1) = g(az) = ha(az).
Nun verwenden wir, dass hsy injektiv ist, und erhalten a; = as. Ebenso erhalten wir im Fall hy C hq,
dass a; = az. Die Funktion g ist also injektiv.

Somit liegt g in F, und ¢ ist eine obere Schranke fiir die Menge 7. Nun verwenden wir das Lemma
von Zorn. Es liefert uns ein maximales Element fy von F.

Wenn der Definitionsbereich Cy von fj gleich A ist, so gilt A 3 B.

Wenn fj surjektiv auf B ist, so ist fy eine bijektive Funktion von Cy nach B; also ist f; Linjektiv von
B nach Cp, und es gilt B < A.

Der verbleibende Fall ist, dass Cp # A und fp[Co] # B. In diesem Fall wéhlen wir ag € A\ Cy und
bp € B\ fo[Co]. Dann ist foU{(ao,bo)} ebenfalls eine injektive Funktion, also fo € F, im Widerspruch
zur Maximalitit von fo. O

2. Abzidhlbar und iiberabzidhlbar unendliche Mengen
SATZ 8.12. Es gilt Q ~ N.

Beweis: Nach dem Satz von Cantor-Schroder-Bernstein geniigt es N < Q und Q = N zu zeigen.
Klarerweise ist f : N — Q, z + § injektiv, also gilt N 3 Q.

Wir bilden nun eine injektive Abbildung g : Q — Z x N durch

9(3) = (a/ggT(a,b),b/ggT(a, b)),
fiir a,b € Z mit b > 0. Diese Abbildung ist wohldefiniert und injektiv. Da Z x N ~ N x N ~
N, gibt es eine injektive Abbildung von Z x N nach N, und somit gilt Q@ = N. (Ebenso ist

h:ZxN—=Q, (a,b) — § surjektiv auf Q. Unter Verwendung des Auswahlaxioms gilt also
deshalb Q 2 Z x (N\ {0}), und folglich Q S Zx N INx NN, O
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SATZ 8.13. Sei (A; | i € N) eine Familie von Mengen. Wir nehmen an, dass fir alle i € N gilt, dass
A; Z N. Dann gilt auch U A; 2N
€N

Beweis: Sei f; : A; — N injektiv. Wir bilden nun f : [J{4; | i € N} = N x N durch f(a) := (k1, k2),
wobei ki := min{j € N | a € A;} und k3 := fi,(a). Diese Abbildung ist injektiv und beweist
U{A;| i€ N} SN xN. Wegen N x N 3N folgt die Behauptung. O

UBUNGSAUFGABEN 8.14.

(1) Zeigen Sie, dass fiir jedes a mit a ¢ N die Menge {a} UN gleichméchtig zu N ist.

(2) Zeigen Sie, dass die Vereinigung einer abzéhlbar unendlichen mit einer endlichen Menge
abzéhlbar unendlich ist.

(3) Zeigen Sie, dass eine Vereinigung von abzihlbar vielen abzidhlbaren Mengen abzéhlbar ist,
indem Sie eine surjektive Abbildung von N x N auf diese Menge definieren.

(4) Zeigen Sie, dass fiir jedes n € N die Menge N" gleichméchtig zu N ist.

(5) Zeigen Sie, dass fiir nichtleere abzihlbare Menge A die Menge A* := [J{A" | n € N}
abzéhlbar unendlich ist.

(6) Zeigen Sie, dass die Menge der endlichen Teilmengen von N gleichméichtig zu N ist.

Eine Menge C'ist tiberabzdihlbar unendlich, wenn C' unendlich und nicht gleichméchtig zu N ist.
Zunichst iiberlegen wir uns, warum es solche Mengen gibt.

LEMMA 8.15. Sei A eine Menge. Dann gibt es keine surjektive Funktion von A auf P(A).

Beweis: Sei f: A — P(A). Wir zeigen, dass f nicht surjektiv auf P(A) sein kann.
Wir betrachten dazu
B:={recA|xz¢&f(x)}.
Wir zeigen nun, dass B nicht im Wertebereich von f liegt. Dazu zeigen wir, dass fiir alle a € A

gilt: f(a) # B. Sei also a € A.

> 1.Fall: a € f(a). Wenn a € f(a), so gilt a € B. Das Element a liegt also in f(a), aber
nicht in B. Somit gilt f(a) # B.

> 2. Fall: a ¢ f(a). Wenn a ¢ f(a), so gilt a € B. Das Element a liegt also in B, aber
nicht in f(a). Somit gilt f(a) # B.

B liegt also nicht im Wertebereich von f; somit ist f nicht surjektiv auf P(A). O
Damit haben wir die entscheidende Information, um folgenden Satz zu beweisen:

SATZ 8.16 (Satz von Cantor). Sei A eine Menge. Dann gilt A X P(A), und A ~ P(A).
Beweis: Die Abbildung f : A — P(A), a — {a} ist injektiv, also gilt A = P(A). Wenn

A~ P(A), so gibt es eine bijektive Abbildung von A nach P(A). Diese Abbildung ist surjektiv
auf P(A), im Widerspruch zu Lemma 8.15. Also gilt A »= P(A). O

Damit haben wir also unendliche Mengen gefunden, die nicht abzéhlbar sind, etwa P(N), P(Z),
{0, 1}, P(P(N)).

SATz 8.17. Die Menge R der reellen Zahlen ist gleichmdchtig zu P(N), also tiberabzdihlbar.
Beweis: Die Funktion f : P(N) = R, I — >, ;107" ist injektiv und belegt P(N) 3 R. Sei nun
q eine bijektive Funktion von N nach Q. Wir schreiben fiir ¢(¢) kurz ¢;. Dann ist g : R — P(N),

r+— {i € N| g <r} injektiv, da zwischen zwei verschiedenen reellen Zahlen stets eine rationale
Zahl liegt. Somit gilt nach dem Satz von Cantor-Schroder-Bernstein P(N) ~ R. U

UBUNGSAUFGABEN 8.18.
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(1) Zeigen Sie, dass das reelle Intervall [0, 2] gleichméchtig zu R ist.

Fiir den Beweis des néchsten Satzes brauchen wir das Auswahlaxiom.

SATz 8.19. Jede unendliche Menge M enthdlt eine abzihlbar unendliche Teilmenge.

Beweis: Sei f: P(M)\{@} — M so, dass f(A) € A fir alle A C M. So ein f existiert, weil nach dem
Auswahlaxiom die Menge [] scp(ar)\ o) 4 nicht leer ist.

Sei F die Menge aller endlichen Teilmengen von M. Wir definieren eine Funktion F : N — F rekursiv.
Da M nicht leer ist, kénnen wir kénnen wir E(1) := {f(M)} definieren, und fiir allen € N: E(n+1) =

E(n) U{f(M\ E(n))}.

Seinun g : N — M definiert durch g(n) := f(M\E(n)). Wir zeigen nun, dass g injektiv ist. Sei ny < na.
Es gilt g(n2) = f(M\ E(n2)) € E(n2). Da g(n1) = f(M\ E(n1)), gilt g(n1) € E(n1) U{f(M\ E(n1))},
also g(n1) € E(n1 + 1), und somit g(ni) € E(ng). Also gilt g(n1) # g(ng2). Folglich ist ¢g[N] eine
abzéhlbare Teilmenge von M. O

UBUNGSAUFGABEN 8.20.

(1) Sei A unendlich und E endlich. Zeigen Sie AUE ~ A. Hinweis: Benutzen Sie eine abzéhlbare
Teilmenge B von A und verwenden Sie BU E ~ B.
(2) Sei B unendlich. Zeigen Sie, dass es eine Funktion f : B — B gibt, die injektiv, aber nicht
surjektiv ist. Hinweis: Losen Sie das Beispiel zuerst fiir B := N.
(3) Zeigen Sie [0,1] ~]0,1[ ~ R
SATZ 8.21. Seien A, B Mengen mit A = B. Wir nehmen an, dass B unendlich ist. Dann gilt

(1) AUB ~ B;
(2) Wenn A nicht leer ist, so gilt A x B ~ B;
(3) Wenn A zumindest zwei Elemente enthdlt, so gilt AP ~ P(B).

Beweis: [Hal76, Kapitel 24]. O
UBUNGSAUFGABEN 8.22.

(1) Zeigen Sie ohne Verwendung des Teils (3) von Satz 8.21, dass N® ~ P(R).
(2) Zeigen Sie RN ~ R. Hinweis: Finden Sie eine injektive Abbildung von P(N)N nach P(N x N).

Eine berithmte Vermutung (die Kontinuumshypothese) sagt, dass folgende Frage die Antwort
»ja‘ hat.

PROBLEM 8.23. Gilt fiir jede unendliche Teilmenge A von R : A ~ R oder A ~ N?

K. Godel?® zeigte, dass die Axiome der Zermelo-Fraenkelschen Mengenlehre, wenn widerspruchs-
frei, auch unter Zuhilfenahme des Auswahlaxioms nicht erlauben, die Antwort ,nein“ herzulei-
ten. P. Cohen? zeigte, dass die Axiome der Zermelo-Fraenkelschen Mengenlehre und das Aus-
wahlaxiom, wenn widerspruchsfrei, nicht erlauben, die Antwort ,,ja* herzuleiten. Die Giiltigkeit
von ,VA CR: A~ R oder A~ N oder A ist endlich* wird also durch die Axiome der Zermelo-
Frankelschen Mengenlehre nicht geregelt.

3Kurt Godel (1906-1978)
4Paul Cohen (1934-2007)
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KAPITEL 9

Graphen

1. Grundlegende Begriffe

DEFINITION 9.1. Ein Paar G = (V, E) ist ein Graph, wenn V eine nichtleere endliche Menge
und £ C {{v,w} | v,w € V,v # w} ist. Die Elemente von V sind die Knoten von G, die
Elemente von E die Kanten.

Wir bezeichnen die Menge aller zweielementigen Teilmengen von V' auch mit (‘2/) Ein Knoten
v inzidiert mit einer Kante e, wenn v € e. Zwei Knoten v, w eines Graphen sind benachbart,
wenn {v,w} € E. Die Menge Ng(v) := {w | {v,w} € E} ist die Menge der Nachbarn von v,
und 0 (v) := |Ng(v)| ist der Grad von v in G.

SATZ 9.2. Sei G = (V, E) ein Graph. Dann gilt ) 0¢(v) = 2|E|.

Beweis: Sei p := {(v,w) € V xV | {v,w} € E}. Dann gilt |p| = 2|E|. Auflerdem gilt
p=Upev{(v,w) | w € Ng(v)} und daher |p| =>°, oy [Ne(v)| = X,y da(v). O
Der Graph Gy = (Vi, Ey) ist ein Teilgraph von Gy = (Va, Ey), wenn Vi C V, und E; C FEs.
Der Graph G; = (W4, Ey) ist der von Vi induzierte Teilgraph von Gg, wenn Vi C V5 und
Ey = {{v,w} € Ey,v € Vi,w € 1}, also B} = E3 N (‘gl)

DEFINITION 9.3. Ein Graph G = (V, E) ist vollstindig, wenn fiir alle v,w € V mit v # w gilt,
dass {v,w} € E.

Ein Graph P = (V, E) ist ein Pfad, wenn es eine Bijektion f : {1,2,...,|V|} — V gibt, sodass
E={{fG),fG+1)}|ie{1,...,|V|—1}. Die Knoten f(1) und f(|V]) sind der Anfangsknoten
und der Endknoten von P, und |V| — 1 ist die Ldnge von P.

Ein Graph K = (V, E) ist ein Kreis, wenn |V| > 3 ist und es eine Bijektion f : {1,2,...,|V]} —
V gibt, sodass E = {{f(0), fG+ 1)} |ie{Ll,....|V] =1} U{f(V]), f(1)}; |V] ist die Léinge

von K.

SATZ 9.4. Sei G = (V, E) ein Graph mit 6¢(v) > 2 fir alle v € V. Dann enthdlt G einen Kreis
als Teilgraphen.

Beweis: Sei P = (V4, Ey) ein Pfad von maximaler Lange, der ein Teilgraph von G ist. Wir
nehmen an, dass V| = {x1,...,zx} und Ey = {{z1,22},...,{zs_1, 21 }}. Da E # @, gilt k > 2.

Da 0(z) > 2, besitzt z; einen Nachbarn v mit v # x5_;. Falls v & {z1,..., 252}, so ist
{z1,...,21_1,v} ein Pfad groferer Linge, im Widerspruch zur Maximalitéit von |P|. Also gibt
esein j € {1,...,k — 2} mit v = x;. Dann ist {z;,...,zp_1, 2%} ein Kreis. O

Ein Kantenzug in G = (V, E) ist eine Folge W = (vg, €1,v1, €9, ..., Uk_1, €k, V) mit k € Ny, in
der abwechselnd Knoten und Kanten vorkommen, sodass fiir alle i € k gilt, dass e; = {v;_1,v;}.
Die Zahl k ist die Linge des Kantenzugs. W ist geschlossen, falls vg = v.

DEFINITION 9.5. Seien v, w Knoten in G = (V, E). Die Knoten v, w sind verbunden, falls es
einen Kantenzug (vo, ..., v;) gibt, sodass v = vy und w = vy.

80
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LEMMA 9.6. Sei G = (V, E) ein Graph. Die Relation 0 auf V', die durch
(v,w) € 0 <= v und w sind verbunden
definiert ist, ist eine Aquivalenzrelation auf V.
Die Klassen von 6 heilen Zusammenhangskomponenten. Ein Graph mit nur einer Zusammen-
hangskomponente heifit zusammenhdngend.

SATz 9.7. Sei G = (V, E) ein Graph. Wenn v und w verbunden sind, so enthdlt G einen Pfad
mit Anfangsknoten v und Endknoten w.

Beweis: Sei W = (vg, eq, ..., ex_1,v;) ein Kantenzug minimaler Lénge mit vg = v und vy = w.
Dann sind alle v; verschieden: andernfalls konnte man einen kiirzeren Kantenzug finden. Also
ist ({vo,...,vx},{e1,...,ex_1}) ein Pfad. O

UBUNGSAUFGABEN 9.8.

(1) Zeigen Sie: die Anzahl der Knoten ungeraden Grades eines Graphen ist gerade.

(2) Sei G = (V, E) ein Graph, und sei G := (V, (‘2/) \ E) der dazu komplementére Graph. Zeigen
Sie, dass zumindest einer der beiden Graphen G und G zusammenhéingend ist.

(3) Sei W ein geschlossener Kantenzug in G = (V, E), dessen Lénge ungerade und mindestens 3
ist. Dann enthélt G einen Kreis ungerader Linge (d.h., mit ungerade vielen Knoten). Hinweis:
Betrachten Sie in dem aus W gebildeten Graphen den kiirzesten geschlossenen Kantenzug
ungerader Lénge.

(4) * (cf. [Mas06, Theorem 5.19]) Ein Graph ist bipartit, wenn es zwei Mengen A, B mit AUB =
V, ANB = & gibt, sodass EN (‘3) =g und EN (g) = @ gilt. Dann verlduft also jede Kante
zwischen einem Knoten in A und einem Knoten in B. Zeigen Sie, dass G = (V, E) genau
dann bipartit ist, wenn G keinen Kreis ungerader Lénge enthélt.

2. Baume und Wilder

Ein Graph G ist ein Wald, wenn er keinen Kreis enthélt. Ein zusammenhidngender Wald ist
ein Baum. Ein Knoten vom Grad 1 ist ein Blatt. Fiir einen Graphen G = (V, E) und v € V,
e € E bezeichnen wir mit G — e den Graphen (V,FE \ {e}) und mit G — v den Graphen

(VA {h B0 ().
SATZ 9.9. Sei T = (V, E) ein Graph. Dann sind dquivalent:

(1) T ist ein Baum.
(2) T is zusammenhdngend, und fir alle e € E ist T — e nicht zusammenhdingend.
(3) T ist zusammenhdingend und |E| = |V| — 1.

Beweis: (1)=(2) Wir nehmen an, dass 7' — e zusammenhéngend ist. Seien z,y die Knoten von
e. Nach Satz 9.7 gibt es einen Pfad P in T'— e mit Anfangsknoten x und Endknoten y. Dieser
Pfad hat zumindest 3 Knoten. Wenn man zu P die Kante e hinzufiigt, erhélt man einen Kreis,
also ist 7" kein Baum.

(1)=-(3) Wir nehmen an, dass 7" ein Baum ist, und wir zeigen |E| = |V| — 1 durch Induktion
nach |[V|. Wenn |V| = 1, so gilt £ = &. Fiir den Induktionsschritt nehmen wir an, dass [V| > 1.
Wegen Satz 9.4 gibt es in T ein Blatt v. Wir zeigen nun, dass 7' — v zusammenhéngend ist.
Seien dazu x,y € T'— v. Da T' zusammenhéngend ist, gibt es wegen Satz 9.7 einen Pfad P in
T mit Anfangsknoten x und Endknoten y. Jeder Knoten in P, der nicht z oder y ist, hat in T
Grad > 2. Somit enthélt P den Knoten v nicht. Also ist P ein Pfad in 7' — v. Somit sind x und
y auch in T'— v verbunden. Da T keinen Kreis enthélt, enthélt auch T'— v keinen Kreis. Also
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ist 7' — v ein Baum. Der Graph T'— v hat |V| — 1 Knoten und |E| — 1 Kanten. Also gilt nach
Induktionsvoraussetzung, dass |E| — 1 = (|]V| — 1) — 1, und somit |E| = |V| — 1.

(2)=(1) Wir nehmen an, dass T einen Kreis enthélt. Seien {z1,2s,...,z;} die Knoten die-
ses Kreises. Wir behaupten, dass fiir e := {z1,22} auch T — e zusammenhéngend ist. Sei-
en dazu u,v € V. Da T zusammenhéngend ist, gibt es einen Kantenzug durch die Knoten
(u = vo,v1, ..., V61,0 = v) von u nach v. Wir ersetzen nun jedes Vorkommen von (z1,xs)
durch (xy,zk, Tk_1,...,22) und jedes Vorkommen von (zy,x;) durch (zo,zs,..., Tk, x1) und
erhalten einen Kantenzug in T'— e, der u und v verbindet. Also ist T' — e zusammenhéngend,
im Widerspruch zur Annahme.

(3)=(1) Wir zeigen durch Induktion nach |V, dass jeder zusammenhéngende Graph 7" mit
|E| = |V|—1 ein Baum ist. Fiir den Fall |V'| = 1 ist das offensichtlich. Fiir den Induktionsschritt
nehmen wir an, dass [V'| > 2. Wegen Satz 9.2 gilt 2|V| -2 = 2-|E| = )" . 0g(v). Somit gibt es
ein v € V mit dg(v) < 2; dieses v ist ein Blatt von 7', und T'—v ist zusammenhéngend. Da T'—v
genau |V|—1 Knoten und |E|—1 = |V|—2 Kanten hat, ist 7'— v nach Induktionsvoraussetzung
ein Baum.

Nehmen wir an, dass T" kein Baum ist. Dann enthélt 7" einen Kreis. Ein Blatt kann nicht Teil
eines Kreises sein, und somit enthéalt auch 7" — v einen Kreis, im Widerspruch dazu, dass T'— v
ein Baum ist. Also ist 7" ein Baum. O

Sei G = (V, E) ein zusammenhéngender Graph. Ein Teilgraph T = (Vi, E}) ist ein aufspannen-
der Baum fiir G, wenn T ein Baum und V; = V ist. Sei ¢: £ — Rj = {r € R | r > 0} eine
Funktion, die wir als Kostenfunktion bezeichnen. Fiir jeden aufspannenden Baum 7' = (V, E)
definieren wir seine Gesamtkosten als ¢(T') := >, . c(e1). Wir suchen nun einen aufspan-
nenden Baum von G mit minimalen Gesamtkosten; einen solchen Baum bezeichnen wir als
kostenminimalen aufspannenden Baum. Der folgende Satz liefert eine Moglichkeit, einen kos-
tenminimalen aufspannenden Baum effizient zu finden.

SATZ 9.10 (J. B. Kruskal', 1956). Sei G = (V, E) ein Graph, und sei W = (V, Ey) ein Teilgraph
von G, der alle Knoten enthdlt. Wir nehmen an, dass W ein Wald ist, und dass er Teilgraph
eines kostenminimalen aufspannenden Baumes ist.

Sei R eine Zusammenhangskomponente von W, und sei e € E eine Kante von G, die minimale
Kosten unter allen Kanten

{¢' € E| ¢ hat einen Knoten in R und einen Knoten in V \ R}
hat.

Dann ist auch W' = (V, EyU{e}) ein Teilgraph eines kostenminimalen aufspannenden Baumes
von G.

Beweis: Sei T' = (V, Ey) ein kostenminimaler aufspannender Baum, der W als Teilgraph enthélt.
Falls e eine Kante von T ist, so ist auch W’ Teilgraph von T

Wenn e keine Kante von T ist, so wéhlen wir ;s € V so, dass e = {r,s} mit r € R, s ¢ R.
Da T' als Baum verbunden ist, gibt es in T" einen Pfad P von r nach s. Sei s; der erste Knoten
auf diesem Pfad, der nicht in R liegt, und sei r; € R sein Vorgéanger auf P. Dann gilt nach

Voraussetzung
c({r1,s1}) > c({r, s}). (9.1)

Sei ey := {r1, s1}. Da die Kante e; zwei Knoten in verschiedenen Zusammenhangskomponenten
von W verbindet, ist e; keine Kante von W. Also ist W ein Teilgraph von 7" := T — e; =
(V, By \ {e1}). Wegen des Pfades P sind r und r; in der gleichen Zusammenhangskomponente

LJoseph Bernard Kruskal, 1928-2010
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von T' — e, und auch s; und s sind in der gleichen Komponente von T"— e;. Fiir z,y € V gelte
(z,y) € 0, wenn z und y in T — e; verbunden sind. Wir zeigen nun, dass 7" — e; aus den zwei
Zusammenhangskomponenten 71 /6 und s;/6 besteht, also dass

7’1/0U81/6:V (92)

gilt. Sei dazu x € V', und sei P; ein Pfad von x nach r; in T. Wenn x den Knoten s; enthélt,
so ist x mit s; auch in 7' — e; verbunden: der Teilpfad von P; mit Anfang x und Ende s; kann
den Knoten r; nicht enthalten, da r; sonst zweimal in P; vorkdme. Wenn z den Knoten s;
nicht enthalt, so ist e; keine Kante in P;, also ist in diesem Fall z mit dem Knoten ry in T'— e;
verbunden. Das beweist (9.2).

Dar/0 =ri/0 # s1/0 = s/0, liegen r und s in verschiedenen Zusammenhangskomponenten von
T — e;. Folglich ist 7" = (V, (B2 \ {e1}) U{e}) zusammenhéngend, da ja in 7' — e; wegen (9.2)
jeder Knoten mit r oder s verbunden ist, und somit wegen e = {r, s} der Graph 7" nur eine
Zusammenhangskomponente besitzt. Also ist wegen Satz 9.9(3)=(1) der Graph 7" ein Baum.
Nun gilt ¢(T") = ¢(T) — c(er) + c(e). Wegen (9.1) gilt c(e;) > ¢(e), und somit
¢(T) —c(er) + cle) < &(T) — cler) + c(eg) = &(T).

Da T ein kostenminimaler Baum ist, ist daher auch 7" ein kostenminimaler Baum. Dieser
Baum 7" enthélt W’ als Teilgraphen. O
Dieser Satz belegt, dass folgender Algorithmus einen minimalen aufspannenden Baum von
G = (V, F) findet.

ALGORITHMUS 9.11 (Algorithmus von Kruskal).

Eingabe: Ein zusammenhéngender Graph G = (V, F) und eine Funktion ¢ : E — R{.
Ausgabe: Ein Baum T' = (V| Ey).

Ausgabebedingung: T ist ein kostenminimaler aufspannender Baum von G.

1: E1 oz}

2: while (V| E}) ist nicht zusammenhéngend do

3: Wiihle eine Zusammenhangskomponente R von (V) E}).

4: Wiihle unter allen Kanten {r, s} mit r € R, s ¢ R eine Kante e mit minimalen Kosten.
5: Ey = RU{e}.

6: return 7 := (V, E,).

Die Begriindung fiir die Korrektheit ist, dass (V, &) Teilgraph eines jeden kostenminimalen auf-
spannenden Baumes ist. Da jeder zusammenhéngende Graph zumindest einen aufspannenden
Baum als Teilgraphen enthélt, gibt es sicher einen kostenminimalen aufspannenden Baum. So-
mit gilt beim ersten Betreten der while-Schleife, dass (V, E}) in irgendeinem kostenminimalen
auspannenden Baum enthalten ist. Wegen Satz 9.10 gilt das auch bei jedem weiteren Betreten
der while-Schleife. Wenn die while-Schleife verlassen wird, ist also (V, E;) zusammenhéngend
und in einem kostenminimalen Baum B enthalten. Dann gilt (V) Ey) = B, also ist (V, E}) eine
Lésung.

UBUNGSAUFGABEN 9.12.

(1) Bestimmen Sie einen minimalen aufspannenden Baum fiir den Graphen G mit den Knoten
A,B,C,D, E und Wegkosten y(AB) = 4,v(AC) = 6,7(AD) = 8,7(AE) = 10,7(BC) =
1,v(BD) =3,7(CD) =1,v(DE) = 1.

(2) Sei G = (V, E) ein zusammenhiingender Graph, sei ¢ : E — R} eine Kostenfunktion, und sei
e eine Kante mit ¢(e) < ¢(¢’) fiir alle ¢’ € E\{e}. Zeigen Sie, dass e in jedem kostenminimalen
aufspannenden Baum eine Kante ist.

(3) * Sei G = (V, E) ein zusammenhéingender Graph, sei ¢ : E — R eine Kostenfunktion. Wir
nehmen an, dass keine zwei Kanten die gleichen Kosten haben, also dass c¢ injektiv ist. Zeigen
Sie, dass G nur einen einzigen minimalen aufspannenden Baum enthélt.
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3. Gerichtete Graphen

DEFINITION 9.13. Ein Paar G = (V] p) ist ein gerichteter Graph, wenn V' eine nichtleere Menge
und p eine Teilmenge von V x V ist.

Die Elemente von V sind die Knoten, die Elemente von p die Kanten des gerichteten Graphen.
Eine Quelle ist ein Knoten z € V, sodass kein y € V mit (y,z) € p existiert. Eine Senke ist
ein Knoten x € V, sodass kein y € V mit (x,y) € p existiert.

Zu jedem Graphen G = (V, E) konnen wir einen gerichteten Graphen G = (V,p) mit p =
{(z,y) e V x V| {z,y} € E} bilden.

4. Fliisse in gerichteten Graphen

DEFINITION 9.14. Sei G = (V, p) ein gerichteter Graph, und sei s eine Quelle und ¢ eine Senke
von G. Eine Funktion f : p — Ry ist ein Fluss von s nach ¢, wenn fiir jeden Knoten x € V'\{s, ¢}

gilt:
Yoty = > flzy). (9.3)

yeVv yeVv
(y,x)ep (z,y)ep

Sei ¢ : p — R{. Der Fluss f ist c-beschrinkt, wenn f(z,y) < c(z,y) fiir alle (z,y) € p. Der
Wert eines Flusses ist
> fs.y)

yeVv
(s,y)€p

Wir definieren

out(f,xz) := Z f(z.y),
in(f,z) = Z fly, @)

Die Bedingung (9.3) bedeutet also, dass in(f,x) = out(f,x) fir alle z € V. Es gilt W(f) =
out(f, s).

LEMMA 9.15. Sei f ein Fluss im Graphen G = (V, p) von s nacht. Dann gilt out(f, s) = in(f,1).

Beweis: Es gilt

> Z flay) = > fay=>_ > fly),

eV (z,y)€EP yev eV
(3C y)Ep (z,y)€p
und daher
> Z flay) =) Z fly.x
zeV zeV
(m y)éﬂ (y x)ep

und folglich

Zout(f, x) = Zin(f, x).

zeV zeV
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Fiir alle z € V' \ {s,t} sind die Summanden wegen der Erhaltungsgleichung (9.3) gleich, und
somit gilt
out(f, s) + out(f,#) = in(f, s) + in(f, ).
Da s eine Quelle und ¢ eine Senke ist, gibt es kein y € V mit (y,s) € p und kein y € V mit
(t,y) € p. Daher gilt in(f,s) = 0 und out(f,t) = 0. Also gilt
out(f, s) = in(f, 1)
U

Sei nun V' eine Menge, p CV x V und f : p — R. Fiir Teilmengen 5,7 von V mit SUT =V
und SNT = & definieren wir

f(S,T) = Z f(u,v).
(u,0)e(SXT)Np

LEMMA 9.16. Sei G = (V, p) ein gerichteter Graph mit einer Quelle s und einer Senke t, sei f
ein Fluss im gerichteten Graphen G = (V| p) von s nach t, und seien S, T Teilmengen von V

~ A

mitse S, teT, SUT =V, SNT =a. Dann gilt W(f) = f(S,T) — f(T,95)

BEWEIS. Wir setzen f(s,t) = 0 fiir (s,t) & p. Es gilt

f(S,T)—f(T,S):ZZf(u,U>—ZZf(U,U)

ueS veT veT ues
= ZZf(U,U) _ZZf(U’u)+ZZf(u7U) _ZZf(Uvu)
ueS veT veT ues u€S veS veS ues
= ZZf(uav) - ZZf(U>u)
ueS veV veV ues
= ZZf(uvU> - ZZf(U7U)
ueS veV ueS veV
= Z out(u) — Z in(u)
u€esS u€esS
= (out(u) — in(w))
uesS
= out(s)
= W(f).

U

KOROLLAR 9.17. Sei G = (V, p) ein gerichteter Graph mit einer Quelle s und einer Senke t,
seic:p— Ry, sei f ein c-beschrinkter Fluss im gerichteten Graphen G = (V,p) von s nach
t, und seien S, T Teilmengen von V mit s € S, t € T, SUT =V, SNT = &. Dann gilt
W(f) <eé(s,T).

Beweis: Wegen Lemma 9.16 gilt W (f) = f(S,T) — f(T,5) < f(S,T) = D uwyep f (W, 0) <
> (uw)ep C(u, v) = ¢(S,T). O
DEFINITION 9.18. Sei f ein Fluss im gerichteten Graphen G = (V, p) von s nach t. Sei c: p —

R¢. Dann ist f ein mazimaler c-beschrinkter Fluss, wenn fiir alle c-beschrinkten Fliisse g gilt:
W(g) < W(f).

Sei G := (V, p) ein gerichteter Graph mit Fluss f, und sei v € V. Als einen Weg von s nach v
bezeichnen wir einen Folge von Knoten und Kanten (xy = s,eq1,21,. .., ek, Tx = v), sodass fiir
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alle @ € k gilt, dass e; = (z;_1,7;) oder e¢; = (z;,x;_1), und sodass alle x; verschieden sind. Ein
Kante e; = (z;_1, z;) heifit Vorwdrtskante, eine Kante e; = (x;, z;_1) Rickwdrtskante.

LEMMA 9.19. Sei G := (V, p) ein gerichteter Graph mit Fluss f von der Quelle s zur Senke t,
setv €V, und sei

(xo = 8,€1,%1, ..., €, T =)
ein Weg. Seia € R und g : p — R definiert durch g(e;) := f(e;)+a, wenn e; eine Vorwdrtskante
ist, g(e;) == f(e;) — a, wenn e; eine Rickwirtskante ist, und g(xz,y) = f(x,y) fir (z,y) €
p\{e1,...,ex}. Dann gilt fir alle w € V '\ {s,v}, dass in(g, w) = out(g, w).

Wenn w & {xy,..., 251}, so gilt in(f,w) = in(g,w) und out(f,w) = out(g,w), da f und
g sich nur in Kanten, deren beide Enden in {x1,...,2x_1} U {s,v} liegen, unterscheiden. Sei
nun w = z; mit ¢ € {1,...,k — 1}. Wenn ¢; und e;,; beide Vorwirtskanten sind, so gilt
in(g,z;) = in(f, z;) + a und out(g, z;) = out(f,z;) + a. Wenn e; eine Vorwértskante und e;
eine Rickwirtskante ist, so gilt in(g,z;) = in(f,x;) + a — a und out(g,z;) = in(f,z;). Die
anderen beiden Félle argumentiert man dhnlich. 0

DEFINITION 9.20. Sei G = (V, p) ein gerichteter Graph mit einer Quelle s und einer Senke ¢,
seiv €V, seic:p— Ry, und sei f ein c-beschrinkter Fluss in G von s nach t. Ein Weg von s
nach v ist f-vergroffernd, wenn fiir alle Vorwértskanten e; gilt, dass f(e;) < c(e;), und fiir alle
Riickwartskanten, dass f(e;) > 0.

SATZ 9.21. Sei f ein Fluss im Graphen G = (V,p) von s nach t. Sei ¢ : p — RS. Dann sind
aquivalent:

(1) f ist ein mazimaler c-beschrinkter Fluss.
(2) Es gibt keinen f-vergrofiernden Weg von s nach t.
(3) Es gibt SSTCV mitse S;teT,SUT =V, SNT =&, sodass W(f)=¢(S,T).

Beweis: (1)=-(2): Wenn es einen f-vergrofernden Weg mit Kanten e, . . ., e; gibt, so bestimmen
wir
a :=min({c(e;) — f(e;) | e; ist Vorwéartskante} U { f(e;) | e; ist Riickwértskante}).

Wir kénnen nun f auf allen Vorwértskanten und a erhéhen und auf allen Riickwértskanten um
a erniedrigen, und erhalten auf diese Art einen c-beschriinkten Fluss f* mit W (f*) = W(f)+a.
Somit ist f nicht maximal.
(2)=(3): Sei

S:={s} U{veV: esgibt einen f-vergroBernden Weg von s nach v}

und 7 := V' \ S. Nach Voraussetzung gilt ¢ € T. Fiir alle u € S und v € T gilt (u,v) € p =
f(u,v) = c(u,v) und (v,u) € p = f(v,u) =0, da wir sonst einen f-vergréfiernden Weg von s

~ ~

nach v finden koénnten, im Widerspruch zu v € T Folglich gilt W(f) = f(S,T) — f(T,S) =
&(S,T) — 0 = &(8,T).

(3)=-(1): Wegen Korollar 9.17 ist ein Fluss, fiir den es eine Partition (S,7") mit W(f) = é(S,T)
gibt, maximal.

0

SATZ 9.22 (Max Flow — Min Cut Theorem). Sei G = (V, p) ein gerichteter Graph mit Quelle
s und Senke t, und sei Sei c: p — RY. Dann gilt

max {W(f) | f ist c-beschrinkter Fluss von s nach t }
=min{¢(S,T) |s€ S, teT,SUT =V, SNT = &}
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Beweis: Wir begriinden als erstes, warum es einen maximalen Fluss geben muss: Die Menge
aller c-beschriinkten Fliisse ist eine beschrinkte Teilmenge von (RJ)?, die Funktion W, die
jeden Fluss f auf seinen Wert abbildet W ( f) abbildet, ist stetig. Als stetige Funktion auf einer
kompakten Menge nimmt W ihr Supremum an.

Wenn ¢ : p — Ny, so folgt die Existenz eines maximalen Flusses auch daraus, dass man, mit
dem 0-Fluss fiir f startend, einen f-vergroflernden Weg von s nach ¢ sucht, und f entsprechend
erhoht. Das fithrt man solange aus, bis es keinen f-vergréflernden Weg mehr gibt. Da man in
jedem Schritt den Wert des Flusses W(f) um zumindest 1 erhoht und wegen Korollar 9.17
W(f) <é({s}, T\ {s}) gilt, endet dieses Verfahren; dann gibt es keinen f-vergréfernden Weg
mehr und f ist daher wegen Satz 9.21 maximal.

Sei nun f ein maximaler c-beschréankter Fluss. Dann gibt es wegen Satz Satz 9.21 eine Partition
{S,T} von V mit s € S, t € T mit W(f) = ¢(S,T). Da nach Korollar 9.17 W (f) < é(S",T")
fiir jede weitere Partition {S”, 7"} von V gilt, ist W (f) gleich dem behaupteten Minimum. O

5. Kiirzeste Wege in gerichteten Graphen

Sei G = (V,p) ein gerichteter Graph und sei ¢ : p — Ry eine Funktion; wir bezeichnen ¢
als Kostenfunktion. Seien u,v € V. Als Weg von u nach v bezeichnen wir jetzt eine Folge
w = (wo, ..., wy) von Knoten mit k € Ny, u = wy, v = wy, und w; # w; fir alle i, j € {0,...,k}
mit i # j. Die Kosten des Wegs sind definiert durch

k

d(w) = Zc(wi,l,wi),

i=1
wenn alle (w;_1,w;) € p sind, und durch é(wy, ..., w) := oo sonst. Ein Weg ist c-minimal von
u nach v, wenn fiir alle Wege w’ = (wy,...,w},) in G von u nach v gilt, dass ¢(w) < é(w’).
Fir w = (wp,...,wg) und v € V \ {wy, ..., wx} bezeichnen wir mit [w,v] den verldngerten
Weg (wy, . .., w,v).

Wir wihlen nun einen Startknoten s und suchen einen c-minimalen Weg von s zu einem anderen
Knoten v. Sei S eine Teilmenge von V mit s € S, und sei K eine Funktion, die jedem v € V
einen Weg K (v) von s nach v zuordnet. Die Funktion K ist S-optimal, wenn folgendes gilt:

Fiir jedes v € S ist der Weg K (v) ein c-minimaler Weg von s nach v, (9.4)

und

fir jedes v € V'\ S hat K (v) minimale Kosten unter all jenen Wegen
von s nach v, deren Knoten alle in S U {v} liegen. (9.5)
Fir S = {s} wéhlen wir K(s) := (s) und K(v) = (s,v) fiir alle v € V \ S. Dann ist K
offensichtlich S-optimal.

SAaTz 9.23 (E. W. Dijkstra?, 1956). Sei Sei G = (V,p) ein gerichteter Graph, seic: p — RY
eine Kostenfunktion, sei S CV mit s € S, und sei K eine S-optimale Funktion. Seiw € V'\ S
so, dass

¢(K(w)) = min{¢(K(w")) |w' € V'\ S} (9.6)
Wir definieren nun S’ :== S U {w} und
K'(v) = K() firveld,
K'(v) = ein Weg minimaler Kosten unter den beiden

Wegen K (v) und [K(w),v] firveV \ S
Dann ist K' eine S’-optimale Funktion.

2Edsger Wybe Dijkstra, 1930-2002



88 9. GRAPHEN

Beweis: Wir zeigen als erstes, dass fiir alle v € S” der Weg K’(v) ein c-minimaler Weg von s
nach v ist. Fir v € S\ {w} gilt v € S und K(v) = K'(v), also folgt die Eigenschaft aus der
S-Optimalitéat von K.

Fiir v = w wihlen wir einen Weg I von s nach w und zeigen ¢(1) < ¢(K'(w)). Sei = der erste
Knoten auf I, der nicht in S liegt, und sei I, das Anfangsstiick von I, das s mit = verbindet.
Dann gilt ¢(1) > ¢(L,). Da I, ein Weg ist, dessen Knoten alle in S U {z} liegen, und da K S-
optimal ist, gilt wegen (9.5) ¢(1,) > ¢(K(x)). Wegen (9.6) gilt dann auch ¢(K(z)) > ¢(K(w)).
Da K(w) = K'(w), erhalten wir insgesamt ¢(1) > ¢(K'(w)). Damit haben wir gezeigt, dass K’
die Eigenschaft (9.4) der S’-Optimalitét erfiillt.

Nun zeigen wir, dass dass K’ die Eigenschaft (9.5) der S’-Optimalitéat erfiillt. Sei dazu v € V'\ .S’
und sei I ein Weg von s nach v, dessen Knoten alle in S’ U{v} = SU{v,w} liegen. Wir zeigen
¢(l) > ¢(K'(v)). Sei dazu u der vorletzte Knoten in I, und sei I, der Weg [ ohne den letzten
Knoten v. Dann gilt ¢(1) = ¢(1,) + c¢(u, v).

Falls u = w, so ist I, ein Weg von s nach w. Da K'(w) = K(w) minimal unter allen Wegen
von s nach w ist (wegen der bereits bewiesenen ersten S’-Optimalitétseigenschaft), gilt ¢(1,) >
¢(K'(w)). Also gilt ¢(1) = ¢([l,v]) = é(l,) + c(u,v) > (K (w)) + c(u,v) = &([K'(w),v]) =
¢([K(w),v]). Nun ist [K(w),v] einer der beiden Wege, die bei der Wahl von K’(v) zur Auswahl
standen. Folglich gilt ¢([K (w),v]) > ¢(K'(v)).

Wir betrachten nun den Fall v # w. Dann ist I, ein Weg von s nach u. Da u € S, gilt
daher wegen der S-Optimalitéit von K, dass ¢(1,) > ¢(K(u)) und somit ¢(1) > ¢([K (u),v]). Da
[K (u),v] ein Weg in SU{v} ist, gilt wegen der zweiten S-Optimalitétseigenschaft (9.5) von K,
dass ¢([K (u),v]) > ¢(K(v)). Da K(v) einer der beiden Wege ist, die bei der Bildung von K'(v)
zur Auswahl standen, gilt ¢(K(v)) > ¢(K'(v)).

Somit erfiillt K’ auch die zweite S’-Optimalitiatseigenschaft. O

Dieser Satz belegt, dass nach der Ausfithrung des folgenden Algorithmus fiir jedes v € V' K (v)
ein c-minimaler Weg von s nach v ist.

ALGORITHMUS 9.24 (Dijkstra-Algorithmus).

Eingabe: Ein gerichteter Graph G = (V, p), ein Startknoten s € V, eine Funktion ¢ : p — R{.
Ausgabe: Eine Funktion K : V — V* = [,y V", die jedem v € V eine Folge K (v) von
Knoten zuordnet.

Ausgabebedingung: Fiir jedes v € V ist K(v) ein c-minimaler Weg von s nach v.

1: S« {S}

2: K(s) < (s)

3: K(v) « (s,v) fir v e V\{s}

4: while S #V do

5 Wihle w € V'\ S, sodass ¢(K (w)) minimal ist.

6: forve V\ (SU{w}) do

7: K (v) < kiirzerer der beiden Wege K (v) und [K (w),v], bzw. irgendeiner dieser
L beiden Wege, wenn K (v) und [K(w),v] gleiche Kosten haben.

8: S+ SuU{w}.

9: return K.
UBUNGSAUFGABEN 9.25.

(1) Sei G der gerichtete Graph mit den Knoten {v1,v2,v3,v4} und den 12 Kanten (v;,v;) mit
i # j. Die Kante vive hat die Kosten 1 -2 = 2; allgemein hat fiir alle i,5 € {1,2,3,4}
die Kante (v;,v;) die Kosten i - j. Bestimmen Sie mit dem Dijkstra-Algorithmus einen Weg
minimaler Kosten von v4 zu jedem anderen Knoten.

Mehr zur Graphentheorie findet man z.B. in [Big89, Mas06|.



[Big89]
[BT09]
[Euk91]
[Hal76)
[Mas06]
[Peal9]

[RUST]

[Smi20]
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