Kommutative Algebra
12. Ubungsblatt fiir den 16. Juni 2009

(1) Sei k ein Korper, sei V' C k™ eine Varietéit, und sei M eine Menge, die
Zariski-dicht in V ist. (Es gilt also V(I(M)) = V.) Zeigen Sie, dass fiir
jedes Polynom f € klxy,...,x,] mit f|y = 0 auch gilt, dass f|y = 0.

(2) Wir betrachten den Ring Q[z,y, 2]/I mit I = (y3 — 2% —y* + x2, 2y —
z, 0% — ).

(a) Zeigen Sie, dass ((z +y) + I) algebraisch unabhéngig iiber Q ist.
(b) Zeigen Sie, dass ((—z® + 2+ 3) + I) algebraisch abhéngig iiber Q ist.
(c) Finden Sie ein Polynom f € Q[t1,t,] mit f # 0, sodass f((z +y +
D+1,(z+2)+1)=0+1.
Hinweis: Beniitzen Sie Satz 6.49 iiber die algebraische Abhéngigkeit in
k[z]/I und die Eliminationseigenschaft von Grébnerbasen.

(3) (cf. [1]) Whitneys Schirmfliche ist durch die Parametrisierung = = uv,y =

v,z = u® gegeben.

(a) (Uber R) Zeichnen Sie diese Fliche mit Mathematica.

(b) (Uber C) Finden Sie die Gleichung der kleinsten Varietit, die Whit-
neys Schirmflache enthélt.

(4) Finden Sie eine (nichttriviale) Gleichung, die von allen Punkten im R?

3t _ 3t?
1+t3’y o148

Losungen der Gleichung durch die Parametrisierung erreichen?

erfiillt wird. Konnen Sie alle
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(5) Berechnen Sie jeweils die Dimension der folgenden Varietéten V(I) in
C3, indem Sie eine Teilmenge von {x + I,y + I,z + I} mit maximaler
Kardinalitét finden, die algebraisch unabhéngig ist.

(a) I =(y*— 2% —y* +az,0y — z,2° — y).
(b) I=(z>+y*+ Lo +y)
(c) I = (zy?* — 222).
Hinweis: Nach unserem derzeitigen Wissen wiirden Sie die Dimension
durch Bestimmen einer unabhéngigen Teilmenge maximaler Kardinalitét
in {z+1(V(])),y +1(V(I)),z+ I(V(I))} finden. Aus Griinden, die wir in
der néchsten Vorlesung besprechen, konnen Sie in diesem Beispiel aber [
anstelle von |(V(I)) verwenden.
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