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KAPITEL 1

Mengenlehre

1. Geordnete Mengen

Eine geordnete Menge (M, <) ist ein Paar aus einer Menge und einer Ordnungsre-
lation (also einer reflexiven, transitiven und antisymmetrischen biniren Relation)

auf M. Die Relation ist < ist linear, wenn fiir alle z,y € M gilt: x < y odery < .

DEFINITION 1.1. Eine geordnete Menge (M, <) erfiillt die Mazimalbedingung,

wenn jede nichtleere Teilmenge von M ein maximales Element hat.

(M, <) erfiillt also die Maximalbedingung, wenn
VNCM:N#Q=3neN:(VreN:n<z=n=uzx).
gilt.

DEFINITION 1.2. Eine geordnete Menge (M, <) erfiillt die aufsteigende Kettenbe-
dingung (ACC), wenn es keine injektive Funktion f : N — M mit der Eigenschaft
f(i) < f(i+1) fur alle i € N gibt.

(M, <) erfiillt also die (ACC), wenn es keine streng mononton wachsende Folge
(m; | i € N) aus M gibt.

Fiir die folgenden Sétze setzen wir voraus, dass die Axiome der Zermelo-Frénkel-
schen Mengenlehre mit Auswahlaxiom erfiillt sind.

PROPOSITION 1.3. Eine geordnete Menge (M, <) erfillt die (ACC) genau dann,
wenn es fiir jede schwach monoton wachsende Folge (m; | i € N) aus M ein
N € N gibt, sodass fiir alle k € N mit k > N gilt: my = my.

Beweis: Sei (M, <) eine geordnete Menge mit (ACC), und sei (m; | i € N) eine
schwach monoton wachsende Folge aus M. Wenn es kein /N mit der gewiinschten
Eigenschaft gibt, so gibt es fiir alle N € Nein £ > N mit my < my. Wir definieren
nun eine Funktion g : N — N rekursiv. Sei ¢g(1) := 1. Fiir n € N definieren wir

1



2 1. MENGENLEHRE

g(n+1) als ein k € N mit mgy,) < my. Dann ist die Folge (my(m) | n € N) eine

eine streng monoton wachsende Folge aus M, im Widerspruch zur (ACC).

Wenn (M, <) die (ACC) nicht erfiillt, so gibt es eine streng monoton wachsende
Folge aus M. Diese Folge wird aber nie konstant. O

SATZ 1.4. Fir eine geordnete Menge (M, <) sind dquivalent:

(1) (M, <) erfiillt die (ACC).
(2) (M, <) erfillt die Mazimalbedingung.

Beweis: (1)=-(2): Wir nehmen an, dass (M, <) die (ACC) erfiillt. Wenn (M, <)
nun die Maximalbedingung nicht erfiillt, so besitzt M eine nichtleere Teilmenge T
ohne maximales Element. Wir definieren nun eine Funktion f : N — T rekursiv.
Wir wihlen ¢ € T und definieren f(1) := ¢. Fiir n € N definieren wir f(n + 1)
folgendermaflen: Da f(n) kein maximales Element von T ist, gibt es ein Element
t1 € T, sodass f(n) < t;. Wir definieren nun f(n 4+ 1) := ¢;. Die Funktion
f ist streng monoton wachsend, im Widerspruch dazu, dass (M, <) die (ACC)
erfiilllt. (2)=-(1): Wir nehmen an, dass (M, <) die (ACC) nicht erfullt. Dann
gibt es eine streng monoton wachsende Funktion f von N nach M. Die Menge
T := {f(i) | i € N} hat dann kein maximales Element. Also erfiillt (M, <) die
Maximalbedingung nicht. U

Eine Moglichkeit, maximale Elemente einer Menge zu finden, bietet oft das Lem-

ma von Zorn.

SATZ 1.5 (Lemma von Zorn). Sei (M, <) eine geordnete Menge. Wir nehmen
an, dass jede linear geordnete Teilmenge L von M eine obere Schranke in M
hat. (Das heifit, dass es fir jede linear geordnete Teilmenge L ein m € M gibt,
sodass fiir alle | € L die Relation | < m gilt.) Dann besitzt (M, <) ein mazimales
Element.

Beweis: Siehe etwa [Hal76].



KAPITEL 2

Kommutative Ringe mit Eins

1. Kommutative Ringe mit Eins

DEFINITION 2.1. Eine Algebra (R,+,—,-,0,1) ist ein kommutativer Ring mit
Eins, wenn +,- bindre Operationen auf R sind, — eine unire Operation auf
R ist, und 0,1 Elemente aus R sind, sodass fiir alle z,y,z € R die folgenden
Eigenschaften erfiillt sind:

r+0==x
T +

(= )=0

SATZ 2.2. Sei (R,+,—,-,0,1) ein kommutativer Ring mit 1, und seien x,y € R.
Dann gilt

(1) =(=(2)) ==
(2) x-0=0.

3) —(z-y)=(-z)-y=2-(~y).

Beweis: (1): —(—2) = —(—2) + 0 = 0+ (—(=2)) = (& + (—2)) + (~(=2)) =
z+((—2)+(—(—2)) =24+0=2.(2): -0 = -0+0 = z-0+(2-0+(—2-0)) = (z-0+
z-0)+(—2-0) =2-(0+0)+(—z-0) = -0+ (—z-0) = 0. (3): Wir verwenden jetzt
aufer den bei der Definition von kommutativen Ringen verwendeten Gleichungen
auch die Folgerungen, dass fiir alle z € R auch (—z) + 2 = 0 und 0 + z = z gilt.
—(z-y)=—(-y)+z-0=—(z-y)+z-(y+(-y) = —(@y)+(@yt+z(-y) =
(—(z-y)+z-y)+z-(—y) = 0+z-(—y) = z-(—y). Mithilfe des Kommutativgesetzes
folgt nun auch (—x) -y = —(z-y). O



4 2. KOMMUTATIVE RINGE MIT EINS

2. Ideale

DEFINITION 2.3. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Eine nichtleere Teil-
menge [ von R ist ein Ideal von R, wenn fiir alle r € Rund 7,5 € [ gilt, dass -4
und ¢ + j in [ sind.

Aus dieser Definition sieht man, dass der Durchschnitt von Idealen von R wieder

ein Ideal von R ist.

DEFINITION 2.4. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei A eine Teilmenge
von R. Dann ist das von A erzeugte Ideal (A), definiert durch

(A)p == (){I | I Ideal von R und A C I}.

SATZ 2.5. Sei R ein kommutativer Ring mit Fins, und sei A C R. Dann gilt

n
(A>R:{Zr,~ai | n € Ng,ay,...,a, € A;ry,..., 7, € R}
i=1

Beweis: Sei J = {>" ra; | n € No,as,...,a, € A,ry,...,7, € R}. Da0 € J,
und da J abgeschlossen unter + und unter Multipkation mit Elementen von R
ist, ist J ein Ideal von R. Auflerdem gilt offensichtlich A C J. J ist also ein Ideal
von R mit A C J. Aus der Definition von (A), als Durchschnitt aller solchen
Ideale sieht man also (A), C J.

Um die Inklusion J C (A), zu zeigen, wihlen wir ein Element j € J. Es gibt
also n € Ny, a,...,a, € Aund ry,...,r, € R, sodass j = Y, ra;. Aus der
Definition von (A), sehen wir, dass A C (A) gilt. Damit liegt jedes a; in (A) .
Da (A), ein Ideal von R ist, liegt also auch jedes Summand 7;a; in (A)p, und
schlieBlich auch die Summe j. U

DEFINITION 2.6. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei I ein Ideal von

R. Dann ist I endlich erzeugt, wenn es eine endliche Menge A C R gibt, sodass
I =(A).

SATZ 2.7. Sei R ein kommutativer Ring mit Fins, und sei I(R) die Menge der
Ideale von R. Dann sind dquivalent:

(1) (I(R), Q) erfillt die (ACC).
(2) Jedes Ideal von R ist endlich erzeugt.
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Beweis: (1)=-(2): Sei I ein Ideal von R, das nicht endlich erzeugt ist. Wir kon-
struieren nun rekursiv eine Folge (i), | k € N) von Elementen von I. Wir setzen
iy := 0. Fiir n € N definieren wir nun ¢,4,. Da das Ideal ({iy,...,%,})5 endlich
erzeugt ist, gilt ({i1,...,i,})p # 1. Es gibt also j € I mit j & ({i1,...,0n})p. Sei
in41 €in solches j.

Wir definieren nun fiir £ € N das Ideal I, durch

Iy o= ({ix, .- ik )) 5 -
Dann ist die Folgen (I} | k¥ € N) eine streng monoton wachsende Folge von Idea-
len von R, im Widerspruch zur (ACC). (1)=-(2): Sei (I}, | k € N) eine schwach
monoton wachsende Folge von Idealen von R. Dann ist I := J{I; | k¥ € N} eben-
falls ein Ideal von R. Dieses Ideal I ist nach Voraussetzung endlich erzeugt. Seien
m € Nund ai,...,a, € I so, dass [ = (a1,...,an) . Es gibt dann ein N € N,
sodass {ai,...,a,} C Iy. Dann gilt aber auch I C [Iy. Folglich gilt fiir alle
ke Nmit k > N: I, C I C In. Wegen der Monotonie gilt Iy C . Insgesamt
gilt I, = Iy; die Folge der Ideale bleibt also ab dem Index N konstant. Somit
erfiillt (/(R), C) die (ACC). O

DEFINITION 2.8. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. R heiflt noethersch,
wenn jedes Ideal von R endlich erzeugt ist.

DEFINITION 2.9. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Ein Ideal I von R ist
maximal, wenn [ # R, und wenn es kein Ideal Jmit I CJC R, I #J,J # R
gibt.

In einem noetherschen Ring ist jedes Ideal in einem maximalen Ideal enthalten.
Aus dem Zornschen Lemma folgt, dass das sogar fiir alle kommutativen Ringe
mit Eins gilt:

SATZ 2.10. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei I ein Ideal von R mait
I # R. Dann gibt es ein mazimales Ideal M von R mit I C M.

Beweis: Sei
E:={J| Jist Ideal von Rund I C J # R}.

Um zu zeigen, dass (£, C) ein maximales Element hat, verwenden wir das Lemma
von Zorn. Sei dazu K eine nichtleere Teilmenge von &, die beziiglich C linear

geordnet ist. Wir setzen

S=|J{K| K ek}
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Wir zeigen nun, dass S ein Ideal von R ist. Seien 7,5 € Sund r € R. Dai € S,
gibt es K7 € K, sodass ¢ € K;. Ebenso gibt es Ky € K, sodass j € K,. Da K
linear geordnet ist, gilt K1 C Ky oder Ky C K;. Wenn K; C Ko, so liegen i + j
und r -7 in Ky; falls Ky C Ky, liegen ¢+ j und r -4 in K;. In beiden Fillen liegen
also ¢ 4+ 7 und 7 -4 in S. Somit ist S ein Ideal von R.

Nun zeigen wir, dass S in & liegt. Es gilt I C S. Es bleibt also zu zeigen, dass
S # R. Nehmen wir an, S = R. Dann gilt 1 € |[J{K | K € K}. Es gibt also ein
K € K mit 1 € K. Dann gilt K = R. Somit gilt R € £, im Widerspruch zur
Definition von £. Es gilt also S # R, und somit S € £.

Das Zornsche Lemma liefert nun ein maximales Element M von £. ]

3. Faktorringe

Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei [ ein Ideal von R. Fiir jedes r € R

definieren wir
r+1:={r+il|iel}.
Die Menge R/ ist definiert durch
R/I:={r+1|re R}

Wir bezeichnen dabei r + I als die Restklasse von R modulo I. Auf der Menge
der Restklassen definieren wir nun eine Operation ® von R/I x R/I nach R/I

folgendermaflen. Wir definieren
m:={(r+I,s+I),r-s+1I)|rseR.

Diese Relation m ist eine Funktion von R/I x R/I nach R/I. Dazu zeigen wir,
dass fiir alle a,b,¢q,¢o € R/I gilt: Wenn ((a,b),c;) € m und ((a,b),cs) € m, so
gilt ¢; = ¢y. Seien also a, b, ¢1,co € R/I. Dann gibt es r1, s € R, sodass i +1 = a,
si+1 =0bund ry - sy + 1 = ¢;. Ebenso gibt es ry, 89 € R, sodass r, + I = a,
ss+ I =bund ry9- 5o+ 1 = co. Dary € ro + I, gilt auch r9 € r; + I. Somit
gibt es ¢ € I mit ro = r; + 7. Ebenso gibt es j € [ mit s5 = s; + j. Es gilt nun
ro-s9=(ri+i)-(s1+j)=r1-s1+r-j+i-s+ij. Fird =7 j+i-s +ij
gilt i' € I. Folglich gilt

rocdotsy + 1 = (ry - sy +1i') + 1.
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Nun gilt fiir alle ¢t € R, dass (t+4¢)+1 =t+1,da (t+)+iy =t+ (7' +i1) € t+1
und t iy =t+1i' + (i —1d') € (t+4')+ 1. Also gilt ro-so+ 1 = ry-s1+ 1. Folglich

gilt ¢; = ¢o. Die Relation m ist also wirklich funktional.

Fiir m(r + I, s+ I) schreiben wir auch (r + 1) ® (s + I).






KAPITEL 3

Teilbarkeit in kommutativen Ringen

1. Definitionen

Ein kommutativer Ring mit Eins R ist ein Integritdtsbereich, wenn er zumindest
zwei Elemente hat und fiir alle a,b mit a # 0 und b # 0 auch ab # 0 gilt.

DEFINITION 3.1. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und seien a,b € R.
Dann gilt alb, wenn es ein r € R gibt, sodass b = ra.

DEFINITION 3.2. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins.

e Ein Element v € R ist invertierbar, wenn es ein v € R mit uv = 1 gibt.

e Ein Element p € R ist prim, wenn es nicht invertierbar ist, und fiir alle
a,b € R mit p|ab gilt: pla oder p|b.

e Ein Element r € R ist ¢rreduzibel, wenn es nicht invertierbar ist, und fiir
alle s,t € R mit r = st gilt: s ist invertierbar oder ¢ ist invertierbar.

e Zwei Elemente a,b € R sind assoziiert, wenn es ein invertierbares Ele-

ment v € R gibt, sodass au = b. Wir schreiben dann a ~ b oder a ~g b.

LEMMA 3.3. Sei R ein Integrititsbereich, und set p ein primes Element von R
mit p # 0. Dann ist p irreduzibel.

Beweis: Sei p prim, p # 0, und seien s,t € R so, dass p = st. Dann gilt p|st.
Da p prim ist, gilt p|s oder p|t. Im Fall p|s gibt es ein s; € R, sodass ps; = s.
Durch Multiplikation dieser Gleichung mit ¢ erhalten wir psit = st = p. Also gilt
p(s1it—1) = 0. Wegen p # 0 ist also ¢ invertierbar. Im Fall p|t erhalten wir analog,
dass s invertierbar ist. O

2. Faktorielle Integritidtsbereiche

DEFINITION 3.4. Sei R ein Integritdtsbereich. R ist faktoriell, wenn folgendes
gilt:
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(1) Fiir alle r € R\ {0}, die nicht invertierbar sind, gibt es ein s € N und
irreduzible fi,..., fs € R, sodass

T:fl"'fs-

(2) Fiir alle m,n € N und fiir alle irreduziblen f1,..., fim, 91, .., 9, € R mit

fl"'fm:gl"'gn

gilt m = n, und es gibt eine bijektive Abbildung = : {1,...,m} —
{1,...,n}, sodass fiir alle i € {1,...,m} gilt: fi ~r gr¢)-

LEMMA 3.5. Sei R ein faktorieller Integrititsbereich. Dann ist jedes irreduzible

Element prim.

Beweis: Sei f irreduzibel, und seien a,b € R so, dass f|ab. Zu zeigen ist, dass f

mindestens eines der Elemente a oder b teilt. Wegen f|ab gibt es r € R, sodass
fr=ab.

Wenn a = 0, so gilt fla; wenn b = 0, so gilt f|b. Wir nehmen nun an, dass
a # 0 und b # 0. Wenn a invertierbar ist, dann gilt fra™' = b, und somit
f|b; wenn b invertierbar ist, gilt f|a. Es bleibt der Fall, dass a,b beide # 0 und
beide nicht invertierbar sind. Dann gibt es m,n € N und irreduzible Elemente
A1y, Qm, b1, ..., b, € R, sodass

a=ay - ayund b=>b;---b,.

Falls r invertierbar ist, dann ist fr irreduzibel, und wegen der Eindeutigkeit der
Zerlegung zu einem a; oder b; assoziiert. Wenn fr zu einem a; assoziiert ist, dann

gilt fr|a, und somit f|a; wenn fr zu einem b; assoziiert ist, dann gilt f|b.

Wenn r nicht invertierbar ist, dann gibt es [ € N und irreduzible Elemente

ri,...,1 € R, sodass
Frieoor =1 by by

Wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung ist f zu einem a; oder b; assoziiert. Es
gilt also wieder f|a oder flb. O
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3. Zerlegung in irreduzible Elemente

DEFINITION 3.6. Sei R ein Integritdtsbereich, und sei I C R. [ ist eine vollstandi-
ge Auswahl irreduzibler Elemente, wenn alle ¢ € [ irreduzibel sind, und es fiir jedes
irreduzible f € R genau ein ¢ € [ mit f ~g i gibt.

DEFINITION 3.7 (Zerlegung). Sei R ein Integrititsbereich, und sei I C R eine
vollstandige Auswahl irreduzibler Elemente von R. Sei a € R\ {0}. Eine Funktion

a: I — Ny ist eine Zerlegung von a, wenn

(1) {i € I| a(i) # 0} ist endlich.
(2) @ ~g [Te 0.

Dabei definieren wir fiir alle ¢ € I, dass i° := 1 ist. Ebenso ist ein Produkt [T,

immer gleich 1.

LEMMA 3.8. Set R ein faktorieller Integrititsbereich und sei I eine vollstindige
Auswahl irreduzibler Elemente von R. Seien a,b € R\ {0}, sei a eine Zerlequng

von a beziglich I und 3 eine Zerleqgung von b beziiglich I. Dann sind dquivalent:

(1) alb.
(2) Fiir alle i € I gilt a(i) < B(1).

Beweis: Wir beweisen nur (1)=-(2). Sei r € R so, dass ar = b. Wir nehmen an,
dass es ein ig € I gibt, sodass a(ig) > [(ip). Dann gilt

r- ,Lg(m)_ H jo() ~R ZO H i86)

el
1#10 Z;ﬁzo

Es gibt also ein invertierbares u; € R, sodass
o Zg H ,la(z . H Zﬁ(z

27510 275@0

Da R ein Integritétsbereich ist und ig (io) # 0, gilt
g - - g0 A0) H i H 0

l;ézo 1#£i0
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Der Ring R ist faktoriell. Also gibt es ein invertierbares Element us € R und ein

s € Ny und irreduzible Elemente r1,...,r; € R sodass r = ugry---7rs. Es gilt
dann
(3.1) UL UaT] ** T - ig(io)—ﬁ(io) H o) — H B0

i€l iel

Gl ii0

Falls {i € I| 8(i) > Ound i # ig} = 0, so ist iy invertierbar, im Widerspruch
dazu, dass ig irreduzibel ist. Wenn die rechte Seite von (3.1) aus einer positiven
Anzahl von Faktoren besteht, konnen wir verwenden, dass R faktoriell ist. Wir
erhalten dann ein ¢; € I mit i1 # ig und i; ~g 7. Das ist unmoglich, da I keine

verschiedenen assoziierten Elemente enthalt. O

LEMMA 3.9 (Eindeutigkeit der Zerlegung). Sei R ein faktorieller Integritits-
bereich und sei I eine vollstindige Auswahl irreduzibler Elemente von R. Sei

f € R\ {0}. Dann gibt es genau eine Zerleqgung o : I — Ny von f.

Beweis: Wir zeigen zunichst, dass es ein a mit den geforderten Eigenschaften
gibt. Wenn f invertierbar ist, so definieren wir o durch «(i) = 0 fiir alle ¢ € I.
Es gilt f ~g 1, also ist (2) aus Definition 3.7 erftllt. Wenn f nicht invertierbar
ist, so gibt es s € N und irreduzible Elemente g1, ..., gs € R, sodass

f = gl o .. gs.
Seien nun 4q,...,i, € I und wuq,...,us invertierbare Elemente von R, sodass fiir
alle j € {1,...,s} gilt: g; = w;i;. Es gilt dann f = (uy -~ -u,) - (41 -+ - 4,). Firi € [
definieren wir a(7) als die Anzahl der Elemente von {j € {1,...,s} | i; =¢}. Um
die Eindeutigkeit zu zeigen, fixieren wir «, 3 : I — Nj, sodass beide Funktionen

nur an endlich vielen Stellen nicht 0 sind, und
H 0 o H 8G)
el el

Wegen Lemma 3.8 gilt dann o = (3. O
SATZ 3.10. Sei R ein Integrititsbereich. Dann sind dquivalent:

(1) R erfiullt die ACC fiir Hauptideale, und jedes irreduzible Element von R
18t prim.

(2) R ist faktoriell.
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Beweis: (1)=(2). Wir zeigen zunéchst, dass sich jedes nicht invertierbare Element
r # 0 in ein Produkt von irreduziblen Elementen zerlegen ldsst. Dazu nehmen
wir an, dass es ein nicht invertierbares Element r # 0 gibt, das sich nicht zerlegen

lasst. Wir wéhlen r € R\ {0} so, dass (r) maximal in der Menge
{(r") | " ist nicht invertierbar und nicht Produkt von irreduziblen Elementen }

ist. Da r nicht invertierbar ist, gilt (r) # R. Nun wihlen wir s € R so, dass (s)

maximal in der Menge
{(s) [ (r) € (') # R}

ist. Wir zeigen als erstes, dass s irreduzibel ist. Wenn s = s159, so gilt (s) C (s1)
und (s) C (s2). Wenn s; nicht invertierbar ist, so gilt wegen der Maximalitidt von
(s) die Gleichheit (s) = (s1). Folglich gibt es t € R, sodass s; = ts, also s1 = ts7 2.
Da s1 # 0, ist sy invertierbar. Somit ist s irreduzibel. Da r € (s), gibt es t; € R,
sodass r = t1s. Wenn t; invertierbar ist, so ist r irreduzibel, im Widerspruch
zur Wahl von . Wenn ¢; nicht invertierbar ist, so gilt (r) C (¢;) # R. Wenn
nun (r) = (¢;), so gibt es ein s; € R mit t; = s17 = s1t1s. Da t; # 0, ist dann
s18 = 1 und s somit invertierbar. Also gilt () # (¢1). Wegen der Maximalitét
von (r) lésst sich t; als Produkt von irreduziblen Elemente schreiben. Fiigen
wir zu diesem Produkt noch s dazu, haben wir auch r als Produkt irreduzibler
Elemente geschrieben, im Widerspruch zur Wahl von r. Somit lésst sich jedes
nicht invertierbare Element # 0 in irreduzible Elemente zerlegen.

Nun zeigen wir die Eindeutigkeit. Seien m,n € N, und fi,..., fim, 91, -, gn irre-
duzible Elemente, sodass fi -« fm = g1+ gn. Wir zeigen durch Induktion nach
min(m, n), dass sich die f; und g; zueinander assoziieren lassen. Wenn m = 1, so
gilt, da f; irreduzibel ist, auch n = 1, und somit f; = g;. Wenn n = 1, so gilt
analog m = 1 und f; = ¢g;. Wenn m > 2 und n > 2, dann gilt fi|g;---g,. Da
f1 nach Voraussetzung prim ist, teilt es eines der g;. Da g; irreduzibel ist, gilt
f1 ~r g;- Es gibt also ein invertierbares u € R, sodass ¢; = u - fi. Wir wenden

nun die Induktionsvoraussetzung auf (ufs) - f3 -« fon = g1+ gi—1Gi+1 - - gn an.

(2)=-(1): Sei R ein faktorieller Ring, und sei (a;) C (a2) C (a3) C ... eine Kette
von Hauptidealen. Wir nehmen an (a;) # (0). Dann gilt a,|a,—1| - - - |as|az|a;. Sei
I eine vollstédndige Auswahl von irreduziblen Elementen, und sei oy, eine Zerlegung
von ay, beziiglich I. Es gilt dann nach Lemma 3.8 fiir alle i € I: ax(i) < oy (7). Da
es nur endlich viele # mit der Eigenschaft 5(i) < (i) fiir alle i € I gibt, gibt es
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ein N € N| sodass fiir k > N gilt: ag, = ay. Dann gilt aber auch (ax) = (ay).

Dass jedes irreduzible Element prim ist, folgt aus Lemma 3.5. U

DEFINITION 3.11. Ein Integritétsbereich R ist ein Hauptidealbereich, wenn es fiir
jedes Ideal I von R ein a € R gibt, sodass I = (a).

SATZ 3.12. Jeder Hauptidealbereich ist faktoriell.

Beweis: Sei R ein Hauptidealbereich. Da jedes Ideal von R endlich erzeugt ist,
erfiillt R die ACC fiir Ideale, also insbesondere fiir Hauptideale. Zu zeigen bleibt,
dass jedes irreduzible Element von R prim ist. Sei r ein irreduzibles Element
von R, und sei P ein maximales Ideal von R mit (r) € P # R. Da R ein
Hauptidealbereich ist, gibt es p € R, sodass P = (p). Da r € (p), gibt es ein
s € R, sodass r = s -p. Da r irreduzibel ist und (p) # R, kann von s und
p nur s invertierbar sein. Da s invertierbar ist, gilt (p) = (r). Das Ideal (r)
ist also ein maximales Ideal von R. Somit ist R/(r) ein Korper, also auch ein

Integritédtsbereich, und (r) ist damit prim. O

4. Eine Anwendung auf die Zahlentheorie

Wir beweisen in dieser Sektion den folgenden Satz:

SATZ 3.13. Sei p eine Primzahl mit p =1 (mod 4). Dann gibt es a,b € N, sodass
a?+ b =p.

Wir werden im Beweis den Ring der Gauflschen ganzen Zahlen, einen Unterring
des Korpers der komplexen Zahlen, der durch

Z[i] . ={a+bi| a,beZ},
definiert ist, verwenden.

LEMMA 3.14. Der Ring Zli] ist ein Hauptidealring.

Beweis: Fiir jedes Element a + bi € Z[i] definieren wir seine Norm durch N(a +
bi) := a® + b*. Aus N(z) = 27 sieht man leicht, dass N(z129) = N(21)N(2) fiir
alle z1, 2o € Z[i] gilt. Sei nun I ein Ideal von Z[i| mit I # {0}. Wir wihlen ein
Element ¢ + di aus I \ {0}, fiir das N(c 4+ d¢) minimal ist. Nun zeigen wir

(4.1) I={\(c+di)+ do(—d +ci) | A, \s € ZY.
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Die Inklusion D folgt daraus, dass (A + A24)(c+d i) in I liegt. Um C zu bewei-

sen, wahlen wir einen Punkt a + bi € I. Es gibt einen Vektor in {\ < ccl ) +

A2 ( —d ) | A1, A2 € Z}, dessen Abstand von ( Z ) hochstens %\/02 + d? ist.
c

/
Sei ( 2, ) ein solcher Vektor. Da ¢ +d'i € I liegt, liegt auch (a — )+ (b—d') i
in 1. Es gilt N((a—¢)+ (b—d')i) < L(+d?). Da ¢+ d i minimale Norm in I hat,

gilt (a — )+ (b—d')i = 0. Somit liegt a + bi in der rechten Seite von (4.1). O
Wir beweisen nun Satz 3.13:

Beweis von Satz 3.13: Wir zeigen als erstes, dass es ein x € Z gibt, sodass
(4.2) 2> = —1 (mod p).

Die multiplikative Gruppe des Koérpers Z, ist zyklisch. Sei o € Z so, dass [a],
ein Erzeuger dieser Gruppe ist. Wir setzen x := o"7 und erhalten aus dem Satz
von Fermat # =1 (mod p). Es gilt also p|(z* — 1), also p|(z? +1)(x — 1)(z + 1).
Wenn x =1 (mod p) oder x = —1 (mod p), so gilt o =1 (mod p). Dann ist
[a],, kein Erzeuger von Z. Folglich gilt p|(z* 4 1), und wir haben (4.2) bewiesen.
(Eine andere Variante, die nicht verwendet, dass Z; zyklisch ist, ist zu zeigen, dass
z := 21 die Gleichung (4.2) erfiillt.) Nun wihlen wir ein z, das die Gleichung
(4.2) erfiillt. Im Ring Z[¢] gilt natiirlich ebenfalls p|(1+z?), also p|(1+z7)-(1—x ).
Da jedes Vielfache von p im Ring Z[i] einen durch p teilbaren Realteil hat, gilt
in Z[i] weder p|(1 + x i) noch p|(1 — z4). Im Ring Z[7] ist p also nicht prim. Da
Z[i] als Hauptidealbereich auch faktoriell ist, ist jedes irreduzible Element von
Zl[i] prim. Somit ist p in Z[i] nicht irreduzibel. Es gibt also a, b, ¢,d € Z, sodass
p=(a+bi)(c+di),und a+ bi und ¢ + di nicht invertierbar sind. Es gilt

p>=N(p) = N((a+bi)(c+di)) = N(a+bi)  N(c+di) = (a* + b°)(* + d°).

Alle Elemente z € Z[i] mit N(z) = 1 sind invertierbar. Somit muss a? + b* = p

gelten. Die Zahlen a' := |a| und ¥’ := |b| leisten also das Gewiinschte. O
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5. Teilbarkeit in Polynomringen

DEFINITION 3.15. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, sei n € Ny, und sei
f=>",fiz" € Rlz]. Das Polynom f ist primitiv, wenn es kein primes p € R
gibt, das alle Koeffizienten f; (i =0,...,n) teilt.

LEMMA 3.16 (GaufBisches Lemma). Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und
seien f,g € R[z] primitiv. Dann ist f - g ebenfalls primitiv.

Beweis: Wir nehmen an, dass f - g nicht primitiv ist. Dann gibt es ein primes
p € R, das alle Koeflizienten von f - g teilt. Wir bezeichen mit [f](,) das Polynom
S92 T (f; + (p))=' im Ring R/(p) [z]. Es gilt also dann [f - gl = 0. Da (p) prim
ist, ist R/(p) ein Integritétsbereich. Daher ist auch R/(p)[z] ein Integritétsbereich
(der fithrende Koeffizient des Produkts zweier Polynome ist das Produkt der
fihrenden Koeffizienten dieser zwei Polynome). Da [f - gl = [flp) - [9] @), muss
also [f]) oder [g]() gleich 0 sein. Wenn [f]) gleich 0 ist, dann teilt p alle
Koeffizienten von f, und f ist somit nicht primitiv; [g],) = 0 bedeutet, dass g
nicht primitiv ist. ]

LEMMA 3.17. Sei R ein faktorieller Integrititsbereich, und sei f € R|x] mit
f #0. Dann gibt es r € R, g € R[z], sodass g primitiv ist und f = rg.

Beweis: Sei f; ein Koeffizient von f, der # 0 ist. Sei g € R[x] so, dass das vom

iten Koeffizienten erzeugte Hauptideal (g;) maximal in
{(¢))]| ¢ € RlzJund Ir e R:r¢g = f}

ist, und sei r € R so, dass rg = f. Wenn ¢ nicht primitiv ist, dann gibt es ein
primes p € R und h € Rlz], sodass g = ph. Fiir den iten Koeffizienten gilt dann
g; = ph;. Da (g;) € (h;) und da rph = f, gilt wegen der Maximalitat von (g;),
dass (g;) = (h;) ist. Also gibt es s € R, sodass s g; = h;, und somit sp h; = h;. Da
h; # 0 , ist p damit invertierbar, im Widerspruch dazu, dass p prim ist. Also ist
g primitiv. U

LEMMA 3.18. Sei R ein faktorieller Integrititsbereich, und seien gi,gs € R[x]
primitive Polynome # 0, und seien r1,ro € R. Wenn r1g1 = rags, dann sind rq
und ro in R assoziiert.

Beweis: Wir fixieren gy, g» € R[z] \ {0} und betrachten die Menge
A={(ri,r2) € RX R| 1191 = rogo und 1y R 12}
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Wenn diese Menge leer ist, dann ist der Satz bewiesen. Wenn die Menge nicht leer
ist, dann wihlen wir ein (ry,r9) € A so, dass (ry) maximal in {(r]) | (r],75) € A}
ist. Da g1 # 0, go # 0 und R ein Integritétsbereich ist, gilt r; # 0.

Wenn r; invertierbar ist, dann ist r1g; primitiv. Wenn nun ry nicht invertierbar
ist, dann gibt es ein primes p € R, sodass p|ry. Dann ist jeder Koeffizient von
roge durch p teilbar, im Widerspruch dazu, dass rig; primitiv ist. Also ist 79

invertierbar und damit zu r; assoziiert.

Wenn 7 nicht invertierbar ist, so gibt es ein primes p € R\{0}, sodass p|r;. Wegen
rig1 = r9go teilt p alle Koeffizienten von rygs. Da p nicht alle Koeffizienten von
go teilt, muss es ry teilen. Es gibt also s1, s9, sodass ps; = ry und ps, = ro. Es gilt
ps1 g1 = pSa g2. Wegen p # 0 gilt 5191 = s2g2. Wenn (1) = (s1), so gibt es t € R,
sodass try = s1, und somit s; = tps;. Dann ist p invertierbar, ein Widerspruch.
Somit gilt (r;) C (s1) und (r1) # (s1). Wegen der Maximalitét von (rp) sind s
und sy assoziiert, es gibt also ein invertierbares v € R mit us; = sy. Dann gilt
auch ups; = pss, also ur; = r9. Dann sind auch r; und ry in R assoziiert, im

Widerspruch zur Annahme, dass (r1,72) in A liegt.

Die Menge A ist also leer; damit ist der Satz bewiesen. U

SATZ 3.19. Sei R ein faktorieller Integrititsbereich, und seien f,g € R[x]\ {0}.
Seien r,s € R und seien f1, g1 primitive Polynome in R[x] so, dass f =r f1 und
g =sg. Sei Q(R) der Quotientenkérper von R. Dann sind dquivalent:

(1) flg in Rlz].
(2) filgr in Q(R)[z] und r|s.

Beweis: (1)=-(2): Es gibt h € R[z], sodass g = h- f. Wegen g # 0 gilt s # 0. Dann
gilt g =stg=s1(h-f)=s"1r(h-fi). Also gilt fi|g; in Q(R)[z]. AuBerdem
gilt h- (rf1) = sg1. Wir wihlen ¢t € R und hy; € R[z] so, dass h; primitiv ist,
und thy = h. Es gilt dann (thy) - (r f1) = sg1, also rt (hy - f1) = sg1. Wegen
des GauBschen Lemmas ist h; - fi primitiv. Somit sind wegen Lemma 3.18 die
Elemente 7t und s in R assoziiert. Damit gilt aber r|s.

(2)=(1): Wir wissen, dass es ein h; € Q(R)[z] gibt, sodass f1 - hy = g1. Wir
multiplizieren nun mit dem Produkt aller Nenner, die in den Koeffizienten von
hi auftreten. Sei d dieses Produkt. Es gilt dann

fi- (dhl) =dg
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und dh; € R[z]. Sei nun e € R und sei hy ein primitives Polynom in R[z] mit
der Eigenschaft
(& h2 =d hl.
Dann gilt
fi-(ehy) =dg,
also
e(fi-hy) =dag.
Wegen des GauBschen Lemmas ist f; - hy primitiv. Aus Lemma 3.18 erhalten wir,
dass e und d assoziiert sind. Es gibt also ein invertierbares u € R, sodass e = du.
Somit gilt
du hg =d hl.

Da d # 0, gilt why = hy. Somit liegt hy in R[z]. Damit gilt fi|g; auch in R[z].
Wegen r|s gilt also auch r fi|s ¢ in R[z] und somit f|g. O

KOROLLAR 3.20. Sei R ein ein faktorieller Integrititsbereich, und seien f,g €
Rlx]. Wir nehmen an, dass f primitiv ist, und dass f|g in Q(R)[z] gilt. Dann
gilt flg auch in R|x].

Beweis: Im Fall g = 0 gilt offensichtlich f -0 = g, also teilt f das Polynom g¢
in R[x]. Wenn g # 0, so konnen wir Lemma 3.17 verwenden, um ¢; € R[x] und
r € R zu erhalten, sodass g = r¢;. 1 f|rg; in Q(R)[x]. Nach Satz 3.19 gilt also
flg1 in R[z]. Dann gilt natiirlich auch f|g in R[z]. O

LEMMA 3.21. Sei R ein faktorieller Integrititsbereich, sei Q(R) sein Quotien-

tenkérper, und sei f ein primitives Polynom in R[x]\ {0}. Dann sind dquivalent:

(1) f ist ein irreduzibles Element von R[x].
(2) f ist ein irreduzibles Element von Q(R)[z].

Beweis: (1)=-(2): Wir nehmen an, dass f ein irreduzibles Element von R[x] ist.
Seien nun g, h € Q(R)[x] so, dass

f=g-h
Wir multiplizieren mit allen Nennern von g und h und erhalten ¢, d € R, sodass
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¢,d # 0, und cg € Rlz], dh € R[x]. Wir wihlen ¢;,d; € R und primitive
Polynome g¢1, h; € R[x] so, dass ¢; g1 = ¢g und dy hy = d h. Es gilt dann

Cdf = Cldl (91 . hl)

Wegen des Gauflschen Lemmas ist g; - Ay primitiv. Also sind c¢d und ¢;d; wegen
Lemma 3.18 assoziiert. Es gibt also ein invertierbares Element u € R, sodass

cd f=wucd (g1 - hy).
Da R ein Integritétsbereich ist, gilt c¢d # 0 und somit
f=u(g-h).

Somit gilt g;|f und hq|f in R[z|. Da f irreduzibel in R][z] ist, ist entweder ¢; oder
hy invertierbar in R[z], also vom Grad 0. Wenn g; Grad 0 hat, ist g in Q(R)[x]
invertierbar; wenn hy Grad 0 hat, ist h in Q(R)[x] invertierbar. Damit ist f also

irreduzibel in Q(R)[z].

(2)=(1): Sei f ein primitives Polynom in R[x] \ {0}. Wir nehmen an, dass f
irreduzibel in Q(R)[z] ist. Seien nun g, h € R[z] so, dass f = g-h. Da f irreduzibel
in Q(R)[x] ist, ist entweder g oder h invertierbar in Q(R)[z], also ein konstantes
Polynom # 0. Wir nehmen an, ¢ ist konstant. Wenn der konstante Koeffizient
von ¢ nicht invertierbar ist, dann ist er durch ein primes Element p von R teilbar.
Dann ist aber auch jeder Koeffizient von f = g-h durch p teilbar, im Widerspruch
dazu, dass f primitiv ist. Folglich ist g ein konstantes Polynom in R[z| mit einem
in R invertierbaren konstanten Koeffizienten. Somit ist g in R[x] invertierbar. Im
Fall, dass h konstant ist, erhalten wir, dass h in R[x] invertierbar ist. Insgesamt

erhalten wir, dass f irreduzibel in R[z] ist. O

SATZ 3.22. Sei R ein faktorieller Integrititsbereich. Dann ist auch R[z] faktoriell.

Beweis: Wir zeigen als erstes, dass R[x] die ACC fiir Hauptideale erfiillt. Sei
a; € R[z]\ {0}, und sei (a;) C (az) C --- eine Folge von Hauptidealen. Fiir jedes
i € N wihlen wir r; € R und ein primitives b; € R[z] so, dass a; = r; b;. Wegen
Satz 3.19 ist dann (r1)gr C (r2)g C -+ - eine aufsteigende Kette von Idealen in R
und (b1)gr)e] € (b2)or)z) € - - eine aufsteigende Kette von Idealen in Q(R)[x].
R ist faktoriell, und erfiillt daher die ACC fiir Hauptideale. Der Ring Q(R)[z] ist
ein Polynomring tiber einem Korper. Als solcher ist er ein Hauptidealring (jedes
Ideal I wird von jedem Polynom kleinsten Grades in I\ {0} erzeugt), und somit
faktoriell. Es gibt also ein N € N, sodass fiir alle k > N gilt: (ry)g = (%) r und
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(bn)om) = (br)or)z)- Es gilt also by|b, in Q(R)[z] und ry|ry in R. Somit gilt
anla, in R[z], und somit (ag) g = (an)rj)-

Nun zeigen wir, dass jedes irreduzible Element in R[x] prim ist. Sei dazu f € R|x]
irreduzibel, und seien a,b € R[x] \ {0} so, dass f|a - b. Wir wollen nun zeigen,
dass f in R[z| entweder a oder b teilt.

Seien fj,aq,b; primitive Polynome in R[z] und r,s,t € R so, dass r f; = f,
sa; = a, tby = b. Das Polynom f ist irreduzibel, also ist entweder r oder f;

invertierbar in R[x].

In dem Fall, dass f; invertierbar in R|x] ist, ist ist f; ein Polynom vom Grad 0;
sein konstanter und einziger Koeffizient ist ein invertierbares Element von R. Das
Polynom f; ist also primitiv und es gilt nach Satz 3.19 r|st. Da f irreduzibel in
R]z] ist, ist r irreduzibel in R. R ist faktoriell, somit ist r prim, und es gilt r|s
oder r|t. Falls r|s, so gilt 7|sa;, und somit r|a und damit f|a. Der Fall r|t liefert

analog f1b.

In dem Fall, dass f; nicht invertierbar in R[z] ist, muss r invertierbar in R[z], und
damit in R, sein. Das Polynom f ist also primitiv, und folglich wegen Lemma 3.21
irreduzibel in Q(R)[z]. Da fla1b; in Q(R)[x] und f in Q(R)[x] prim ist, gilt f|ay
oder f|by in Q(R)[x]. Wenn f|ay in Q(R)[z], gilt nach Satz 3.19 auch f|a; in R[z],
und somit auch fla. Wenn f|b; in Q(R)[x], erhalten wir f|b.

Somit ist f prim. Nach Satz 3.10 ist R[z] damit faktoriell. O

KOROLLAR 3.23. Sei R ein faktorieller Integrititsbereich und k € N. Dann st
Rlzy, ...,z faktoriell.

6. Groflter gemeinsamer Teiler

DEFINITION 3.24. Sei R ein Integritétsbereich, sei n € N, und seien fi,..., f, €
R. Dann ist d € R ein grofiter gemeinsamer Teiler von fy,..., f,, wenn
(1) d|fi,-..,d|fn.

(2) Fiir alle d € R mit d'|fy,...,d|f, gilt d'|d.

SATZ 3.25. Sei R ein faktorieller Ring, sei n € N, und seien fi,...,f, € R.

Dann gibt es einen grofiten gemeinsamen Teiler von fi,..., fn.
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Beweisskizze: Wir erhalten aus den Zerlegungen von fi,..., f, und Lemma 3.8

eine Zerlegung von d. O

LEMMA 3.26. Sei R ein faktorieller Integrititsbereich, und seien fi,..., f, € R,

und seit € R, t # 0. Wenn d ein grofiter gemeinsamer Teiler von fi, ..., fn in
R ist, so ist td ein grifiter gemeinsamer Teiler von tfy,... tf, in R.
Beweis: Sei h ein grofiter gemeinsamer Teiler von tfy, ..., tf, in R. Da t alle tf;

teilt, gilt ¢|h. Somit gibt es ein g € R, sodass h = tg. Es gilt nun tg|tf;. Da R ein
Integritatsbereich ist, gilt auch g|f;. Ebenso teilt g alle anderen f;. Das Element
g ist also ein gemeinsamer Teiler von fi, ..., f,. Folglich gilt g|d. Also gilt tg|td;
das bedeutet hltd.

Da d alle f; teilt, teilt td alle tf;. Somit teilt td den grofiten gemeinsamen Teiler
von tfy, ..., tf,; das bedeutet td|h.

Wegen h|td und td|h sind h und td also assoziiert. Somit ist mit h auch td ein

groBter gemeinsamer Teiler von f; ..., f,. O

SATZ 3.27. Sei R ein faktorieller Integrititsbereich, und seien fi, ..., f, € R[z] \ {0}.
Seien 1r1,...,1, € R und ¢, ...,g, primitive Elemente in R[x] so, dass f; =

Tlgl)"'afn:rngn'

Es sei dy ein grdfiter gemeinsamer Teiler von ry,...,r, in R, und dy ein griffter
gemeinsamer Teiler von gy, ..., ¢, in Q(R)[x]. Wir nehmen an, dass dy primitiv
in R[x] ist.

Dann ist didy ein grofter gemeinsamer Teiler von fi, ..., f, in Rx].

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dass didy alle f; teilt. Sei i € {1,...,n}. Da di|r;
in R und dy|g; in Q(R)[z], liefert Satz 3.19 auch dids|f; in R|x].

Sei nun d' € R[x] so, dass d' in R[z] alle f; teilt. Wir wihlen d} € R und ein
primitives d, € R[z| so, dass d' = d}d}. Dann gilt wegen Satz 3.19, dass d] alle
r; in R teilt, und dass d, alle g; in Q(R)[z] teilt. Da d; ein groBter gemeinsamer
Teiler in R ist, gilt d}|d; in R. Da dy ein grofiter gemeinsamer Teiler in Q(R)|x]
ist, gilt dj|ds in Q(R)[z]. Wir verwenden wieder Satz 3.19 und erhalten dj|d, in
Rlx]. Somit gilt d}d,|dydy in R[z], und somit d'|d in R[z]. O

SATZ 3.28. Sei R ein faktorieller Integrititsbereich, und sei f = Y . fix' ein
Element von R[x]\{0}. Sei d ein grofiter gemeinsamer Teiler von f1, ..., fn, und
sei g € Rlx] so, dassdg=f.



22 3. TEILBARKEIT IN KOMMUTATIVEN RINGEN

Dann ist g primitiv.

Sei p ein primes Element von R, das alle Koeffizienten ¢,...,g, von g teilt.
Dann teilt pd alle Koeffizienten von f. Somit teilt pd den gréfiten gemeinsamen
Teiler dieser Koeffizienten; es gilt also pd|d. Da d # 0 gilt dann p|1. Dann ist p

invertierbar, im Widerspruch dazu, dass p prim ist.

Somit teilt kein primes P alle Koeffizienten von g. Somit ist g primitiv. U

SATZ 3.29. Sei R ein faktorieller Integrititsbereich, und seien f,g € R[x] \ {0}.
Sei d ein grofster gemeinsamer Teiler von f und g in R|x]. Dann ist d auch ein

grofster gemeinsamer Teiler von f und g in Q(R)[x].

Beweis: Das Polynom d ist offensichtlich ein gemeinsamer Teiler von f und g in
Q(R)[x]. Um zu beweisen, dass d ein grofiter gemeinsamer Teiler von f und g in
Q(R)[z] ist, wéhlen wir ein ¢ € Q(R)[z]| mit ¢|f und t|g in Q(R)[z]. Wir kénnen
nun ein primitives ¢; € R[z] und a,b € R\ {0} finden, sodass t = ;. Es gilt
t1]f und t1]g in Q(R)[z]. Wegen des Korollars 3.20 gilt also auch #;|f und ¢;|g in
R|x]. Folglich gilt ¢1|d in R[x]. Also gilt ¢1|d in Q(R)[x], und somit ¢|d in Q(R)|x]
Somit ist d ein Vielfaches jedes gemeinsamen Teilers von f und ¢ in Q(R)[x].

Also ist d ein groBter gemeinsamer Teiler von f und g in Q(R)[z]. O



KAPITEL 4

Multiplikative Idealtheorie in kommutativen Ringen

1. Noethersche Ringe

DEFINITION 4.1. Ein kommutativer Ring mit FEins R ist noethersch, wenn die
geordnete Menge (Id R, C) die ACC erfiillt.

LEMMA 4.2. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Dann sind dquivalent:

(1) R ist noethersch.

(2) Jedes Ideal von R ist endlich erzeugt.

(3) Jede nichtleere Menge von Idealen von R hat ein beziiglich C maximales
Element.

Beweis: Nach Satz 1.4 sind (1) und (3) dquivalent. Satz 2.7 liefert, dass R genau

dann noethersch ist, wenn jedes Ideal von R endlich erzeugt ist. U

SATZ 4.3 (Hilberts Basissatz). Sei R ein noetherscher kommutativer Ring mit

FEins. Dann ist auch der Polynomring R[x] noethersch.

Beweis: Wir zeigen, dasss jedes Ideal von R]z] endlich erzeugt ist. Sei dazu I ein
Ideal von Rz]. Fiir jedes n € Ny bilden wir nun die Menge

I,:={reR|3peR[z]:deg(p) <n—1und raz"+pel}.
I,, enthélt also 0 und alle fiihrenden Koeffizienten von Polynomen vom Grad n
in 1.

Wir zeigen nun als erstes, dass jedes I, ein Ideal von R ist. Seien dazu n € Ny,
i,j € I, und r € R. Es gibt dann p,q € R[z] mit deg(p) < n — 1 und deg(q) <
n—1,sodass iz" +p € [ und jz" + g € I. Da dann auch (i+7) 2"+ (p+q) in [
liegt, gilt i+ j € I,,. Ebenso gilt (r2°)- (i2" +p) € I. Folglich gilt ria"+rp € I.
Daher gilt r € I,,. I, ist also wirklich ein Ideal von R.

Nun zeigen wir, dass fiir alle n € Ny gilt:

In g In—i—l-
23
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Sei dazu r € I,,. Dann gibt es p € R[z] mit deg(p) < n — 1, sodass ra™ +p € I.
Folglich gilt = - (ra™ +p) € I, also ra™™ + 2z - p € I. Da deg(x - p) < n, liegt r
in I,,11. Da R noethersch ist, erfiillt die Menge der Ideale von R die (ACC). Es
gibt also ein N € N, sodass fiir alle m > N die Gleichheit I,,, = Iy gilt.

Wir bilden nun eine endliche Erzeugermenge von I. Da die Ideale I,, endlich

erzeugt sind, kénnen wir fiir jedes i € {0,..., N} ein m; € Ny und Elemente

Ti1,Ti2, -5 Tims € 1; \ {0},
so wéhlen, dass
<T2‘71, ’I"ivg, P ’ri,mi>R = Iz

Fiir jedes r; ; mit ¢ € {0,..., N} und j € {1,...,m;} wéhlen wir nun ein f;; € 1
so, dass es ein p € R[z| mit deg(p) <i— 1 und

fig=rijaz" +p
gibt. Wir bilden nun die Menge
F={fi;|0<i<N,1<j<m}.

Nun zeigen wir, dass die Menge F' das Ideal I erzeugt. Dazu zeigen wir die

folgende Behauptung durch Induktion nach n.
Fiir alle n € Ny liegen alle g € I mit deg(g) < n in (F).

Sei dazu n = 0 und ¢ € I mit deg(g) = 0. Dann gibt es ein gy € R, sodass
g = goz® Da g = goz° + 0 in [ liegt, gilt go € Io. Iy wird von To1,...,70m,

erzeugt. Daher gibt es ag 1, ..., g m,, sSodass

my;
E Qg 70,5 = Jo-
Jj=1

Fiir alle j € {0,...,mo} gilt fo; = ro;2°. In R[z] gilt also

Daher gilt g € (F)p.

Fiir den Induktionsschritt wihlen wir n € N. Sei g = >_"" ; g; ' ein Polynom in
I mit deg g = n. Dann gilt g, € I,.
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Wir behandeln nun zuerst den Fall n < N. Da g, in I, liegt, 148t es sich durch die

ausgewihlten Erzeuger von I,, darstellen; es gibt also oy, 1, ..., oy m, € R, sodass

Mn
gn = E QnjTnyj-
Jj=1

Jedes Polynom f, ; hat Grad n und fiihrenden Koeffizienten r,, ;. Daher hat das

Mn
._ 0
S = E i T [
j=1

Grad n und fithrenden Koeffizienten g,. Daher gilt deg(g — s) < n—1. Da g und

Polynom

s beide in [ liegen, gilt auch g — s € I. Nach Induktionsvoraussetzung gilt also
g—5s € (F)p. Da s als Summe von Vielfachen der f, ; in (F)p liegt, gilt auch
g=(9—5)+s € (F)g Somit ist die Behauptung im Fall n > N gezeigt.

Im Fall n > N liegt g, in Iy. Es gibt also an1,...,anm, € R, sodass

my
Gn = E QNG TN}
=1

Jedes Polynom fy ; hat Grad N und fiihrenden Koeffizienten ry ;. Daher hat das

Polynom
my
_ 0
s=Y an;z fu,
J=1

Grad N und fiihrenden Koeffiziente g,,. Das Polynom 2"~ - s hat daher Grad n
und fithrenden Koeffizienten g,,. Daher gilt deg(g — 2"~ - s) < n — 1. Da g und
2" V.5 beide in I liegen, gilt auch g—2" V-5 € I. Nach Induktionsvoraussetzung
gilt also g — 2" - s € (F)p. Da s als Summe von Vielfachen der f,; in (F),
liegt, gilt auch g = (g — 2"V - s) + 2" N - s € (F),. Daher gilt auch im Fall

n > N, dass g in (F) liegt.
Somit wird das Ideal I von der endlichen Menge F' erzeugt. O

KOROLLAR 4.4. Sei k ein Korper, n € N. Dann ist der Polynomring k[, . .., x,]
noethersch.

Beweis: Wir zeigen durch Induktion nach n, dass k[z,. .., z,] noethersch ist.

Fiir n = 0 ist k[xy,...,2,] eine isomorphe Kopie von k. Da der Korper k nur
die Ideale {0} und % hat und diese durch {0} beziehungsweise {1} erzeugt wer-

den, ist k& noethersch. Fiir n > 1 ist der Polynomring k[z1, ..., x,] isomorph zu
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klx1,...,Zn_1][z,]. Da nach Induktionsvoraussetzung klzi, ..., z, 1] noethersch
ist, ist wegen des Hilbertschen Basissatzes auch klzy, ...z, 1][x,], und somit
klx1,..., 2y 1, x,] noethersch. d

2. Summen, Produkte und Quotienten von Idealen

DEFINITION 4.5. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und seien I, J Ideale
von R. Wir definieren I + J durch

[+J:={i+jlieljeJ}

LEMMA 4.6. Set R ein kommutativer Ring mit Eins, und seien I,.J Ideale von
R. Dann I+ J ein Ideal von R. Auflerdem ist [ + J das von [ U J erzeugte Ideal.

DEFINITION 4.7. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und seien I, .J Ideale
von R. Wir definieren [ - J durch

I-J:= {szjk | nENO7i17"'7in €[7j17---7jn EJ}
k=1

DEFINITION 4.8. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und seien I, J Ideale
von R. Dann ist I - J ein Ideal von R. Aulerdem gilt I -J C I N J.

DEFINITION 4.9. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei I ein Ideal von

R. Dann definieren wir fiir jedes n € Ny ein Ideal I™ durch
I =R, I* =111 fir k> 1.

DEFINITION 4.10. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, sei A ein Ideal von R,
und sei B eine Teilmenge von R. Wir definieren

(A:B)p:={reR|Vbe B:rbe A}.

(A : B)g ist der noethersche Quotient von A und B.

Wenn B = {b}, so schreiben wir fiir (A : {b})r auch einfach (A : b)g.

LEMMA 4.11. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, sei A ein Ideal von R, und
sei B eine Teilmenge von R. Dann ist (A : B)g ein Ideal von R.
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3. Priméir- und Primideale

DEFINITION 4.12. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei ) ein Ideal
von R. () ist primdr, wenn

(1) Q@ # R,
(2) Fiir alle a,b € R mit ab € Q gilt a € @, oder es gibt ein n € N, sodass
" € Q.

DEFINITION 4.13. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei P ein Ideal
von R. P ist prim, wenn

(1) P£R,
(2) Fiir alle a,b € R mit ab € P gilt a € P oder b € P.

DEFINITION 4.14. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei I ein Ideal von
R. Dann ist das Radikal von I gegeben durch

VIi={reR|3IneN:rel}

SATZ 4.15. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei I ein Ideal von R.
Dann ist /T ein Ideal von R, und es gilt I C I. Wenn I # R, gilt auferdem
VI#R.

SATZ 4.16. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei () ein primdres Ideal
von R. Dann gilt:

(1) V@ ist prim.
(2) Fiir jedes prime Ideal P von R mit Q C P gilt auch /Q C P.

4. Zerlegung von Idealen

DEFINITION 4.17. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei I ein Ideal

von R. Das Ideal I ist schnitt-irreduzibel wenn fiir alle Ideale A, B von R mit
ANB=1gilt: A=1 oder B = 1.

SATZ 4.18. Sei R ein noetherscher kommutativer Ring mit Eins. Dann ist jedes

Ideal von R Durchschnitt endlich vieler schnitt-irreduzibler Ideale.

SATZ 4.19. Sei R ein noetherscher kommutativer Ring mit Eins, und sei I ein
schnitt-irreduzibles Ideal von R mit I # R. Dann ist I primdr.
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Beweis: Nehmen wir an, dass [ nicht primér ist. Dann gibt es a,b € R, sodass
ab € I, a ¢ I und fiir alle n € N auch b" & I gilt.

Fiir jedes n € N ist die Menge (I : b")g ein Ideal von R. AuBerdem gilt fiir alle
neN

(4.1) (I:0"Mp C (10",

Um (4.1) zu zeigen, wéhlen wir n € Nund r € (I : b")g. Dann gilt 76" € I. Dann
gilt auch 70"t € I, also r € (I : b"*)g. Das beweist (4.1). Da R noethersch ist,
gibt es also ein k € N mit (1 : %)z = (I : b¥*1)R. Sei nun

B = <bk>R
A = (a)g.

Wir zeigen nun als erstes, dass sich I als Schnitt zweier Ideale darstellen 1a8t. Es

gilt ndmlich
(4.2) I=I+A)nN(+B).

Die Inklusion C von (4.2) gilt, da I sowohl Teilmenge von I + A als auch I + B
ist. Um D zu zeigen, wihlen wir x € (I + A)N ([ + B). Da z in I + A und in
I + B liegt, gibt es i1,i5 € I und r1, 72 € R, sodass

T =i, +1ra =iy + ryb”.
Dann gilt
xb = i1b + riab.

Da ab € I , gilt 2b € I. Da xb = isb + robF T, gilt auch robF*! € I. Somit liegt ro
in (I : b"1)pg, und somit auch in (I : b*)z. Dann gilt 70" € I. Damit liegt aber
auch z = iy + 79b* in I. Das beweist (4.2).

Daacl+Aundadg I, gilt I A1+ A DabtF € I+Bundb* €1, gilt I # 1+ B.

Die Gleichung (4.2) zeigt also, dass I nicht schnitt-irreduzibel ist. O
SATZ 4.20. Set R ein kommutativer Ring mit Eins, sein € N, seien Q1,...,Q,
primdre Ideale von R mit \/Q1 = -+ = \/Qy. Set Q := Q1 N---NQ,. Dann ist

Q primidr, und \/Q =/Q1 =+ = /Qnp.
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5. Eindeutigkeit der Zerlegung in primére Ideale

DEFINITION 4.21. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, sei n € N, und sei-
en Q1,...,Q, und I Ideale von R mit [ # R. Die Folge (Q1,...,Q,) ist eine
Darstellung von I durch grifite Primdrkomponenten [vdW6T], wenn

(1) Alle Q; sind primér,
(2) I=@QiN--NQy,

(3) Fiir alle i € {1,...,n} gilt
Q1N NQi 1 NQiaiN---NQyu € Qs
(4) Fiir alle i, € {1,...,n} mit i # j gilt VQ; # 1/Q;.

SATz 4.22 (Lasker-Noether). Sei R ein noetherscher kommutativer Ring mit
FEins, und sei I ein Ideal von R mit [ # R. Dann gibt es eine Darstellung von [

durch grofite Primdarkomponenten.

PROPOSITION 4.23. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, sei B ein primdres
Ideal von R, und sei A ein Ideal von R mit A € \/B. Dann gilt (B : A)p = B.

Beweis: Sei x € (B : A)g. Wir wihlen a € A mit a ¢ v/B. Es gilt za € B. Da B
primér ist, gilt entweder x € B oder es gibt ein n € N, sodass @™ € B. Im zweiten
Fall gilt a € V/B. O

PROPOSITION 4.24. Sei R ein kommutativer Ring mit Fins, sein € N, sei [
ein primdres Ideal, und sei (Q1,...,Q,) eine Darstellung von I durch grifite

Primdarkomponenten. Dann gilt n = 1.

Beweis: Wir nehmen n > 2 an. Sei i € {1,...,n} so, dass v/); minimal in
{\/Qj | j€{1,...,n}} ist. Wir zeigen nun, dass fiir alle i € {1,...,n} mit j # i
gilt:

(5.1) VQ; £ V@i

Sei dazu j so, dass \/Q); C /Q;. Wegen der Minimalitdt von /@); gilt dann

VQj = v/Q; und somit j = i. Das beweist (5.1). Es gibt also ay, ..., a;—1, @41, ..., 0, €

R, sodass fiir alle j € {1,...,n}\ {i} gilt

aje@undajg\/@.
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Sei p; so, dass ajp-j € ()}, und sei

pi=max {p; | j € {1,...,n}\ {i}}.

Falls (); C I, so kénnen alle anderen (); aus der Darstellung von I weggelassen
werden. Also gilt in diesem Fall n = 1 im Widerspruch zur Annahme n > 2.

Somit gilt also Q; € I. Sei g € Q; mit g & I. Es gilt
C](al"'az‘—laz‘+1“'an)p c Ql m...QO = 7.
Da I primaér ist, gibt es ein 0 € N mit
(ay---a;_q1a;41---a,) € 1.

Da I CQ; C s, gilt
(al e ai—lai+1 P aln)po' c Q’L
Das Ideal /Q); ist prim, also liegt ein a; in /@);. Das ist ein Widerspruch zur

Wahl der a;. Der Fall n > 1 kann also nicht eintreten. O

LEMMA 4.25. Sei R ein kommutativer Ring mit Fins, seien m,n € N, und sei
I ein Ideal von R mit I # R. Seien (Q1,...,Qm) und (Ky,...,K,) Folgen von
Idealen von R. Wir nehmen an, dass (Q1, ..., Qm) und (K1,..., K,) Darstellun-

gen von I durch gréfite Primdrkomponenten sind, und dass /()1 minimal in

{(VQjlied{j....m}}

ist. Dann gilt m = n, und es gibt es eine bijektive Abbildung 7 : {1,...,m} —
{1,...,n}, sodass Q1 = Krqy und fir allei € {1,...,m} gilt:

VQi = /K-

Beweis: Wir gehen mit Induktion nach min(m,n) vor. Sei min(m,n) = 1.

Wir betrachten zuerst den Fall m = 1. Dann gilt wegen Proposition 4.24 auch
n = 1. Somit gilt I = @Q; und I = K}, also leistet 7 = id;y das Gewiinschte.
Ebenso gilt im Fall n = 1 nach Proposition 4.24 m = 1, und somit [ = @, = K;.
Damit haben wir den Induktionsanfang min(m,n) = 1 gezeigt.

Fiir den Induktionsschritt nehmen wir nun an, m > 2 und n > 2. Sei M die

Menge der maximalen Elemente in

(5.2) (VQilie{l,...m}JU{VK; |je{l,...,n}}.
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Wir zeigen nun, dass es ein P € M mit P # /Q; gibt. Nehmen wir im Wi-
derspruch dazu an, dass /@ das einzige einzige maximale Element der Menge
in (5.2) ist, Dann gilt v/Q; > v/Q2, und wegen der Minimalitit von 1/Q; somit
VQ1 = v/Q3. Das steht im Widerspruch dazu, dass (Q1,...,Q,) eine Zerlegung

in grofite Primédrkomponenten ist.

Wir zeigen als erstes, dass P in beiden der in (5.2) vereinigten Mengen enthalten
ist. Nehmen wir dazu an, dass k € {1,...,m} so ist, dass P = /@) und P nicht

in {\/K;|je{l,...,n}} liegt. Es gilt nun:
(5.3) Fir allei € {1,...,m} mit i # k gilt Qr € \/Q:-

Um (5.3) zu beweisen, nehmen wir @, C +/Q; an. Dann gilt \/Qr C /@;, und
somit erhalten wir aus der Maximalitdt von /@), die Gleichheit /Q, = Q;,

im Widerspruch zu einer der Zerlegungseigenschaften. Das beweist (5.3). Ebenso
gilt
(5.4) Fir alle j € {1,...,n} gilt Qx € V/Kj.

Denn /@ C \/fj bedeutet wegen der Maximalitit von /Qy, dass VQir =
v/Kj, im Widerspruch dazu dass P nicht in {\/K; | j € {1,...,n}} liegt. Das
beweist (5.4). Es gilt
(1:Qr) = :Qx),
also
(@10 NQm: Qr) = (KN~ NEK,: Qp),
und folglich

(W(@Qi: Q) lie {1, omI\{k}} =K :Qu) 1€ {1,....n}.
Nach Proposition 4.23 gilt daher
(@i lie {1l ..omp\{k}} = (1K, e {l....,n}}.

Also gilt ({Q: ¢ € {1,...,m}\ {k}} = I C Qk, im Widerspruch zu einer
Zerlegungseigenschaft. Ebenso fiihrt der Fall, dass P unter den /K, aber nicht
unter den /@); vorkommt, auf einen Widerspruch.

Wir wissen also, dass es ein k € {2,...,m} und ein [ € {1,...,n} gibt, sodass
P = /Qr = vK;. Wir zeigen nun, dass fiir alle i € {1,...,m} und alle j €
{1,...,n} mit ¢ # k, j #1 gilt:

Qr- K1 € /Qiund Q- K; Z /K.
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Dazu zeigen wir als erstes Q, € +/Q;. Wenn Q, C /Q;, so gilt vQi. C VQs,
und daher wegen der Maximalitit von P auch v/Q = /Q;, im Widerspruch zu
k # 1. Also gilt Qi € /Q;. Ebenso gilt K; € +/Q;. Denn wenn K; C 1/Q;, so gilt
VK; C /Q; und somit wegen der Maximalitit von P = /K, auch vK; = /Q;.
Dann gilt v/Qr = +/@Q; und somit k = i, im Widerspruch zu k # 7. Es gibt also
@ € Qr\ VQ; und ¢» € K;\ VQ;. Da /Q; prim ist, gilt ¢1q2 € Q - K; und
q1q2 € v/ Q;. Ebenso beweist man Q- K; € \/K fiir 7 # 1. Es gilt

I=(W@Qilie{l,....om}} = {K;lje{1,...,n}}

Wir berechnen (I : Qy - K;). Nach Proposition 4.23 erhalten wir

Q1N NQro1 N(Qr: Qi - K) N Qi N N Qi
:Klﬂ'-'ﬂKl_lﬂ(KlZQk-Kl)ﬂKH_lﬂ'-'ﬂKn.

Da Qy - K; C Qy, gilt (Qk : Qk - K;) = R, und ebenso (K : Q- K;) = R. Wir
erhalten also zwei Darstellungen von (I : @y - K;), eine durch m — 1 und eine
durch n — 1 Primérkomponenten. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es also ein

AL ...omP\{k} = {1,...,n} \ {{}, sodass Q1 = K1) und Q; = /K
fir allei € {1,...,m}\ {k}. Daher leistet 7 := 7' U{(k,[)} das Gewiinschte. D

SATZ 4.26 (Erster Eindeutigkeitssatz). Sei R ein kommutativer Ring mit Eins,
und sei I ein Ideal von R mit I # R. Seien (Q1,...,Qn) und (Ky,...,Ky)
Folgen von Idealen von R. Wir nehmen an, dass (Q1,...,Q,) und (Ky, ..., K,)
Darstellungen von I durch gréfste Primdarkomponenten sind. Dann gilt n = m,
und es gibt es eine bijektive Abbildung 7 : {1,...,n} — {1,...,m}, sodass fir
allei e {1,...,n} gilt:

V@i = VEx).

SATZ 4.27 (Zweiter Eindeutigkeitssatz). Sei R ein kommutativer Ring mit Eins,
und sei I ein Ideal von R mit I # R. Seien (Q1,...,Q,) und (Ki,...,Kp)
Folgen von Idealen von R. Wir nehmen an, dass (Q1,...,Qn) und (Ki,..., K,)
Darstellungen von I durch grofite Primdrkomponenten sind, sodass fir alle j €
{1,...,n} gilt:

V@ = VE;

Seii € {1,...,n} so, dass \/Q; minimal in {/Q; | j € {1,...,n}} ist. Dann
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Beweis: Wir betrachten die Folgen (Q,...,Q’) und (Ki,...,K]), die durch

Q1 =Qi, Q= Q, Q; =Q; fir j € {1,...,n}\ {1,i} und K} := K;, K] := K,
K; = Kj fir j € {1,...,n} \ {1,i} gegeben sind. Wegen Lemma 4.25 gibt es

eine bijektive Abbildung 7, sodass |/Q} = /K7 fiir alle j € {1,...,n} und

Q) = (1) Daraus erhalten wir eine bljektlve Abblldung o, sodass fiir alle

Jj € {1 n} die Gleichheit \/Q; = /Ko gilt, und weiters Q; = Ky(;). Es

gilt also VK. =+VQi = VK;. Da (Ky,..., K,) eine Darstellung durch grofite
Prlmarkomponenten ist, gilt i = o(i). Also gilt Q; = K;. O






KAPITEL 5

Ringerweiterungen

1. Determinanten

Determinanten kann man nicht nur fiir Matrizen iiber Korpern, sondern auch
fiir Matrizen iiber kommutativen Ringen mit Eins definieren. Die Menge .S, sei
die Menge aller Permutationen der Menge {1,... n}. Fiir jede Permutation 7
definieren wir die Signatur von 7 durch
(i) = m(j)
sgn(7m) = H =
i>j
DEFINITION 5.1. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei A eine n x n-
Matrix. Dann definieren wir die Determinante von A durch

det(A) = Z (_l)sgn(i) ﬁ AZ,T((Z)
i=1

7T€Sn

Wir werden im folgenden drei Eigenschaften der Determinante brauchen. Fiir

V1, ..., U, € R" schreiben wir (v, ..., v,) fur die n x n-Matrix, deren Spaltenvek-
toren vy, ..., v, sind.
SATZ 5.2. Sei R ein kommutativer Ring mit Fins, und seien ay, ..., a,,v,w € R"

und r € R. Dann gilt:
(1) (Multilinearitit)
det ((a1,...,ai—1,v+w, ix1,-..,a,))
=det ((a1,...,a,-1,0,a541,...,a,)) +det ((a1,...,a;-1, W, a41,...,a,))
(2) (R-Homogenitit)
det ((a1,...,4i-1,70,aQ41,...,0y))
=r-det((ay,...,a;1,0,0i11,...,0,)).

35
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3) Wennesi,j €{l,...,n} miti# j gibt, sodass a; = a;, so gilt
J J g j g
det ((a1,...,a,)) =0.

Beweisskizze: Da in jedem Summanden in der Definition der Determinante genau
einer der Faktoren Ay ;, Ag;, ..., Ap; vorkommt (ndmlich A;-1(;;), gelten (1) und
(2). Fiir den Beweis von (3) sei A die Matrix (ay, . .., a,). Da die i-te und die j-te
Spalte der Matrix gleich sind, gilt fiir alle & € {1,...,n} und alle 7 € S,,, dass
Ap, (i j)or (k) = Ak, x(k)- Somit unterscheiden sich die Summanden in der Definition
der Determinante fiir 7 und (7, j) o 7 nur durch das Vorzeichen und kiirzen sich

also weg. O

SATZ 5.3. Sei R ein kommutativer Ring mit Fins Sei A eine n X n Matrix mit
Eintragen aus R. Dann gibt es eine n X n-Matrix B mit Eintrigen aus R, sodass

det(A) 0 0o ... 0

0 det(A) 0 ... 0

B-A= 0 0 0
0 0 coe oo det(A)

Wir werden als Abkiirzung fiir die n x n-Matrix

r 0 0 ... 0
O r 0 ... 0
00 " 0
Ooo0 ... ... r

mit r € R auch oft kiirzer r I,, schreiben.
Beweis von Satz 5.3: Fir i € {1,...,n} sei
0

e; = 1 — i-te Zeile
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der i-te Einheitsvektor. Die Vektoren aq,...,a, seien die Spaltenvektoren der
Matrix A; es gilt also A = (ay,...,a,). Sei nun B die Matrix, die durch

B(i,j) :=det ((a1,...,ai—1,€j, 041, ..., ap))
definiert ist. Sei C':= B - A, und seien i,k € {1,...,n}. Wir berechnen nun den
Eintrag C(i, k). Es gilt

C(i, k) = Z B(i,j) - A(j, k)

= Z det ((aq, ..., a1, €5, Qiy1, .- ., a,)) - A(4, k).
j=1
Somit erhalten wir aus dem Satz 5.2

C(Z, l{?) = Zdet (((11, e ,(Ii,hej,(llqu, .. .,(ln)) . A(j, l{?)
j=1

= det ((CLl, cee, @y, ZA(], k) €j,CLi+1, e ,CLn)).

j=1
Der Vektor > 7| A(j, k) e; ist genau der k-te Spaltenvektor a, von A. Wenn
k =1, so ist C'(i, k) also genau det(A). Wenn k # i, so sind in der Matrix

(ala sy @1, Ay Qi 1y - - - an))

die i-te und k-te Spalte gleich. Diese Matrix hat nach Satz 5.2 die Determinante 0.
O

2. Ganze Erweiterungen

Seien A, B kommutative Ringe mit Eins. Wir schreiben A < B, wenn A ein
Unterring von B (mit dem gleichen Einselement) ist.

DEFINITION 5.4. Seien A, B kommutative Ringe mit Eins mit A < B, und sei
S = (s; | i € I) eine Folge von Elementen von B. Dann ist A[S] der Durchschnitt
aller Unterringe R von B mit AU {s; | i € I} C R.

DEFINITION 5.5. Seien A, B kommutative Ringe mit Eins, sodass A < B, und
sei € B. Das Element z ist ganz tiber A, wenn z Nullstelle eines Polynoms in
A[t] mit fiihrendem Koeffizienten 1 ist.
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DEFINITION 5.6. Seien A, B kommutative Ringe mit Fins, sodass A < B. B ist

ganz iber A, wenn alle b € B ganz iiber A sind.

Fiir einen kommutativen Ring mit Eins B, A C B und b € B definieren wir
A-b:={ab| ac€ A}

SATZ 5.7. Seien A, B kommutative Ringe mit Eins, sodass A < B. Wenn x ganz
tiber B 1st, so gibt esn € N und by, ...,b,_1 € B mit by = 1, sodass

(2.1) Az =A-1+A-by+---+ A-b,_1.

Beweis: Sei n der Grad eines Polynoms mit fiihrendem Koeffizienten 1, das x
als Nullstelle hat, und sei b; := z'. Fiir die Inklusion O der Gleichung (2.1)
beobachten wir, dass A C Afz] und x € A[z]. Da A[z] ein Ring ist, liegt folglich
jedes Element auf der rechten Seite von (2.1) in Afx].

Fiir C zeigen wir, dass die rechte Seite ein Unterring von B ist. Die Abgeschlos-
senheit unter + und — ist offensichtlich. Wir zeigen nun, dass auch das Produkt
zweier Elemente aus A-2° +---+ A- 2" wieder in A- 2%+ --- 4+ A - 2" ! liegt.
Seien dazu 37 a2 und Y7 ajat € S0 A - 2. Das Produkt dieser beiden

Elemente ist
n—1 n—1

.
E E aiajx’ﬂ.

i=1 j=1

Wir zeigen nun, dass fiir alle m € Ny gilt: 2™ € S2'7" A - 2'. Wir gehen mit
Induktion nach m vor. Wenn m < n—1, so liegt ™ = 1-2™ klarerweise in A-x™.
Wenn m > n, so wihlen wir ein Polynom p(t) = 1t"+p,_1t" 1+ -+ pot® € A[t],
das x als Nullstelle hat. Dann gilt

" =" —-z2™".0

:xm_xmfn<xn —l—pn71$€n71+"'+po$0).

1

m— m—n
= —Pn1? -~ Do :

Nach Induktionsvoraussetzung liegt jedes z° mit i < m — 1 in Z’Z:ll A -2, und
folglich auch —p, 121 — -+ — pez™ ™. Also gilt 2™ € "' A - o',

Damit haben wir gezeigt, dass Z’Z:ll A - ' abgeschlossen unter - ist. E’Z:ll Azt
ist also ein Unterring von B, der A und = enthélt. Daher gilt auch C in (2.1). O
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SATZ 5.8. Seien A, B kommutative Ringe mit Eins, sodass A < B. Seix € B so,
dass esn € N und by, ...,b,_1 € B gibt, sodass

(1) bo - 1,

(2) S0 A - b ist abgeschlossen unter -,
n—1

(3) WS Zi:O A- bz

Dann ist x ganz tiber A.

Beweis: Sei i € {0,...,n — 1}. Aufgrund der Voraussetzungen liegt auch xb; in
Z;:Ol A-b;. Es gibt also a,,...,a,,-1 € A, sodass

(22) ZL‘bl = ai70b0 + o4 a,i7n_1bn_1.

Sei M die n x n-Matrix iiber A, die durch

Q0,0 st ap,n—1
M =
an—1,0 *°° Gp-1n—1
definiert ist. Die Gleichungen aus (2.2) lassen sich mit dieser Matrix zusammen-
gefasst als

bo bo
b b
. .1 _ . 1
bnfl bnfl
schreiben. Es gilt also
x 0 0 0
0z 0 0 ZO
(2.3) (| oo . o |l-m-| " |=0
) . . bnfl
00 ... ... x
Aus Satz 5.3 erhalten wir eine n X n-Matrix L mit Eintragen aus B, sodass
det(z 1, — M) 0 0o ... 0
0 det(zI,— M) 0 ... 0

L-(zI,— M) = 0 0 0

0 0 cee oo det(zI, — M)
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Durch Multiplikation der Gleichung (2.3) von links mit L erhalten wir

det(z I, — M) 0 0 ... 0
0 det(zI,— M) 0 ... 0 zo
0 0 0 1 | =o.
i h : bnfl
0 0 cor oo det(xI, — M)

Da by = 1, folgt aus dieser Gleichung
(2.4) det(z1, — M) = 0.

Wir betrachten nun das Polynom p € Aft], das durch

t 0 0 0
0t O 0

p(t) :==det(| 0 0 0| —M)
00 ... ... 1

gegeben ist. Die Matrix auf der rechten Seite der letzten Gleichung ist dabei eine
Matrix mit Eintrdgen aus dem Polynomring A[t]. Aus der Definition der Deter-
minante sieht man, dass p ein Polynom vom Grad n mit fiihrendem Koeffizienten
1 ist. Wegen der Gleichung (2.4) gilt p(z) = 0. Das Polynom p bezeugt also, dass
x ganz iiber A ist. O

SATZ 5.9. Seien A, B kommutative Ringe mit Fins, sodass A < B. Sei x € B so,
dass x ganz iber A ist. Dann ist A[z] ganz iber A.

Beweis: Sei y € A[z]. Da x ganz iiber A ist, gibt es wegen Satz 5.7 n € N und
bo, ..., bp1 € B, sodass Alz] =Y | A-byund by =1. Dayin ) .  A-b liegt,
ist y nach Satz 5.8 ganz iiber A. O

Allgemeiner gilt:

SATZ 5.10. Seien A, B kommutative Ringe mit Fins, sodass A < B, und seien

x,y € B. Wenn x ganz iiber A ist, und y ganz tiber Alz] ist, so isty ganz iber
A.
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Beweis: Da y ganz iiber Afx] ist, gibt esn € Nund ¢y,...,c,-1 € Bmit ¢g =1

und
n—1
= Ala]
i=0

Da x ganz iiber A ist, gibt esm € N und bg,...,b,,_1 € B mit by = 1 und

m—1
Alx] = A-b;
j=0
Insgesamt gilt also
n—1m—1
A (bjc;).
i=0 j=0
Da y in dieser endlichen Summe liegt, ist y nach Satz 5.8 ganz iiber A. U

SATZ 5.11. Seien A, B,C'" kommutative Ringe mit Fins, sodass A < B < C.
Wenn B ganz tiber A, und C' ganz tiber B ist, so ist C' ganz iber A.

Sei x € C. Da x ganz iiber B ist, gibt esn € Nund by, ...,b,_1 € B, sodass

n—1
(2.5) 2"+ ) bt =0,
=0

Diese Gleichung belegt, dass x ganz iiber Afbo, ..., b, 1] ist. Da by ganz iiber A
ist, ist by auch ganz tiber A[by,...,b,_1]. Da also x ganz iiber A[by, ..., b,—_1][bo]
und by ganz iiber A[by,...,b,_1] ist, ist x wegen Satz 5.10 auch ganz iiber
Alby,...,by_1]. Wir zeigen nun allgemein mit Induktion nach i, dass fiir alle
ie{l,...,n} gilt:

(2.6) x ist ganz tber A[b;, bit1,...,by1].

Fiir ¢ = 0 ergibt sich das aus der Gleichung 2.5. Wir nehmen nun an, dass ¢ < n—1
und z ganz iiber A[b;, bi1,...,bu_1] = (Albis1, ..., by_1])[b:] ist. Da b; ganz iiber
A ist, gilt auch:

b; ist ganz iiber A[biy1,...,by_1].

Somit ist = nach Satz 5.10 auch ganz iiber A[b;1,...,b,_1]. Somit gilt (2.6) fiir

alle i € {0,...,n}. Fiir i := n erhalten wir, dass = ganz tiber A ist. O



42 5. RINGERWEITERUNGEN

3. Algebraische Erweiterungen

DEFINITION 5.12. Seien A, B kommutative Ringe mit Eins mit A < B, und sei
e € B. Das Element e ist algebraisch iiber A, wenn es ein p € A[t] mit p # 0 gibt,
sodass p(e) = 0. B ist algebraisch iiber A, wenn alle b € B algebraisch iiber A

sind.
LEMMA 5.13. Seien A, B Integrititsbereiche mit A < B. Dann sind dquivalent:

(1) B ist algebraisch tiber A.
(2) Q(B) ist algebraisch iber Q(A).

Beweis: (1)=-(2): Seien p,q € B mit ¢ # 0. Wir zeigen, dass g algebraisch iiber
Q(A) ist. Da ¢ algebraisch iiber A ist, gibt es ein Polynom f € A[t] vom Grad
n > 1, sodass

fla) = 0.
Fiir g(z) := 2" f(1) gilt y(%) = 0. Also ist % algebraisch itber A, und somit ganz
tiber Q(A). Das Element p ist ganz iiber QQ(A), also auch iiber Q(A)[[%]]. Also ist
Q(A)[[%]] [r] ganz iiber Q(A). Da £ € Q(A)[[%]][[p]], ist £ ganz tiber Q(A). (2)=-(1):
Sei b € B. Dann ist b Nullstelle eines Polynoms f in Q(A)[¢] \ {0}, und nach
Multiplikation mit den Nennern der Koeffizienten von f auch eines Polynoms

g € Alt]\ {0}. 0

PROPOSITION 5.14. Seien A, B, C' Integritdtsbereiche mit A < B < C. Wenn B
algebraisch tiber A und C' algebraisch tiber B ist, so ist C' algebraisch iiber A.

Beweis: Nach Lemma 5.13 ist Q(B) algebraisch, also ganz, iiber Q(A), und Q(C)
ganz iiber Q(B). Also ist Q(C') ganz iiber Q(A), und somit ist C' algebraisch iiber
A. O

SATZ 5.15. Seien A, B Integritdtsbereiche mit A < B, sei v € B. Wenn x alge-
braisch iber A ist, so ist auch Alx] algebraisch iber A.

Beweis: Da x algebraisch iiber A ist, gibt es ein n € N und ein Polynom p =
Sor o pitt € Alt] von Grad n, sodass

i D; ' =0.
i=0
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In Q(B) gilt dann

(3.1) iﬁxi = 0.

im0 Pr
Es gilt Q(A) < Q(B). Nach (3.1) ist § ganz iiber Q(A). Wegen Satz 5.9 ist also
Q(A)[7] ganz iiber Q(A).
Wir zeigen nun, dass Afz] algebraisch iiber A ist. Sei dazu y € Afx]. Dann
liegt ¥ in Q(A)[{]. Es gibt also ein Polynom ¢ € Q(A)[t] vom Grad n > 1,
sodass q(¥) = 0. Durch Multiplikation mit allen Nennern der Koeffizienten von ¢

erhalten wir ein Polynom ¢ € A[t] vom Grad n > 1, sodass ¢/(y) = 0. Daher ist
y algebraisch iiber A. O

DEFINITION 5.16. Seien A, B kommutative Ringe mit Eins mit A < B. Eine
Folge S = (s; | ¢ € I) von Elementen aus B ist algebraisch unabhdngig iber
A, wenn fir alle n € N, fiir alle p € Afty,...,t,] \ {0} und fiir alle paarweise
verschiedenen 14, ...,1, € I gilt:

ﬁ(Sil, ey Sin) 7£ 0.

DEFINITION 5.17. Seien A, B kommutative Ringe mit Eins mit A < B, und sei
S eine Folge von Elementen aus B. S ist eine Transzendenzbasis von B iiber A,
wenn S maximal unter den algebraisch unabhéngigen Folgen aus B ist.

PROPOSITION 5.18. Seien A, B kommutative Ringe mit Eins mit A < B. Dann

besitzt B eine Transzendenzbasis iiber A.

Beweis: Sei S eine Kette iiber A algebraisch unabhéngiger Folgen, und sei S :=
Us.

Wenn S = (s; | i € I) algebraisch abhéngig ist, gibt es 41,...,4, € I, und p €
Alty, ..., t,] mit p # 0, sodass p(s;,, - - -, 8i,) = 0. Es gibt nun ein Element S’ € S,
das (s;, | k € {1,...,n}) enthélt. Daher ist S’ algebraisch abhéngig.

Also ist S algebraisch unabhéngig. Somit liefert das Zornsche Lemma eine Trans-

zendenzbasis von B. O

SATZ 5.19. Seien A, B kommutative Ringe mit Eins mit A < B, und sei S =
(s; | 1 € I) eine diber A algebraisch unabhingige Teilfolge von B. Sei e € B, und
sei j & I. Sei S":=SU{(j,e)}. Dann sind dquivalent:

(1) S" ist algebraisch abhingig tiber A.
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(2) e ist algebraisch iber A[S].

Beweis: (1)=(2): Seien n € Ny, iy, ..., 1, paarweise verschiedene Elemente aus [
und f € A[ty, ..., tys1] so, dass f # 0 und f(s;,,...,s;,e) =0. Sei nun

m

f(tl, P ,tn+1) = Zuj(tl, e ,tn)tn+1j.

J=0

Dann gilt
Zu_j(sil, 8, )e = 0.
5=0

Fiir das Polynom g := Y™ @;(si,, ..., s:,)t) € A[S[[t] gilt, da S algebraisch
unabhéngig ist, g # 0 und g(e) = 0. Somit ist e algebraisch iiber A.

(2)=(1): Sei g € A[S][t] so, dass g # 0 und g(e) = 0. Jedes Element in A[S]
lasst sich in der Form u(s;,,...,s;,) mit n € N und u € Alty,...,t,] schreiben.
Also lasst sich das Polynom g schreiben als

deg(g)
g= Z g(Siy, - - -, 84, )"
k=0
wobei m € N und die ¢; paarweise verschieden sind. Wir betrachten nun das
Polynom ¢' € Alty, ..., tn11], das durch

deg(g)
gt tmi) = > wlty, o bt
k=0
definiert ist. Es gilt ¢’ # 0 und ¢/(s4,...,s;,,,e) = 0. Folglich ist S U {(j,e)}
algebraisch abhéngig iiber A. O

Die Voraussetzung, dass S algebraisch unabhingig ist, wird fiir die Implikation
(1)=-(2) wirklich gebraucht. Wenn nédmlich A < B Integritétsbereiche sind, und
b1, b € B algebraisch abhéngig sind, so muss deswegen aber b, nicht algebraisch
tiber A[b;] sein. Als Beispiel sei A := R, B := C(t), by := i, by :=t. Fiir f(t,t5) :=
2ty + ty gilt f(i,t) = 0. Trotzdem ist ¢ nicht algebraisch iiber R[i] = C.

SATZ 5.20. Seien A, B Integrititsbereiche mit A < B, sei (x1,...,%,) eine
Transzendenzbasis von B iber A, sei r € N, und sei (wyq,...,w,) eine iber

A algebraisch unabhingige Folge von Elementen aus B. Dann g¢ibt es fir alle
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i €{0,1,...,min(r,m)} eine injektive Abbildung 7 : {i+1,...,m} — {1,...,m},
sodass B algebraisch tiber
A[[wl, cee, Wy, .ﬁUﬂ-(Z’Jrl), e ,.ﬁUﬂ-(m)]]
15t.
Beweis: Induktion nach 4. Fiir 7 = 0 setzen wir 7 := idgy ). Da (21,...,2n)
eine Transzendenzbasis von B iiber iiber A ist, gilt fiir jedes e € B, dass

(x1,...,Tm,e) algebraisch abhingig tiber A ist. Dann ist e nach Satz 5.19 alge-

braisch tiber Afxy,...,zm].

Sei nun ¢ > 1. Wir nehmen an, dass
(3.2) B algebraisch tiber Afw1, ..., wi—1, Txg), - - Tr(m)]

ist. Wir wollen nun eines der ;) durch w; ersetzen. Dazu wéhlen wir eine Menge
K ={ky,...,k} als eine Teilmenge von {i,i+ 1,...,m}, die maximal beziiglich
C mit der Eigenschaft ist, dass

(W1, .oy Wim1, Wiy Tr(y), - - - » Tr(ry)) algebraisch unabhéngig
ist; da (wq, ..., w;) algebraisch unabhéngig ist, gibt es ein solches K.
Falls K = {i,i+ 1,...,m}, so ist
(W1 - Wiy Ty -+ - Tr(om))

algebraisch unabhingig. Wegen (3.2) ist w; algebraisch iiber
Alwy, .. Wi, Ta(i), - - - Trgmy]- Nach Satz 5.19 ist dann (wy, . .., Wi, Txg), - - -, Trgm))
algebraisch abhéingig iiber A.

Daher gibt esein j € {i,i+1,...,m}, sodass j ¢ K. Wegen der Maximalitidt von
K gilt also

(W1, - -, Wiy Ty - - - 5 Tm(ly)) ISt algebraisch unabhéngig iiber A, und

(W1, o, Wi, Tr(hy)s - - - T(ly)s Tr(j)) ISt algebraisch abhéngig iiber A.

Daher ist nach Satz 5.19 x,(; algebraisch iiber Afws, ..., w;, Try), - - Trp],

folglich iiber Afwr, ..., Wi, Tr@), -\ Tr(j-1), Tr(j+1)s - - - » Tu(m)]- Wir definieren nun

o:{i,...,m}—{l,...,m}
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durch o(j) :=7(i), o(i) := 7(j), und o(r) = 7(r) fir r € {i,...,m}\ {i,7}. Nun

ist also ,(;) algebraisch iiber
C = A[[U}l, e, Wy, xo‘(i-ﬁ-l)v ce 7']70'(771)]]-

Wegen (3.2) ist B algebraisch tiber Afwy, ..., Wi—1, Zo(t1)s - - - s Tom)] [To@ ], und
daher erst recht tiber Afws, ..., w1, Wi, To(it1), - - - Tom)][Zo@)] = Cl2sm)]- Da
wegen Satz 5.15 der Integrititsbereich C'[x, ;] algebraisch iiber C' ist, folgt nach

.....

Gewitinschte. O

KOROLLAR 5.21. Seien A, B Integrititsbereiche mit A < B, und sei (x1,...,Ty)
eine Transzendenzbasis von B iiber A. Sei (wy,...,w,) eine iber A algebraisch
unabhdngige Folge von Elementen aus B. Dann gilt r < m.

Beweis: Wir nehmen an r > m. Aus dem Austauschsatz (Satz 5.20) erhalten
wir, dass B algebraisch iiber Afwy, ..., w,] ist. Also ist w,,; algebraisch iiber
Alwy, . .., wp]. Nach Satz 5.19 ist (w1, . . ., Wy, Wye1) dann algebraisch abhéngig.

O

DEFINITION 5.22. Seien A, B Integritéatsbereiche mit A < B. Wenn B eine end-
liche Transzendenzbasis iiber A besitzt, so ist der Transzendenzgrad von B iiber
A die Anzahl der Elemente dieser Basis. Andernfalls ist der Transzendenzgrad
00.

4. Noethersche Normalisierung

LEMMA 5.23. Sei k ein unendlicher Korper, n € N, und sei p € k[ty,...,t,] mit
p # 0. Dann gibt es ein v € k™ mit p(v) # 0.

Beweis: Wir verwenden Induktion nach n. Falls n = 1, ist p ein Polynom in einer
Variablen, das nicht das Nullpolynom ist. Ein solches Polynom hat nur endlich
viele Nullstellen; da k unendlich ist, bleibt also eine Nichtnullstelle {ibrig. Falls

n > 1, so schreiben wir mit [ := deg, (p)
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Nun hat p; nach Induktionsvoraussetzung eine Nichtnullstelle (vy, ..., v,_1). Das

Polynom
l
p, = ZE(UD s avn—l)ti
=0

in k[t] ist also nicht das Nullpolynom, da sein Koeffizient vom Grad [ ungleich
0 ist. Ein univariates Polynom, das nicht das Nullpolynom ist, hat nur endlich
viele Nullstellen; es bleibt vom unendlichen Koérper & also eine Nichtnullstelle v,
tibrig. Der Vektor (vy, ..., v,) ist also dann eine Nichtnullstelle von p. O

LEMMA 5.24. Sei k ein Korper, und sei B ein kommutativer Ring mit Eins mit
k< B. Sein €N, x = (x1,...,2,) eine Folge von Elementen aus B, und sei
p € klty, ... t,] so, dass

p(x1, ..., 2,) =0
und p # 0. Dann gibt es Polynome fo,..., f, € k[t1,...,t,] und g1,..., 9, €
k[t1,...,t.], sodass folgendes gilt:

(1) @y ist ganz tiber k[fo(x), ..., fn(x)],
(2) Fir alle j € {1,...,n} gilt
tj = gj<t1,f2(t1, ce 7tn>7 .. -;fn(th e ,tn))

(Das bedeutet, dass k[f2(x),..., fo(X),71] = B.)

Wenn k unendlich ist, so kann man alle f; linear wdhlen.

Beweis: Wir betrachten zunéchst den Fall, dass k£ unendlich ist. Sei I eine endliche

Teilmenge von No", und sei (¢; | i € I) : I — k so, dass

p= Z iy, ... in)th -t

(i1 yeveyin)ET
Fiir ein passendes (ao, ..., a,) € k"1 gilt nun, dass das Polynom
q(ty, ... tn) == p(t1, te + oty ...,y + apty)
von der Form byt + Z?:OI bi(ts, ..., ty)th mit by € k, b; € k[ta, ..., 1t,] ist. Um
das zu zeigen, bilden wir ein Polynom ¢ in k[ty, ..., t,, as, ..., ay,l.
q = p(ti,ta + asty, ..., ty + anty)

= Y clin,. i)t (b agty)? - (b + agty) ™
(il,...,in)EI
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Sei N der totale Grad von p. Dann erhalten wir den Koeffizienten K von ¢} in ¢’
durch

K= Z iy, ... in)akal - -a'r.
(91,5eeryin)EL
i1+ tin=N
Das Polynom K € klas,...,a,] ist nicht das Nullpolynom, also gibt es nach
Lemma 5.23 ein (ag,...,q,) € k"1 sodass K(ay,...,a,) # 0. Das Polynom
q:=q(t1,...,ty,q,...,a,) ist also ein Polynom in k[tq,...,t,], das von der
Form bytN + SN M bi(ty, .., )t ist.

Es gilt
G(x1, 29 — @oxy, ..., Tp — apx,) = 0.
Das bedeutet
N-1
byod + Z bi(xg — oy, ..., Ty — py)x] = 0.
i=0
Also ist z; ganz iiber k[ze — ooy, ..., 2, — apxq]. Somit leisten f; := x; — a2y

und ¢, := 11, g; := x; + oz das Gewiinschte.

Wenn k endlich ist, so kann man g; := t; + t& mit d > max{i; |7 € I,j €
{1,...,n}}und f; :=t; — t&"" wiihlen. O

SATZ 5.25 (Noethersche Normalisierung). Sei k ein Korper, sei B ein kommutati-
ver Ring mit Eins mit k < B, und seien xy,...,x, € B so, dass k[z,...,z,] =
B. Dann gibt es v € {0,...,n} und fi,..., fn € klt1,...,t,], sodass fir y; :=
fi(xy, ... x,) gilt:

(1) (y1,--.,yr) ist algebraisch unabhingig tiber k,

(2) B ist ganz tber klyi, ..., y.].

Beweis: Induktion nach n. Wenn (xy, ..., x,) algebraisch unabhéngig ist, so gilt
fir r:=nund f; :=1¢; (j € {1,...,n}) das Gewiinschte.
Wenn x = (x1,...,2,) algebraisch abhingig ist, so gibt es ein p € k[ty, ..., t,]
mit p # 0, sodass

p(z1,...,2,) =0.
Daher gibt es nach Lemma 5.24 f1,..., f,_1 € k[t1,...,t,], sodass x, ganz iiber
E[fi(zy, .. 20), ., fao1(w1, ..., 2,)] ist, und

KIA), - fama (%), 20] = B.
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Nach Induktionsvoraussetzung gibt es nun ¢1,...,¢9. € k[t1,...,t,_1], sodass
E[fi1(x),..., fa_1(x)] ganz tiber

k[[ﬁ(ﬁ(x), . ,ﬂ(x)), . ,@(ﬁ(x), . ,ﬂ(x))]]
ist
Fir h; .= g;(f1,..., fao1) € k[t1, ..., t,] gilt also:
E[fi(%),..., fu_1(x)] ist ganz iiber k[hi(X), ..., h(x)].

Da z,, ganz iiber

kﬂfl(x)v SRR fn—l(X)]]

ist, gilt:

E[f1(%),..., fa_1(X)][zn] ist ganz iiber k[hy(x), ..., h.(x)].

Folglich ist B ganz iiber k[hy(x), ..., h(x)]. O

5. Der Hilbertsche Nullstellensatz

SATZ 5.26 (Hilberts Nullstellensatz — Schwache Form). Sei k ein Korper, und sei
I ein Ideal von k[ty, ..., t,] mit 1 & I. Dann gibt es eine algebraische Korperer-
weiterung K von k und x € K™, sodass fiir alle f € I gilt: f(x) = 0.

Beweis: Sei M ein maximales Ideal von k[ty,...,t,] mit I C M # k[t], und sei
K = Ek[t]/M. K ist ein Korper, und (z1,...,x,) := (1 + M, ... t, + M) ist eine
Nullstelle aller Polynome in I. Es bleibt zu zeigen, dass K algebraisch iiber k ist:
Seien dazu r € {0,...,n} und y1,...,y, € K so, dass K ganz iiber k[y1, ..., y.]
ist, und (y1,...,¥y,) algebraisch unabhéngig ist. Wenn r = 0, so ist K ganz iiber
k, also algebraisch. Wenn r > 1, so gilt wegen der Unabhéngigkeit der y;, dass
y1 # 0+ M. Also gibt es ein z; € K mit 2, - y; = 1 + M. Da z; ganz iiber
klyi,...,y.] ist, gibt es m € Nund fi,..., fin_1 € k[t1,...,t,], sodass

m—1

z{”+ZE(y1,...,yr)z§:O+M.

=0

Durch Multiplikation mit y{* erhalten wir

m—1
L+ filyn oy =0+ M.
=0
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Das Polynom ¢ € klty, ..., t,], das durch
m—1

g = 1+ Z fi(tla .- 'atT)tT_i

i=0
gegeben ist, erfiillt g # 0 und g(y1,...,y,) = 0. Dann ist (yi,...,y,) algebraisch
abhéngig. U

SATZ 5.27 (Grundlage des automatischen Beweisens geometrischer Séatze). Sei k
ein algebraisch abgeschlossener Korper, seien n € N, r, s € N,
fiyeoos fsyhayo oo hey g € K[ty, ..., t,]. Dann sind dquivalent:

(1) Fiir alle x € k™ gilt:

(i) =+ = £s(3) = 0, hy(x) £0,...., ho(x) # 0) = g(x) = 0.
(2) 1 liegt in dem von

(fi, s fsshi-ur—1,... hp-u, —1,g-v—1)

erzeugten Ideal von k[ty,... t,,uy, ..., u.,v].

Beweis: (1)=-(2): Wenn 1 nicht in dem Ideal liegt, so haben die Polynome nach

Satz 5.26 eine Nullstelle (x,y,2) in £t T1. Es gilt dann fi1(x) = ... = fi(x) =

0,hi1(x) # 0,...,h.(x) # 0,9(x) # 0, im Widerspruch zu (1). (2)=-(1): Wenn

x € k" so ist, dass fi(x) = ... = fi(x) =0, hi(x) # 0, ..., h(x) # 0, und

g(x) # 0, so hat jedes Polynom in der Erzeugermenge des Ideals die Nullstelle
1

(X1, oy Ty Y1y - -+ Ypy 2), WObDEIL y; 1= HES) und z := ﬁ. Somit hat auch 1 diese

Nullstelle, ein Widerspruch. U
SATZ 5.28 (Rabinowitschs Trick). Sei k ein Kdrper, s,n € N, und seien fi, ..., fs €

k[t1,...,t,]). Dann sind dquivalent:

(1) g€ /{fr,-- s fs)ew-
(2) 1 - <f1,...,fs,g-u— 1>k[t,u]

Beweis: (1)=(2). Sei I := (f1,..., fs,9-u—1)u. Wegen (1) gibt es ein 7 € N,
sodass ¢g" € I. Folglich gilt auch ¢" - u” € I. Da g-u = 1 (mod I), gilt auch
(g-u)" =17 (mod I), und somit 1 € 1. (2)=(1) Wenn g = 0, so liegt g klarerweise
im Radikal. Wenn g # 0, so gibt es Polynome ay, ..., as, b € k[t, u], sodass

s

D ailty, ot w) filty, ) bt b u) (gt ) u— 1) =1

i=1
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Wir werten jetzt beide Seiten im rationalen Funktionenkérper Q(k[xy,...,z,])
an der Stelle (z1,...,z,, ——
g(xl ----- n

S

Zai(xl,...,xn,1/g(a:1,...,xn))fi(xl,...,xn) =1

i=1
Es gibt nun r» € Nund hy, ..., hs € klxy, ..., z,], sodass
hi(ﬂfl,...,l’n)
g(x1, .. xy)"

Dann liegt ¢" in dem von (f1,..., fs) erzeugten Ideal von k[ty, ..., t,].

ai(x1, ..., T, 1/g(x1,... 2,)) =

SATZ 5.29 (Hilberts Nullstellensatz — Starke Form). Sei k ein algebraisch abge-
schlossener Korper, sein € N, und seien f1,..., fs € k[t1,...,t,]. Wenn fir alle
x € k" mit fi(x) = -+ = f,(x) = 0 gilt, dass g(x) = 0, so liegt g im Radikal von
(i, fo)y-

Beweis: Sei u eine neue Variable. f; = ... = f;, = 0, g - u = 1 ist unlosbar,
also gilt wegen der schwachen Form des Nullstellensatzes 1 € (f1,..., fs,9 - u —
1) kf,u)- Also liegt nach dem Satz von Rabinowitsch (Satz 5.28) g im Radikal von

<f1>---afs>k[t]- ]
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