KAPITEL 6

Grobnerbasen

1. Grundlagen aus der Mengenlehre und der Ordnungstheorie

Sei X eine Menge, und sei p eine natiirliche Zahl. Dann bezeichnen wir mit (if )
die Menge aller p-elementigen Teilmengen von X, also

()g):{ynngund Y| =p}.

SATZ 6.1 (Satz von Ramsey, [Ram29]). Sei X eine unendliche Menge, und seien
p,t € N. Sei F': (f) — {1,...,t}. Dann gibt es eine unendliche Teilmenge Y
von X, sodass ' auf (’;) konstant ist.

Beweis: Induktion nach p. Fiir p = 1 sehen wir, dass X = Ji_,{z € X | F({z}) =
i}. Da X also Vereinigung von ¢ Mengen ist, muss eine dieser Mengen unendlich
sein. Diese unendliche Menge ist das gesuchte Y.

Induktionsschritt: Sei p > 2, und sei F' eine Farbung der p-elementigen Teilmen-
gen von N mit ¢ Farben. Fiir jedes a € N definieren wir eine Farbung G, der
(p — 1)-elementigen Teilmengen von X \ {a} durch

Go(M) := F(M U{a})

fiir alle M € (*\{*}). Nun definieren wir eine Folge (z;);cn, aus X, und eine Folge
(Y:)ien, von Teilmengen von X. Wir definieren Y, := X, und wihlen x, als ein
Element von X. Wir werden nun die Folgen (;);en, und (Y;)ien, so definieren,
dass jedes Y; eine unendliche Teilmenge von X ist, und dass x; € Y;. Wir definieren
die Folgen rekursiv. Sei dazu ¢ € Ny. Da Y; \ {z;} unendlich ist, gibt es nach
Induktionsvoraussetzung eine unendliche Teilmenge Y;;; von Y; \ {z;}, sodass
alle (p — 1)-elementigen Teilmengen von Y;,; die gleiche Farbe unter der Farbung
G,, haben. Das Element z;,; wahlen wir aus Y; ;.

Wir betrachten nun die Menge

Z = {II), | 1€ No}
53



54 6. GROBNERBASEN

Fiir jede p-elementige Teilmenge A von Z definieren wir den kleinsten Index in
A, ind(A), als das kleinste j € Ny, sodass x; € A. Wir zeigen nun:

Fiir alle A, B € (%) mit ind(A4) = ind(B) gilt F(A) = F(B).

Sei dazu ¢ := ind(A). Alle z; mit j7 > i liegen in Y;4y. Folglich ist A eine Teil-
menge von Y; U{z;}. Ebenso ist B eine Teilmenge von Y; 1 U {z;}. Wegen der
Konstruktion von Yj; ist Gy, (A\{z;}) = G, (B\{z;}). Also gilt F(A) = F(B).

Nun betrachten wir die Abbildung h : Ng — {1,...,¢}, die durch

h(i) :== F({xi, ..., Tisp-1})

fiir i € Ny definiert ist. Es gibt eine unendliche Teilmenge J von Ny, sodass hl;

konstant ist. Wir behaupten nun, dass
Yi={z;|jeJ}

die gewiinschten Eigenschaften erfiillt.

Seien dazu C und D p-elementige Teilmengen von Y, und seien ¢; < -+ < ¢,
und dy < -+ < dp so, dass C' = {@¢,, Tey, .., %, } und D = {x4,,24,,...,%q,}
Da ind(C) = ¢; = ind({Z¢;, Tey 1y - -+ Teypp1)), gilt

F(C) = F({ZCCI, Lej41y .- - ’x61+p71})
und ebenso

F(D) = F({xdlux(h—}—la e >$d1+p—1})-

Also gilt F(C') = h(cy) und F(D) = h(d;). Da z., in Y liegt, gilt ¢; € J; ebenso
gilt d; € J, und folglich h(c;) = h(d,). Also haben C und D die gleiche Farbe. [

Eine geordnete Menge (M, <) erfiillt die (DCC) (absteigende Kettenbedingung,
descending chain condition), wenn es keine unendliche echt absteigende Folge
my > mg > mg > --- von Elementen aus M gibt. Zwei Elemente s,t € M sind
unvergleichbar, wenn weder s < t noch t < s gilt. Wir schreiben dafiir s || .
Eine Teilmenge T von M ist eine Antikette, wenn alle t1,t; € T mit t; # t
unvergleichbar sind.

Sei m € N. Auf Ny™ definieren wir die Ordnungsrelation C. Seien a = (ay, .. ., @)
und b = (by, ..., by). Dann gilt @ T b, wenn fiir alle ¢ € {1,...,m} gilt: a; < b;.
Wir betrachten nun die geordnete Menge (Ny™, C).
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LEMMA 6.2. Seim € N und sei S = (@' | i € N) eine Folge von Elementen aus
No™. Dann gibt es eine unendliche Folge t; < ty < --- won natiirlichen Zahlen,
sodass (@) | i € N) eine beziiglich T schwach monoton wachsende unendliche
Teilfolge von S ist.

Beweis: Fir i € Nund k € {1,...,m} bezeichnen wir die k-te Komponente von

a® mit a,,ii).

Wir farben nun jede 2-elementige Teilmenge {7, 7} von N mit ¢ < j mit einer von
2™ Farben. As Farben wihlen wir die Funktionen von {1,...,m} nach {1,2}.
Wir definieren nun die Farbe C'({7, j}) der Menge {7, j} durch

1 wenn a,,gi) < a,gj ),

2 wenn a,ii) > a,gj ).

C{i,g}) (k) := {

Nach dem Satz von Ramsey, Satz 6.1, hat N eine unendliche Teilmenge 7', sodass

alle 2-elementigen Teilmengen von T die gleiche Farbe C haben.

Wir zeigen nun, dass C'(k) = 1 fir alle & € {1,...,m} gilt. Nehmen wir an, es
gibt ein k mit C(k) = 2. Seien t; < to < t3 < ... die Elemente von 7". Wenn
C(k) = 2, dann gilt

aétl) > a,th) > a,gt?’) >
im Widerspruch dazu, dass (N, <) die (DCC) erfiillt.
Da also C(k) = 1 fiir alle k, gilt a®™) C a®) C a®™ C ... O

SATZ 6.3 (Dicksons Lemma, cf. [Dic13, Lemma A]). Sei m € N. Dann sind alle
Antiketten in (No™,C) endlich.

Beweis: Nach Lemma 6.2 kann (Ny™,C) keine unendliche Antikette enthalten.
O

DEFINITION 6.4. Eine Teilmenge I von Ny™ ist ein Ordnungsfilter, wenn fiir alle
a €l und b € Ny™ mit a C b auch b € [ gilt.

Fiir eine Teilmenge I von Ny™ bezeichnen wir mit M(I) die Menge aller mi-
nimalen Elemente von I. Fiir eine Teilmenge M von N definieren wir U(M)
durch U(M) := {a € NJ' | es gibt z € M, sodass z < a}. U(M) ist stets ein
Ordnungsfilter.
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LEMMA 6.5. Sei I C No™ ein Ordnungsfilter beziiglich . Dann ist M(I) endlich,
und es gilt I =U(M(I)).

Beweis: M(I) ist eine Antikette, und daher wegen des Dicksonschen Lemmas
(Satz 6.3) endlich. Seinun ¢ € I. Da (Nj*, C) keine unendlich absteigenden Ketten
hat, gibt es ein minimales Element z € I mit z < 4. Daher gilt ¢ € U(M(I)).
Da M(I) C I, erhalten wir die Inklusion U (M (7)) C [ unmittelbar aus der
Tatsache, dass I ein Ordnungsfilter ist. O

SATZ 6.6. Let m € N. Dann hat die Menge Ni* keine unendliche aufsteigende
Kette Uy C Uy C Us ... von Ordnungsfiltern.

Sei U := |J{U; | i € N}. Die Menge U ist ein Ordnungsfilter. Daher ist die Menge
M(U) der beziiglich C minimalen Elemente von U endlich. Es gibt also ein j € N,
sodass M(U) C U;. Daher gilt U(M(U)) C U(U;), und folglich U C U;. O

2. Multivariate Polynomdivision

DEFINITION 6.7. Sei n € N, und sei < eine Ordnung auf Ny". Die Ordnung <
ist zuldssig, wenn folgendes gilt:

(1) < ist linear.
(2) Fiir alle «r, f € Ny" mit a C 3 gilt auch a < g.
(3) Fiir alle o, 5,7 € Ny" mit a < g gilt auch o+ < F+ 7.

LEMMA 6.8. Sein € N, und sei < eine zuldssige Ordnung auf No"™. Dann erfillt
(Ny", <) die (DCC).

Sei aV > a® > ... eine beziiglich < unendliche absteigende Kette in Ny". Nach
Lemma 6.2 gibt es t;,t, € N mit ¢; < t,, sodass a®) T a®). Da < zulissig ist,
gilt a®) < @), im Widerspruch zu a®) > a(*2). O

DEFINITION 6.9. Sei k ein kommutativer Ring mit Eins, und sei R der Polynom-
ring k[zy,...,x,). Fir a = (ay,...,a,) € Ng" definieren wir £ durch

= xlal .

Qn

DEFINITION 6.10. Sei n € N, sei k ein kommutativer Ring mit Eins, sei I eine
endliche Teilmenge von Ny", sei ¢: [ — k, sei

f= an:ca

acl
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ein Element von k[z,...,x,], und sei < eine zuldssige Ordnung auf Ny". Dann

definieren wir den Multigrad von f beziiglich < durch
DeG(f) :==(-1,...,—1), wenn f =0,

und
DEG(f) := max <{a € Ny" | ¢4 # 0}, wenn f # 0.

DEFINITION 6.11. Sei n € N, sei k ein kommutativer Ring mit Eins, und sei
=Y e

ein Element von k[zy,...,x,] mit f # 0, und sei < eine zuldssige Ordnung von
No". Sei v der Multigrad von f. Dann definieren wir

La(f) = a7,
Lce(f) = ¢,
Lr(f) = cz.

DEFINITION 6.12. Sei n € N, sei < eine zuldssige Ordnung von Ny", sei s € N,

und seien f, fi,..., fs € k[z1,...,z,]. Eine Folge (ay,...,as,r) € klxy, ..., x5

ist eine Standarddarstellung von f durch (f1, ..., fs) beziiglich <, wenn folgendes
gilt:

(1) f =2 afitr.
(2) 7 =0, oder es gibt eine endliche Teilmenge I von Ny", sodass
r= Z Cox®
acl
gilt, und dass fiir alle « € T und allei € {1, ..., s} mit f; # 0 das Monom
x® kein Vielfaches von LM(f;) ist.
(3) Fiir alle 7 € {1,..., s} gilt DEG(a;f;) < DEG(f).

Das Polynom r heifit auch Rest der Darstellung.

SATZ 6.13. Sein € N, sei < eine zuldssige Ordnung von No", sei s € N, und seien
fofi, oo fs € k[xq, ..., x,]. Dann gibt es eine Standarddarstellung (aq, . .., as, )

von f durch (fi,..., fs)-

Beweis: Seien s € N und fi,..., fs € k[z1,...,z,]. Wir zeigen nun, dass jedes
Polynom f eine Standarddarstellung durch (fi, ..., fs) besitzt. Als zuldssige Ord-
nung erfiillt < die (DCC), folglich enthélt jede nichtleere Teilmenge von Ny" ein
beziiglich < minimales Element.
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Sei nun f ein Polynom mit minimalem Multigrad (beziiglich <), das keine Stan-

darddarstellung durch (fi,..., fs) besitzt.
1. Fall: f =0:Da0=>7_,0f;+0 eine Standarddarstellung ist, kann dieser Fall

nicht eintreten.
2. Fall: f # 0: In diesem Fall gehen wir so vor: sei g € k[z] so, dass
f=L1r(f) +g.

Wir werden aus einer Standarddarstellung von g eine Standarddarstellung von f
bauen. Dazu unterscheiden wir zwei Félle.

2.1. Fall: Es gibt eini € {1,...,s}, sodass f; # 0 und LM(f;)|LM(f): Dann gilt
Lr(f)

i) < DEG(f).
Wegen der Minimalitdt von f gibt es by, ..., bs € k[x], sodass folgendes gilt:

Lr(f) o N~y r
(fi)fz_;b]fj+r7

DEG(f —

f_

Lr

fiir alle j € {1,..., s} gilt DEG(b;f;) < DEG(f — 5 f;), und kein Monomom

in 7 ist durch ein LM(f;) mit j € {1,..., s} teilbar.

Dann gilt

f={( Z bjfj)+<bi+is((£))>fi+r

je{1,...,s}
i#i
Da DEeG(b; fi + LLTT((}?) fi) hochstens gleich dem Multigrad eines der Summanden
ist, und DEG(b:fi) < DEG(f) und DEG(118 fi) = DEG(f), ist
Lr(f)

(blu"'ubi—ly bz+ .,bs,’l”)

bis1, ..
Lr(f;)’ o
eine Standarddarstellung von f durch (fi,..., fs), im Widerspruch zur Wahl

von f.

2.2. Fall: Es gibt kein i € {1,...,s}, sodass f; # 0 und LM(f;)|]LM(f): Es gilt
DeG(f —L1(f)) < DEG(f). Wegen der Minimalitidt von f besitzt f — LT(f) eine
Standarddarstellung

f=Ln(f) =3 bifi+r
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Da das Mononom LM(f) durch kein LM(f;) teilbar ist, ist
F=> bifi+ (r+11(f))
j=1

eine Standarddarstellung von f, im Widerspruch zur Wahl von F'. Folglich besitzt
jedes Polynom eine Standarddarstellung beziiglich (f1,..., fs). O

3. Monomiale Ideale

DEFINITION 6.14. Sein € N, sei k ein Korper, und sei I ein Ideal von k[x1, . .., x,].
Das Ideal I ist monomial, wenn es eine Teilmenge A von Ny" gibt, sodass I =

({z* | @ € A}y -

SATZ 6.15. Sein € N, sei k ein Korper, sei I ein monomiales Ideal von k[z1, . . ., x,),
und sei A C Ny" so, dass

I'={z"|a€A}),-
Dann gibt es eine endliche Teilmenge B von A, sodass

I={{z"| B e BY) a1

Beweis: Wir nehmen an, es gibt keine solche endliche Teilmenge B von A. Wir
withlen oy € A. Nun konstruieren wir rekursiv eine Folge (a; | i € N) aus A in
folgender Weise: Sei @ > 2. Es gilt nun

{x* | a€ A} £ (.. S ) ) -

Nehmen wir an, es gilt C: Dann gilt [ = (', ..., :1:0‘1'*1>k[m], im Widerspruch zur
Annahme, dass es keine solche endliche Teilmenge von A gibt. Wir wéhlen «; als
ein a € A, sodass

g (M)

Wegen Lemma 6.2 gibt es nun k,/ in N mit £ < [ und o E ;. Dann gilt
™ € (™, ..., wo‘H)km, im Widerspruch zur Wahl von «y. O

KOROLLAR 6.16. Sei n € N, sei k ein Korper, und sei I ein monomiales Ideal
von klx1,...,x,]. Dann ist I endlich erzeugt.
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DEFINITION 6.17. Sei n € N, k ein Korper, und sei < eine zuldssige Ordnung auf

Ny". Sei I eine Teilmenge von k[z1, ..., x,]. Dann definieren wir
Lr(l) = {Lz(f)| fel f#0}

SATZ 6.18. Sein € N, k ein Korper, und sei < eine zulissige Ordnung auf No".
Sei I ein Ideal von klzy,...,x,]. Dann gibt es t € Ny und g1,...,9: € I\ {0},
sodass (LT(I))y ) = (LT(g1), - -+, LT(9)) g1 -

Beweis: Sei J := (LT(1)), = (LM()),,- Klarerweise gilt dann fiir
A:={aeNy" | esgibt f €I, sodass LM(f) = *}
die Gleichheit J = ({z* | v € A})y,; - Es gibt also nach Satz 6.15 eine endliche
Teilmenge B = {f1,..., 5} von A, sodass
J = <{:1:*3 | i € {1,...,t}}>km.
Fiir jedes i € {1,...,t} wihlen wir nun ein g; € I, sodass g; € I und LM(g;) =
z”%. Dann gilt J = (L1(q1),. .., LT(9¢)) ppa - 0
LEMMA 6.19. Se: n € N, sei k ein Korper, sei I ein monomiales Ideal von
klxy,...,x,], und sei A C Ny" so, dass
I'={z" | a €A}, -
Sei B eine endliche Teilmenge von No", und sei f =3 5 p cgxl € klxy,. .. ).

Dann sind dquivalent:

(1) fel
(2) Fir alle B € B mit cg # 0 gibt es ein o € A, sodass o T 3.

Beweis: (2)=(1): Da jeder Summand czz” nach Voraussetzung in I liegt, liegt
auch f in I. (1)=(2): Sei f € I. Dann gibt es m € Ny, a1,...,a, € A und
Py Pm € k[z1, ..., x,], sodass

m
f= sz‘ -z
=1

Durch Ausmultiplizieren der rechten Seite sieht man, dass es fiir jedes in f auf-
tretende Monom z” ein j und v € Ny gibt, sodass

zf =zt

Also gilt o C . O
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SATZ 6.20. Sein € N, sei k ein Korper, sei I ein Ideal von klzy, ..., x,]. Seit €
Ny, und seien ¢1,...,g: € I\ {0} so, dass (LT(I))k[m] = (Lr(¢q1), ..., LT(gJ)kM )
Dann gilt I = (g1,. .., gt>k[m] :

Beweis: Die Inklusion O folgt aus der Tatsache, dass jedes g; in I liegt. Fiir den
Beweis von C wiéhlen wir f € I. Sei f = 2;1 a;g; + r eine Standarddarstellung
von f durch (g1,...,9:). Wenn r = 0, so liegt f im von {g1,..., g} erzeugten
Ideal. Wir nehmen nun an, r # 0. Es gilt r = f — Zle a;g; € I. Folglich gilt
Lr(r) € Lr(I). Nach Voraussetzung gilt also

LT(T) € <LT(gl)ﬂ ) LT(gt)>k[:c] :

Wegen Lemma 6.19 gibt es also ein i € {1,...,t}, sodass Lt(g;)|LT(r). Dann
kann r aber nicht der Rest einer Standarddarstellung von f durch (gi,...,q:)
sein. Der Fall r # 0 kann also nicht eintreten. t

SATz 6.21 (Hilbertscher Basissatz fiir Polynomringe iiber Korpern). Sei k ein
Koérper, n € N. Dann ist jedes Ideal von k|xy,...,x,] endlich erzeugt.

Beweis: Sei I ein Ideal von k[zy,...,z,]. Nach Satz 6.18 gibt es t € Ny und
g1, g € I\{0}, sodass (LT(I)),,; = (LT(g1), . - ., LT(g¢)) 1) - Wegen Satz 6.20
erzeugen dann die Polynome g, ..., g; das Ideal I. O

4. Grobnerbasen

DEFINITION 6.22. Sei k ein Korper, n € N, und sei < eine zuléssige Ordnung auf
No". Sei I ein Ideal von k[zy,...,z,]. Eine endliche Teilmenge G = {¢1,...,:}
von k[zy,...,x,] ist eine Grobnerbasis von I beziiglich <, wenn

(1) G € 1\ {0},

(2) (LT(1)) iz = (LT(91); - LT(9)) 40

Nach Satz 6.18 besitzt jedes Ideal eine Grobnerbasis. Wenn nun [ ein Ideal von

klx1,...,x,], und G eine Grobnerbasis von [ ist, so gilt nach Satz 6.20 auch
SATZ 6.23. Sei k ein Korper, sei n € N, und sei I ein Ideal von k[xy, ..., x,].

Sei t € No, und sei G ={g1,...,9:} eine Grébnerbasis von I. Seir € I so, dass
kein Monom in r durch irgendein Liv(g;) teilbar ist. Dann gilt r = 0.
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Beweis: Wenn r # 0, so liegt Lr(r) € L1(I), also in (LT(G)),,- Wegen Lem-
ma 6.19 gibt es also ein ¢ € {1,...,t}, sodass Lir(g;)|Liv(r). Das steht im Wider-

spruch zu den Voraussetzungen an r. 0
SATZ 6.24. Sei k ein Korper, sei n € N, und sei I ein Ideal von kl[zy, ..., x,].
Sei t € Ny, und sei G = {g1,...,9:} eine Grobnerbasis von I. Seien ri,r9 €
klxy,...,x,] so, dass

(1) 1y —re €1,

(2) Kein Monom in ry ist durch irgendein L1 (g;) teilbar,
(3) Kein Monom in ry ist durch irgendein Lit(g;) teilbar.

Dann gilt r1 = ry.

Beweis: Wir nehmen an, r — 73 # 0. Dann gilt LM(ry — r2) € Lr(I). Da G eine
Grébnerbasis ist, gilt also LM(rq1 — 1) € (LT(G))y,,- Das fithrende Monom von
r1 — 79 muss auch in einem der Polynome r; oder r, vorkommen. Somit enthélt
eines der r; ein Monom in (LT(G)),,;- Nach Lemma 6.19 ist dieses Monom durch
eines der Lm(g;) teilbar. Das steht im Widerspruch zu den Voraussetzungen an
ry und 7rs. O

KOROLLAR 6.25. Sei k ein Korper, sein € N, und sei I ein Ideal von klxy, . .., ;).
Seit € Ny, und sei G = {g1, ..., q:} eine Grobnerbasis von I. Sei f € klxy, ..., z,],
und seien

t t
f= Zaigi +r= Zbigi + 12
i=1 i=1

Standarddarstellungen von f durch (g,...,q:). Dann gilt ri = ro. Wenn aufler-
dem f €1, so gilt ry =ry =0.

Beweis: Da vy — ry € I, folgt die erste Behauptung aus Satz 6.24. Wenn f € [
gilt, so folgt r, = 0 aus Satz 6.23. U

DEFINITION 6.26. Sein € N, sei < eine zuldssige Ordnung von Ny", sei s € N, und
seien f, f1,..., fs € k[x1,...,x,]. Ein Polynom r € k[zy, ..., z,] ist ein mdglicher
Rest bei einer Standarddarstellung von f durch (f1, ..., fs) beziglich <, wenn es
eine Standarddarstellung f = >"7_, a;f; +r von f durch (fy,..., f;) beziiglich <
gibt.
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5. Konstruktion von Grobnerbasen

Wir fixieren fiir die Sektionen 5 und 6 eine zuldssige Ordnung < auf Ny".

DEFINITION 6.27. Sei k ein Korper, n € N. Seien o = (aq,...,,) und g =
(B1,...,00) € No". Sei v = (71,...,7n) definiert durch ~; := max(«y, 5;) fiir
i € {1,...,n}. Wir definieren LcMm(z®, 2°) 1= 7.

LEMMA 6.28. Sei k ein Korper, n € N, und seien o, 3 € No". Sei f ein Polynom
mit | f und xP|f. Dann gilt Lom(z®, 2°)|f.

Beweis: Sei v € Ny" so, dass 7 = Lem(z®, ). Nach Lemma 6.19 gilt fiir jedes
in f vorkommende Monom x*, dass a C p und 8 C pu. Also gilt v C p, und somit
x|z O

DEFINITION 6.29. Sei k ein Korper, n € N, und seien f,g € k[zy,...,x,] \ {0}.
Das S-Polynom oder Subtraktionspolynom von f und g ist definiert durch

 Low(Lm(f),Lm(g) . Lom(La(f), Lu(g))
U9 =""np T e

LEMMA 6.30. Sei k ein Korper, n € N, und seien f,g € k[z1,...,2,]\ {0}. Sei
v so, dass 7 = Lem(LM(f), LM(g)). Dann gilt DEG(S(f,g)) < .

Beweis: Seien fi, g1 € klx] so, dass f = Lr(f)+ f; und g = Lt(g) + ¢1. Dann gilt

S(f ) m’y_DEG(f) f m’y_DEG(g)
v 9) = v o ) T v Y
Le(f) Le(g)
xY—DEGc(f) 27~ Drc(g) 27— DEG(f) xY—Drc(g)
=— " In(f)-— - Lrlp)+ —— - fi——— g
Loy T e MO ey T ey
v—DEG(f) v—DEG(g)
— 27 DPECU) L Mm(F) — 27 PFCW) L v A S A
z (f) —= (9) + Lo(f) fi Lo 7
27~ DEG(f) Y~ DEG(9)
Y YL e T
T N ey
27—DEG(f) xY—Drc(g)

oo T e

Diese beiden Summanden haben wegen der Zuldssigkeitseigenschaft (3) aus De-
finition 6.7 Multigrad < ~; keiner dieser Summanden hat Multigrad = 7. Die
Summe hat also Multigrad < ~. O
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LEMMA 6.31. Seik ein Korper, seienn,s € N, und f1, ..., fs € k\{0}, c1, ...

k\ {0}, und 6,0, ..., a5 € Ng" so, dass folgendes gilt:

(1) Fiir allei € {1,...,s} gilt DEG(z f;) = 0.
(2) DEG(Z::l Cl'il)aifi) < 0.

Dann gibt es by,...,bs_1 € k, sodass

s—1
mé

D W e L VIR ETATRCAR)

=1

Beweis Fiir j € {1,...,s — 1} sei 7; € Ny" so, dass
7 = LoMm(LM(f;), LM(fs)).

Dann ldsst sich die behauptete Gleichung (5.1) als

s s—1
S fi= Y bt S(f f)
i=1

J=1

schreiben.

In der Summe auf der linken Seite von (5.1) hat jeder Summand Multigrad §. Da

nach Voraussetzung (2) die Summe kleineren Multigrad hat, muss der Koeffizient

von ¢ in Zf;ll c;x f; gleich 0 sein. Es gilt also

S

i=1
Dann gilt

s s—1
; G fi = Z (Ciiﬂaifz‘ -G ESEJJZ)) wasfs>

i=1

Il
N
D
8

8
=
|
O
=
joy
ok
8
2
prad
N———
+
VS
-
O
=
2=
~__—
b
prad
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Da Zle CZLC(fZ> = O gllt

- x° - Le(fy) x°
ZC’ Ji= Z’( (s LC(fs)LM(fs)f5>

=1

:chmfz)( o )

s—1 - i L
= ;CiLC(fi)a:‘s o (LT(fZ)fZ - LT(fs) fs)
s—1
= > aLe(f)a’ 1 S(fi, ).
=1
]

SATZ 6.32 (Buchbergers Kriterium, cf. [Buc70)]). Sei k ein Kérper, seien n,t €
N, und sei I ein Ideal von k[zy,...,x,]. Sei G ={q1,...,q:} eine endliche Teil-
menge von I \ {0}, sodass folgendes gilt:

(1) {Ghppay = 1,
(2) Fiir alled,j € {1,...,t} miti < j ist O ein moglicher Rest einer Stan-
darddarstellung von S(gi, g;) durch (g1, ..., ).

Dann ist G eine Grébnerbasis von I.

Beweis: Sei f € I'mit f # 0. Wir zeigen, dass LT(f) im Ideal (LT'(g1), - . ., LT(g1)) 4 (s
liegt. Da G das Ideal I erzeugt, gibt es h,..., h} € k[zy,...,x,], sodass

t
f= Z hi ;.
i=1
Fiir jede solche Darstellung sei
§ = max{DEG(h;g;) | i € {1,...,t}}.

Seien nun Ay, ..., h; € k[z1,...,z,] so unter allen Darstellungen von f als ZZ T

dass ¢’ minimal wird, und sei
6 := max{DEG(h;g;) | i € {1,...,t}}.
Es gilt

t
f= Z higi,
=1
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also DEG(f) <.

1. Fall: DEG(f) = 0: Sei ¢ € {1,...,t} so, dass DEG(h;g;) = d. Dann gilt
Lr(g;)|Lr(f), und somit LT(f) € (LT(G)) -

2. Fall: DEG(f) < 0: Fir i € {1,...,t} sei m(i) := DEG(h;g;). Es gilt dann

t t t
f= Z hig; = Z hig; + Z hig;
=1
=1 =1

m(i)=8 m(i)<d
t t t
= Z Lr(hi)g: + Z (hi — L (hi))g; + Z higi.
i=1 i=1 i=1
m(i)=3 m(i)=3 m(i)<s

Alle Summanden der zweiten und dritten Summe haben Multigrad < §. Da auch
DEG(f) < 4, gilt

DEG( i Lr(h;)g:) < 6.

i=1
m(i)=4

Seien s € N und 4y,...,i so, dass ¢ < --- < iy und {i; | j € {1,...,s}} =
{i e {1,...,t} | m(i) = 0}. Wir verwenden nun Lemma 6.31 fiir f; := g;,, ¢; :=
Lc(hi;) und a; so, dass % := Lm(h;;) (j € {1,...,s}). Aus diesem Lemma
erhalten wir fiir j,/ € {1,...,t} mit j <[ Korperelemente b;; € k, sodass

t 5

T
L1(h;)g: = b S(g5,91)-
2 Lrls= D by Do) S )
i=1 Gle{l, ..t}
m(i)=6 j<i

Da S(g;, g;) nach Voraussetzung eine Standarddarstellung mit Rest 0 besitzt, gibt

es fiir j <[ Polynome a;1,...,a;;: € k[z], sodass

t
S(g5,91) = Z@j,z,i " 9i
i=1
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und DEG(a;;:9;) < DEG(S(gj,¢1)) fur alle s € {1,...,¢}. Sei nun v;; € Ny" so,
dass %t = Lem(LM(g;), LM(g;)). Also gilt

.’136
2 M (L) Laula) SO )

j:le{l7~">t}
A

t 5
= Z Z bj. i aj,1,i9i
Jle{l,...,t}
j<l

t
_ b xS Vidas q
5,1 jilyidi

i=1

Jle{l,...,t}
j<l

Wir berechnen nun den Multigrad des (7,1, 7)-ten Summanden
o (j,1,1) == bjux® " aj ;.

Es gilt DEG(0(j,1,7)) < 0 — ;1 + DEG(a;,:9:) < 0 —j:+DEG(S(g;,91)). Wegen
Lemma 6.30 gilt DEG(S(gj, g:1)) < 7., also gilt

DEeG(o(y,1,1)) < 0.

Daher ist
t t
f= Z <( Z bj,l.'z:‘;_“’j’lamﬂ) + (h; — LT(hi))> - g; + Z hig;
i=1 Jle{l,...t} i=1
m(i)=5 j<k m(i)<s

eine Darstellung von f, in der jeder Summand Multigrad < ¢ hat. Das ist ein
Widerspruch zur Wahl von §. Der 2. Fall kann also nicht eintreten. O

Das Hinzufiigen eines moglichen Restes des betrachteten S-Polynoms bewirkt,
dass dieses S-Polynom 0 als moglichen Rest hat:

LEMMA 6.33. Sei k ein Korper, n € N, sei (f1,..., fs) eine Folge von Polynomen
aus k[zy,...,z,]. Sei f € klxy,...,x,], und sei r € klxy,...,x,] ein moglicher
Rest von f bei einer Standarddarstellung von f durch (fi,..., fs). Dann ist O ein
maoglicher Rest von f bei einer Standarddarstellung von f durch (fi,..., fs,7).
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Beweis: Sei f =7 | a;f; +r eine Standarddarstellung von f durch (f1,..., fs).
Dar = f—>"_ af; gilt DEG(r) < DEG(f). Also ist f = >0 a;f; +1r+0
eine Standarddarstellung von f durch (f1,..., fs,r) mit Rest 0. O

ALGORITHMUS 6.34 (Buchbergers Algorithmus zur Konstruktion einer Grébner-
basis).
Eingabe: fi,..., fs € k[z1,...,2,] \ {0}.
Ausgabe: g1,...,9: € k[zy,...,x,] so, dass G := {g1,...,g:} eine Grobnerbasis
fir (fi,..., f5>k[w] ist.

L G (fi,--, [s)

2 P10

3 whiledf,geG:f#gund {f, g} &P

4 do P — PU{{f.g}}
Ein moglicher Rest von S(f, g)

5) T— .
bei Standarddarstellung durch G
if r#0
7 then G — (G, r)

SATZ 6.35. Sei k ein Korper, und seien f1, ..., fs € klx1,...,x,]\{0}. Der Algo-
rithmus 6.34 terminiert wund liefert als Ergebnis eine Griobnerbasis

f’[i?“ <f1, cee fs>k[z]'

Beweis: Wir zeigen als erstes, dass der Algorithmus terminiert. Wir betrachten
am Beginn jedes Durchlaufs der while-Schleife das Paar ((LT(G)), | ($)\ P)).
Nehmen wir an, die Schleife wiirde unendlich oft durchlaufen. Wegen des Hilbert-
schen Basissatzes gibt es keine unendlichen aufsteigenden Ketten von Idealen von
klxy, ..., x,].

Ab irgendeinem Durchlauf bleibt also (LT(G))y, konstant. Ab diesem Durch-
lauf der Schleife kann aber der Fall r # 0 nicht mehr eintreten. Wenn né&mlich
r ein moglicher Rest von S(f,g) bei einer Standarddarstellung durch G ist,
und r # 0, so liegt Lr(r) nicht in (LT(G)),. Dann gilt aber (LT(G))y, #
(Lr(GU{r}))pa)-

Folglich erniedrigt sich ab diesem Durchlauf die zweite Komponente | (§) \ P|.

Diese Komponente kann nicht negativ werden.

Somit kann die while-Schleife nicht unendlich oft durchlaufen werden, also termi-
niert der Algorithmus.
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Wir zeigen nun die Korrektheit des Algorithmus: Am Beginn jedes Durchlaufs der
while-Schleife gilt, dass fiir alle f,g € G mit {f, g} € P das S-Polynom S(f, g)
eine Standarddarstellung durch G mit Rest 0 hat. Das gilt offensichtlich beim
ersten Betreten der while-Schleife wegen P = (). Im weiteren Verlauf garantiert
Lemma 6.33, das diese Bedingung erhalten bleibt.

Wenn die while-Schleife verlassen wird, liegen alle Elemente aus (§ ) in P. Folglich
haben alle S-Polynome von Paaren von Polynomen aus G' das Polynom 0 als
moglichen Rest bei Standarddarstellung durch G. Nach Satz 6.32 ist G daher
eine Grobuerbasis von (G)y . (G), ist aber wihrend des gesamten Verlaufs
des Algorithmus stets (fi, ..., fs>k[m]. a

6. Konstruktion von reduzierten Grobnerbasen

In dieser Sektion stellen wir einige Resultate zusammen, die es uns erlauben,
die Zwischenergebnisse beim Berechnen einer Grobnerbasis zu vereinfachen. Als

Resultate erhalten wir “reduzierte Grobnerbasen”.

LEMMA 6.36. Seien fi, ..., fs paarweise verschiedene Elemente von k[zy, ..., x,],
und sei ' = {f1,..., fs}. Seii € {1,...,s}, und sei r; € kl[z1,...,2,] ein
mdaglicher Rest von f; bei einer Standarddarstellung durch F \ {f;}. Sei G :=
(E\A{f:}) U{r:}. Dann gilt:

(1) <G>k[w] = <F>k[z]

(2) (L(F)) ey € (LT(G)) gy

(3) Wenn r; # 0 und LM(r;) # LM(f;), so gilt L(r;) € (LT(F)) -

(4) Fiir alle q € klz] gilt: Wenn 0 ein mdglicher Rest von q bei einer Stan-
darddarstellung durch F' ist, so ist O auch ein mdglicher Rest von q bei

einer Standarddarstellung durch G.

Beweis: (1) Fiir C beobachten wir, dass r; in (), liegt. Somit gilt G C (F),,.
Fiir D zeigen wir, f; € <G>k[m]. Wir wissen, dass es aq, ..., a1, @1, - ., 05 € k[T]

gibt, sodass

fi= Z a;fj+ri.
j=1
JFi
Dar;, € G, gilt f; € <G>k[w]
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(2) Es reicht zu zeigen, dass im Fall f; # 0 gilt, dass Lr(f;) € LT(G) liegt. Wir
wissen, dass f; eine Standarddarstellung durch F'\ { f;} mit Rest r; besitzt. Somit
gibt es ay,...,a;_1,Gis1,. .., a5 € k[z], sodass

fi= Z a; [ +ri,
7=1
J#i

und alle Summanden auf der rechten Seite Multigrad < DEG(f;) haben. Einer
der Summanden muss daher Multigrad DEG(f;) haben. Ist das a; f; fiir ein j # ¢,
so gilt L (f;)|LT(f;), und somit Lt(f;) € (LT(G)),)- Wenn DEG(r;) = DEG(f;),
so gilt Lr(r;)|LT(f;), und folglich L1 (f;) € (LT(G)) -

(3) Wir nehmen an, dass r; # 0. Wenn nun L1(r;) € (LT(F)),,), so gibt es ein
ke {1,...,s}, sodass Lr(f;)|Lr(r;). Da r; ein moglicher Rest einer Standard-
darstellung durch F'\ {f;} ist, muss k = i sein. Es gilt also L1(f;)|Lt(r;), und
folglich DEG(f;) < DEG(r;). Da r; Rest einer Standarddarstellung von f; ist,
gilt aber auch DEG(r;) < DEG(f;). Somit gilt DEG(r;) = DEG(f;), und somit
Lv(r;) = Lm(f;).

(4) Wir nehmen an, dass ¢ eine Standarddarstellung

S

4= aif;+0

Jj=1

durch F' mit Rest 0 besitzt. Weiters besitzt f; eine Standarddarstellung durch
F\ {f;} mit Rest r;; es gibt also by, ..., b;_1,b;41, ..., bs, sodass

fi= Z bifi + 7.
=1
I#i

Insgesamt gilt also

S S

q= Zajfj + a,( Z bifi +1i),
j=1
=1

I#i
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also

(61) q = Z (a]‘ + aibj)fj + a;r;.
j=1
J#i

Es gilt DEG(b,f;) < DEG(f;), also auch DEG(a;b;f;) < DEG(a;f;) < DEG(q).
Wegen DEG(r;) < DEG(f;) gilt auch DEG(a;r;) < DEG(a;f;) < DEG(g). Also ist
die Darstellung von ¢ in (6.1) eine Standarddastellung von ¢ durch G. g

DEFINITION 6.37. Sei F' eine endliche Teilmenge von k[xy, ..., z,] \ {0}, und sei

f € F. Dann ist f reduziert in F'; wenn kein Monom in f durch ein LT(g) mit
g € F\{f} teilbar ist.

Das Polynom f ist also reduziert in F', wenn

f=> 0-9+f
geF
g#f

eine Standarddarstellung von f durch F'\ {f} mit Rest f ist.

DEFINITION 6.38. Sei F' eine endliche Teilmenge von k[zi,...,z,] \ {0}. F ist
reduziert, wenn alle f € F reduziert in F' sind.

Wir betrachten nun folgende Prozedur zur Erzeugung einer Grébnerbasis.

ALGORITHMUS 6.39 (Erzeugen einer Grobnerbasis mit Vereinfachung).
Eingabe: fi,..., fs € k[z1,...,2,] \ {0}.
Ausgabe: g1,...,9; € k[xq,...,x,] so, dass G := {g1,..., g} eine Grobnerbasis
fiir ({1, s fo})pa ist-

L Ge{fi,--, fs}

2 P10

3 whiledf,geG:f#gund {f, g} &P

4 do P— PU{{f g}}
Ein moglicher Rest von S(f,g)

5 T o— )
bei Standarddarstellung durch G
if r£0
7 then G «— (G, 1)

8 while G ist nicht reduziert und wir wollen G reduzieren
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9 do f; < Ein Element von G, das in G nicht reduziert ist
Ein moglicher Rest von f;
10 Ty .
bei Standarddarstellung durch G\ {fi}
11 if =0
12 then G — G\ {fi}
13 else G— (G\{fi})u{r}

SATZ 6.40. Unabhdngig davon, wie oft wir im Ablauf des Algorithmus reduzieren

wollen, terminiert der Algorithmus 6.39 und liefert eine Grébnerbasis von I =

<f17 s 7f8>k[m}

Beweis: Am Beginn jedes Durchlaufs der dufleren while-Schleife gilt fiir alle
{f,g} € P, dass S(f, g) eine Standarddarstellung durch G' mit Rest 0 besitzt, und
dass (G}, = I ist: klarerweise gilt das beim ersten Betreten der while-Schleife.
Wegen Lemma 6.33 bleiben diese Bedingungen auch durch das Hinzufiigen des
Restes r des S-Polynoms S(f, g) erhalten. Nun bleibt diese Bedingung auch bei
jedem Durchlauf der inneren while-Schleife erhalten: Lemma 6.36 (1) liefert, dass
(G)yy immer gleich dem Ideal I ist. Lemma 6.36 (4) garantiert, dass die S-
Polynome aller Paare aus P auch nach dem Reduzieren 0 als moglichen Rest
haben. Wenn der Algorithmus terminiert, so wurde die &uflere while-Schleife ver-
lassen: fiir alle {f, ¢} € (§) gilt also {f, g} € P; somit hat S(f, g) eine Standard-
darstellung durch G mit Rest 0. Nach Satz 6.32 ist G also eine Grobnerbasis von
<G>k[z] =1

Wir zeigen nun, dass der Algorithmus fiir jede Eingabe terminiert. Sei dazu
F = (f1,...,fs) eine Eingabe, und seien unsere moglichen Wahlen wéhrend des
Ablaufs des Algorithmus so, dass der Algorithmus nicht hilt. Nun betrachten
wir zunéchst nach jedem Betreten einer der while-Schleifen das Ideal (LT(G)) Kz
Wegen Lemma 6.36 (2) wird dieses Ideal von einem Betreten zum néchsten echt
grofer, oder es bleibt gleich. Da k[x] die (ACC) fiir Ideale erfiillt, bleibt dieses

Ideal ab irgendwann stets konstant.

Ab diesem Punkt betrachten wir die Anzahl der Elemente von GG, die in G nicht re-
duziert sind. Wir behaupten, dass ab diesem Durchlauf we die Anzahl der nicht re-
duzierten Elemente in GG nicht mehr grofier wird. Zunéchst kann ab diesem Durch-
lauf der Schleife der Fall  # 0 nicht mehr eintreten. Wenn némlich r ein moglicher
Rest von S(f, g) bei einer Standarddarstellung durch G ist, und r # 0, so liegt
Lr(r) nicht in (LT(G))y,- Dann gilt aber (LT(G)),,; # (LT(G U{r}));,- Nun
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iiberlegen wir uns, warum auch die Anweisungen in der inneren while-Schleife die
Anzahl der nicht reduzierten Elemente von G nicht erhohen: Alle in G reduzier-
ten Elemente von G \ {f1} sind auch reduziert in G \ {f;}. Also konnte nur die
Anweisung G «— (G \ {f1})U{r1} die Anzahl der nicht reduzierten Elemente von
G erhohen. In diesem Fall gilt 71 # 0. Da ja LT(G) konstant bleibt, bleibt wegen
Lemma 6.36 (3) nur mehr der Fall LM(r;) = LM(f;) iibrig. Dann ist aber jedes
Element von (G\{fi1})U{r}, dasin G\ {fi}U{r } nicht reduziert ist, auch in G
nicht reduziert. Keine Anweisung kann also die Anzahl der in G nicht reduzierten
Elemente von G mehr erhchen. Ab irgendeinem Durchlauf bleibt also auch die
Anzahl der in G nicht reduzierten Elemente von G konstant.

Ab diesem Durchlauf betrachten wir |G|+ | () \ P|. Von den Zuweisungen an
G kann nun einzig die Zuweisung G «— G \ {f1} noch ausgefithrt werden, da
die Zuweisung G «— (G \ {f1}) U {r1} ja bewirkt, dass die Anzahl der nicht
reduzierten Elemente von G wegen LM(r) = LM(f;) um 1 kleiner wird, im
Widerspruch dazu, dass die Anzahl der in G nicht reduzierten Elemente konstant
bleibt. Jede der Zuweisungen G «— G\ {f1} und P «— PU{{f, g}} bewirkt aber,
dass |G|+ | (§) \ P| echt kleiner wird. Das kann aber nur endlich oft passieren.

Also hilt der Algorithmus nach diesen endlichen vielen Schritten. (]

Wenn wir immer reduzieren wollen, und die fithrenden Koeffizienten des Ergeb-
nisses auf 1 normieren, so erhalten wir als Ergebnis des Algorithmus 6.39 eine
“reduzierte Grobnerbasis”.

DEFINITION 6.41. Sei k ein Korper, und sei G eine endliche Teilmenge von
klz1, ...,z \ {0}. G ist eine reduzierte Grobnerbasis von (G)y,,, wenn:

(1) G ist eine Grébnerbasis von (G),,,
(2) G ist reduziert,
(3) Alle Polynome g € G erfiillen Lc(g) = 1.

Als Konsequenz aus der Termination und Korrektheit des Algorithmus 6.39 er-

halten wir:

SATZ 6.42. Jedes Ideal von k[xy,. .., x,] besitzt eine reduzierte Grobnerbasis.

Diese reduzierte Grobnerbasis eines Ideals ist, dhnlich der Zeilenstaffelnormalform
eines Unterraums, durch das Ideal eindeutig bestimmt.
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SATZ 6.43. Sei I ein Ideal von k[, ..., x,], sei < eine zuldssige Ordnung auf

No", und seien G, H reduzierte Grobnerbasen von I beziiglich <. Dann gilt G =
H.

Beweis: Wir nehmen an, dass I # 0. Als erstes zeigen wir
Lr(G) = Lr(H).

Sei G = {¢1,...,9,} und H = {hy,...,hs}. Sei nun g € G. Da g eine Stan-
darddarstellung durch H mit Rest 0 besitzt, gibt es aq,...,as € k[x], sodass
g = >0 a;h;, und fir alle ¢ gilt DEG(a;h;) < DEG(g). Fiir zumindest einen
Summanden muss DEG(ajh;) = DEG(g) sein. Da h; eine Standarddarstellung
durch G mit Rest 0 besitzt, gibt es by, ..., b, € k[z], sodass h; = >",_, big;, und
fir alle [ gilt DEG(big;) < DEG(h;). Sei [ so, dass DEG(h;) = DEG(b;g;). Dann
gilt Lr(g;)|Lr(h;) und Lr(h;)|Lr(g). Es gilt also Lr(g;)|LT(g). Da G reduziert
ist, gilt g = ¢;. Nun gilt LM(g;)|LM(h;) und LM(h;)|Lm(g). Wegen g, = g gilt also
LMm(g) = LM(h;). Folglich gilt Lr(g) € Lr(H). Damit haben wir L1(G) C Lr(H)

bewiesen.
Ebenso gilt LT(H) C Lr(G). Insgesamt gilt also Lr(G) = Lr(H).

Wir zeigen nun G C H. Sei dazu ¢ € G. Es gibt nun ein Polynom h € H,
sodass Lr(g) = Lr(h). Da G reduziert ist, enthélt g — LT(g) kein Monom, das
in (LT(G))y, liegt. Da H reduziert ist, enthélt & — Lr(h) kein Monom, das
in (LT(H));, liegt. Wegen Lr(G) = L1(H) liegt also auch kein Monom von
h — Lr(h) in (LT(G)) - Somit liegt wegen L1(g) = L1(h) kein Monom von
g—h=(9—Lr(g9)) — (h—Lr(h)) in (LT(G)) (- Somit ist g—h =321, 0-g, +
(g — h) eine Standarddarstellung von g — h durch G mit Rest g — h. Da G eine
Grobnerbasis von [ ist, und da g — h € I, gilt wegen Korollar 6.25 die Gleichheit
g = h. Somit gilt g € H.

Ebenso zeigt man H C G. O

Das folgende Kriterium erspart die Uberpriifung der S-Polynome jener Paare,
deren fithrende Monome keine gemeinsamen Variablen enthalten.

LEMMA 6.44. Sei k ein Korper, sei F' eine endliche Teilmenge von klxy, ..., x,],
und seien f,g € F'\ {0} so, dass Lem(LMm(f), LMm(g)) = LM(f) - Lm(g). Dann
ist 0 ein maoglicher Rest von S(f,g) bei Standarddarstellung durch F.
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Beweis: Sei p := f — Lr(f) und q := g — L1(g). Dann gilt

LM(g) Lm(f)
5(1.9) = Lc(f)f_ Le(g) ?
_ Lr(g) Fo Lr(f) g
Lo(f)Le(g)”  Le(f)Le(g)
1
— m(m(g)f — Lr(f)g).

Es gilt

Lr(g)f —Lr(flg=(g—a)f — (f —p)g
=qf + pg.

Wir behaupten nun, dass ¢f + pg eine Standarddastellung von Lr(g)f — L1(f)g
durch (f, g) ist. Wenn p = ¢ = 0, ist das offensichtlich.

Wir nehmen nun an, dass p # 0 und betrachten zuerst den Fall, dass DEG(qf) =
DEG(pg). Dann gilt LMm(f)|LM(p)LM(g). Da LM(f) und LMm(g) keine gemeinsa-
men Variablen enthalten, gilt LM(f)|LM(p). Das steht aber im Widerspruch zu
DEeG(p) < DEG(f). Somit gilt DEG(qf) # DEG(pg). Damit gilt aber DEG(qf +
pg) = max(DEG(¢f), DEG(pg)). Somit gilt also DEG(¢f) < DEG(¢f + pg) und
DEG(pg) < DEG(qf + pg). Damit ist aber qf + pg eine Standarddarstellung von
qf + pg durch (f, g) mit Rest 0.

Der Fall ¢ # 0 lasst sich genauso behandeln. (Il

7. Die Eliminationseigenschaft von Grébnerbasen

SATZ 6.45. Sei k ein Korper, und sei I ein Ideal von k[xy,..., Tm, Y1, .-, Yn].
Sei < eine zuldssige Ordnung auf No™t", sodass fiir alle o € Ng™ und 3 € Ny"
mit o # (0,...,0) gilt: > y®. Sei G eine Grébnerbasis von I beziiglich dieser
Ordnung. Dann ist G N k[y| eine Grébnerbasis des Ideals I N kly| von k[y].

Beweis: Sei Gy := G N k[y]. Wir zeigen nun, dass fiir alle f € I Nk[y] mit f #0
auch dass Lr(f) € (LT(Gy)) Ky St f = S, a;g; eine Standarddarstellung von
f durch G. Da fiir alle ¢ mit a;g; # 0 gilt, dass DEG(a;9;) < DEG(f), und da in
f keine der Variablen zi,...,z, vorkommt, kommt wegen der Eigenschaft der
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Ordnung auch in a;g; keine der Variablen z1, ..., z,, vor. Es gilt also
t
f= Z ;i Gis
i=1
a;g;#0

wobei alle in dieser Summe auftretenden a; und g; in k[y] liegen.

Fiir zumindest einen der Summanden muss DEG(a;g;) = DEG(f) gelten. Dann

gilt Lr(g;)|Lr(f) in k[y], und somit liegt LT(f) in (LT(Gy)) - O

Wir geben hier eine erste Anwendung dieser Eigenschaft an: wir zeigen, wie wir
die Generatoren des Schnitts zweier Ideale von k[z4, ..., z,] berechnen.

SATZ 6.46 (Schnitt von Idealen). Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und
seien I, J Ideale von R. Seien (x) und (x — 1) die von z beziehungsweise x — 1
erzeugten Hauptideale von R[z]. Dann gilt

INJ={reR|ra’eclz] (z)+ Jx] - (z—1)}

Beweis: Fiir C sei i € I N J. Es gilt dann i2° = iz — i(z — 1). Fiir D sei
ral = x'zlﬁoil:pl—i—(:ﬁ—l)'zglojl:ﬁl mit i,...,4, € I und ji,...,J, € J. Wenn

wir fiir  := 0 einsetzen, erhalten wir r = —17, also r € J. Wenn wir fiir z = 1
einsetzen, so erhalten wir r =" 4, also r € I. [
KOROLLAR 6.47. Sei k ein Kérper, und seien I, J Ideale von k[ty, ..., t,]. Seien

Aty ... 00,01, ..., by € E[t] so, dass I = (a17...,ar>k[t] und J = (bh...,bs)k[t].
Seit H = (ary,...,a;y,bi(y — 1),....0s(y — 1))y4,- Dann gilt HOK[t] =10 J.

Beweis: Wir verwenden Satz 6.46 fiir R := k[t]. O

8. Finden algebraischer Abhingigkeiten

Die folgenden Sétze bieten Moglichkeiten, zu bestimmen, ob gegebene Elemente
eines Rings algebraisch abhéngig sind. Als Vorbereitung beweisen wir folgendes

Lemma:

LEMMA 6.48. Sei k ein Korper, sei € N, sei R ein kommutativer Ring mit Fins
mit k < R, und sei I ein Ideal von R. Sei f € k[ty,...,t], und seien y,z € R
so, dass fiir alle i € {1,...,1} gilt: y; — z; € 1. Dann gilt auch f(y1,...,y) —
flz1,...,z) €1



8. FINDEN ALGEBRAISCHER ABHANGIGKEITEN "

Beweis: Offensichtlich erfiillt jedes konstante Polynom und jedes Polynom der
Form f = t; diese Aussage. Wir zeigen nun, dass die Menge der Polynome, die
diese Aussage erfiillen, abgeschlossen unter Addition und Multiplikation ist. Da
man alle Polynome als Summen von Produkten von konstanten Polynomen und
Variablen erhalten kann, beweist das das Lemma. Sei also g = f; + fo. Dann gilt
9(y) —g(z) = fi(y) — fi(z) + fo(y) — f2(2z). Nach Voraussetzung liegen beide
fily)—fi(z) in I. Wenn g = fi- fo, so gilt g(y)—g(2) = f1(y) f2(y)— f1(2) f2(2) =
Hy) f(y) = i(y) f2(2) + [ily) fo(2) = [i(2)f2(2) = fiy)(fo(y) — fa(2)) +
fa(z)(fi(y) — fi(z)). Beide Summanden liegen in 1. O

SATZ 6.49 (Algebraische Abhéngigkeit in k[z1, ..., x,]/I). Seik ein Korper, seien
r€No, n,s €N, sei [ = (g1,..., g )y, und seien fi,.... fs € klxy, ..., x,]. Sei
p € klti,...,ts], und sei J = {(g1,...,gr,t1 — f1,.. ., s — fs>k[t’z} . Dann sind
dquivalent:

(1) p(f1,.... fs) € 1.
(2) pEJﬂk‘[tl,...,ts].

Beweis: (1)=(2): Da fiir alle i € {1,...,s} gilt: fi = t; (mod J), gilt wegen
Lemma 6.48 auch

p(fi,---y fs) =p(t1,. .., ts) (mod J).

Da I C J, gilt nach (1) auch p(f1,..., fs) € J, und somit p(ty,...,ts) € J. Da
p(t1, ..., ts) auch in k[tq,. .., t] liegt, gilt (2).

(2)=-(1): Wenn p € J, so gibt es Polynome a4, ...,a,,by,...,bs € k[t, ], sodass

p(t) =) ai(t,z)g(@) + Z bi(t, z)(t; — fi)-

i=1
Diese Gleichheit gilt auch, wenn man fiir die Variable ¢; das Polynom f; einsetzt.
Wir erhalten dann

T

p(fla"'afs) = Zai(flau-;fs;w)gi(w)-

i=1

Daher gilt p(fi1,...,fs) € 1. O

KOROLLAR 6.50 (Algebraische Abhéngigkeit in k[z1,...,z,]). Sei k ein Kdrper,
seien v € Ny, n,s € N, und seien f1,..., fs € k[xy,...,x,]. Seip € k[ty,... 1],
und sei J == (t; — f1,...,ts — f5>k[t7z] . Dann sind dquivalent:
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(1) p(f1,..., fs) =0.
(2) pe JNklty, ... ty.

SATZ 6.51 (Algebraische Abhéngigkeit im Quotientenkorper). Sei k ein Korper,

und sei R ein Integrititsbereich mit k < R. Seien fi,...,fs € R, und seien

g1,--.,9s € R\ {0}. Seip € k[t1,...,t], und sei

J = <f1 —t1g1, -, [s — tsgs, yHgi N 1>
i=1

Dann sind dquivalent:

R[t,y]

(1) p(g—i, ey %) = 0. Dabei wird im Quotientenkérper Q(R) von R gerech-
net.

(2) pc Jﬂk[tl,...,ts].

Beweis: (1)=(2): Sei m := max{deg, (p) | i € {1,...,s}}. Wir definieren ein

Polynom q € klay, ..., as, b1, ..., bs] durch
aq Qg

q(a,b) = Z_?(bT’ R bt) (by - bs)™.
Wegenp(g—i, e g—z) = 0gilt dann G(f1, ..., fo, g1s- -+, gs) = p(LL
0. Da ¢ € k[a, b], gilt wegen t;g; = f; (mod J) auch
q(t1g1, - tsGs, g1, -5 Gs) € J.
Das bedeutet
p(te, ..y ts) - (g1,--.,95)™ € J.

Durch Multiplikation mit y™ erhalten wir

p(ty, .. ts) - (g1,...,9s)" - y™ € J.

g_l’..

Wegen Lemma 6.48 gilt (g1,...,95)™ - y™ — 1™ € J. Also gilt auch p(t,...,ts) -

(g1, 99)™ - y™ — p(tq, ..., ts) € J. Insgesamt gilt also p(t, . ..

gilt p € J.
(2)=(1): Seien ay, ..., asby,...,bs € R[t,y] so, dass

S

,ts) € J. Somit

p(t) = Zai(tu y)(fi — tigi)) + Zbi(tu Z/)(yHQi —1).

=1

Diese gilt auch, wenn man in Q(R) fiir ¢; := ;— und fiir y; ==

i
i

gilt dann p(t) = 0, also (1).

L P einsetzt. Es
S

O
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KOROLLAR 6.52 (Algebraische Abhéngigkeit in k(z1,...,2,)). Seik ein Korper,
seien fi,..., fs € klxy, ..., xn), 91, ..., gs € k[x1,...,2,]\{0}. Seip € k[t,. .., t].

Sei
J = <f1 - tlglv SRS fs - tsg& yHg’L - 1>
=1 k[t 2]

Dann sind dquivalent:

(1) p(g—i, e g—) = 0. Dabei wird im Kérper der rationalen Funktionen, also

in Q(k[xy,...,x,]) = k(x1,...,2,) gerechnet.

(2) pE Jﬁk[tl,...,ts].

Beweis: Wir verwenden Satz 6.51 fir R := k[xy,...,z,). O

9. Zugehorigkeit zu Ring- und Ko6rpererweiterungen

Wir werden uns in dieser Sektion iiberlegen, wie wir bestimmen kénnen, ob ei-
ne rationale Funktion ¢ € k(ty,...,t,) in einer gegebenen Korpererweiterung

b
k(%, L g—s) liegt.

Zunachst beobachten wir, dass wir aus Satz 6.51 und dem Homomorphiesatz

ein Ideal I von kfzy, ..., x.] finden konnen, sodass k[, g—i, e Jg%]] isomorph zu
klx1,..., 2541/ ist. Nun werden wir uns iiberlegen, wie wir im Restklassenring

eines Polynomrings rechnen,

DEFINITION 6.53. Sei k ein Korper, seien n € N, m € Ny, und sei [ ein Ideal
von k[x1,...,z,]. Das Polynom p = > 7" pi(2a, ..., x,)2% € klz,...,2,] ist ein

kritisches Polynom fiir x1 in I, wenn

(1) pe I, und
(2) es gibt 7 € {0,...,m}, sodass p;(za,...,x,) & I.

DEFINITION 6.54. Sei k ein Korper, seien n € N, m € Ny, und sei [ ein Ideal
von k[zy,...,x,]. Das Polynom p = Y7 pi(za, ..., x,)2} € k[z1,..., 2] ist ist
ein kritisches Polynom minimalen Grades fiir x1 in I, wenn

(1) p ist kritisch fiir z; in I, und
(2) Fiir alle g, die kritisch fiir ; in I sind, gilt deg, (¢) < deg,,(p).

Wenn es ein kritisches Polynom gibt, so finden wir ein kritisches Polynom mini-
malen Grades mithilfe der Berechnung einer Grobnerbasis.
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SATZ 6.55. Sei k ein Korper, und sei I ein Ideal von klxy, ..., z,|. Wir nehmen
an, dass es ein kritisches Polynom fir xy in I gibt. Sei < eine zuldssige Ordnung
der Monome, die z§ > x§2 2P fiir alle « € N und B, . .., 3, € Ny erfiillt. Sei
G eine Gréobnerbasis von I beziiglich <. Dann enthdlt G ein kritisches Polynom

minimalen Grades fir xy in I.

Beweis: Sei f ein kritisches Polynom fiir z; in I, fiir das DEG(f) minimal ist.
Da f € I, gilt L1(f) € Lr(I). Also gibt es ein g € G, sodass Lr(g)|Lr(f). Sei
fi=f— Iﬂzg g g. Nun hat f; kleineren Multigrad als f. Wegen der Minimalitét von
f ist fi also nicht kritisch. Es gibt also m € Ny und aq, ..., a,, € INk[zy, ..., x,],

sodass f1 =Y " ai(@a, ..., x,)T).

Nehmen wir nun an, ¢ ist nicht kritisch. Dann gibt es [ € Ny und bg,...,b €

I Nkl[xy, ..., x,], sodass g = Zi:o bi(za, ..., z,)2t. Dann lisst sich auch Eggg
als Summe Y, ¢; (2o, ..., x,)2} schreiben, wobei alle ¢; € I N k[xa, ..., z,] liegen.
Dann ist f = f; + Lr(/) g nicht kritisch fiir 1, im Widerspruch zur Wahl von f.

Lr(g)
Also ist g kritisch. Wir zeigen nun, dass ¢ ein kritisches Polynom minimalen
Grades ist. Sei dazu p ein kritisches Polynom. Es gilt DEG(g) < DEG(f) und
DEG(f) < DEG(p), insgesamt also DEG(g) < DEG(p). Da die Monomordnung
zuerst nach dem Grad in x; ordnet, gilt also deg, (g) < deg, (p). O

Wir finden also in jeder Grobnerbasis beziiglich einer geeigneten Monomordnung

ein kritischen Polynoms von minimalem Grad in ;.

LEMMA 6.56. Sei k ein Kérper, und sei I ein Ideal von klxi,...,x,]. Sei <
eine zulissige Ordnung der Monome, die x§¢ > x5*--- 2P fiir alle o € N und
Bay ..., Bn € Ny erfillt. Sei G eine Grobnerbasis von I beziiglich <. Wenn G
reduziert ist, so ist jedes Polynom in G mit deg, (p) > 1 kritisch fiir x, in I.

Beweis: Sei p =Y. pi(®2, ..., x,)2} € G mit n:=deg, (p) > 1.

Wenn p,, € I, so gibt es ein g € G mit Lr(g)|LT(p,). Wegen der Eigenschaft der
Ordnung gilt L1(p) = L1(p,) - 7. Also gilt L1(g)|Lt(p). Da G reduziert ist, gilt
also g = p. Dann gilt aber deg, (p) = 0, im Widerpruch zu den Voraussetzungen
an p.

Es gilt also p, & I. Somit ist p kritisch fiir z; in 1. O
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DEFINITION 6.57. Seien A, B kommutative Ringe mit Eins, und sei b € B. Wir
nehmen an, dass b algebraisch iiber A ist. Ein Minimalpolynom von b tiber A ist
ein Polynom p minimalen Grades in A[t], das p # 0 und p(b) = 0 erfiillt.

LEMMA 6.58. Sei k ein Kirper, und sei I ein Ideal von k[xq,...,x,]. Sei p =
S pil@ay . T T € K2, .., 3. Aquivalent sind:

(1) q(t) == >0 Pilwa+1, ... &+ 1)t ist ein Minimalpolynom von xy + I
iber klze +1,... 2, + I].
(2) p ist ein kritisches Polynom minimalen Grades fiir xq in I.

Beweis: Sei ® : k[Il’ e ’x”] - k[[IQ + [7 ceey T + I]][t]’ (D(Z?il pi(IQa cee a'xn)l‘ll) :

Zunéchst gilt p € I genau dann, wenn ®(p)(x; + 1) = 0. Fiir p € I gilt ®(p) =0
genau dann, wenn p nicht kritisch fiir z; in [ ist.

Somit ist p genau dann ein kritisches Polynom minimalen Grades fiir x; in I,

wenn ®(p) ein Minimalpolynom fiir z; + [ iiber k[zo + I,..., x, + I] ist. O
Wir 16sen nun als Anwendung dieser Sétze einige Beispiele.

BEISPIEL 6.59. Bestimmen Sie, ob 2® im Unterkorper Q(2? + 2, 2% + o + 1) liegt.
L@ 22 rat]) 3

Finden Sie gegebenenfalls Polynome f, fo € Qlt1, 2], sodass Pt =&

Lésung: Wir betrachten den Ring R := k[23, 2* + 2,2° + = + 1]. Sei
o k[ry,me,x3) —  k[7]
p — pada?+225 +x+2)
Die Abbildung ¢ ist ein Ringhomomorphismus mit ¢(z;) = 23, ¢(z) = 22 + 2,
und p(x3) = 2° + x + 2. Den Kern dieser Abbildung kann man mithilfe von
Korollar 6.50 finden. Wir berechnen dazu eine reduzierte Grébnerbasis von

J= (21— 2% 2y — (2 +2),25 — (2" + x+ 1))

k[z,21,79,23]
beziiglich der lexikographischen Ordnung mit x > z; > x5 > x3. Mathematica
liefert diese Grobnerbasis als

x5 — 10x3 + 4223 — 9223 + 10529 — 23 + 223 — 51

1173 — o1 — Ty + 815 — 2533 + 3625 — 20

1125 — 43109 + BTy — Tox3 + Ty + 203 — 2

2?2 — x5 + 622 — 1215 + 8

T+ T2y — 201 — a3+ 1
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Das Ideal I = J N k[xy,x9,2z3] wird also wegen der Eliminationseigenschaft,

Satz 6.45, von den ersten 4 Polynomen dieser Basis erzeugt. Das Polynom
p =323 — 11 — Ty + 875 — 25335 + 3629 — 20

ist aufgrund von Lemma 6.56 ein kritisches Polynom fiir xy in J N k[z, o, x3).
Aufgrund von Satz 6.55 (oder weil p linear in x; ist), ist p auch kritisch minimalen
Grades. Also ist wegen Lemma 6.58

(—a5 + 823 — 2523 + 36z — 20+ 1) 1%+ (x5 — 1+ 1) ¢t

ein MinimalPolyom von x; + I iiber k[zy + I, 23 + I]. Wenn wir das in den iso-
morphen Ring k[z,2? + 2,2° + z + 1] iibertragen, so ist mit yo := 2* + 2 und
y3 == x° + x + 1 das Polynom

(—vs + 8ys — 25y3 + 36y, — 20)t° + (y3 — 1)t
ein Minimalpolynom von z? iiber k[z? + 2, 2% + = + 1] = k[ys, y3]. Es gilt also

e y§ — 8y§’ + 25y§ — 36y, + 20
ys — 1 ‘

Also liegt 2% in k(z® +2,2° + 2 + 1), und r(t;, 1) = t%fst%iit_%;%tﬁm erfiillt

r(z? +2,2°+x+1) =23 O

Mit diesen Sdtzen haben wir also Algorithmen, fir a, fi,...,fs € k[x] und
b, g1,...,gs € klz] folgende Fragen beantworten:

(1) Gilt ¢ € k(L£,..., £)?

g1 s
(2) Ist die Korpererweiterung k(;%’ e ﬁ)(%) algebraisch iiber k(;%’ ce ﬁ)?
(3) Wenn diese Korpererweiterung algebraisch ist, was ist ihr Grad?

Wir finden dazu mithilfe von Satz 6.51 ein Ideal I des Polynomrings k[z1, ..., xs11],
sodass k[z1, ..., xs]/1 durch ¢ isomorph zu k[, %, o g—z]] ist, und p(z;+1) =
5 0T +1) = % fir i € {1,...,s}. Dann bestimmen wir ein Minimalpoly-
nom fiir x; + I iber k[xg + I,..., 2511 + I], indem wir ein kritisches Polynom p
minimalen Grades fiir x; in I bestimmen. Wenn es kein kritisches Polynom fiir
x1 in I gibt, ist ¢ nicht algebraisch iiber k(g—i, o g—s) Ansonsten erhalten wir

aus p ein Minimalpolynom von  iiber k(;—i, ceey g—s) Wenn deg, (p) = 1, so liegt

§c k(g—i, o 5—3) Wenn deg,, (p) > 1, so ist § algebraisch iiber k‘(%, o ﬁ), und

deg,, (p) ist der Grad der Kérpererweiterung [k(;%’ o 5—3)(%) : k(é%’ o ﬁ)]



9. ZUGEHORIGKEIT ZU RING- UND KORPERERWEITERUNGEN 83

Als letztes fragen wir uns noch, ob z; + I ganz tber k[xs + I,..., x, + I] ist,
und, wenn ja, wie ein Polynom kleinsten Grades mit fiihrendem Koeffizienten 1
aussieht, dass das belegt.

SATZ 6.60. Sei k ein Korper, und sei I ein Ideal von klxy, ..., x,|. Wir nehmen
an, dass x1 + I ganz iber k[xe + 1,...,x, + I] ist, und dass m der minimale
Grad eines Polynoms mit fiihrendem Koeffizienten 1 ist, das das belegt. Sei <
eine zulissige Ordnung der Monome, die z > x5 ---xP fiir alle o € N und
B2y ..., Bn € Ny erfiillt. Sei G eine Gribnerbasis von I beziiglich <. Dann gibt es
ein Polynom g € G mit LM(g) = 7.

Beweis: Sei f € k[zg+1,...,x,+ I][t] ein Polynom minimalen Grades, das
belegt, dass z; + I ganz iiber k[xe +I,...,x, + I] ist. Wir schreiben f als
S iy + 1w, + D)+t Wegen f(zy + 1) = 0 liegt das Polynom
p="0 filwe, . @) 2 in 1

Da G eine Grobnerbasis ist, gibt ein g € G, sodass L1 (g) | LT(p). Dann gibt es
ein m; € Ny, sodass L1(g) = ". Nun ist g(t,zo + I,...,z, + I) ein Polynom
vom Grad my, das belegt, dass x1 + I ganz iiber k[zo + I,. .., xz, + I] ist. Wegen

der Minimalitat von m gilt m; = m. ([l

Wir beobachten, dass wir in unseren Beispielen ein Ideal I immer so konstruiert
haben, dass k[z1,...,x,]/I isomorph zu einem Integritdtsbereich ist. In diesem
Fall ist das Ideal I prim.

SATZ 6.61. Sei k ein Korper, und sei I ein Ideal von klxy, ..., z,]. Sei < ei-
ne zulissige Ordnung der Monome, die x& > x5 ---xP» fir alle o € N und
B2y ..., Bn € Ny erfillt. Sei G eine reduzierte Gréobnerbasis von I beziiglich <.
Dann gilt:

(1) x1 + I liegt genau dann in k[xe + 1, ..., x, + I], wenn G ein Polynom p
mit LM(p) = x1 enthdlt.

(2) x1+1 ist genau dann ganz Gber k[xe + 1, ..., x, + I], wenn es einm € N
gibt, sodass G ein Polynom p mit LM(p) = z" enthilt.

(3) @141 ist genau dann algebraisch iber k[xg + I, ..., x, + I, wenn G ein
Polynom p mit deg,, (p) # 0 enthdlt. Der Grad des Minimalpolynoms
von z1 + I ist min{deg, (p) | p € G, deg,, (p) # 0}.

(4) Wir nehmen an, dass I prim ist. Dann ist k[z1 +1,...,z, + I] ein In-
tegritdtsbereich. Sei K sein Quotientenkorper. Dann liegt x1 + I genau
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dann in k(xa +1,..., 2, +I), wenn G ein Polynom p mit deg, (p) =1
enthdlt.

Beweis: (1) Wenn 1 +po(z2, ..., x,) € I, s0 gilt ©1+1 = —po(xa+1,...,2,+1),
also xy + 1 € klag +1,...,2,+I]. Wenn 1 + I € k[zo+1,...,2, + I], so ist
x1+1 ganz iiber k[zo + I,...,x, + I], und t — (21 + 1) ist ein Polynom vom Grad
1, das das belegt. Somit gibt es nach Satz 6.60 ein Polynom in G mit LM(g) = ;.

(2) Dieser Teil ergibt sich genauso aus Satz 6.60.
(3) Ergibt sich aus Satz 6.55, Lemma 6.56 und Lemma 6.58.

(4) Wir nehmen an, es gibt ein Polynom r = q(xo,...,z,)x1 + p(z2,...,2T,)
mit deg, (r) = 1, das in G liegt. Nach Lemma 6.56 ist dieses Polynom auch
kritisch. Da q(zo + I,..., 2, + 1) # 0+ I, gilt dann z; + [ = % Wir
nehmen nun an x; + I liegt im Quotientenkorper. Dann ist x; + I algebraisch
tiber k[xe + I,..., 2, + I] mit einem Minimalpolynom vom Grad 1. Dann gibt
es ein kritisches Polynom p mit deg,, (p) = 1 in I, und wegen Satz 6.55 auch in

G. O

10. Existenz universeller Grobnerbasen
Wir zeigen in dieser Sektion den folgenden Satz.

SATZ 6.62. Sei k ein Kirper, sei n € N, und sei I ein Ideal von k[xq, ..., x,].
Dann gibt es eine endliche Teilmenge G von klxy, ..., x,], sodass G beziiglich

jeder zuldssigen Ordnung von No" eine Grobnerbasis ist.

Dazu brauchen wir zunéchst einen Satz {iber die Ordnungsfilter auf N'. Aus
Satz 6.6 wissen wir bereits, dass es keine undendliche aufsteigende Kette U; C
Uy C --- von Ordnungsfiltern auf Ny gibt. Wir zeigen nun, dass es auch keine
unendlichen Antiketten von Ordnungsfiltern auf Ny™ gibt.

SATZ 6.63 (cf. [Mac01, Theorem 1.2]). Sei m € N, und sei L die Menge der
Ordnungsfilter von Ni*. Dann hat (L, C) keine unendliche Antikette.

Beweis: Wenn m = 1, so ist die Menge der Ordnungsfilter linear geordnet; Anti-
ketten haben hochstens ein Element.
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Sei nun m > 2. Fiir jedes Ordnungsfilter F' of N definieren wir eine Funktion
Pp: NJ'! — Ny U {oo} durch

Dp(a) = min{c € Ny | (a,c¢) € F} wenn es ein ¢ € Nmit (a,d) € F gibt ,
r o oo somnst.

fiir @ € Nj"'. Wir zeigen zuerst, dass fiir alle a,b € Ny*! mit a < b auch
Op(a) > Pp(b) gilt. Sei dazu ¢ := Pp(a). Wir nehmen an, dass ¢ # oco. Es
gilt (a,c) € F. Da F ein Ordnungsfilter ist, gilt auch (b,c) € F, und folglich
Op(b) < c=Pp(a). AuBerdem gilt fiir Ordnungsfilter F, G of Nj* die Inklusion
F C G genau dann, wenn ®x(a) > ®g(a) fiir alle a, b € NJ' .

Sei nun (F; | ¢« € N) eine unendliche Antikette in £. Fiir 4,57 € N mit ¢ < j gilt
daher F; ¢ F;. Daher gibt es ein ) € NJ'~!| sodass

O, (a(iu‘)) < (I)Fi(a'(i7j)>-

Fiir 4,7,k € N mit ¢ < j < k farben wir nun die 3-elementige Menge {i, j, k} mit
einer von 2™~ Farben. Als Farben wihlen wir die Funktionen von {1,...,m—1}
nach {1,2}. Fiirl € {1,...,m— 1} bezeichnen wir die /-te Komponente von a (/)
mit al(i’j ). Wir definieren jetzt die Farbe von {i, j, k} durch

1, wenn a{ < 0¥,

2, wemn a"? > a!"".

C({i, 5, k}) (1) := {

Nach dem Satz von Ramsey (Satz 6.1 hat N eine unendliche Teilmenge 7', sodass
alle 3-elementigen Teilmengen von 7" die gleiche Farbe C' haben. Wir zeigen nun,
dass C(l) = 1firallel e {1,...,m — 1} gilt.

Im Widerspruch dazu nehmen wir an, dass es ein [ mit C'(I) = 2 gibt. Seien
t1 < ty < t3...die Elemente von T. Wenn C(l) = 2, so gilt

al(t1,t2) > al(tz,ts) S al(t37t4) S

Damit haben wir eine unendliche absteigende Kette natiirlicher Zahlen konstru-

iert, was unmoglich ist.

Es gilt also fiir alle 7 € N die Ungleichung a(**+1) < q{t+1t+2) Sei nun r € N.

Wegen der Wahl von a(t+1) gilt nun
q)Ftr(a’(thtT+1)> > (I)Ft

(a/(tv‘atrﬂ»l))'
r+1

Da a(t"‘yt’l“"l) S a(tr+17tT+2), gllt aUCh

Dp

(a(tr,tr+1)) > (I)Ft (a(tr+17tr+2))'

r+1 r+1
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Damit ist die Folge (®p, (al+))|i € N) ecine unendliche absteigende Kette
Np U {oo0}, was unmoglich ist.

Folglich kann es keine unendliche Antikette (F; | ¢ € N) von Ordnungsfiltern von

N{* geben. O
KOROLLAR 6.64. Sei k ein Kérper. Dann besitzt die Menge der monomialen
Ideale von k[xq, ..., x,] keine unendliche Antikette.

Beweis: Wir ordnen jedem monomialen Ideal I von k[z1,...,z,] das Ordnungs-

filter F'(I) :={a € Ny" | * € I} zu.

Fiir monomiale Ideale mit F'(I) C F(J) gilt auch auch I C J: Sei dazu p € I.
Wegen Lemma 6.19 liegt jedes Monom von p in I. Also liegt der Exponent jedes
Monoms in F'(I). Wegen F(I) C F(J) liegt der Exponent eines jeden Monoms
von p auch in F(J). Also liegt jedes Monom von p in J, also gilt auch p € J.

Aufgrund dieser Eigenschaft ist F' injektiv. Einer unendlichen Antikette in
klxy,...,x,] wird also durch F eine unendliche Antikette von Ordnungsfiltern auf
Ny" zugeordnet. Eine solche unendliche Antikette gibt es aber wegen Satz 6.63
nicht. O

Beweis von Satz 6.62: Wir bilden fiir jede zuléissige Ordnung < auf Ny" die Menge

Die Menge
F={F(<)| < ist zuléssig }

ist eine Menge von monomialen Idealen. Sei F.. die Menge der maximalen
Elemente von F. Wegen Korollar 6.64 ist F,., endlich.

Seien nun <y, ..., <,, zulissige Ordnungen, sodass Fax = {F(<1),. .., F (<)}
Nach Satz 6.42 besitzt I nun beziiglich jeder dieser Ordnungen <; eine reduzierte
Grobnerbasis G;. Seinun G = Gy U ... UG,,.

Es bleibt zu zeigen, dass G beziiglich jeder zulidssigen Ordnung auf Ny" eine
Grobnerbasis von [ ist. Sei also < eine zulédssige Ordnung. Wir zeigen, dass fiir
alle f € I mit f 7 0 gilt, dass Lr<(f) in (LT(G))y, liegt. Sei also f inl. Da F
die (ACQ) erfiillt, ist F(<) in einem maximalen Element von F als Teilmenge
enthalten. Es gibt also ein i € {1,...,m}, sodass F(<) C F(<;) Klarerwei-
se gilt LT<(f) € Lr<(I), also auch Lr<(f) € (Lr<(l)),,- Da (LT<(I))}(, C
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(Lr<,(I)))0: 8ilt LT<(f) € (LT<,()) - Nun ist G; eine Grobnerbasis beziiglich
<;. Somit liegt LT<(f) in (LT<,(G;)),- Es gibt also ein g € G;, sodass

Lr<,(g)|Lr<(f).

Wir betrachten nun LT<(g). Da g € I, gilt LT<(g) € LT<(I). Da (LT<(1)),; €
(<, (1)) 44> &ilt somit auch

Lr<(g) € (Lr<, (1)),

Da G; eine Grobnerbasis von I beziiglich <; ist, gibt es ein h € G, sodass
Lr<,(h)|Lr<(g). Nun ist G; eine reduzierte Grobnerbasis. Daher ist kein Monom
in g durch ein Lt<,(¢") mit ¢’ € G; \ {g} teilbar. Also gilt ¢ = h. Dann gilt
aber LT<,(g)|LT<(g). Da Lr<,(g) maximal beziiglich Teilbarkeit unter den in g
auftretenden Monomen ist, gilt LT<,(g) = LT<(g). Also gilt auch Lr<(g)|LT<(f),
und somit LT<(f) € (LT<(G)) - O
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