UNTERLAGEN ZU RINGERWEITERUNGEN

VORLESUNG “KOMMUTATIVE ALGEBRA”, SOMMERSEMESTER 2008

1. GANZE ERWEITERUNGEN

Seien A, B kommutative Ringe mit Eins. Wir schreiben A < B, wenn A ein
Unterring von B (mit dem gleichen Einselement) ist.

Definition 1.1. Seien A, B kommutative Ringe mit Eins mit A < B, und sei
S = (s;| i € I) eine Folge von Elementen von B. Dann ist A[S] der Durchschnitt
aller Unterringe R von B mit AU {s;|i € I} C R.

Definition 1.2. Seien A, B kommutative Ringe mit Eins, sodass A < B, und sei
x € B. Das Element z ist ganz iber A, wenn x Nullstelle eines Polynoms in Alt]
mit fithrendem Koeffizienten 1 ist.

Definition 1.3. Seien A, B kommutative Ringe mit Eins, sodass A < B. B ist
ganz tiber A, wenn alle b € B ganz tiber A sind.

Satz 1.4. Seien A, B kommutative Ringe mit Fins, sodass A < B. Wenn x ganz
tiber B ist, so gibt esn € N und by, ...,b,_1 € N mit by = 1, sodass

Azl =A-1+A - b1+ -+ A-by1.

Beweisskizze: Sei n der Grad eines Polynoms mit fithrendem Koeffizienten 1, das
2 als Nullstelle hat, und sei b; := 2.

Satz 1.5. Seien A, B kommutative Ringe mit Fins, sodass A < B. Seix € B
so, dass esn € N und by, ...,b,_1 € B ¢ibt, sodass

(1) bo - 1,

(2) S0 A - b ist abgeschlossen unter -,
n—1

3) €y A-bi

Dann ist x ganz tiber A.

Satz 1.6. Seien A, B kommutative Ringe mit Eins, sodass A < B. Seix € B
so, dass x ganz tber A ist. Dann ist A[x] ganz tiber A.
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Satz 1.7. Seien A, B kommutative Ringe mit Eins, sodass A < B, und seien

x,y € B. Wenn x ganz iber A ist, und y ganz uber Alzx] ist, so ist y ganz iber
A.

Satz 1.8. Seien A, B, C' kommutative Ringe mit Fins, sodass A < B < C. Wenn
B ganz iiber A, und C ganz tiber B ist, so ist C' ganz tiber A.

2. ALGEBRAISCHE ERWEITERUNGEN

Definition 2.1. Seien A, B kommutative Ringe mit Eins mit A < B, und sei
e € B. Das Element e ist algebraisch iiber A, wenn es ein p € A[t] mit p # 0
gibt, sodass p(e) = 0. B ist algebraisch iiber A, wenn alle b € B algebraisch tiber
A sind.

Definition 2.2. Seien A, B kommutative Ringe mit Eins mit A < B. Eine Folge
S = (s;|i € I) von Elementen aus B ist algebraisch unabhingig tiber A, wenn fiir
alle n € N, fiir alle p € A[ty,...,t,] \ {0} und fiir alle paarweise verschiedenen
i iy € 1 gilt:

]_D(Sil, ey Sin) 7é 0.

Lemma 2.3. Seien A, B Integritdtsbereiche mit A < B. Dann sind dquivalent:

(1) B ist algebraisch tiber A.
(2) Q(B) ist algebraisch tiber Q(A).

Beweis: (1)=(2): Seien p,q € B mit ¢ # 0. Wir zeigen, dass § algebraisch tiber
Q(A) ist. Da q algebraisch iiber A ist, gibt es ein Polynom f € A[t] vom Grad
n > 1, sodass

f(g) =0.
Fir g(z) = 2™ - f(2) gilt §(%) = 0. Also ist % algebraisch iiber A, und somit
ganz iiber Q(A). Das Element p ist ganz iiber Q(A), also auch iiber Q(A)[[%]].
Also ist Q(A)[[%]] [p] ganz tiber Q(A). Da 2 € Q(A)[%Mp]], ist £ ganz tiber Q(A).
(2)=(1): Sei b € B. Dann ist b Nullstelle eines Polynoms f in Q(A)[¢] \ {0},

und nach Multiplikation mit den Nennern der Koeffizienten von f auch eines
Polynoms ¢ € Aft] \ {0}. O

Proposition 2.4. Seien A, B,C' Integrititsbereiche mit A < B < C. Wenn B
algebraisch iber A und C algebraisch tiber B ist, so ist C' algebraisch tiber A.

Beweis: Nach Lemma 2.3 ist Q(B) algebraisch, also ganz, iiber Q(A), und Q(C)
ganz iiber Q(B). Also ist Q(C) ganz tiber Q(A), und somit ist C' algebraisch
iiber A. O

Definition 2.5. Seien A, B kommutative Ringe mit Eins mit A < B, und sei S
eine Folge von Elementen aus B. S ist eine Transzendenzbasis von B iiber A,
wenn S maximal unter den algebraisch unabhangigen Folgen aus B ist.
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Proposition 2.6. Seien A, B kommutative Ringe mit Fins mit A < B. Dann
besitzt B eine Transzendenzbasis tuber A.

Beweis: Sei S eine Kette iiber A algebraisch unabhangiger Folgen, und sei S :=
Us.

Wenn S = (s;|i € I) algebraisch abhéangig ist, gibt es iy,...,i, € I, und p €
Alty, ..., t,] mit p # 0, sodass p(s;,, ..., ;) = 0. Es gibt nun ein Element S” € S,
das (s;, | k € {1,...,n}) enthalt. Daher ist S’ algebraisch abhéngig.

Also ist S algebraisch unabhéngig. Somit liefert das Zornsche Lemma eine Trans-
zendenzbasis von B. U

Satz 2.7. Seien A, B kommutative Ringe mit Eins mit A < B, und sei S =
(s;|i € I) eine tiber A algebraisch unabhingige Teilfolge von B. Sei e € B, und
sei j & I. Sei S":=SU{(j,e)}. Dann sind dquivalent:

(1) S ist algebraisch abhdngig tiber A.
(2) e ist algebraisch iiber A[S].

Beweis: (1)=(2): Seien n € Ny, i1,...,4, paarweise verschiedene Elemente aus
I'und f € Alty, ..., ty11] so, dass f # 0 und f(s;,...,Si,,e) =0. Sei nun

f(th e 7tn+1) = Zu]<t1, C 7tn)tn+1j.
Jj=0

Dann gilt

m
Zu_j(sil, cey S )€l = 0.

J
Das Polynom g := Y™ (w;(si,, . .., 5, )t € A[S][t] erfiillt g # 0 und g(e) = 0.
Somit ist e algebraisch tiber A.

(2)=(1): Sei g € A[S][t] so, dass g # 0 und g(e) = 0. Jedes Element in A[S]

lasst sich in der Form u(s;,,...,s;,) mit n € N und u € Alty,...,t,] schreiben.
Also lasst sich das Polynom g schreiben als
deg(g)
g= Z (83, . .., 84, )"
k=0

wobei m € N und die i; paarweise verschieden sind. Wir betrachten nun das
Polynom ¢' € Alty, ..., tm11], das durch
deg(g)
gt tm) = > ety )t
k=0
definiert ist. Es gilt ¢’ # 0 und ¢'(sy, ..., 8i,,,e) = 0. Folglich ist S U {(j,e)}
algebraisch abhéngig iiber A. O



4 VORLESUNG “KOMMUTATIVE ALGEBRA”, SOMMERSEMESTER 2008

Satz 2.8. Seien A, B Integrititsbereiche mit A < B, sei sei (x1,...,2,,) €ine
Transzendenzbasis von B iber A, sei r € N, und sei (wy,...,w,) eine tiber A
algebraisch unabhdngige Folge von Elementen aus B. Dann gibt es fir alle © €
{0,1,...,min(r,m)} eine injektive Abbildung m : {i +1,...,m} — {1,...,m},
sodass B algebraisch tiber

Aﬂwla sy Wiy Tr(ig1)y - - - axw(m)]]
15t.
Beweis: Induktion nach i. Fiir i = 0 setzen wir 7 := idgy, . Da (21,...,25)
eine Transzendenzbasis von B iiber iiber A ist, gilt fiir jedes e € B, dass

(x1,...,Tm,e) algebraisch abhéngig iiber A ist. Dann ist e nach Satz 2.7 alge-
braisch tiber Az, ..., xn].

Sei nun ¢ > 1. Wir nehmen an, dass
(2.1) B algebraisch tiber Afw1, ..., wi—1, Txg), - - Trgm)]
ist. Wir wollen nun eines der z.(;) durch w; ersetzen. Dazu wahlen wir eine
Menge K = {ky,...,k;} als eine Teilmenge von {i,7 + 1,...,m}, die maximal
beziiglich C mit der Eigenschaft ist, dass
(W1, .oy Wim1, Wiy Tr(y), - - - » Tr(ry)) algebraisch unabhéngig
ist; da (wq,...,w;) algebraisch unabhéngig ist, gibt es ein solches K.
Falls K = {i,i+ 1,...,m}, so ist

(wla cooy Wiy )y v - axw(m))
algebraisch unabhéngig. Wegen (2.1) ist w; algebraisch iiber
Alwi, ... Wis1, Ty - - - Trgmy]- Nach Satz 2.7 ist dann (wy, ..., ws, Tx(), - - - 5 Ta(m))
algebraisch abhéngig iiber A.
Daher gibt es ein j € {i,i+ 1,...,m}, sodass j € K. Wegen der Maximalitét
von K gilt also

(W1, .., Wy, Tk - - - Tu(hy)) ISt algebraisch unabhéngig iiber A, und

(W1, -+, Wy, Tr(ky)s - - - T(ly)» Tr(y)) ISt algebraisch abhéngig uber A.
Daher ist nach Satz 2.7 x(;) algebraisch iiber Afw1, ..., w, Trk,), - ., Try], fol-
glich iiber Afwy, ..., Wi, Tra), - - s Tr(j—1), Tr(j+1)s - - - > Ta(m)]- Wir definieren nun

o:{i,...,m}—{l,...,m}

durch o(j) := (i), o(i) := 7(j), und o(r) = w(r) fur r € {i,...,m}\ {3, 7}. Nun
ist also z,(;) algebraisch iiber

C = A[[’LU17 e ,wi,xo'(i+1)7 e 7'1‘0'(7”)]]'

Wegen (2.1) ist B algebraisch tiber AJwy, ..., w;_q,x (Hl), oy Zom) ] [2e@)], und
daher erst recht itber Afwy, ..., wi—1,w;, To(it1), m) 1 [Ts0) ]] Clzow]. Da
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Clxo@;)] algebraisch iiber C ist, folgt nach Proposition 2.4, dass B algebraisch

iber C' ist. Somit leistet 0|11, m) das Gewdiinschte. O
Korollar 2.9. Seien A, B Integrititsbereiche mit A < B, und sei (z1,...,%m)
eine Transzendenzbasis von B tber A. Sei (wyq,...,w,) eine iber A algebraisch

unabhangige Folge von Elementen aus B. Dann gilt r < m.

Beweis: Wir nehmen an r > m. Aus dem Austauschsatz (Satz 2.8) erhalten

wir, dass B algebraisch iiber Afwy, ..., w,,] ist. Also ist w1 algebraisch iiber
Afwy, ..., wy]. Nach Satz 2.7 ist (wy, ..., Wn, Wy11) dann algebraisch abhéngig.
O

Definition 2.10. Seien A, B Integritatsbereiche mit A < B. Wenn B eine
endliche Transzendenzbasis iiber A besitzt, so ist der Transzendenzgrad von B
iiber A die Anzahl der Elemente dieser Basis. Andernfalls ist der Transzendenz-
grad oo.

3. NOETHERSCHE NORMALISIERUNG

Lemma 3.1. Sei k ein unendlicher Korper, n € N, und sei p € k[ty, ..., t,] mit
p # 0. Dann gibt es ein v € k™ mit p(v) # 0.

Beweisskizze: Induktion nach n.

Lemma 3.2. Sei k ein Korper, und sei B ein kommutativer Ring mit Eins mit
k< B. Sein €N, x=(x1,...,x,) eine Folge von Elementen aus B, und sei
p € klty,...,t,] so, dass

p(x1, ..., 2,) =0
und p # 0. Dann gibt es Polynome fo, ..., frn € klt1,...,t,] und g1,..., g, €
k[t1,...,t,], sodass folgendes gilt:

(1) @y ist ganz tiber k[fo(x), ..., fn(x)],
(2) Fir alle j € {1,...,n} gilt
tj = gj<t1,f2(t1, Ce 7tn>7 .. -;fn(th e ,tn))

(Das bedeutet, dass k[f2(x), ..., fu(x),21] = B.)

Wenn k unendlich ist, so kann man alle f; linear wdihlen.

Beweis: Wir betrachten zunéchst den Fall, dass k& unendlich ist. Sei I eine
endliche Teilmenge von Ny", und sei (¢;|i € I) : [ — k so, dass

p= Z iy, ... i)ttt
(il,...,in)EI
Fiir ein passendes (ao, ..., a,) € k"1 gilt nun, dass das Polynom

q(tl, P ,tn) = p(tl,tg + Ozztl, Ce 7tn + Ozntl)
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von der Form byt + Zi]\i_ol bi(ta, ..., t,)ti mit by € k, b; € k[ty, ..., t,] ist. Um
das zu zeigen, bilden wir ein Polynom ¢ in k[ty, ..., t,, as, ..., ay,l.

q/ = p(tl, t2 + agtl, e 7tn + antl)
= > clin. i)t (bt asty)? - (ty + anty)™
(il,...,in)EI

Sei N der totale Grad von p. Dann erhalten wir den Koeffizienten K von zV in
¢' durch

_ : -\ i i i
K= g c(in, ... ip)agas - -ar.

(il,...,in)el
11t tin=N

Das Polynom K € Eklag,...,a,| ist nicht das Nullpolynom, also gibt es nach
Lemma 3.1 ein (o, ..., q,) € k"7, sodass K (o, ..., a,) # 0.
Es gilt

G(x1, 0 — Qoxy, ..., Tp — apx,) = 0.
Also ist x; ganz tiber k[xzy — aoxy, ..., T, — aye]. Somit leisten f; := z; — a2y
und g; = ti1, g; := x; + a;x; das Gewiinschte.
Wenn £ endlich ist, so kann man g; := t; + t¥7" mit d > max{i;|i € I,j €
{1,...,n}}und f; :=t; — t&"" wiihlen. O
Satz 3.3 (Noethersche Normalisierung). Sei k ein Kdrper, sei B ein kommuta-

tiver Ring mit Eins mit k < B, und seien x1,...,x, € B so, dass k[x1,...,x,] =
B. Dann gibt es r € {0,...,n} und fi,..., fn € k[t1,...,t,], sodass fir y; :=

filxr, ... xy) gilt:

(1) (v1,.-.,y) ist algebraisch unabhdngig iber k,
(2) B ist ganz dber klyi, ..., y.].

Beweis: Induktion nach n. Wenn (z1, ..., x,) algebraisch unabhéngig ist, so gilt
fir r:=nund f; :=¢; (j € {1,...,n}) das Gewiinschte.
Wenn x = (x1,...,2,) algebraisch abhingig ist, so gibt es ein p € k[ty, ..., t,]
mit p # 0, sodass

p(z1,...,2,) =0.
Daher gibt es nach Lemma 3.2 f1,..., f,1 € k[t1,...,t,], sodass x, ganz iiber
E[fi(zy, ... 20), . fao1(w1, ..., 2,)] ist, und

k[fi(x), ., faa (%), 2] = B.
Nach Induktionsvoraussetzung gibt es nun gy,..., g, € klt1,...,t,—1], sodass
E[fi1(x),..., fa_1(x)] ganz tiber
Kl (fi(x)s- s far (X)), G (i), fan (%))
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ist
Fir h; = g;(f1,..., fu-1) € E[t1, ..., t,] gilt also:
E[fi(%),..., fu_1(x)] ist ganz iiber k[hi(X), ..., h(x)].

Da z, ganz iiber

k[ﬁ(x)v SR fn—l(x)]]
ist, gilt:
E[fi(%),. .., fa_1(X)][z.] ist ganz iiber k[h1(x), ..., h(X)].
Folglich ist B ganz iiber k[hy(x), ..., h.(x)]. O

4. DER HILBERTSCHE NULLSTELLENSATZ

Satz 4.1 (Hilberts Nullstellensatz — Schwache Form). Sei k ein Kérper, und
sei I ein Ideal von klty,...,t,] mit 1 ¢ I. Dann gibt es eine algebraische
Korpererweiterung K von k und x € K™, sodass fir alle f € I gilt: f(x) = 0.

Beweis: Sei M ein maximales Ideal von kl[ty, ..., ¢, mit I C M # k[t], und sei
K = k[t]/M. K ist ein Korper, und (x1,...,2Z,) = (t1+ M, ... t,,+ M) ist eine
Nullstelle aller Polynome in I. Es bleibt zu zeigen, dass K algebraisch iiber k ist:
Seien dazu r € {0,...,n} und y1,...,y, € K so, dass K ganz iiber k[y1, ..., y.]
ist, und (y1,...,y.) algebraisch unabhéngig ist. Wenn r = 0, so ist K ganz iiber
k, also algebraisch. Wenn r > 1, so gilt wegen der Unabhangigkeit der y;, dass
1 # 0+ M. Also gibt es ein z; € K mit z; -y; = 1 + M. Da z; ganz iiber
klyi, ..., y.] ist, gibt es m € Nund fi,..., fru_1 € k[t1, ..., 1], sodass

Zl +Zfz yla"'7y7’ 21_0+M

Durch Multiplikation mit yi* erhalten wir

1+Zfly1,...,yr =0+ M.

Das Polynom g € klty, ..., ] das durch

g _1+Zf, (tr, ... t)t"

gegeben ist, erfilllt ¢ # 0 und g(y1,...,y,) = 0. Dann ist (yi,...,y,) algebraisch
abhangig. O

Satz 4.2 (Grundlage des automatischen Beweisens geometrischer Sitze). Sei k
ein algebraisch abgeschlossener Korper, seien n € N, r, s € Ny,
fi,- s fss by hey g € K[ty ..., t,]. Dann sind dquivalent:



8 VORLESUNG “KOMMUTATIVE ALGEBRA”, SOMMERSEMESTER 2008

(1) Fiir alle x € k™ gilt:

(filx) =+ = fo(x) =0, hi(x) #0,...,h(x) #0) = g(x) =0.
(2) 1 liegt in dem von

(fi, o s fsshi-ur—1,... b u, —1,g-v—1)

erzeugten Ideal von k[ty,... t,,ut, ..., up,v].

Satz 4.3 (Rabinowitschs Trick). Sei k ein Kdrper, s,n € N, und seien fi,..., fs €
klt1,...,t,]). Dann sind dquivalent:

(1) ge \/<f17---7fs>ldk[t}-
(2) 1e(fi, -, fo, 9 u— Didnft.u)-

Beweis: (1)=(2). Sei I := (fi,..., fs,9 - u — L)a,. Wegen (1) gibt es ein
r € N, sodass ¢g" € I. Folglich gilt auch ¢"-u" € I. Dag-u =1 (mod I), gilt
auch (¢-u)" =17 (mod I), und somit 1 € I. (2)=(1) Wenn g = 0, so liegt ¢
klarerweise im Radikal. Wenn g # 0, so gibt es Polynome ay, ..., as,b € k[t, ul,
sodass

s

D ailty, ot ) ity t) F bt ) (gt ) u = 1) =1

i=1
Wir werten jetzt beide Seiten im rationalen Funktionenkorper Q(k[xy, ..., x,])
an der Stelle (z1,...,x,, m) aus, und erhalten

Zai(xl, o, 1 g, ) fiz, . x) = 1

i=1
Es gibt nun r» € Nund hy, ..., hs € klxy, ..., z,], sodass

hi(ﬂfl, c. ,SL’n)
ai(T1, ..., xp, 1/g(x1,...,2,)) = —m—.
( 1 /g( 1 )) g(xl’.”’xn)r

Dann liegt ¢" in dem von (f1,..., fs) erzeugten Ideal von k[ty, ..., t,].

Satz 4.4 (Hilberts Nullstellensatz — Starke Form). Sei k ein algebraisch abge-
schlossener Korper, sein € N, und seien fi,..., fs € k[t1,...,t,]. Wenn fir alle
x € k" mit fi(x) = -+ = f,(x) = 0 gilt, dass g(x) = 0, so liegt g im Radikal von
(fio-- s fsndmpy-

Beweis: Sei u eine neue Variable. f; = ... = f; = 0, g -uv = 1 ist unlosbar,
also gilt wegen der schwachen Form des Nullstellensatzes 1 € (fi,..., fs,g-u —
Didkfe,u)- Also liegt nach dem Satz von Rabinowitsch (Satz 4.3) g im Radikal von

<f17---7fs>ldk[t}- O



