Informations- und Codierungstheorie
9. Ubungsblatt fiir den 9. Dezember 2008

1. Geben Sie, wenn moglich, jeweils ein Beispiel fiir Zufallsvariablen X, Y an, die

folgende Bedingungen erfiillen.
(a) I(X;Y) = H(X);

(b) I(X;Y) > H(X);

(c) I(X;Y) = 0;

(d) I(X;X)=0.

2. [Ash, 1990, Beispiel 1.2] A single unbiased die is tossed once. If the face of the
die is 1,2,3, or 4, an unbiased coin is tossed once. If the face of the die is 5 or 6,
the coin is tossed twice. Find the information conveyed about the face of the die
by the number of heads obtained.

Hinweis: Eine Moglichkeit, dieses Experiment zu beschreiben, ist, als Wahr-
scheinlichkeitsraum

Q={1,2,...,6} x {0,1} x {0,1}

mit P({ (w1, w2, w3)}) = 5 fiir alle (w1, ws, w3) € Q zu wihlen. Die Zufallsvariable
Y soll die Anzahl der Kopfe angeben.

3. Wir betrachten das Senden eines Bits {iber einen bindren Kanal mit Fehlerwahr-
scheinlichkeit p. Seien XY zwei Zufallsvariablen, die die Eingabe und Ausgabe
beschreiben. Wir nehmen also an, dass P[X = 0] = P[X = 1] = §, P[Y =
0 X=0=PY=1X=1=1—-p, PIY =1|X =0] = P[Y =0|X =1] =p.

(a) Berechnen Sie C'(p) := I(X;Y) fiir alle p € [0, 1].
(b) Skizzieren Sie die Funktion C(p), und bestimmen Sie ihre Maxima und
Minima.

4. Finden Sie ein Beispiel einer Markovkette (X,Y,Z), fur die (X, Z,Y) keine
Markovkette ist. Hinweis: Warum reicht es, ein Beispiel einer Markovkette mit
I(Y;Z) < I(X;Y) zu finden?

5. Seien X1 : Q — Ay, X5 : Q — Ay, Y] : Q — By, Y5 : Q — By Zufallsvariablen.
Wir nehmen an, dass fiir alle (ay,a2) € A; X Ay und (by,by) € By X By mit
P[X; ® X5 = (a1,a9)] > 0 gilt:

(1) PV1®@Ys= (b1, 02)| X1 ® Xy = (a1, a2)]
= P[Yl = b1|X1 = al] : P[YQ = b2|X2 = CI,Q].
(a) Zeigen Sie I(X; ® Xo;Y1 ® Vo) < I(X1; Y1) + I(Xy; V).
(b) Zeigen Sie, dass I(X; ® X2;Y; ® Ys) < I(X1;Y1) + I(X2;Y2) nicht gelten
muss, wenn (1) nicht erfiillt ist.
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