Informations- und Codierungstheorie
8. Ubungsblatt fiir den 2. Dezember 2008

1. (cf. [Cover and Thomas, 2006, Problem 5.25]) Seien p; > py > ps > py so, dass p; +
P2+ p3+ps=1und p; < % Zeigen Sie, dass in einem mit dem Huffman-Algorithmus
erzeugten optimalen bindren Code (Cy, Cy, Cs3, Cy) fiir (p1, pa, p3, p4) das Wort C; Lange
2 hat.

2. (cf. [MacKay, 2003, Exercise 8.6]) Die Zufallsvariablen X und Y haben folgende ge-
meinsame Verteilung:
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(a) Berechnen Sie H(X ® Y), H(X), H(Y).

(b) Berechnen Sie fiir jedes y € {1,2, 3,4} die Entropie von X |y_,.
(c) Berechnen Sie H(X|Y) und H(Y|X).

(a)

3. (a) (cf.[MacKay, 2003, Exercise 8.1]) Consider three independent random variables

U, V, W with entropies H(U), H(V), HW).Let X :==U®V,Y := V@W. What
is H(X ® Y)? What is H(X|Y)?

(b) (cf. [MacKay, 2003, Exercise 8.2]) Confirm that it is possible for H(X|y_,) to
exceed H(X).

4. Wir wiirfeln einmal. Seien X, Y, Z Zufallsvariablen, die so definiert sind:

e X =0 genau dann, wenn die Augenzahl gerade ist, X = 1 sonst.
e Y =0 genau dann, wenn die Augenzahl hochstens 3 ist, Y = 1 sonst.

e 7 sei die Augenzahl des Wurfes.

(a) Berechnen Sie H(Z|X ® Y) und H(X ® Y|Z).

(b) Wieviel erspart das Wissen iiber X ® Y fiir die Ubertragung von Z? Wie grof ist
also H(Z)— H(Z|IX @ Y)?

(c) Wieviel erspart das Wissen iiber Z fiir die Ubertragung von X ® Y'? Wie gro8 ist
also HX®Y)-H(X®Y|Z)?

(d) Berechnen Sie H(X) — H(X|Y)!

5. (Teile dieses Beispiels sind [Ash, 1990, Beispiel 1.4 (b)]) Sei (€2, P) ein endlicher Wahr-
scheinlichkeitsraum, und seien X : Q@ — M, Y : Q — N, Z : Q0 — R Zufallsvariablen.
Zeigen Sie:

(a) HY ® Z|X) = HY|X) + HZ|X ®Y).
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(b) H(X) - H(X]Y) = H(Y) — H(Y[X).

6. In diesem Beispiel arbeiten wir an einer Interpretation fiir H(X|Y). Dazu gehen wir
von folgendem Experiment aus: Seien X : Q — {z1,..., 2y} und Y : Q — {y1,...,yr}
Zufallsvariablen. Wir wollen die Ausgéinge von X einem Empfanger iibertragen, dem
die Ausgénge von Y bereits bekannt sind.

(Das kann man sich so vorstellen: wir wollen dem Empfanger mitteilen, ob das Rou-
letterad auf “gerade” oder “ungerade” gefallen ist, wissen aber, dass der Empfanger
bereits weif}; ob das Rad auf “rot” oder “griin” gefallen ist).

Wie iibermitteln Sie dem Empfanger die Ausgénge von X so, dass Sie durchschnittlich
nur hochstens H(X|Y) 4+ 1 Zeichen pro Ausgang von X und Y brauchen?
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