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(1) Bei 2-maligem Wiirfeln gebe X die Augenzahl beim ersten Wurf, Y die
Augenzahl beim zweiten Wurf, und Z die Summe der Augenzahlen beider
Wiirfe an.

(a) Berechnen Sie H(X), H(Y), H(Z).
(b) Wir nehmen an, wir wissen bereits, dass der zweite Wurf 4 ergeben
hat. Die Zufallsvariablen X’ und Z’ sollen den Ausgang von X und
Z unter dieser Annahme beschreiben. Es gilt also
PX =z, &Y =4
P[Y = 4]

PX' =] :=

und
P[Z =2z &Y =4]
P[Y = 4]
Berechnen Sie H(X') und H(Z').
(2) Wir wiirfeln einmal. Seien XY, Z Zufallsvariablen, die so definiert sind:

e X =0 genau dann, wenn die Augenzahl gerade ist, X = 1 sonst.

P|Z' = z] :=

e Y = 0 genau dann, wenn die Augenzahl hochstens 3 ist, Y = 1 sonst.
e 7 sei die Augenzahl des Wurfes.
(a) Berechnen Sie H(Z|X ® Y) und H(X ® Y|Z).
(b) Wieviel erspart das Wissen iiber X ® Y fiir die Ubertragung von Z?
Wie gro8 ist also H(Z) — H(Z|X ®Y)?
(¢) Wieviel erspart das Wissen iiber Z fiir die Ubertragung von X ® Y7
Wie groB ist also H( X ®Y) - HX ®Y|Z)?
(d) Berechnen Sie H(X) — H(X|Y)!

(3) (Teile dieses Beispiels sind [Ash90, Beispiel 1.4 (b)]) Sei (€2, P) ein end-
licher Wahrscheinlichkeitsraum, und seien X : Q@ — M, Y : Q — N,
7 : Q) — R Zufallsvariablen. Zeigen Sie:

(a)
HY®ZIX)=HY|X)+ HZIX®Y).

(b)
H(X) - HX|Y) = HY) — H(Y|X).

(4) In der Vorlesung haben wir H(Y|X), also die nach Bekanntgabe von X
verbleibende Unsicherheit iiber Y, definiert durch

H(Y|X):=H(X®Y)— H(X).



Wir nehmen an, dass X die Werte x1,...,x); annimmt, und dass Y die
Werte 1, ...,y annimmt. Wir nehmen an, dass fiir alle i gilt: P[X =
z;] > 0. Sei Y; die Zufallsvariable, die den Wert y; mit Wahrscheinlichkeit
PlY = y;|X = x;] annimmt. Es gilt also

PlY; = y;] = PlY = y;| X = x;].

Y; gibt also das Verhalten von Y an, wenn wir schon wissen, dass X = x;
ist.

Zeigen Sie:
M
H(YX) = 3 PIX = 2] - H(Y,).
i=1

H(Y|X) ist also das gewichtete Mittel der H(Y;).

(5) In diesem Beispiel arbeiten wir an einer Interpretation fiir H(X|Y'). Dazu
gehen wir von folgendem Experiment aus: Seien X : Q — {xy,...,zp}
und Y : Q — {y1,...,yr} Zufallsvariablen. Wir wollen die Ausgénge von
X einem Empfanger iibertragen, dem die Ausgénge von Y bereits bekannt
sind.

(Das kann man sich so vorstellen: wir wollen dem Empfénger mittei-
len, ob das Rouletterad auf “gerade” oder “ungerade” gefallen ist, wissen
aber, dass der Empfinger bereits weifl, ob das Rad auf “rot” oder “griin”
gefallen ist).

Wie iibermitteln Sie dem Empfanger die Ausgénge von X so, dass Sie
durchschnittlich nur héchstens H(X|Y') + 1 Zeichen pro Ausgang von X
und Y brauchen?

(6) (Bonusbeispiel) Zeigen Sie folgende Abschétzung fiir die Binomialkoeffi-
zienten: Fiir allen € Nund k € {0,1,...,n} gilt

M) < gnHE1-E)
p] S

Hinweis: ( Z ) pE(l —p)n k< 1.
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