Informations- und Codierungstheorie
4.Ubungsblatt fiir den 8. November 2006

1. (a) [2] Zeigen Sie, dass der Code {0,10,011,11111} eindeutig decodierbar

1st.
(b) [1] Ist der Code {a, c, ad, abb, bad, deb, bbede} eindeutig decodierbar?

2. Der “iibliche” Binércode fiir die natiirlichen Zahlen (C(13) ist z.B. 1101) ist
kein préfixfreier Code. Daher kann man Zahlenfolgen auch nicht mit diesem
Code iibertragen (11011 konnte etwa (13, 1) oder (6, 3) bedeuten).

(a) Finden Sie einen prifixfreien Code fiir alle natiirlichen Zahlen auf dem
Alphabet {0,1}.

(b) Finden Sie eine prifixfreie Codierung C' fiir alle natiirlichen Zahlen
auf {0, 1}, sodass lim,_, L(Cn(")) = 0. Dabei ist L(C'(n)) die Lénge des
Codewortes von n.

(c) Zeigen Sie, dass die mittlere Léinge der Codierungen der ersten n Zah-
len stets grofler oder gleich log,(n) ist. Zeigen Sie also

L 3"LE() > loga ().

3. Die Zufallsvariable X nimmt die Werte z1, 22, 3 mit den Wahrscheinlich-
keiten 0.99,0.005,0.005 an. Wir wollen die Ausginge der Zufallsvariablen
X durch 0, 1-Folgen iibertragen.

(a) In der Vorlesung haben wir bewiesen, dass wir das mit einem Code
machen konnen, dessen durchschnittliche Codewortlinge im Intervall
[H(X), H(X) + 1] liegt. Finden Sie einen solchen Code!

(b) Wir fassen jetzt immer zwei Ausgéinge von X zusammen und iibertra-
gen diese Ausginge gemeinsam. Wir iibertragen also jetzt die Ausgidnge
der Zufallsvariablen

Y : OxQ — {z1,29, 23} X {21, 70, 73}
(wi,wp) > (X (w1), X (w2))-

Berechnen Sie H(Y'), und finden Sie eine Codierung fiir Y, deren
durchschnittliche Codewortldnge im Intervall [H(Y'), H(Y) + 1] liegt.
Wieviele Zeichen brauchen Sie jetzt im Durchschnitt fiir einen Aus-
gang von X7

4. Sei (€2, P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum, und sei X : Q — {z1,..., 2}
eine Zufallsvariable. Sei n € N, und sei YV : Q" — {zy,..., 25},

Y((wi,---wn)) == (X(w1),- -, X(wn))-

Sei C ein eindeutig decodierbarer bindrer Code fiir Y. Zeigen Sie, dass die
durchschnittliche Codewortlénge von C zumindest n - H(X) sein muss.
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5. [3] Wir werfen eine unfaire Miinze, die mit Wahrscheinlichkeit p (0 < p < 1)
auf Zahl fallt, N mal. Sei 8 > 0, und sei z die Anzahl der Wiirfe auf Zahl.
Wir nennen diese Folge von N Wiirfen typisch zum Parameter [3, wenn

I% (=log, (»*- (1 —=p)V %)) — H(p,1 —p)| < B.

Sei q(N, ) die Wahrscheinlichkeit, dass eine Folge von N Miinzwiirfen mit
Zahlwahrscheinlichkeit p typisch zum Parameter g ist. Zeigen Sie:

(a) limy_o00 q(N, 5) = 1.
(b) Es gibt héchstens 2V (H®:1=P)+8) typische Folgen der Linge N.
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